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vRésumé :

Dans ce travail nous caractérisons le comportement, lorsque
le temps croit indéfiniment, des solutions d'une inéquation différen-
tielle parabolique abstraite. Nous en donnons plusieurs applications
et étudions en dé&tail le comportement des solutions des &quations de
Navier-Stokes (sur un ouvert borné ou une va;iété) et dés équa—
tions de la thermohydraulique lorsque les forces extérieures sont

nulles (ou exponentiellement décroissantes).

Abstract : _

In this work we characterize the behavior, as time goes to
infinity of solutions of an abstract differential inequality of parabolic
type. We give several applications and go into details for the behavior
of solutions of Navier-Stokes (in a bounded open set or on a Manifold)

and Thermo-hydraulic Equations, when the exterior forces vanishe (or

decay exponentialy).

H! ! I:] PAPIER RECUPERE ET RECYCLE



0 - INTRODUCTION ' 1

- PRINCIPAUX RESULTATS (FORME ABSTRAITE) ' 3
. 1-Cadre abstrait
2-Unicité rétrograde

. 3-Comportement asymptotique lorsque t > + @

- - A H
-

. 4-Application . aux équations de Navier-Stokes sur une variété

II-LE CAS QUADRATIQUE AVEC FORCE NULLE 21
II. l1-Comportement dans D«2ﬁ6
I1. 2-Comportement dans Em

II. 3-Application aux équations de Navier-Stokes sur un ouvert borné

III-EQUATIONS DE NAVIER-STOKES AVEC FORCES EXPONENTIELLEMENT DECROISSANTES

III.l-Décroissance vers O 38
III.2-Comportement lorsque t - + «
IV-EQUATIONS DE LA THERMOHYDRAULIQUE AVEC FORCES NULLES 49

IV. 1~Position du probléme

IV. 2-Comportement pour t = + «©




0 - INTRODUCTION

Ce travail est divisé en deux parties. La premiére (paragraphes
I et II est consacrée 3 1'étude du comportement, lorsque le temps (t)
croit indéfiniment, d'une fonction ¢(t) & valeurs dans un espace de

Hilbert Y qui vérifie 1'inédquation différentielle v> 0)

©.1) 'ﬁg¢u)+v@dwnus “”“M““M o 172y PPt 20

ol Gﬂf est un opérateur autoadjoint positif et non borné dans Y
de domaine D(Gﬁ{ ).

Nous montrons que lorsque n ¢ Ll(]R+) n L2(IR+) (l), il
existe un couple valeur propre-vecteur propre (Am,¢m) pour Qﬁ{
tel que

(0.2) lim [|e"? € 4y - ¢ = 0.

t >+ D(@dl/?‘)
Nous précisons ce comportement dans le cas d'une é€quation non linéaire

du type

d ' 2
0.3 Ly oo +n, P -0
et nous donnons dans ce cas le début du développement asymptotique de ¢(t).
Ces résultats généralisent certains travaux de C. FOIAS et J.C. SAUT [1,2,3"
et C. GUILLOPE [1,2,3 -].

Dans la seconde partie (paragraphesIII, IV) nous utilisons les
résultats qui précddent pour &tudier le comportement de la solution des
équations de Navier-Stokes associde & une force exponentiellement décrois-

sante (6 > 0)

- (1) Cette condition est optimale cf. Remarque 1.1.

(2) B.ne vérifie pas nécessairement (B(¢,¢),¢)Y = 0,



g%-+ (u.V)u - VvAu + Vp = f dans § x ]R+ ,

0.4) div u =0 dans § x ]R+ ,

u(x,t) 0, xed, t >0,

Cux,0) =ux) xeQ;

oi f = £(x,t) = £f(x) e-VG t

(cf. Théoréme 3.1.).
Ce dernier résultat est, 3 notre connaissance, le premier qui précise

le comportement de la solution de (0.3) lorsque rot f(x,t) # O.

Nous &tudions au paragraphe IV les équations de la thermohy~
draulidue (c£. (4.1)-(4.5)). Bien que ces équations peuvent se mettre
sous la forme abstraite (0.3) (cf. J.M. GHIDACLIA [1]) 1'opérateur Gﬂ{
n'est pas audoadjoint.

Nous traitons néanmoins ce cas et donnons le comportement des solutions
lorsque t - + © (¢f. Théoréme 4.1). Ce dernier résultat montre que la
température a un comportement exactement exponentiel (décroissant) et
qu'il en est de méme pour la vitesse sauf dans un cas fortement ré&son-

nant.

Nous avons présenté quelques applications des résultats abstraits

aux €quations de Navier-Stokes toutefois il est possible d'obtenir des

résultats similaires pour les. &quations de 1la magnétohydrodynamique qui

peuvent s'écrire sous la forme (0.3) (cf. G. DUVAUT et J.L. LIONS [2 ] ,
M. SERMANGE et R. TEMAM (1.

Dans un travail ultérieur, nous &tudierons le cas oi 1'opéra-

teur Gﬁf dépend du temps.

L'auteur tient i remercier Monsieur R. TEMAM pour ses nombreux
. ‘ . R . » . .
consells et Monsieur J.C. SAUT pour toutes les discussions qui ont permis

1'€laboration de ce travail.




I - PRINCIPAUX RESULTATS (FORME ABSTRAITE)

I.1 - Cadre abstrait

 Soient Y un espace de Hilbert réel séparable et Gﬁf un opérateur
lin€aire autoadjoint non borné de domaine D(QQZ). Nous supposons que,
lorsqué D(cﬁf ) est muni de la norme du graphe,«Gﬂf est un isomorphisme
de D(Qﬂf) sur Y, que son inverse Qﬁiﬁl est compact dans Y et que

(L) %e Dled), 00 (o) >0 ;
ol ( , ) désigne le produit scalaire sur Y et ].[ la norme associée.

Sous les hypothé&ses qui précédent, Qﬂf-l est diagonalisable
sur Y : il existe une suite d'éléments de Y, {gj}j>l , et une suite
croissante de réels {Aj}j>l qui vérifient :

(1.2) Sp {gj} est dense dans Y,

(.103) (gl’gj) = 61_] ’

(1.4) g5 = od 71 s -

Et, dans le cas que nous envisageons ici, lorsque dim Y = + o, |

(1.5) lim A, =+ o |

j++oo

Nous notons {Aj};i; la famille des valeurs propres de‘eﬂ{

comptées sans multiplicité

(1.6) 'Al < A2< ....<Aj< .

(1) Nous notons o Qﬂf ) = {Aj}jzl .



Remarquons que (l.1) prouve que Al = A1> 0.

P . 8 .. .
Nous définissons alors Gﬂ{ » S € R de la maniére suivante :

(1.7) s20, D(c®) = {6 ¢ ¥, & Ajs(qs,gj) <+ @},
j=1 |
qui est muni de la norme
*E o 2s 2.1/2
(1.8) ell, = (jzl AT, T

Puis pour s < 0,
(1.9) d%= @57,

Nous notons alors

D(cd %),

(1.10) X

et en particulier

i
-
>4

(1.11) X0

Lorsque nous identifions Y = Xo a son dual nous pouvéns identifier X_S
-3 ]
a (Xs)




I.2 - Unicité rétrograde

T et Vv désignent des réels strictement positifs.

Théoréme 1.1. : Si ¢ vérifie

(1.18) ¢ € C(L0,T] ; X) n L2(0,T;D(cd)),

g%ﬁil +vedo(t) e Y pour presque tout te L0,T1,
(1.19) - A ”

[%% + veﬂ{¢l <a || ¢
ol

(1.200  n e 1.200,7).
Alors

(i.Zl) ¢(T) = 0 =>¢ = 0,

Preuve : Nous adoptons la notation suivante :

(1.22)  L(p) = g% + veds.

[ 4
Remarquons que si ¢ ¢ C([0,T]; Y) n L2(£0,T]; X) vérifie (1.19)-(1.20)
alors ¥§ > 0 ¢ ¢ C(FS§,T1;X) n LZ(ES,T]; DC&{))(l)et (1.21) est veérifieé.

Nous allons montrer que s 'il existe t € [0,T[ tel que
]¢(t )| > 0 alors |¢(T)[ > 0, ce qui prouvera (1 21).
D'aprés (1.18) t - |¢(t)] est une application continue sur [0,T],
s'il existe toe [O,TL tel que |¢(to)| > 0 nous avons l'alternative

suivante :

(1) ¥e e [t ,T]  [¢(t)] >0
ou
(ii) 3 tl € ]tO, TI: > ¥te I:to,t1[ l¢(t)l>0, Id)(tl)l = 0,

(1) Se reporter & 1'annexe pour cette notation.



Plagons nous dans le cas (ii). D'aprés (1.19) et (1.20),
L(p) € L2(0,T;Y) et donec ¢' ¢ LZ(O,T;Y). Si nous notons

2
(23 A = @I

lo@)] 2
nous avons A(t) = (Géi ¢(t)§¢(t))
lo(t) |
a_, @@ -0o 10
dt l¢12 .

D'autre part, (Gﬂg¢ - Ap,9) =.0, il s'en suit que

1 d

1dh, |@d¢_ 012w, e o-nd)
2 dt .

o] ]2

Alors de (1.19) aprés application de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(1.24)

an, 34 ¢—A¢J 2 A

(1.25) — + <n —.
o]

dt. Vv

" Nous en déduisons pour t ¢ [to, tlL

10T
. (1.26) A(t) < A(t )exp;J n“(s)ds) = C
0

D'autre part

L alol® | @.0") | 6y L@ved &) | GL8) | .
29| at o] 10]2 192

et alors puisque A(t) = Al’

» .
I Logle| = - (v + ;:_T72) ¢, -

1
Par intégration entre t, et t e [to’tIE >

rt
(1.27) o) ] = |6t ) [exp -, | (v + ﬂ%-

o




t ' T
; ' 5 n n(t)
Et d apres (1.20) CO J (v + —"'———1/2 )dS < CO J (\) + T_Z_)dt < 4+
A A
: t 1 t 1
o o
ce qui prouve que (ii) n'est pas réalisé. |

Nous avons prouvé que si ¢ , vérifiant les hypothé&ses du Théoréme 1.1,

s'annulait 3 un instant, ¢ &tait nul auparavant. Nous allons montrer

ue si s'annule 3 un instant est identiquement nul.
q ’ .

Proposition 1.1. : Sous les hypoth&ses du Théoréme 1.] si $(0) = 0 alors
¢ est identiquement nulle.

48:8) - 5¢4.00)

et alors

2 |
3 B el 2= e < ale] | o

puis
2 2 '
d 2.
lgl = gv lo]”
Ii en résulte que
T A
(1.28)  [6®©)]% < [6¢0)]? exp %an(g)ds. u



1.3 - Comportement asymptotique lorsque t = + ® ,

Nous nous intéressons ici au comportement lorsque t + + ® d'une

fonction ¢ deﬁm+ = [0, + ® [ dans X qui vérifie

(1.29) @ e c([0,T] ; X) n L2(0,T;0(c ), ¥T > 0,

o , v G&{¢(t) € Y, pour presque tout t ¢ R,
(1.30) | ¢4t +

lg_t' v @Q{‘M < nl| ¢]| , pour presque tout t eR,,
ol

(1.31) ne L2(R+).

Conformément au Théoréme 1.1, une telle fonction ¢ est

identiquement nulle ou ne s'annule pas. Nous nous placerons dans ce

deuxidme cas.
Etant donné A » une valeur propre decﬁi' nous désignons par HK la
projection orthogonale sur l'espace propre associé a A et par PK

l'opérateur Py = ¢ I

A 2 <h A

Théoréme 1.2. : Si ¢ vérifie (1.29)-(1.30) et si n vérifie (1.31) alors

lorsque t tend vers + « ,

(1.32) A(t)(l) - A,

(1.33) oi A% est une valeur propre de Qﬂ{

De plus

(1.34) Lim || (1-11, ) S = o
| o S L@ oy |
et
+00
- (1.35) J [ACE) = A% |dt < + o |
. |

(1) cf. (1.23).




Sous une hypothése renforcée nous avons le

Théoréme 1.3. : Si n vérifie (1.31) et

+00
(1.36) j n(s)ds < + o
0 ‘ .

3 . m
alors il existe un vecteur ¢ € D(Gﬂ{) tel que

(1.3 e ) > 6% dans x,

(1.38) e o™ = 1%6%# 0.

Remarque 1.1. : L'hypothése (1.31) ne suffit pas pour montrer (1.37)

comme le prouve 1'exemple suivant :

/4 alors A = A” = 1, n(t) = _%73

t

1
X=Y=R, o= idp ,  ¢(t) = oAt

et lim et¢(t)
t>+ ©

]

+ o

Démonstration du Théoréme 1.2

.
—— e G~ e 20 e . S

Nous déduisons de (1.25) que

2

dA A

=— <
dt

<is

et par intégration entre tyett, t, 2 t)

(1.39) &) = At s Ae) exp-\-l)— Jt n?(s)ds ,
d'oil
A, < ACt) = ACt Yexp L oonz(s) ds
1 = 1’ = o’ &XP 3 . y
. |

En prenant la limite supérieure lorsque ty >+, il vient

Al < lim sup A(tl) < A(to) exp %—J nz(s)ds

t
tl—>+°° o

puis la lim inf lorsque t, >t
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(1.40) Al < lim sup A(ti) < lim inf A(t )
tl->+°0 t°-++oo

» . . o -~
Il s'en suit que A(t) converge vers une limite finie A et d'aprés

(1.39)

1 ("2
(1.41) A(t) 2 A exp - ;-J n" (s) ds.
t
Nous notons y = < et par retour a (1.25),

tz t t
o (o}

A(tl)~A(to) + tllCJ&LA)leds < ( sup A(t))Jtl nz(s)dét

t

0
Compte tenu de (1 31) nous déduisons de cette derniére inégalité que
(Gﬂ{-A)w € L (IR ,Y)., Il existe une suite (t,) qui tend vers + ©
lorsque j tend vers + « telle que ](eﬂ{—A)w(t §| > 0 et alors
|(eﬂ{ -\ )W(t )| > O donc la suite |( Gﬁflp(t )| est bornée. Par
compacité de Gﬂi_ nous sommes assurés de 1' ex1stence d'une sous-suite
de (tj) toujours notée (tj) telle que w(tj) - w pour la topologie
forte sur X. Il en résulte que (cyi'-Am) P(t.) converge vers

Gﬁf'wm- A" w« dans X' et alorseﬂz¢a= A" wm,]w«| =1: A est donc

valeur propre de Gﬂf

Nous allons &tablir une équation d'évolution pour

) .
a _ 1 d¢ _ 1 49| o d—¢=L(¢)-—\) @dd) et

ac o] de 206]3 ac " oae
Lol elel®s ) oy, o, L) L@)
1% at IS 617

Alors

(1.42) W + v o DY = L($) _ (L(¢),g ) v
de | ¢ 4]

Nous allons montrer que (1.34) et (1.35) résultent de (1.42).
Lemme 1.1. : Etant donné& une fonction |y & valeurs dans X telle que

(1.43) ¥ e C(LO, + =[; X) n L2, + = ; D(ed )),
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\

(1.44) [¢(t)] =1, ¥t =20, v + v Gﬂ{w € Y pour presque tout t > 0,
dt

(1.45) | s vied -0y < 0
St

(1.46) Ae) + AT valeur propre de Gﬂ{ .
(147 o e LA(R).

Alors

(1.48) lim H(I—nAcc)wn = 0,
t >t

f® ’ 2
(1.49) J I (I—HAmw“ (s)ds < + =,
0

Nous reportons la preuve de ce 1emme aprés la démonstration du Théoréme 1.3.

Montrons que le Lemme 1.1 permet de prouver (1.34) et (1.35)

§i nous notons p = | T(T)’— L(T)ig)w |, de (1.30) et (1.31) nous
¢ ¢ _

déduisons que (1.47) est v8rifié et

(re 2 o
(1.50) J p(s)"ds "< ( sup A(t»J n” (s)ds.
0 t20 0 A

Ainsi d'aprés le Lemme 1.! (1.34) est vérifis.

Remarquons que :

o « i 2
.51 A= %[s s ﬁ_l) I - e vl

alors de (1.49) nous déduisons (1.35). 0

Démonstration du_Théoréme 1.3.

Nous allons &tablir une proposition qui précise la convergence de ¢ vers

0.
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Proposition 1.2. : Il existe une constante positive C telle que
-wA”~
(1.52)  |¢(t)] s ce ™ & w20,
| -wA*t
(1.53)  |jo)||s ce” ¥t = 0.

Preuve : Puisque A(t) est borné, il suffit de montrer (1.52).

Nous avons 1'égalité d'énergie :

A2 0%,

1 d 2 2 |
7 a 1¢17 wlell” = a®.e <

de |l¢l|2_ 2 Al¢l2 et de cette derniére inégalité&, il vient

4 rog(iol? ™ ) < 20 a2 4 2v(aa)
De (1.32), (1.35) et (1.36) nous déduisons (1.52).

Ceci achéve la preuve de la Proposition 1.2. g

Revenons 3 la preuve du Théoréme 1.3.

Nous avons apr@s projection de (1.22) & l'aide de HAG :

d_ (e\)A t

A"t _
It ]:[Ao:(k)'l' e HA‘IL(_Cb) = 0,

L ¢)

[§1]

et par intégration : (II(t)

<4 o« t -4
ash M Eaw - = - [ e 1) @)
« s
or |L(®)] < nll¢|lscn sV E d'aprés (1.53) et alors
\ t VA ‘ rt o :
(1.55) IJ O 1e1(e) @dols ¢ | (oo s J a (o) do
s s s

Par conséquent, compte tenu dg (1.36) 1'int&grale au second membre de

VA

(1.54) est convergente et e 'tH(t) converge dans Y.
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A'cc'

Si lim e tH(t) = ¢cc = 0, alors de (1.54) nous déduisons
t > 4o ‘ .
o -rw [+ o
eV Ereey = | A Ty =L(¢) (t)do
t
v\

et puisque |e ]'[Aoc L(¢)(@)| < ¢ n(o)

(=4 40
me)] < ce VAt J n(o)do .
e .

D'aprés le Théoréme 1.2., 1lim -LESElI = 1 et alors pour t assez grand
t >+o |o(t) |

6¢t)] = 2¢ceM | oo
t

De

1d 2 ' 2 1/2
fa?ltbl + {\|¢| > -n Al l¢|2,

nous déduisons’ que
: 1/2
b2 8@ e~ | w@-n 2%0))a0 .
0

Par comparaison avec (1.52), il vient alors

t o ' o [
J [00) - A% n 21 %(0) 1o > Log i%ﬁl - log | n(o)do
0
' t

D'aprés (1.35) et (1.36) le membre de gauche de cette inégaliﬁé est .

majoré alors que toujours d'aprés (1.36) le membre de droite tend vers
+ ® lorsque t > + © , L'hypothése ¢a = 0 est donc absurde, e\)A t]'[(t)
converge dans Y vers ¢a # 0, mais (1&34) nous montre que II(t) et ‘¢(t)
VAt

sont &quivalents dans X et alors e $(t) converge dans X vers ¢« et

(1.38) provient du fait que Ker -HAcc est fermé. d

Preuve du Lemme 1.1. :

-~

Nous notons q = (I-PAm)w alors si nous appliquons I-PA05 . a

%%v+ v(Gﬁ{ -y et nous prenons le produit scalaire dans Y du
résultat avec Gﬂ{q il vient



-J4 -

% %;-Ilq 1+ v edaql®-alla | D s 0| e qf

compte tenu de (l1.45).

2
Puis de 2 p | o q's 2ve | o4 q[2 + —& (e >0,
2ve .

1 2

(1.56)  S=llafl 2+ 2 vt jed o aljall B s o2,

2ve

Nous notons £+ 6 la premlere valeur propre de Qﬂf strictement

supérieure 3 A", alors ky&hl > (A"+ 61)||q" et puisque
. o« 61
lim [(1- e)(A+6)-A] =8, -—e(h+¢8) > —
t>+o0 2
. 61
Sl g€ = ——a——-—
4(A +61)

Il existe donc to > 0 tel que pour t-> to

< 6]
(I-e)(A + §) -A =2 —
2

De (1.56) nous déduisons alors que

2(0 + 61) 2

IA

Shall? + ve, llall? o

v 6
Nous deSLgnons par m(t) le second membre de cette inégalité, et alors par

intégration pour t > t s

-v8 (t-t ) st

(1.5 e * s flacplte ! + | m(s)e g,
t .
o
t i fee re/2 re -5 (t-
Pour t = 2to, J m(s)e dft S)ds = J m(s)e 6(t s)ds + J m(s)e Gét s) d
t
. ts . ) t/2
puis
. St
rt - _ - +00 rt
(1.58) J m(s)e Sﬁt S)ds < e 2 J m(s)ds + J m(s)ds
t, to t/2

et compte tenu (1.47), de (1.58) et (1.57) nous voyons que




- 15 ~

(1.59) lim ||q(t) || = oO.
t > oo

Montrons que
® 2
(1.60) j o“ q(e) ]| “dt < + o,

d'aprés (1.57) il suffit de montrer que

o0 t
(l.61) J ( J m(s)e
0 0

_Q(t-s)ds)dt < + o

Cette intégrale s'écrit :

+°°_ 5 +00 1 +oo
J e Y015 j m(t-s)dt)ds = j m(s)ds < +
0 - le

ce qui prouve (1.61) et (1.60) est prouvé.

si A% = Al no:s avons montréq(].48) et (1.49).

: Sinon soit A - 62 la plus grande valeur propre de Gﬁf strictement
inférieure 3 A" . Appliquons PA“—S a-%% + V(Gﬂi -A){ et prenons
le produit scalaire dans Y du résultat avec 0 = PA“-62¢ il vient

alors compte tenu de (1;45)

1 d 2 2 2
7 ar 1817+ vdlell® - apelD > —ple) .
| 2 « 2 e
or |[8]]c = @ -8,) [8]7 et il existe t; 2 0 tel que
o« 3 _
A(t)-‘A +6, 2 7 Sy ezt
2 2 3 2
Pour t 2 t, -8 ||" + Ale|” 2 7 9 Kl
d'otl
1'd 2 3v 2
zaq 1817 =2 = 6§, [8]° - ple
» v
Puis de p|6| < 42 |912 + ! 02 s
: v
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12 2 2
\)62

l8]® = vs, |6I2 -

4
dt

Soient T > t 2 tl’ par intégration nous obtenons

. T 2 ‘
Jeey? < V%2 o(ny)? 4 20 (g) e V02(s7B) g4
t véz
et en faisant T + + o(|6] < [y| =1) :
X +00
(1.62)  |o(e)|? <2 J 02 (sye V02(s78) 4o
N
a 2 t
Alors compte tenu de (l.47) et de e-v62(s-t) <1 pour s 2t
lim |6(t)| = o.
t>+

Cette limite jointe 4 (1.59) montre (1.48) (nous avons utilisé le. fait

que sur PA“-& Y toutes les normes &taient &quivalentes).
Pour montrer que J |6(s)|“ds < + « montrons que
0

+00 +co
(1.63) J ( J 02(s)e ™20 D 4gyd¢ < 4 w,
t

(0]
Or
[0 4 _ _ o 4o _
J J pz(s)e Véy (s t)ds = J J pz(s+t)e Véos ds dt
0 t 0 0

+eo (e
s (] Pwman (| M%) <re
0 0

Nous avons donc montré (1.63) qui, avec (1.60), prouve (1.49).
Remarque 1.2. : Nous pouvons &crire les Théorémes 1.l 3 1.3 avec le

triplet (X, xs_l,@ef) au lieu de (X,Y; o) pour s > 1.

Plus précisément nous avons le Théoréme :

[\
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Théoréme 1.4, : Si ¢ vérifie

(1.64) ¢ € C([0,T] ; X)) n L2(0,T;X ¥T > 0,

s+1)?

do(t :
df()+\) @Q{d)exs_l P.p. t €R_,
(1.65)
d
Il E% + Vv Gﬂf¢“ g=1 = ns|l¢]|8 p.p. t e:m+*,
ol

(1.66)  n_ ¢ L’®)

(1.67)  n_ e LIGR+) ,

. . @« -
alors il existe ¢S € VS+l tel que

(1.68) e\)Ast o(t) -~ ¢: dans XS

(1.69) ’eﬂf¢: = A ¢

S S
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-

I.4 — Application aux &quations de Navier-Stokes sur une variété.

L'écoulement atmosphérique peut &tre modélisé, dans le cas
ol les vitesses sont supposées horizontales et proportionnelles i la
distance au centre de la terre, par 1'étude d'un &coulement visqueux

incompressible sur la sphére S2 ( cf. A. AVEZ et Y. BAMBERGER [11]).

D'une maniére plus générale (cf. D. EBIN et J.MARSDEN [1] )
les équations de Navier—Stokes sur une variété riemanienne M orientéde

et sans bord sont :

Jdu =
(1.70) 3¢ "V A u+ Du+ Vp = £ ,

(1.71) div u = 0.

Nous désignons par @&Q l'ensemble des champs de vecteurs

. e .
tangents de classe C sur M a divergence nulle.

Soient H et V les adhérences dans L2 et Hl de @kﬁ , ces

)

espaces sont respectivement munis des produits scalaires

(1.72) (u,v) = J (u]|v)dM

et

.
(@) = | Gu[Tw)an.

Nous supposons que M est connexe, compacte, de dimension inférieure ou Egale
a 3 et que |]u“ = ((u,u))l/2 est une norme sur V équivalente & la norme

H! (dans - J.M. GHIDAGLIA [1] on trouvera des conditions suffisantes pouf
que ce soit le cas, il y est prouvé que pour 82 c'est bien le cas par

exemple).
L'opérateur A ¢ §2§ V,V') défini par

(1.73) <Au,v> = ((u,v)) Yu,v ¢ V

(1) cf. T. AUBIN [1] pour ces notations,
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satisfait aux hypoth&éses du cadre abstrait et
(1.74) V,  =D@A") = {ueH', divu=0} =Hn B o= o.
D'autre part, nous définissons B eézQV x V,V') par
f
(1.75) <B(u,v),w> = J (Duvlw)dM,
alors si u € C([0,+ » [; V), u' ¢ C([0, + ©» ; H)
est solution de
(1.76) u' + v Au + B(u,u) = 0,

qui est la forme opérationnelle de (1.70)-(1.71) ,

nous savons qu'il existe T > 0 tel que
e -
.77 J (] A u,z ds £ K e Ayt ¥t =z T .,
x t

Pour la preuve de ce qui précdde et en particulier de (1.77), confére
J.M. GHIDAGLIA [1] , Proposition I.4.I page 26

) Ainsi nous pouvons appliquer le Théoréme 1.4 avec s = 2 et
Y=H, X=1V, o = A ; nous en déduisons 1'existence d'un couple

(um,Am) tel que

(1.78)  u®) &~ u® e gans peay,

oC o o«

L]
=
[=

(1.79) Au
D'autre part (cf. R. TEMAM [2] )

(1.80)  u e C™([1, + w[; V)  ¥m > 0.
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A"t '
. . [«
Proposition 1.3 : Lorsque t tend vers + ® , e u(t) converge vers u

dans Vm quelque soit m = O,

Preuve : Nous allons montrer par récurrence que :

(1.81) Lim ||u(e) e™

[+
-u | = 0.
t>+ o m

Pour m = 2 c'est bien le cas d'aprés (1.78) ; sﬁpposons alors (1.81)

réalisé pour m = 2. Nous avons 1'estimation
(1.82) I B(u,v)Hm < lelullm I ullm_,_.l pour m 2 2

. cc
et d'aprés (1.81),nm+l(t) = lelu” n = 0O (e_\)A 5 ; nOus pouvons

appliquer le Théoréme l.4 pour s = m+l et alors

o
= VA et
(1.83) u(t) ~ u.e dans Vm+1
et par comparaison avec (1.81)
(1.84) u(t) u‘xe“\)A Y dans V . 0
m+]

Ce résultat a été prouvé pér C.GUILLOPE [2,3] 1lorsque M est un tore

muni de la métrique plate.
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IT - LE CAS QUADRATIQUE AVEC FORCE NULLE

ILI.1 - Comportement dans D(Gﬁ{)

Etant donné B une application bilindaire continue de X x X

dans X' qui vérifie la condition supplémentaire :

2.1) 3K >0, [B,p)] + IB(w,¢)| s K o] | vl
¥ € D(od ), W ¢ D(d ),

nous étudions le comportement de ¢(t) solution de 1'équation différen-

tielle :
(2.2) 0" (1) +vedo) + B(o(t),s(t) = 0,

avec la condition initiale

[o}

(2.3) $(0) = ¢ € D(od).

Remarquons que nous ne demandons pas i B de vérifier 1'identité
< B(¢,4),¢0> = 0 pour ¢ € X, mais nous nous intéressons aux solutions

de (2.2) qui vérifient
(2.4) '¢ € C([0,+ =[; D(G&{ ))s 9" e C([0, 4o [; Y),
+ +®

e r | |
@5 | led o) ds < + =, | 1 ed 0(s)|? ds < + o .
o o 0

Remarque 2.1. : (i) L'&quation (2.2) est autonome, par conséquent 1l'origine

des temps O ne joue aucun r8le particulier, nous pourrions la remplacer par

un quelconque réel to'
(ii) si ¢ . vérifie,(2.2) et (2.4) alors

b € 'c°°(Jo, + @ [ D(@Zf)) (cf. J.M. GHIDAGLIA [JJ).



- 22 —

Si nous notons n(t) = KIGﬂ{¢(t)[, alors de (2.1) et (2.2) nous déduisons

que

2.6) 16" +vedo| s o] .

Conformément au Théor&me 1.1, nous avons la propriété d'unicité rétrograde

pour (2.2) (n vérifie (1.20) en vertu de (2.5)).

Dans ce qui suit, nous supposons que

o

(2.7) - # O

ce qui assure

(2.8) [6(t)| > 0 %t > 0.

Théoréme 2.1. : Soit ¢ vérifiant (2.2) a (2.5) alors quelque soit j ¢ N

a3y
at?

111

"N (—\)AG)J(bme_\)A t dans D(@Qf) quand t » + ®

- (2.9) ¢ (&)
i

- [< S : @d
oi (¢ ,A ) est un couple vecteur propre, valeur propre de .

Preuve : Nous appliquons le Théordme 1.3 & ¢ puisque (2.5) assure (1.31)

et (1.36), il en résuylte qu'il existe (¢m,Am) tel que

2.100 o) v ¢~ et gans x.

Conformément 3 la Remarque 2.1 (ii), la fonction ¢ est ind&finiment
dérivable 3 valeurs dans D( Gﬁi ) ®t par dérivation de (2.2) pér rapport
at il vient

o) +v e ¢, + B(4,8) + B(,9)) = 0,

alors
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(2.11) | i%;«v ol = wdhl | ¢.1H
et par application du ?héoréme 1.3 3 ¢l nous avons
(2.}2) ¢l(t) %*¢T e-vATt dans X.
Revenons 3 (2.2), de (2.1) et (2.10) il résulte que
v oods +B,4) v vods dansy
o _ qf; e-vATt vo-g =k y@qf¢+ B(,0) v v o ¢ dans Y
montre que

2.13) ¢ 9™ eV gans p(od), | ‘

.14 ¢ v =" eV gans x.

Si nous dérivons (2.2) deux fois par rapport & t il vient :

2.19) ¢y +ved o) = - 28;,0)) - B(s,,0) - B(h,0,)
et alors .

2.16) oy +vods)l sxded o1 o, Il + | o of s, I

nous notons alorsEE = (qbl,(pz) , @Q{EE = (@Q[tbl, @Q{%)

et de (2.16), (2.11)

2.17) | g%+v@d$l sk@| edol + | Loy ||

Nous allons montrer que ]Gﬁi(bll € Ll(t*,*w) n Lz(t*,+ ©@) pour

un certain t*

De (2.11) nous déduisons que

1

7 @@ 8l - klo 1] _@qubllzs 0
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il en résulte aisément 1l'existence de t, tel que

+00 r+°° D)
(2.18) J [ Oq{cpl(s)[ds < 4+ J L@dqsl(s)[ ds < + »
t , t :

A 1'aide de (2.5) et (2.18) nous concluons que le Théoréme 1.3

s'applique a $ en vertu de (2.17) et

(2.19) ¢, ~ ¢°2‘ eVAt ans X,

Par retour a Vv Gﬂf¢l =9, * B(¢,¢1) + B(¢i,¢)
nous déduisonslque

(2.20) ¢, v ~A"Y" e VMt dans D(od),

@2 g, (wHE 6™ T dans x.

Puis de (2.17) il résulte qu'il existe t, > 0 tel que

42 400 . )
(2.22) J | @dq;z(s)l ds < + o J | @Q¢¢2($)| ds < + o
t, t, -

Lorsque & > 2 nous faisons l'hypoth&se de récurrence

(2.23) 05 ) 6% e™A t dans D(ed ) pour 0§ e L - 1,

" (-vAm)l ¢« VAt

o,

(2.24) dans X.

b
Nous avons prouvé (é%ﬁ)z par (2.20)-(2.21), donnons-nous. & z 3 et
supposons (2%5)2—1 établi. Si nous dérivons &~! fois (2.2) par rapport

~a t il vient

dct)2

(2.25) 'CTE-—'F\) @d(i)%:—

™

k
Cy B(3 50, )

k=20

Nous allons estimer les B(¢k’¢2—k)

pour k= 0,1 ou k=21, ¢




.25 _

B9 + B0 | sk [ed o] |4
(2.26) | : '

Pour 2 < k < 2-2

2.27) B0y )+ By a0 <kl o | |16, Il

Nous notons $ = (¢l""’¢£)’ Gﬂ{$ = (cﬁf ¢l"'” Gy{¢£) alors il

existe une constante C positive telle que

i3 > 2-2 -
12+ vedd] s ¢z ledah 13

d'aprés les inégalités (2.27) et (2.28).

L'hypoth&se de récurrence assure que
' (40 f-2
z Gﬂg o,| (s)ds < + o, ) !G»f o) l(s)]2 ds < + ®
, L 2
¢ 2=0 ‘ k=0
L L _
\ . . : e . L 2
et par application du Théoréme 1.3 au triplet (Y7, D(Gﬂ{ ) ,Gﬂf);

J+°°2—2

~(2;28) $ N $¢ e_VAmt dans Xz

‘Puis de - ¢2 =V e£¢¢2_l + B(§,¢)(z—l) ﬁous déduisons que
(2.29) ¢£ N (-‘-\)Am)'cb°C e-vémt dans X,

et de

A PR AR TOR S

. . o
il résulte que - v Qﬂf¢2_l N (=VA )'Q ¢m e—vA t dans Y,

avec (2.29) ceci prouve (E%Z)R.' ]
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Remarque 2.2, : (1) Noter que (2.9) implique en particulier que
- «< .
| eﬁz¢(t)| n A“|¢al e VAT qui est bien plus fort que (2.5).

(ii) Pour des raisons techniques nous avons 3

envisager le cas ol B est un polyndme en t de degré N (cf. (2.39)).
Dans ce cas le Théoréme 2.1 reste valable si au lieu de (2.5) nous

avons

4

N edo(e)|%s. O

S '
(2.5)bis J sN| Gﬂf¢(s)|ds <+ o J
: 0

0

Nous allons donner le début d'un développement asymptotique de ¢(t)

lorsque t + + © , Dans 1'énoncé qui suit les O sont envisagés dans

p(cd ).

Théoréme 2.2. : Sous les hypoth&ses du Théoréme 2.1, soit A une valeur

propre de Gﬂf,

o«

(1) Aps A< A
| 200"t x
H}\ Cb(t) LI HA B(q)oc,cboc) + o(e—(Z\)A + OL)\)t)
V(2A -)) —
. A '
(it) AT s A < 207
DR -2vA"t «
T, (0 = e ™M™ 4 S BT, + o(e” @M rE
v(2h -})
oy >0 .
(i) A = 2h
I, 6(6) = - t e MM BT,6%) + 0 G
I S
’ZVAOCt o«
My () = = S——0 I B( ,9) + TR U
. v(A=- 27 ) ' '
a, > 0
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Ce théoréme est essentiellement du & C. FOIAS et J.C. SAUT L 1]
pour les &quations de Navier-Stokes, ces auteurs ont achevé le

développement de ¢(t) ecf. [3] .

Avant de prouver ce Théoréme, nous allons en donner un

corollaire qui résulte trivialement de 1'énoncé qui précéde.

Corollaire 2.1. : Une condition nécessaire et suffisante pour que

A > Ak est

pour XA = Al,..., A

k-1» lim I 6(t) =0 . 0

t 400

Preuve_du_Théoréme 2.2.

Soit X une valeur propre de Gyﬁ ,» notons @ = e\»‘t $(t), nous avons alors

1'équation d'évolution :

2.30) o'+ vied Ve + e M B = o,

. puis par projection i l'aide de HA

. -VAt _
(me) + e HA B(w,w) —'0

qui s'intégre en (t < T)

| , (T
(2.3)  Mo(t) - Lo = | e 1 Bw,w0(s)ds. .
A A ¢ A
« -vA"t
Nous savons que ¢ est &quivalent dans D(do )3 ¢ e v , mais dans
le cas présent (non linéarité quadratique) nous sommes en mesure de

. préciser cette équivalence :

De (1.55) nous déduisons que :

o« +co .
IIAOc (L) - ¢ | = ¢ J n(o)do ,
; .

(2.32)  |eVAt

puis de (2.9)
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o
-VA t

Bl e ¢(t) = ¢ | s<cC,C ;

(2.33)
“t

et de o)~ oS e ™ E, (1.39), (1.42) et 2.9

2.3 MY o e)- L 0(E))] < G e Vet e > 0.

De (2.33)-(2.34) nous déduisons qu'il existe C*, e*> 0 tels que
g WAt « x =ve't
2.35) | ed (e ()0 < ¢t e .

Il s'en suit que (nous utilisons (2.1))

VA “v (20 -\)t

(2.36) +

TL,B@(E),6(0) = T, B ,¢)e

o« *
+ O(e—v(ZA -Ate )t

)

Ainsi 1'intégrale au second membre de (2.32) converge pour A < 20"
et

+00

2.3 T w(® -1, w() = J eV I Bwwyds, A < 20% .
0 A

Or compte tenu de (2.36), pour X < 20"

. ~ e—v(ZAa-A)t c o
V(2A =))
+ O(e—v(ZA -\ +€ )t).
Soit «
-V t
T, ¢(0) = & M o) + E——— T, B7,07) +
v (2A —A)

e—v(2A“+s*)t

+ 0( )

De cette derniére égalité, de (2.35) il résulte les points (i) et (ii)

du Théoféme 2.2.
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Pour A = 20" s (2.31) et (2.36) montrent que
Hk w() - HA_m(t) = tHA B(¢ ,¢ ).+ o(l)

et (iii) en résulte.

Pour A > 20" » nous notons n{t) = eZvA t ¢(t) et alors
n'+ved -2Nn o+ e P a0, o
par projection & 1'aide de HA
L -2vA"t
(2.38)  Mm' +vO= 200+ e E o B,n) =0 .
| | 20A" | « ) *t
- o -
Or d'aprés (2.34), e “VH ¢t I, B,n) =1, B(",67) + 0(e ° 5y,
< B} 1B ,97)
par suite (2.38) s'écrit avec n = Hxn r—
V(A= 24 )
- *
gll +v0- 200 = 0 VY
t
ce qui implique 1'existence de oy > 0 tel que
= Vot
n = 0(e A%

puis le point (iv) en résulte trivialement.
Nous avons achevé la preuve du Théoréme 2.2. ]

Nous pouvons étendre le Théoréme 2.2 au cas ol 1'opérateur B dépend
du temps de maniére polyndmiale c'est-i-dire
N

£

ol chacun des B

-g verlfle 2.1).
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Théoréme 2.3. : Nous faisons les hypoth&ses du Théoréme 2.l ol (2.5)

est remplacé par (2.5) bis (cf. Remarque 2.2 (ii)). Soit X wune valeur
propre de Qﬂ{ , les développements de 1'énoncé du Théoréme 2.2 sont
valables avec au lieu de B(¢m,¢m), BA(¢m,¢m) qui est un polyndme du

type (2.39).

Preuve :

——— ans o o

Dans le cas A] <A< ATl s'agit en vertu de (2.37) et (2.36)

d'intégrer

J VR TVE 1 5g%,6%) ()ds.
t

En raison de (2.39) cette dernigre intégrale est le produit d'un

“v(2A )t

polyndme de degré N avec e ce qui prouve le résultat annoncé.

Dans le cas A = 2Acc

t
I, @) - 1, w(t) = Jo IL,B (6 ,0) (s)ds

et nous concluons de la méme maniére,

Dans le cas A > 2A"nous prenons
A= o o+ I, B (4,0)
o A A ?
ol Bx(t), solution de 1'équation différentielle

dBX(t)

sk + vO=20T) BM(E) + B(t) = 0 »

8Y(0) = B(0) = B_ ;

o

est un polyndme de degré N. 0
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1T.2 - Comportement dans Em'

Bien que Gﬂi soit un opérateur continu de Xh+2 dans Xﬁ hormis
les cas m=-1,m=0 Gﬂf n'est pas en général un isomorphisme de Xm+2 dans

X .
m

Nous introduisons une famille'{Em}m>0 d'espaces de Hilbert qui vérifie :-

(2.40) Em+l c Em , Km = Em s

ces injections étant continues ;

(2.41) la resfriction‘Xm de la norme ]I;]IE est équivalente i la
T m
norme || Hm ;

(2.42) Qgiest un isomorphis%s de Em+2 n X sur Ep s

(2.43) B est un opérateur continu de E X E -dans E , m 2 2 ;
m m-+1] m
B est un opérateur continu de E2 X'Ez dans El’
(2.44) » :
17 131 " 11 n p J
{ B By X EZ et E2 X El dans EO'

(2.45)"  Ej =Y, E,nX=D(od).

Le Théoréme 2.1 nous a permis d'expliciter le comportement de
~¢(t) dans D( Qﬂf ). Nous allons généraliser ce résultat en montrant que
1'équivalence (2.9) a lieu dans Em pour tout m. Le résultat que nous
allons prouver a &té démontré par C. GUILL.OPE [2,3] pour les équations

de Navier-Stokes, nous en donnons ici une preuve moins technique.

. . 2
Théoréme 2.4. : Sous les hypoth&ses du Théoréme 2.1, quel que soit (j,m)e W",

j o oo -y h *
(2.46) §—$-= $.{t) v (~vA )JL e V“ t dans E_ .
ged j .

.Preuve : Nous montrons ce Th&or@me par récurrence

<

(@%ﬁ)k ¢j o= 0T VR Y Gans E,
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Nous avons vérifié (2%?2) en vertu du Théoréme 2.l3 supposons (é%é)k

établi avec k = 2.

i
_ )
- V@d¢J = ¢j+l + lg 0 CJ B(q)ls ¢J"‘Q/)

et d'aprés (2.43)-(2.44) nous déduisons de (E%é)k que

| B(¢2’¢j~£) = O(e-szmt) dans Ek—l R
¢j+i N (-vﬂa)j+] ¢“ e“\)l\'Oct dans Ek-l
Alors | «
_'Veﬂ{¢j‘ " (—\)Aoc)j+l ¢m e—\)A t dans Ek—l
puis.par (2.42) (2%6)k+] est proumeé. » .0

" Remarque 2.3. : Les Théorémes 2.2 et 2.3 sont valables dans Em pour

tout m : quel quesoit m 2 0 les développements ii) 3 iv) ont lieu avec

des 0 ) dans Em.
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II.3 - Application aux équations de Navier-Stokes sur un ouvert borné.

Soit  wun ouvert connexe et borné de ]Rd (d=2 ou 3) et T
sa frontiére. Nous supposons que L

]

(2.47) I' est une variété de classe C. de dimension d-1 et Q est

situé localement d'un seul cBté de T .

~Soient H et V les adhédrences dans L2(Q)d et Hé(ﬂ)d, respecti-

vement, de
= {u ¢ =§@(Q)d, div u = 0}(1).

Les espaces H et V sont respectivement muni des produits scalaires

(u,v) = j uj.vj dx
et f
; _
((u,v)) = J Dj uk.Dj v, dx .
Q
Nous notons aussi |u! = (u,u)“2 et “u], = ((u,u))l/2 pour u dans

H et V respectivement.

L'injection de V dans H est dense, aprés avoir identifié H i

son dgal

(2.48) ~ VcH C.V',.

chaque injection.étant dense, cpgtinue et compacte.
Soit A l'opératgur de‘V dans V',

(2.49)  <Au,v> = ((u,v)).

(1) Se reporter a R.A. ADAMS [1] pour les notations.
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Si nous désignons par P le projecteur orthogonal de LZ(Q)d sur H, nous

~avons le résultat suivant (cf. R, TEMAM [1] Remarque 1.6 p. 18)

(2.50) P est linéailre et continu de Hm(Q)d sur Hm(Q)d nH, ¥m = 0,

et l'orthogonal de H dans LZ(SZ)d est
1 1
(2.51) H = {u= Vg, qeld ()}
Rappelons un résultat de régularité pour le systéme de Stokes :
. 1 2 .
Soient (u,p) € HO(Q) x L°(2) solutions de

- VvVAu + Vp = £ dans Q,
(2.52)

div u = 0 dans Q ;

{ si f ¢ H(Q) alors u eIHm+2(Q)d P 61th+1 @, m = -1
(2.53) :

et Null gy + Upll gy 5 g leh
(cf. R. TEMAM [1] et la bibliographie de ce liyre).
I1 résulte de (2.50) et (2.53) que
(2.54)  D(A) = H@) n v,
(2.55) Fa,8> 0 alu] , g < laul <8y s 4 YueDd®,
B 1% (@) |
(2.56) A= - PA .

Nous pouvons voir alors que (m 2 0)

m

(2.57) v, = D(Az) s'injecte continuement dans ]Hm(Q)d.

Si nous notons
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2.58)  E = H"@®% 0w,

de (2.53) il vient

(2.59) A est un isomorphisme devV n Em+2 sur Em .

.Pour u,v,w dans HI(Q)d nous posons

p
(2.60) - bu,v,w) = J uj (Djvk)w_k dx,

Q
qui est trilinéaire continue sur HI(Q)d et
(2.61) b(u,w,v) = —b(u;v,w) si divu=20 et

‘1'un au moins des u,v,w est dans Hé(Q).

De plus - cf. R. TEMAM [3] -

s

(2.62) b est trilinéaire et continue sur H 1(Q)d x H 2 (Q)d X H

ol s. 20 et
si tous les s; sont

si 1'un des-s. = é-.
1 2

w
L role e

#

s.+1

Ty

D'autre part, si nous notons B ¢ é%g(v x V,V")

(2.63) <B(u,v),w> = bu,v,w) Yu,v,w ¢ V 3

toujours d'aprés R. TEMAM [3]

(2.64) B est linéaire et continu de E. X E. dans El’

2 72

1" " " 1" e
(2.65) B Em X Em+

1 dans Em’ m== 2,

s

3

)

d
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Avec les notations qui précédent les équations de Navier-Stokes
avec forces nulles (ou ce qui revient au méme dérivant d'un potentiel)
s'écrivent

du

(2.66) I + VAu + B(u,u) =_0,

2.67)  u(@) =u’ .

Lorsque {2 c IRZ, quel que soit u0 € H le probléme (2.66)-
22.67) posséde une unique solution

ueC ([0, +of; H nL20,+ o V) et
(2.68) u € Cm(] 0, + «[; Em) pour tout m = 0.

Lorsque CIRB, le probléme (2.66)-(2.67) posséde au moins
une solution u ¢ ﬁn(0,+ © s H) n L2(0, + ©; V) et 1l existe un instant

T (uo) > 0 tel que
o . 0 .
(2.69) u e c (1 T(u’),+ o[; Em). pour tout m = O.

Pour une preuve de ces résultats, désormais classiques, confére
R. TEMAM [1,3] .

Rappelons que nous avons les estimatiéns (t1 > T(uo))

[+ [+
(2.70) ) |Au(s) |[ds < + = J
. t t

1 1

[Au(s)lz ds < + «

La preuve de (2.70) est standard. Remarquer- qu'il s'agit d'un cas

particulier de la Proposition 3.1.

Nous sommes en mesure d'appliquer le Théoréme 2.4 (ces résul-

‘tats ont &té prouvés par C. GUILLOPE [2,3] .
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= -
Théoréme 2.5. : Il existe un vecteur propre u de l'opérateur de Stokes

o .
A, associé a la valeur propre /A tel que pour tout j ¢ IN et pour tout

melN,
dju e« j -uA"t m

2.71) e V(= )Y e dans H () . . (]
dt

Remarque 2.4. : Conformément i la Remarque 2.3, le Théorégme 2.2 donne

le début du développement asymptotique de u(t) dans :m@(ﬂ), C. FOIAS
et J C. SAUT [1] ont montré ce résultat dans ]H ).
a)

Remarque 2.5. : Lorsque { est un ouvert simplement connexe les

€quations de la magnétohydrodynamique peuvent se mettre sous la forme
(2.2) (cf. M. SERMANGE et R. TEMAM [1] , J.M. GHIDAGLTA [1],d'apres

une présentation de G. DUVAUT et J.L. LIONS [21). .

Le Théoréme 2.5 posééde un analogue qui permet de connaitre le comporte-
ment du couple (u,B) (u désigne la vitesse, B le champ magnétique) dans
‘tous les espaces ]Hm(Q)z. Dans ce cas précis du fait que le champ magné-
tique vérifie une inéquation du type (0.1) il resulte que u et B possédent
"~ un comportement exactement exponentiel decr01ssant Slgnalons que

K. KHERIEF [1] a 3tudié ce comportement par une méthode directe.

(1) Cette hypothése supplémentaire n'est pas essentielle, elle permet

une exposition plus simple.

{'l
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III - LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
AVEC FORCE EXPONENTIELLEMENT
DECROISSANTE

Les équations de Navier-Stokes s'écrivent sous forme fonction-
nelle (cf. § II pour les notatioms) :

(3.1) %%SEL + VAu(t) + B(u(t),u(t)) = £(t),

(3.2) u(@) =u’ ev.

Dans la section II.3 nous avons &tudié le cas f(t) = 0 et nous avons
obtenu que u(t) se comporte de maniére totalement similaire au cas
oi B =0 (i.e. le cas lingaire). Dans ce paragraphe nous nous consacrons

au cas ou f(t) = £ e—vat

pour £f ¢e Het § > 0 ; ce type de second membre
peut 8tre regardé comme une premidre approximation poﬁr les Equations
de la thermohydraulique (cf. § IV). Signalons que le Théoréme 3.1 est,

3 notre connaissance, le premier résultat qui décrit le comportement

des solutions des équations de Navier-Stokes associées 3 des forces

non nulles.
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III.]l - Décroissance vers 0

Lorsque ) c IRZ et f ¢ L2(0, +o ; H) les &quations (3.1)-

(3:2) possédent une unique solution M
(3.3)  we C(O+®[ ;) n L20,+ = ; D))

qui vérifie les deux &galitds d'énergie :

1 d 2 2

3 e el e ve P = g,
(3.4)

1 d 2 2

3 IF Ilull + V|Au| + b(u?u,Au) = (f,Au).

Lors Q 3 2 o érifi

- que § ¢ R™ et f € L°(0,+ s H) vérifie
(3.5) 5] =0™% 55 o

il existe au moins une solution @ u e L2(0, + ®; V) telle que (T > 0)
(3.6)  weCLT, +wl, V) n LT, += ; D(A))
et pour t 2 T, u vérifie (3.4).

' Proposition 3.1 : Avec les notations qui précédent et Q < IR@ (d=2 ou 3),

si f(t) vérifie (3.5) il existe to tel que (C > 0, p > 0)

[ree 2 -pt
(3.7) t 2 to, J (JAu(s)) + lAu(s)[ )Jds £ C e
t

Preuve : De (3.4)-(3.5) nous déduisons que

~-2v6t
e

G8) G lul? e vl =0 @Y

(1) Ce résultat est classique cf. R. TEMAM [3].
(2) Cf. Remarque 3.1. ‘
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. N 2 2
puls sl nous notons p = min 6—5‘,6) et remarquons que ||u] © = Al [ul
il vient
%E |u|2 + 2p |u|2 = O(e—zvst).

Il en résulte que

vpt

(3.9) lu]? = 0(e™VPYy,

Puis de (3.8) nous dé&duisons que
o 2 vpt
(3.10) J lu(s) || © ds = 0(e”PYy,
t
De (3.4), compte tenu de

(3.11) IB(Q,V)I < C, [Ju]] |av]

L

-2V8t
e

G2 Sl 2 - 20, (Ju]]) Taul? = o ).
dt 1 ‘

Nous allons montrer que (3.10) et (3.12) impliquent que [lul| décroit

exponentiellement vers 0 pour t assez grand.

Lemme 3.1. : Soient y et z deux fonctions absolument continues, positives

‘qui vérifient (a,B,Y,8 sont quatre nombres > 0)

31 F+ w-8Mgsy

+00
(3.14) [ y(s)ds < +w , 2ay <z,

~alors i] existe un temps ty

3
1 Vo
(3.15) t, = NS Log(zgi')s

tel que pour t 2 ty




_4.1_

(3.16) v -8v/y=>

N <

Nous reportons la preuve de ce Lemme en fin de démonstration.

De (3.12), a 1'aide de |Au]2 2 Ai Huflz , si neus posons
Hu” 2 = ]Au] ; par application du Lemme 3. 1 i1

’resulte de (3 16) que (3.12) entraine :

d 2 1 2 -2vét
(3.17) 35 llull © + E-Allv |Au|“ = 0(e

)

> L]
pour t > t_

Ainsi de (3.17) nous déduisons l'existence d'un réel strictement

positif Py tel que

(3.18)  [lu|| 2 = o(e7VPIEy >t
i 2 o t
(3.19) f |Au(s)|© ds = 0(e “PIYy ¢ » t, -
t +
Il reste a montrer que ( ]Au(s)lds converge, or si nous notons
+00

F(t) = J lAu(s)l ds, d' apres 1'inégalité d'Young
t

Vo, - Vo,
Y — S —e
(3.20)  2lau ()| = e 2 ve 2 |aue]?
\)pl \)pl
o At el 2 f 5 8
puis J e [Au(s)|“ds = - J e © F(s)ds =
t \)pl Vpl t
T b [rg— s
e F(t) + J e F(s)ds .
t
Alors '
Vo, | Vo, Vo,
o s 2 ot Tt
j e |Au(s) |“ds = 0(e ) +0(e )
t

et (3.7) est vérifig.
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Il nous reste d prouver le Lemme 3.1.

. - 3
D'aprés (3.14) il existe un nombre t = ——l——-Log ( o ) tel que
o} 2v4 432
2
y(to) < —27 . Si la condition (3.16) n'était pas réalisée, 1'ensemble
{€2t, y(() = —%+} serait non vide.
o 2
48
v2
Soit alors & =min {§ 2>t , y(§) = 1,
o 0 2
48
4 _ L2 L2
(3'21) pour g € [t ’ g [ Y(E_;) < sy, Y(g ) = =5
o’ 7o 482 o} 482

Lorsque & «¢ [to;go] , d'aprés (3.13)

-2vét
e

qui s'intégre entre [ - g, EOJ (0 <eg < € to)

: _ _ r€ — (28—
y(go) eavgo _ y(Eo—e)eav(€° £-:)S y J o (25 oc)\)tdt
)
alors d'aprés (3.21)
vz -voEe -Vvo.g go ~(28-a) vt
(3.22) y(& ) < e +y e o J e : dt .
o} 2
48 £ ¢
Soit. ¢(e) le second membre de (3.22);
2 3
90 = —2 et '@ = - R4y 2%
4 B 4 87
Compte tenu de EO > to et de (3.15), ¢'(o) < O ce gui prouve qu'il
existe e, > 0 petit tel que ¢(€0) < ¢(o) = —25 alors (3.22)
, 2 48
conduit a y(§ ) £  ¢(e) < Y oce qui contredit (3.21).
o o 482
Le Lemme 3.] est ainsi démontré. O

Remarque 3.1 : Dans le cas ol € Cst l'existence de u vérifiant (3.6) -

peut etre obtenu lorsque f vérifie (3.5) par la méthode de Faedo-Galerkin

(c£. R. TEMAM [1,31 ).




S

Nous constrdisons_ainsi une suite (um)‘qui vérifie les inégalités d'&ner-
gie (3.4) (le signe = est & remplacer par < ) et la preuve donnée 2 1a
Proposition 3.1 s'applique 2 (um) au lieu de u. Nous obtenons ainsi

qu'il existe T > 0 tel que (um) vérifie (3.6) et cette suite reste bornée

uniformément par rapport a m dans ces espaces. En passant 3 la limite,

1l'existence de u vérifiant (3.4)~(3.6) est assurée. 0
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II1I.2 -~ Comportement asymptotique dans le cas ol f(t) est une exponentielle

décroissante.

Dans ce paragraphe nous supposons que f(t) est de la forme

(3.23) f£(t) =fe % fcH, &> 0.

La con&ition (3.2) est alors vérifiée et en vertu du Théoréme 3.1, nous
savons qu'il existe une solution forte sur [to"+ o[ de 1'équation (3.1).
Remarquons que d'aprés (3.23), u solution de (3.1) sur [to, + o[  vérifie

en outre (cf. C. GUILLOPE {11 , J.M. GHIDAGLIA [11) u e C. ([to, +o0 [; D(A)).

Nous désignons par ézf 1'ensemble des &léments u® de V tels

que 1'équation (3.1) avec la condition initiale (3.2) soit telle que
(3.24) u € c®Q0, + [; D).

En fait il suffit de s'assurer que u ¢ Lw(me; V) pour que (3.24) ait lieu.
Dans le cas des &quations de Navier-Stokes en dimension 2 d'espace (c'est
aussi le cas pour les équations de la Thermohydraulique et celles de la
Magnetohydrodynamique) nous savons - c¢f. J.L. LIONS [ 1] , R. TEMAM [1,3],...
= que GQf =V,

Dans le cas de la dimension 3, nous savons que ézf est un ouvert de V

qui contient 0 (l). _

La Proposition 3.1 montre que quel que soit u® eAH, il existe un temps

t tel que u solution de (3.1)-(3.5) vérifie u(to) € @2
f

.

-vst
e Voto

e .. ) : -V
Définition 3.1 : Etant donné § > 0 et f ¢ H nous dirons que £(t) = f e St

(2)

est ré&somnant lorsque & ¢ o(A) et £, # 0 .

Nous allons préciser le comportement asymptotique de u(t) lorsque t =+ + o

(noter que ce comportement est identique & celui obtenu dans le cas

lingaire).

(1) Le probléme qui consiste & savoir si 62 £ = V est ouvert dans ce cas.

(2) fA désigne la projection de f sur Ker(A-)) lorsque A e o(A).
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Théoréme 3.1. : Soit f ¢ H, £ # 0, quel que soit u° « @Zf, la limite
(3.25) tim - Moglu®d|_ e o)
£ o0 t

existe et A wW®e { 8} v (c(A) n D\l,él)-

1) si A%< s , il existe un vecteur propre de A, u~  tel que

- (3.26) u(t) v o e-vA @)t dans D(4).

(i) si A"@W®) = &,

dans le cas non résonnant, il existe u e D(A) tel que

(3.27) u(t) ~ ume_\)at dans D(A) ;
dans le cas résonnant
1 -vit
(3.28) u(t) ~ Jtise dans D(A). .

Remarque 3.2.

(1) si f ¢ 6”65) alors les équivalences précédéntes ont lieu dans Hm(Q)

pour tout m > O (application du Théoréme 2.4).

(ii) A 1'aide des Théorémes 2.2 et 2.3 nous pourrions donner le début

du développement asymptotique de u(t).
(1ii) Nous introduisons la famille finie de sous variétés de V :

3.29) Mlcym2c ... <cyub z@f

{u° e GZf , A@®) = o} .

Ces variétés jouent le rdle de celles introduites par C. FOIAS et J.C. SAUT
[1, 2] dans le cas f = 0,

Preuve du Théor@me 3.1. Donnons nous f e H, £ # 0 et u® ¢ ézf .

1°) Le cas non résonnant.
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Nous désignons par g 1'élément de D(A)

l fki
(3.29) g z —_

M #S V04 )

g est solution de 1'équation
v(A-§)g = £ .
Nous définissons alors

vit

'(3.30) v(t) - u(t) —ge °°, o(t) = f e Vot

Avec ces notations, compte tenu de (3.1) et (3.23),

(3.31) %%-+ VAV + B(v+ og, Vv + og) = 0,
(3.32) %% + V6o = 0.

Il est alors naturel d'introduire

A 0
(3.33)  Y=Hx R, o4 =

, B(d,,0,) =
0 GJ 1°%2

ol ¢ "désigne le couple (v,0) ¢ Y.

{B(vl+’g0], v,* 80,)

0

.Dans ces conditions D(Gyi ) = D(A) x R et (3.31)-(3.32) s'écrivent

' d
3.3 £ vveds + 36,0 -
I1 est alors immédiat que B vérifie (2.1) ot X =V xR,

Pour appliquer le Théoréme 2.!, nous devons vérifier (2.5),

def -Vt

1av |% + 80] = |aCu(t)-g e

od ¢|?

3.35) | e o|? < 2lm|® + ag)? + s]g]DHe V0

Compte tenu de (2 7) cette dernidre inégalité prouve (2.5)

donc’ (v Nej ) # 0 et A tels que

)| 2

§|£]

: 11 existe

2 =26t
e

£
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evA't(V,O)“(va,cm)‘ dans D(A) x R,

(B3:36) ) = o= o , 8% = A% .

(1) Si A" # 6§ alors o" =0 et v* #0.
De o =f e-V6t = o(e—\)A

(oo
e t), nous déduisons que A < § et de
ue-vA‘t e—vét :

— A
us=v +g + ofe VA t) nous déduisons (3.26).

(ii) 81 A" = § alors vé =0ouv # 0, g = 0.
Lorsque vcc =0, u nvg e-\)(St s
lorsque v # 0, u (v + g)e“v St (remarquer que ~ 3)6 = v 4 0 ;

nous avons ainsi montré (3.27).

2°) Le cas résonnant.

Au lieu de (3.30) nous notons

(3.37) v(t) = u(t) - g(t) e VOt , o(t) = £ VO
ol A
(3.38)  g(t) =+ ef. + 3 -—fii—;

VO ks VO

i

Remarquons que g ¢ C °°(]R+, D(A)) et
(3.39) .g? g(t) + v(A-8)g(t) = f e_\)(St ;
Il en résulte que ¢ vérifie (3.33) ot .

5 B(vl+g(t)01, v2+g(t)02).
(3.40)  B(t) (4),¢,) =

0

qui est un polyndme du type (2.39) avec N = 2.
Compte tenu de (3.19) il ré&sulte que

+c0 * +00 . .
(3.41) f szlAu(s)l ds < + o J s4'lAu(S)’2 ds ,
0 0
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et d'aprés (3.35) nous déduisons que (3.41) est vérifi& par of .
Nous pouvons appliquer le Théoréme 2.l (cf. Remarque 2.2 (ii)) et

(3.27)—(3.28) s'obtilennent aisément.

Nous achevons la preuve du Théoréme 3.1 en notant que dans les deux

cas, (3.25) se déduit trivialement de (3.27)-(3.28). 0
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IV - EQUATIONS DE LA THERMOHYDRAULIQUE
AVEC FORCES NULLES

IV.1 - Position du probléme

Un fluide incompressible et visqueux remplit un domaine
d _ . .. : s <
de R (d'= 2 ou 3), il est soumis 3 une force extérieure f et 3 des
sources de chaleur s. 6(x,t) représente la température au point x &

1'instant t.

Les équations sont alors (cf. P.C. FIFE [1] s P.C. FIFE et
D.D. JOSEPH [1] par exemple) dans le cadre de 1'approximation de

Boussinesq :

(4.1) 'S%.+ (u.V)u = vAu + ob + Vp = f ,
4.2 2y wwe - <6 S
(4.3)- Yu=0,

(4.4) u(x,t) = 0 sur T x [0,T[ ,

.(4.5> ?(x,t).= 0 sur T x [0,T[ .

Ici k représente le coefficient de Fourier du fluide et ¢
un vecteur fixe de IRd, paralléle & la verticale descendante, mesurant
le couplage température-fluide.

Nous reprenons les notations du paragraphe II.3 et nous désignons par

e 4 @rQ), H) 1'opérateur
(4.6) & > P(0.0).

1 1 -1
Nous notons A1 1'opérateur = A sur HO(Q) et Ble(gg(v X HO(Q), H "))

¢
4.7 <Bl(u,6),n > = JQ U, 37 N dx .
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I1 est alors aisé de vérifier que

(4.8) ¥0 ¢ HZ@Q) n. H(l)(Q), DA = A

D'autre part lorsque o # 0, 1l'opérateur I est injectif sur Hé(Q).

Cela résulte de la Proposition :

Proposition 4.1. : Soit Q2 un ouvert borné de R". Etant domnné o e'Rq,
G #0et B ¢ Hé(Q), s'il existe q € g@g'(Q) tel que

06 = Vq

alors 06 = 0.

La preuve de cette proposition est immédiate. -0

Remarque 4.1. :

(i) $i nous prenons pour £ la bande Q = R x J0,1L , o = (0,1) et
. [
B(x) = f(xz) avec f(o) = £(1) = 0 alors 68 = V( sz f(s)ds) et la

conclusion de la Proposition 4.1 est fausse. 0

(ii) Dans le cas des conditions aux limites périodiques en espace la
Proposition 4.1 reste vraie si 0 n'est paralléle 3 aucune des arétes

du parallélipipéde de périodicité. Elle est fausse dans le cas contraire. [l

Dans le cas £ = 0, s = 0 les &quations (4.1)-(4.5) s'écrivent

sous forme fonctionnelle :

4.9) 2+ vau+B@,u +I6 =0,

4.10) S+ ka0 +B (0 =0,

avec les conditions initiales

@1 () - W@ v, 8(0) = 08°c Hé(Q).

Nous désignons alors par @Z 1l'ouvert formé par les couples °,8%) eV

X Hé(Q) tels que (4.9)-(4.11) poss@dent une solution appartenant a
C([0,+ = [; V x Hé(Q)). Alors d'aprés J.M. GHIDAGLIA [11]
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(4.12) (u,0) € C(10, + = [; H2()9*]y.

Proposition 4.2. : Avec les notations qui précédent, il existe C et

p > 0 tels que

(4.13) lu) || + Jlecey]] < cePt |
(4.14) t >0, f (|Au(s)| + lAu(s)[2 + [Ale(s)l + lAle(s)Iz)ds scePt,
t . )

Preuve : De (4.10) nous déduisons que (bl(u,e,e) = ()

1 4 2 2
5 Slel2 ek Jlol2 =0
fﬂlval dx
et alors IZGI = O(e.let), W, = Min
0 e H ()] J 62 dx
En appliquant alors la Proposition 3.1 avec £(t) = -Z6(t) nous déduisons
que
[ 2 -p|t
©2en | (aul + faulBas < ¢ I8 ¢ 50, p, > O.
t
l .

Puis en revenant 3 (4.10) ces dernidres estimations permettent de

prouver (4.13)-(4.14), ’ a
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-IV. 2 - Comportement pour t - +

La Proposition 4.3 nous permet de donner le comportement de

B(t).

Proposition 4.3. : Lorsque 0° # 0, il existe un couple valeur propre

vecteur propre (©,0) de-A1 tel que

~

Kwt

(4.15)  B8(t) N B e dans Hé(Q),

(4.16) AB = 08 #0.

D(A)) = H2(@) n Hé(Q).

De (4.10) nous déduisons que

do

92+« ajel < claul o]
et (4.14) prouve (1.31) et (1.36) pour n = C|Au]. W}
Remarque 4.2, : Si 8° = 0, en vertu du Théoréme 1.2, 8 = 0 et nous

sommes ramenés au cas des équations de Navier-Stokes étudiées au

pagraphe IT.3. Nous supposerons donc 6° # O dans tout ce qui suit. O

Ainsi, d'aprés (4.15), l'équation (4.9) apparait comme une
équatioﬁ de Navier-Stokes avec force exponentiellement décroissante.
Une approximation consisterait donc & remplacer 6(t) par 5e_KMt, le
paragraphe 3.2 nous permet de connaitre u(t) dans ce cas.

Nous allons dans ce qui suit sans aucune approximation donner le

comportement de u(t) ey :

/

(1) Remarquer que le résultat exact obtenu au Théoréme 4.1~est celuil
. o X Kot s
que nous aurions obtenu au Théoreme 3.1 avec f(t) = -Ife - de maniére

approchée.
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Théoréme 4.1. :Quel que soit (u°,e°) € 62 , o° # 0 ; la limite

4.17) lim - Li&iﬂb. i~ ()

t &> 400

existe et Am(uo) € {<§ @} v (@ n [Al, 5: 0.

. <
Il existe u # 0 tel que

. . - m -~
(i) si Vv # k ou V= et <@

(4.18) un uOE e-\)A t dans D(4),

3 3 < ~
(ii) siv=r et A = @

(4.19) unv -t I 5 oYUt dans D(4).

De plus 1'équivalence (4.15) a lieu dans HZ(Q).

. [+
Remarque 4.3. : (i) La preuve du théoréme 4.l! montrera que u est
Kl

PR (oo o«
un vecteur propre de A associé i A lorsque A <

(ii) Les Equivalences. obtenues au Théoréme 4.l sont
valables dans Hm(Q), ¥m = 0.

Démonstration du Théoréme 4.1. :

Comme pour le Théoréme 3.1 nous allons introduire une nouvelle

fonction inconnue qui remplace u(t). A cet effet nous notons

(4.20) S=A "I

qui est un opérateur régularisant : S € é%g(Lz(Q), D(A)).

Nous prenons pour nouvelle fonction

v(t) = u(t) - -SKTQ’-\E—':)

?

d'aprés (4.9)-(4.10) : .
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(421')‘ dv+\)Av+B(v+--§e— v + S0, _ SB(Vrf« 6):
* dt K=v ’ K=V kv

_(vAs - KSAJ +5)6 .
D'aprés (4.8) et (4.20) 1le seéond membre de (4.21) est nul.

A 0]
Nous désignons par ¢ le couple (V,G),. Gﬁd = [ ' %- A1 } ’

0
- 86 892 Se1
BUL Y my s v v )T S B0y i €))
-
BV =y 0 8
les équations (4.9)-(4.10) s'écrivent alors
d >
(4.23) 5%—+ v o ¢+ B9,4) =0 .
Nous allons appliquer le Théor&me 2.1 3 (4.23) :
Proposition 4.4. : Il existe un couple (Am,¢m) valeur propre vecteur

propre delcyf tel que

t.24) M Egy - 5,05 = ¢ dans D(A) x D(4,),

o< o«

(4.25)  avT = 25 % A

(e [+ S o o
10=Ac.’

Preuve : Dans le cas présent, X = V X Hé(Q) et (2.1) résulte des estima-

|B(u,v)| + [B(v,u)| = CllAull!v“ s
IBj(w,8)| < c,lau] [l8]} ,

|As8| < cy o]

. D'autre part(4.14) montre que (2.5) est ver1f1e ; nous pouvons appliquer

le Théoréme 2.1, la Proposition 4.4 en découle. a
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Revenons a la preuve du Théoréme 4.1.

De (4.15) et (4.24) nous déduisons que

[« 4 (e o [ 4 @«
u(t) = v em\)A ts 'é:% é-vA t, o(e"\)A t),
(4.26) } e oS e o
8(r) = 0% e ™M E 5 Bt Kty
(1) Si VA# k@ , de (4.26) et 8 # 0 il résulte que 8" = 0 alors
v #0et v < ki ; AvS = A" v (4.18) est prouvé dans ce cas.

(ii) si A= k& , de (4.26), il vient 6 = 0% et de (4.26) |

SGm ) e"'K;I)t

-kt
K=\ (e

+

).

u(t) = (vcc +

o .
S . ..
S # 0, (4.1@)mest prouvé. Nous reviendrons ultérieurement

K=V o S0
(cf. page 56) au cas v + — 0.

[ o
Lorsque v +

2?) Le_cas v_ =k .

Dahs ce cas nous prenons

(4.27) v(t) = u(t).+ tZ o), ~ /

o B(vl-t Zel,vz— t 262) + t Bl(vl-t 261,62))
B(E) (9,4, = , o
B](vl—t 261,02)

Avec leé autres notations précédentes inchangées, (4.9)-(4.10) s'dcrivent
do >
(4.28) =+ v od ¢ + B(t) (4,4) = O.

De mani&re identique au cas v # K, nous pouvons &tablir dans ce cas en
vertu du Théoréme 2.1 (cf. Remarque 2.2 (ii))la Proposition 4.4,

"Il en résulte
<

« -uA"t 20  -uATt -1t

u(t) =v e T = e
. (4,29) TG " g - Y
() = 6% e™VA L gV L g Vit

+ o(te

)s
(Vi

+ 0
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(1) Si A¥8,6 =0, v F#0et A" <a , A =A% v¥: (4.18) est

prouvé dans ce cas.

(ii) si A" =& , d'aprés la Proposition 4.1, I8 # O et par (4.29),
~ « o«
u(t) = -t ;9- eVt o(te VA 5.
K-V v
Etant donné que (4.24) a lieu dans D( gﬂf ), (4.15) a bien lieu dans

D(AI)'

3°) Revenons au cas V # K, VA= i
Suivant la démarche de C. FOIAS et J.C. SAUT [3] nous introduisons
{y; }1>l

propres de Cﬂ{ ) et ordonnées en i croissant.

le semi groupe additif engendré par les {A } (valeurs

21
D'aprés ces auteurs, il existe des pol’némes {¢j(t)} d valeurs dans
D(A) de degré < j-1 tels que pour tout N > 1, ¢ admet le comporte-
ment asymptotique dans D(A) .:

N
(4.30)  6(t) = I  ¢.(t) e Mit 4 oo~ (MNteNEy
j=1
ol ey > 0.
I1 en résulte que u admet un développement similaire ol
} Sej(t)
uj(t) = Vj(t) + —

et ¢. =(v.,6.).

Si nous montrons qu'il existe un entier j tel que le polyndme u ()
nestpas identiquement nul alors (4.18) est prouvé.

S'il n'en est pas ainsi,
(4.31) - ¥ € IR¥g Cu(t) = o(e—ut) dans D(4).

De (4.9) et (4.15) nous déduisons alors que

R

dt ‘ dans H.




- 57 -

"En particulier g?(u,zé) N+ |25|2 e Ut

et alors pour t assez grand (t > T)

d- ~ 1 22 =it
FI8) < -5 [16]° e

En int&grant cette indgalité (t = T) de td+ o,

p 4 ~ 152 |77 s
“(u(t),ze) = - J E—(u(s),Ze)ds 2 = |z6] J e "% gs

' t 98 2 t
soit : ~ .9
w©),z8) = I e

ce qui contredit (4.31). O
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ANNEXE : DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES

(cf. L. Schwartz [21])

Soient a et b deux nombres — ® < a < b £ +® , et soit
X un espace de Banach. Pour a, 1 €< a < +%, La(a,b;x) désigne 1'espace
des fonctions de [a,b] dans X dont la norme est dans La(a,b); Cet espace

est un Banach muni de la norme

I - [ rewipire
1%(a,b;X) a X'

(o 0] i -
L'espace L (a,b;X) est l'espace des fonctions essentiellement bornées

de [a,b] dans X , la norme

lel . = ess sup e,
L (a,b3;X) tela,bl

en fait un espace de Banach.




- 59 -

REFERENCES

(1] R.A. ADAMS, Sobolev Spaces, Academic Press, 1975.

(1] T. AUBIN,:Nininear Analysis on Manifolds, Monge-Ampere
Equations, Springer-Verlag. . : o

{11 A. AVEZ & Y. BAMBERGER, Mouvements sphériques des fluides

‘ visqueux incompressibles, Journal de mécanique vol. 17

n® 1 (1978). . :

(1] cC. BARDOS & L. TARTAR, Sur 1'unicité retrograde des éqdations

paraboliques et quelques questions voisines, A.R.M.A. 50,
(1973), 10-25,

(1] ‘ G.‘DUVAUT & J.L. LIONS, Les inéquations en mécanique et en
: ' physique, Dunod, Paris 1972. '

(2] G. DUVAUT & J.L. LIONS, Inéquations en thermoélasticité et
M.H.D., A.R.M.A. 46, (1972), pp. 241-279.

{11 D. EBIN & J. MARSDEN, Groups of Diffeomorphisms and the Motion
of an Incompressible Fluid, Annals of Math. 92, 1970, pp. 102-163.

(1] - P.C. FIFE, The Benard Problem for general Fluid Dynamical
: ' Equations and. Remarks on the Bousinesq approximation,
Indiana University Mathematics Journal, Vol. 20, n° 4, 1970.

[1] P.C. FIFE & D.D. JOSEPH, Existence of convective Solutions of
the generalized Benard Problem which are analytic in their norm,
A.R.M.A., vol. 33, pp. 116-138, 1969 . :

(1] C. FOIAS & J.C. SAUT, Asymptotic behavior as t + ® of Solutions
of N.S.E., Indlana University Mathematics Journal (i paraitre).

(2: C. FOIAS & J.C. SAUT, On the smoothness of the Nonlinear A
Spectral Manifolds associated to the Navier Stokes Equations.
Indiana University Mathematics Journal (& paraitre)

(31 ~ C. FOIAS & J.C. SAUT, Transformation fonctionnelle linéarisant
les &quations de Navier-Stokes, C.R.A.S. Serie I t.295 p.325-327



(1]

(L]

(2]

£3]

(1]

(1]

(1]

(1]
[2]

(1]

£1]

[1]
£2]

£3]

- 60 -

J.M. GHIDAGLIA, Etude d'écoulements de fluides visqueux incompres-
sibles : comportement pour les grands temps et applications aux
attracteurs, Thése Orsay et INRIA, Janvier 1984.

C. GUILLOPE, Comportement a l'infini des solutions des équations
de Navier-Stokes et propriété des ensembles fonctionnels in-
variants (ou attracteurs), Ann. Inst. Fourier. Grenoble 32.3
(1982) 1-37

C. GUILLOPE, Thése Orsay (1983)

C. GUILLOPE, Remarques @ propos du comportement lorsque t - <,
des solutions des &quations de Navier-Stokes associées a une

force nulle. Bull.Soc.Math.France.lll.fasc.II (1983).

K. KHERIEF, A paraitre, ORSAY.

0.A. LADYSLENSKAYA, Viscous Imcompressible Flow, Gordon .and Breach
(1964) _

J.L. LIONS & B. MALGRANGE., Sur l'unicité retrograde dans les pro-
blémes paraboliques, Math.Scand.8 227-286 (1960)

L. SCHWARTZ, Théorie des distributions Hermann, Paris 1957

L. SHWARTZ, Théorie des distributions i valeurs veétorielles (1,11)
Annales de 1'Institut Fourier 7.1957 p 1-139 & 8, 1958 p 1-209

M. SERMANGE & R. TEMAM, Some Mathematical Questions related to the

M.H.D. Equations. Comm. on pure and applied Math. Vol XXXVI, 1983
p 634-664

J.L. LIONS, Quelques méthodes de résolution des problémes aux
limites non linéaires. Dunod Paris (1969)

R. TEMAM, Navier-Stokes Equations. Theory and Numerical Analysis,
2nd Edition, North-Holland 1979 '

R. TEM%M, Behaviour at time t = 0 of the Solutions of Semi-Linear
Evolution Equations. J. of differential. equations 43, 73-92 (1982;

R. TEMAM, Navier-Stokes Equations and non-linear Functional Analysis

NSF/CBMS Regional Conferences series in Applied Mathematics. SIAM,
Philadelphia, 1983.

Imprimé en France

par

. 'R L. . 1
I'Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique







