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QUELQUES REMARQUES SUR LES

PROBLEMES D'EXISTENCE EN ELASTICITE NON LfNEAIRE

Philippe CIARLET
Université Pierre et Marie Curie
et

Ecole Normale Supérieure

RESUME

Aprés un bref rappel de la modélisation du probléme
général de 1'élasticité tridimensionnelle non linéaire, on
passe en revue et on discute diverses approches pour obtenir

des résultats d'existence. -

ABSTRACT
After a brief review of the derivation of the general,

three-dimensional, nonlinear elasticity problem, we review and

discuss various approaches for obtaining existence results.

H! !D PAPIER RECUPERE ET RECYCLE
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1. POSITION DU PROBLEME., - Un probléme central en élasticité non linéaire tri-di-

mensionnelle consiste 3 trouver une position d'équilibre d'un milieu continu élas-
tique soumis 3 des forces de volume et 3 des forces de surface sur une portion de
sa frontidre, le déplacement &tant imposé sur la portion restante de la frontiére.
Ce probléme admet, comme modéles‘mathématiques, soit un probléme aux limites, posé
sous la forme d'un systéme d'@quations aux dérivées partielles non linéaires, soit
un probléme de minimisation de fonctionnelle ('1'énergie" du systéme), comme nous
allons bridvement le rappeler, en précisant en méme temps les notations (que nous
avons choisies parmi les plus couramment employées). Pour des compléments sur
1'établissement de ces modéles, on consultera notamment GREEN & ZERNA [1968],
GURTIN [ 1981], MARSDEN & HUGHES [ 1978, 1982], TRUESDELL & NOLL [ 1965], WANG &
TRUESDELL [1973], WASHIZU [1975].

De fagon plus précise, dans EP muni d'une base orthonormée (ei) donnée une fois
pour toutes (les indices latins : i,j,... parcourent toujours l'emsemble {1,2,3}),
on se donne un ouvert connexe borné 2, dont la frontiére I sera supposée suffisam-
ment réguliére pour tout ce qui suit, notamment pour que 1'on puisse lui associer
une mesure superficielle da(y), ye¢ Tl, et pour que le vecteur normal extérieur
unitaire v = (vi) existe da-presque partout le long de I'. On considére alors un
corps qui occupe l'ensemble ! 3 1'état "de repos", c'est-a-dire en 1'absence de
forces (de volume ou de surface) imposées. C'est pourquoi l'ensemble {! sera appe-

1é la configuration de référence. Sous l'influence des forces, le corps "se déplace"

et il s'agit de déterminer le.champ des déplacements u : ﬁ'*ﬁR3 correspondant ou,

ce qui revient au méme, le champ des déformations ¢ : ﬁ'*ﬁR3 définies par (Fig. 1)
(1.1) ¢(x) = x+u(x) pour x €l <> ¢ = Id+u.

On suppose que le déplacement est imposé sur une partie (da-mesurable) Fo de T ;

pour simplifier, on supposera qu'il ést nul sur Fo.
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P(X)b(X)dX

Fig. 1

On suppose par ailléurs que, sur la partie ¢(Fl), ol Fl = F-Fo, de la frontiére
$(T) de ¢(Q) (en supposant que la frontiére est 1'image de la frontiére...), des

forces de surface sont imposées, et qu'elles sont représentées par une densité

s = (si))>par unité de surface déformée : autrement dit, si dA(Y) est 1'élément
de surface en un point Y = ¢(y) ¢ ¢(Fl), cet 8lément de surface est soumis 3 la
force "8lémentaire" s(Y)dA(Y) (Fig. 1).

Enfin, on suppose que le corps est soumis & des forces de volume, représentées

par une densité b 7 (b;) par ume unité de masse : autrement dit, si dX est 1'élé-

ment de volume en un point X = ¢(x) € (), si p(X) est la densité de masse par
unité de volume en ce point, 1'élément de volume dX est soumis i la force '

"glémentaire" o(X)b(X)dX. \

Introduisant alors le champ des tenseurs des contraintées de Cauchy T'=(Tij) :

6@ > M, ot M désigne 1l'ensemble des matrices d'ordre 3, 1'application de la
foi fondamentale de la statique montre que les relations suivantes, appelées les
gquations d'équilibre dans la configuration déformée ¢ (), doivent &tre satisfai-

tes



(1.2) ¥Xed(R), DIV T(X) + p(X)b(X) = O @%— Tij(x) +D(X)bi(X) = 0, 1<i<3,
J

(1.3)  ¥Xeo@, M =TT €T M =T M, 1si<js3,

(1.4) ¥ed(), T(Da() = s(¥ & T, (Dny (D) =5, (D, 1sis3,

en désignant par n(Y) = (ni(Y)) le vecteur normal extérieur unitaire au point

Ye ¢(T'), et en utilisant la convention de la sommation des indices.

Les équations (1.2)—(1.4) sont évidemment peu utilisables puisque la "yariable"
X qui y apparait est précisément l'inconnue ! Pour passer 3 la variable xe §
tout en préservant autant que possible la forme "de divergence'" des équatioms, on

introduit la transformée de Piola du champ de temseurs T : c'est le champ de

tenseurs t = (tij) . 0> m définie par la relation (en supposant la déformation

¢ : §+R3 injective et dérivable)

(1.5) £®) = dEt (T ENTEI@ 1T, x =67 (),
ot
(1.6) Vo (x) = (3j¢i(X))’ avec 35 = '?WJ. ’

désigne la matrice gradient de la déformation au point x. Notant
(1.7) 0, (x) = dét Vo (x)P(X)

la densité de masse par unité de volume au point x = ¢-1(X), on montre que le

tenseur t, appelé en &lasticité le premier tenseur des contraintes de Piola-

Kirchhoff, vérifie les relations suivantes, appelées les &quations d'&quilibre

dans la configuration de référence § @

(1.8) ¥xe(, div t(x) + £f(x) = 0 @ajtij(x)ifi(x) =0, 1513,
(1.9 ¥xe®, t0W®T = W@em! & D305 00 = €5 03 (0,

' 1€i<j<3,
(1.10) ¥yel,, tyV(y) = g(y) & tij(y)\)j(y) =g;(y), 1si=3,

ol les champs £ : *“R3 et g : Fl *'R? sont respectivement définis par les rela-

tions :



A

(1.11)  £(x)dx = P, (DB (P(x))dx = p(X)b(X)dX, g(y)da(y) = s (Y)dA(Y).

Pour éviter les complications dues a la dépendance des fonctions f et g sur l'in-

connue ¢ (la prise en compte de cette dépendance ne constitue d'ailleurs pas la

difficulté essentielle), on fera désormais 1'hypothése que les forces appliquées

sont "mortes", dans  le sens que les champs f et g définis en (l1.11) sont indépen-

" dants de la déformation ¢ (exemple : 1la gravité pour une force de volume ).

Un inconvénient du premier tenseur de Piola-Kirchhoff est son absence de symétrie
alors que le tenseur de Cauchy est symétrique (cf. (1.3) et (1.9)).0n peut "récu-
pérer" cette symétrie en introduisant le champ de tenseurs 0 = (qij) 0>,

définis par la relation

T4 x) 11T

(1.12) 0@ = %@ t(x) = d&t(Vo (x))V(x)" ,xeQ.

Le tenseur O, appelé en &lasticité le second tenseur des contraintes de Piola-

Kirchhoff, est évidemment symétrique, mais les &quations correspondant i (1.8) et
(1.10) ne sont plus aussi simples ; on déduit en effet immédiatement de (1.8)-

(1.10) les équations suivantes, qui représentent l'autre forme des équations d'é-

quilibre dans la configuration de référence Q

(1.13) div(V¢ o)+ £ = 0 & "3j(°ij+°kjak“i) = £, dans &,
T \
‘1.14) 0=0 <?} Oij = Gji dans Q,

(1.15) Vo ov = g §§>(Oij+okj8kui)vj = g; sur Fl’
o
en utilisant les relations 3., =5.. +9d.u. .
: jri Tij ji
Les (12-6) = 6 &quations manquantes (il y a en effet 12 inconnues : ui’cij et
les équations (1.13)=(1.14) sont au nombre de 6) vont &tre fournies par des hypo-
théses concernant le matériau considéré (on remarquera i cet égard que les équa-

tions d'équilibre ci-dessus sont indépendantes de la nature du matériau). Nous

allons désormais nous restreindre au cas des matériaux élastiques et homogénes,

dont la définition est la suivante : Il existe une application, appelée loi de

comportement,
A
c:Mm +8,

ot m’“ = {Fem; dét F>0} et 8§ = {Fe p; F = FT}, telle qu'en tout point x€Q ,

on ait




(1.16)  0(x) = GO € 0,0 = F;.(0,6,(0),3,6,(0),...,050,(x) . ‘

"e

Prenant en compte le principe de l'indifférence matérielle (les propriétés "intrin-

séques" traduites par la loi de comportement sont indépendantes du repére dans
lequel on les exprime ; principe difficilement contestable...) et 1l'hypothése
d'isotropie (les propriétés du matériau "sont les mémes dans toutes les directions";
il s'agit donc d'une caractétistique d'un matériau donné, mais visiblement "raison-

nable" pour certains matériaux), on démontre (théoréme de Rivlin-Ericksen) que la

loi de comportement est d'une forme remarquablement simple : d'une part, la fonc-

tion O n'est en fait fonction que de la matrice symétrique définie positive

(1.17) C= (e = V619,

u = = . . - U . . ! -3=-di '§ i
ot Cij ai¢kaj¢k Gij + 31“_] + Z)Ju1 + BlukBJuk s c'est-d-dire qu'il existe une
application :

c:8> 8 ,

ot 8" = {ce 8 3 sp(C) < 10,+=[} telle que
(1.18) o = o(V) = 5(V61vs) ;

d'autre part, l'applicgtion 0 est de la forme
(1.19)  3(C) = Y (@I + v,(C)C + v, (0)c?,

les fonctions Yo’Yl’YZ : 8 -+ R ne dépendant que des trois invariants principaux

de la matrice C :

(1.20) Y (C) = Y,(1,(C),1,(C),1,(C))

avec

2
L) =cC,, =trcC= |07, .

(1.21)  { 1,(C) (C;.C.,-C,.C..) = tr(adj C) = |adj V6|2,

1
2 11733 "ij 31
dét C,

1,(C)

ol la notation adj A d&signe la transposée de la matrice des cofacteurs d'une

matrice A = (Aij)" et |A| = Via, A, . T. »

ij7ij
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Si 1'on suppose de plus que la configuration de référence 0 est un état naturel,

c¢'est-d-dire que
(1.22) $=1d=>0=0, i.e,, 0(I) = 0(I) = 0,

un développement limité "autour de 1'identité" montre que

(1.23) . O(I+2E) = A(tr E)I + 2uE + O(|E]),
en posant
(1.24) C = I+2E, avec E = (Eij)’z-Eij = 3iuj + ajuvi + 3iuk3ju.k,

ol les constantes A et U, appelées les constantes de Lamé du matériau, vérifient

les inégalités (que nous supposerons vérifiées dorénavant) :
(1.25) A>0, u>0,
pour la plupart des matériaux &lastiques "courants".

Un exemple "canomique" et couramment employé dans les-applications, de matériau

est celui du matériau de St Venant-Kirchhoff, pour lequel on néglige les termes

en 0(|E|) dans (1.23). Autrement dit, ce mat@riau a pour loi de comportement :
(1.26) o = A(tr E)I + Zuﬁ,

ée que l'oq peut encore écrire

(1.27) Uij =‘aijk2Ekl’ avec aijkﬂ = Aéijdkl + zuéikajl‘

Revenant au cas général d'un matériau élastique, homogéne, et isotrope, le pro-

bléme se trouve donc posé sous la forme d'un probléme aux limites : Trouver des

fonctions u, Q+R, 15153, et Uij = Uji : >R, 12i,j<3, vérifiant

(1.28) | -aj(cij + ijakui) = £, dans Q, .
(1.29) Oij = Y°§C)6ij + Yl(c)cij + YZ(C)Cikaj dans 9,
(1.30) (Oij+0kj3kui)vj=gi sur Fl,

(1.31) u; = 0 sur Fo’.



les fonctions Ya(C) étant de la forme (1.20) et la matrice C étant définie comme

en (1.17).

Si 1'on remplace les fonctionms cij par leurs expressions (1.29) en fonction des
composantes u; du déplacement, le probldme ci-dessus devient un systéme de trois
équations non linéaires aux dérivées partielles du second ordre vis-d-vis des
fonctions ) Uy, Uge Alors, si certaines conditions de compatibilité sont satis-
faites (qui permettent de trouver une fonction vérifiant les &quations (i.38)
ci-dessous), il se peut que ce systéme soit, au moins formellement, &quivalent &

1'équation d'Euler

(1.32) J'(u) = 0,

associée 3 une certaine fonctionnelle J représentant 1l'énergie du systéme, définie
sur un espace V (3 préciser) de fonctions v nulles sur Fo. Si tel est le cas, on

dit que le matériau est hyperélastique. Par exemple, le matériau de St-Venant-

Kirchhoff est hyperélastique. On vérifie en effet qu'on peut lui associer la

fonctionnelle

(1.33) i) = J E% (tr E)2 +u tr(E2) Jdx -Ej £y ax + J ¢'v dal ,
Q Q

Iy

qui est bien dé&finie sur l'espace
: 1,4
(1.34) V={veWw?(Q) ; v=0 sur l"o}.
Un autre exemple important est celui des matériaux d'Ogden, que nous décrivoms au

Par. 3.

Une approche fréquemment adoptée consiste 3 faire directement l'hypothése d'hyper-

8lasticité, c'est-d-dire i postuler l'existence d'une densité d'énergie

W: Fe M, * W(F) R,

telle que les déplacements cherchés soient obtenus en résolvant l'équation d'Euler
associée 3 la fonctionnelle

(1.35) I(v) = J W(I+Vv)dx - [J £y dx + J gy dal .
Q

9] Fl

Cette équation d'Euler &tant (formellement) &quivalente aux équations



h

(1.36) 5.0 =P (7)1 = £, dans @, Vo = I+Vu,
i aFij i
) |

(1.37) (—J!LaFij v, = g sur Ty,

on voit (cf. (1.28)-(1.30)) que tout se passe comme si la loi de comportement se

trouvait étre

alb
(1.38) t].:'| = -é—F—l: (V¢).
Notons au passage que le développement limité (1.23) a pour analogue, en terme

de densité d'énergie :

(1.3 WE) =5 (er B + v er(82)+0(|E|?), ol I+2E = F'F.

L'hypothése d'hyperélasticité permet d'espérer (car on ne dispose pas en général
de résultats suffisants de régularité pour conclure) obtenir certaines solutions
du probléme aux limites (1.28)-(1.31) en résolvant un probléme de minimisation :

Trouver u tel que

ueV et J(u) = inf J(v). : .
veV
C'est notamment 1'approche de John Ball (voir Par. 3), alors que la premidre ap-
proche, que nous décrivons ci-dessus, consiste & trouver directement une solution

du probléme aux limites.

2. - RESULTATS D'EXISTENCE EN ELASTICITE TRIDIMENSIONNELLE 3 I : APPLICATION DU
" THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES.

Pour fixer les id@es, considérons le cas d'un matériau de St-Venant-Kirchhoff

(ce qui n'est pas une restriction, comme nous l'indiquons plus loin) et d'un pro-
bléme de Dirichlet "pur", pour lequel T = Fo (ce qui est par contre une restric-
tion essentielle de cette approche ; voir plus loin). D'aprés le Par. 1 (cf.

(1.13)-(1.15) et (1.27)) le probléme aux limites associé s'écrit :

2.1) - -Bj(cij+0kjakui) = £, dans Q,
(2.2) 'Oij = aiijEkl(u) dans 2,
(2.3) o ou; o= 0 sur .

Reportant les relations (2.2) dans (2.1), .le probléme s'écrit sous la forme :



Trouver u = (ui) tel que .
(2.4) B(u) = £,
ol
1
(B(U)) -9 (alel kit lelaku d,u t 5 aijkzaku Bgu +

(2.5)

1

i'aljkpakumapumalui)'

Comme en dimension 3, 1'espace de Sobolev Wl’p(ﬂ) est une algébre pour p>3,

1'opérateur
B: vief (vew? P(Q) ; v=0 sur T} >LP(Q)

est bien défini, et dérivable, pour p > 3. Cette observation suggére l'utilisation

du théoréme des fonctions implicites au voisinage de u=0, f=0. Pour cela, il faut

vérifier que la dérivée de l'opérateur /23 l'origine est un isomorphisme de V sur
LP(Q). Comme

3 (a ul) = f dans 9,

. Jk2 k
(2.6) BOY = f &

=0 sur T,
on est ramené i démontrer 1'implication
B0 = £ 1LP(®) = Tew> P @),

S i % a3z - ~ e 2 ~
c'est-d-dire 3 démontrer un résultat de "régularité W *P(Q)" pour 1'opérateur

B'(0), qui n'est autre que l'opérateur de 1'élasticité linéaire. On sait de toute

fagon, d'aprés la théorie varlat1onnelle des problémes elliptiques llnealres, que
la solution u de 1'équation 2'(0)u = f existe "au moins" dans 1l'espace H (). La
"régularité H ()" est démontrée dans NECAS {19671, et la "régularité Wz’p(Q)"

est démontrée (& partir de la précédente) par GEYMONAT [1965]. On obtient ainsi

le résultat suivant, démontré indépendamment par CIARLET & DESTIYNDER [19791],

MARSDEN & HUGHES (19781, VALENT [1979], et dont 1'idée remonte i STOPPELLI [1954],

VAN BUREN [1968].

THEOREME 1. - Pour tout p>3, il existe un voisinage & de 0 dans LP(Q) et un voi-

sinage Y de O dans V tels que, pour tout fe F, il existe une et une seule solu-




"

tion u de (2.1)-(2.3) &ans U

Faisons quelques commentaires sur ce résultat :

(1)

(ii)

2.7

(iii)

(iv)

)

(2.8)

(2.9)

On déduit facilement 1l'injectivité de 1'application ¢ = Id+u en réduisant
éventuellement le voisinage & : Il s'agit 13 d'une propriété &videmment
souhaitable de la solution. -

On déduit aussi de ce résultat que

loall , o =odgl?, ),
wrP@) LP (@)

ce qui constitue une justification du remplacement du probléme non linéaire
par le systéme de 1'élasticité linéaire pour des forces suffisamment "peti-
tes". | . . ‘ )
L'extension i des lois de comportement plus générales que (2.2) est possible,
comme 1'a montré VALENT [19791. _
C'est la nécessité d'avoir la "régularité Wz’p(ﬂ)", p> 3, pour les solutions

du systéme de l'élasticité lindaire correspondant qui limite. considérablement

la portée de cette approche, par exemple 3 des problémes de Dirichlet "purs"
(comme nous 1'avons fait ici), ol & des problémes de Neumann "purs" ; dans
ce deuxiéme cas, l'analyse est de‘surcroit-compliquée par la prise en compte
des conditions de compatiBilité pour les forces appliquées ; voir i ce sujet
CHILLINGWORTH, MARSDEN & WAN £(1981].

pour résoudre 1l'équation B(u) = f (équivalente au systéme (2.1)-(2.3)),

considérons la famille de problémes
- BCu(A)) = Af, 0sA<1,

qui ont tous une et une seule solution u(A) dans le voisinage U si les con-
ditions d'application du Théoréme | sont satisfaites. Utilisant 3 nouveau .
de ﬁagon essentielle le fait que l'espace Wl’p(Q) est une algébre pour p>3,
on établit‘alors que la fonction u':‘A.e[O,l] + u(l). €V ainsi définie est

aussi solution de 1'équation différentielle
du . -1
Z ) =B @O E, 0sAs1, u(0) =0,
Cette remarque suggére l'emploi de la méthode d'Euler (ou de'tdu;e autre

méthode d'approximation d'équation différentielle) pour approcher la solution

de (2.9) : Etant donné un nombre N, on définit la suite U sUpse s,y par



1 -1
(2.10) LR LR (B'(un)) f, 0<n<N, u = 0.

Alors on démontre (cf. BERNADOU, CIARLET & HU [ 1982]) :

THEOREME 2. - La méthode (2.10), qui n'est autre qu'une méthode incrémentale de

résolution du probléme (2.1)-(2.3), est bien définie d'une part et convergente

d'autre part, en ce sens que

(2.11) lim uN = u dans V.
N - o

Pour la description des méthodes incrémentales en &lasticité non linéaire, voir

par exemple ODEN [1972], WASHIZU [1975].

3. - RESULTATS D'EXISTENCE EN ELASTICITE TRIDIMENSIONNELLE ; II : RESULTATS DE

J. BALL. ‘
Dans un article célébre (BALL [1977]), J. Ball présente une théorie d'existence en
€lasticité non linéaire de portée tré@s générale. Puisqu'il n'est &videmment pas
question d'en &crire toute la richesse et toute la variété en quelques pages, nous
allons nous contenter d'en faire ressortir les idées essentielles sur un exemple :

-

Considérons 3 cet effet un matériau d'Ogden (cf. OGDEN [1972]) pour lequel la den-

sité d'énergie est de la forme suivante (se reporter au Par. 1 pour les notatioms),

les entiers M et N étant 21 :

o, B.
M -+ N L
BF) = ] aerc?) + ) bytr (Lad] c1® ) + I(dét F).
i=1 i=1

Alors on a le résultat d'existence suivant (BALL [1977]}).

THEOREME 3. - On fait les hypoth&ses suivantes :

(3.2) 0<a;, 1<isM; 1Squ<...<o ;250 ;
. : 1 1
(3°3) 0<bj.,]SlSN, ]SBN<...<BI ;EI—+KS] H
(3.4) la fonction I' : JO,+<[ * R est convexe ;
(3.5) lim T'(8) = += ;
§+0
(3.6) il existe x>0 et r>1 tels que I'(8) 2 8’ pour tout §> 0.

Alors le probléme : Trouver u tel que



o

3.7

(3.8)

(Id+u) €U = Wew (@) ; adj WwerPl(@), det Wwelt@ ;

dét V>0 p.p. dans £ ; ¥ = Id sur Fo}

Ju) = Inf J(v), oi J(v) = J W( I+Vv) dx -[J
Q

£lvdx + J gTvda],
(Id+u)eU o

r

L |

admet au moins une solutiom.

Faisons divers commentaires sur ce résultat :

(1)

(ii)

Les conditions (3.2)-(3.4) entrainent en particulier la polyconvexité de la

fonction b, c'est-d-dire.la convexité de la fonctiomn

G : (F,adj F,dét F) e M *x M *R +~ G(F,adj F,dét F) = W(F),
alors que la fonction W(FY n'est pas convexe : c'est 13 une observation
essentielle de J. Ball. Cette convexité est une des propriétés utilisées

pour établir la semi-continuité inférieure faible de la fonctionnelle J sur

_1'espace 7)( X Mx R muni de la topologie de w' 2% () x LBl ) x LE(Q) .

Les conditions Zs(ul, aF'+'é— < 1, et (3.6) ne sont autres que des hypothéses

de coercivité, permettant les raisonnements habituels avec des suites mini-

misantes dans l'espace produit ci-dessus.

(iii) La .condition (3.5), qui permet de définir 1'énergie sur 1l'espace produit

(i

(V)

" tout entier (en posant J(v) = +o si (Id+v) £U) tout en préservant la conti-

nuité de.1' lntegrande (autre condition utlllsee pour établir la seml-contl-

ruité inférieure faible de la fonctlonnelle J), a par ailleurs une inter—
prétation mécanique remarquable : "on ne peut pas réduire 3 zéro les volumes
sans dépenser une énergie infinieﬁ.

Une autre contribution essentielle de J. Ball est d'avoir &tabli que ‘des

ensembles tels que I'ensemble U de (3.7) sont faiblement fermés, bien que

non convexes. C'est 1'idée de la compacité par compensation, développée par
ailleurs par MURAT [ 1978, 1979], TARTAR [1979]. ‘

Une difficulté de 1'approche de J. Ball est qu'on ne sait pas démontrer que

les solutions des problémes de minimisation ainsi obtenues vérifient, dams
un sens méme "faible", les &quations d'équilibre. Voir a ce sujet les résul-
tats de LE TALLEC [1981], LE TALLEC & ODEN [1981] dans le cas des matériaux
incompressibles.

Bien entendu, on ne rencontre ﬁas cette difficulté lorsqu'on ﬁtilise le
théoréme des fonctions implicites, puisqu'on résout alors directement .le
probléme aux limites, mais les conditions d'applications sont bien plus res-

trictives ; cf. Par. 2. ' ,



(vi) Le résultat de J. Ball ne s'applique pas au matériau de St-Venant-Kirchhoff,

pour lequel la densité d'énergie est de la forme

(32+2u)

3.9 w(E) = - 20 e AZZ“ er ¢2 + %-tr (adj C).

La présence du coefficient <0 devant tr C empéche en effet que la fonction

W soit polyconvexe (autrement, l'absence du terme T(d&t F) ne constituerait

pas une difficu%té essentiellé) : le probléme de l'existence d'une solution
est ouvert.Voir aussi 4 ce sujet 1l'approche de ATTEIA & DEDIEU [ 1981].

(vii) Contrairement au cas ol l'on peut appliquer le théor&me des fonctions impli-
cites, on ne sait pas dire si, pdur des forces appliquées suffisamment peti-
tes, la solution trouvée est proche de la solution du systéme de 1'élastici-~
té linéaire correspondant.

(viii) Etant donné un matériau &€lastique, de constantes de Lamé A > 0 et £>0
données, on peut se poser la question de construire un modéle pour lequel la
théorie de J. Ball s'applique d'une part, et correspondant au développement
limité (1.39) d'autre part. CIARLET & GEYMONAT [1982] ont montré qu'un ma-
tériau d'Ogden d'un type particulidrement simple répond & la question. De

fagon plus précise, on a le résultat suivant :

THEOREME 4. - Soit A > 0 gE_u2>0 deux constantes données. On peut trouver une

densité d'énergie de la forme

(3.10) W(F) = a tr C + b tr C> + c tradj C + ['(dét F)

pour laquelle

3.11) a20, b>0, c¢>0,

(3.12) W(F) = = (tr E) + 1 ex(ED) + o(|E|D),

N >

la fonction I' : J]0,+®*[ >R vérifiant les conditions (3.4)-(3.6), avec (par exemple)

r=2,

Un calcul montre en effet que 1'on doit satisfaire les inégalités

—(3A22“) -7 T + 2T 20,
(}\+2u) + 1_ (I"|(] - " l)) >0
8 8 ) ( ?

T +Ian>o,

=

AL
A



qui ont. toujours une infinité de solutions (rr(,r"()). Pour un tel matériau, le

4
Théoréme 3 s appllque, et 1'on obtient une solution dans l’ensemble (wEWI’ )

#ad_] VIDEL () :
(3.13) 7= {wew”"(sz) ; det WeLX(®) ; déo W>0 p.p. dans @, ¥ = 1d sur T_}.

4., - CAS DES PLAQUES "MINCES".

Une plaque 'mince" est un solide pour lequel la conflguratlon de reference est de

la forme o - wX[-€,€], ol W est un ouvert. de R2 de fronti&re Y, et € est pet:u:"
(Fig. 2).

- - -
- - - -
- - -~

Fig. 2

Autant pour simplifier que pour fixer les idées, nous allons supposer que les don-

‘nées sont les suivantes (les notations sont celles du Par. 1)

(4.1) f

€ 4at .
(OOf)dansQ,g 0 sur Ft=e wx {xe} ,

€4
OsurI‘ f

(4.2) ‘u YX[-E €]. '

L}

La condition aux limites (4.2) est appelée condition d'encastrement.

Alors il est cla551que (cf. e.g. GREEN & ZERNA [1968], LANDAU & LIFCHITZ {19671,
NOVOZHILOV [1953], STOKER [1968], TIMOSHENKO & WOINOWSKY-KRIEGER (19591, WASHIZU
[1975]) qu'un modéle approché, compte tenu de 1'épaisseur "petite", est le suivant :

On commence par résoudre un probléme bidimensionnel (c'est-d~dire posé sur la sur-

face moyenne w de 1la plaque) : Trouver g = (C ) T w ->]R3 tels que

3 €
: 2EE 2
(4.3) ———— A%, = n o(2)3 o0, + j f,dx, dans W
3(]_\)2) 3 aB ag>3 e 33 =

\

(4.4) BanaB(C) = ‘0 dans W, ol



(4.5) s ® = {(1-V)e (@) + Ve, (2)8 g}

+ 2—(-;;—2--)-{(1 “V)3,543g0, + V3,049, L, 8.}
(4.6) eyg (8 = 7 (3y%g * 9g8y)s
(4.7) Ty =85y =0sury, g, =0sury,

les indices grecs : a,B,... variant dans l'ensemble {1,2}. Les constantes

_ HGA+2W) _ A . .
E = =Xm o ¢tV T IoWD sont respectivement le module de Young et le coeffi

cient de Poisson du matériau constituant la plaque. Ensuite, on '"reléve" cette

. . g . € o . . .
solution bidimensionnelle dans @ , & 1'aide des formules suivantes (qui montrent
que les fonctions g, et ng introduites ci-dessus ne sont autres que les fonctions

ui(',',O) et 280a8(°,',0) respectivement)

(4.8) Ua = Ca - 3a§3’
(4.9) u3 = C3s

naB Ex3
(4.10) Oyg = 35— = ——5— {(1-v)aa8c3 + vAc36a6},_

(1-v%)
E 2 2 '
(4.11) 038 = - ;——-—-2—{ (e -x3)BBAC3 R
(1-v 13 3

3 %3 N € 1,53 X3

%12 3377 (T "9 J_e Fadxy * 30T = P opap®s .

On peut donc se poser la question de savoir si 1'on peut justifier le modéle ci-

dessus, qui est essentiellement bidimensionnel, i partir du modéle tridimensionnel

décrit au Par. 1. En d'autres termes, il s'agit de justifier le modéle (4.3)-(4.12)

d partir du modé&le suivant :

€
(4.13) aj(cij+0kj Bkui) = fi6i3 dans 0,
_ £
(4.14) Uij = aijklEki(u) Qans e,
154
(4.15) (0;3+°k3°i) = 0 sur Ft’
(4.16) u, = 0 sur T°
i o’

: 1] . . - .
qui n'est autre qu'un cas particulier, correspondant i une loi de comportement



(4.14) lindaire, du modéle général (1.28)-(1.31) (les raisons de ce choix sont .

données plus loin).

Une telle justification est effectivement possible, comme’ 1'ont montré CIARLET & ’
DESTUYNDER [ 1979] dans le cas ci-dessus d'une plaque encastrée, CIARLET [1980]
dans le cas des &quations de von Kirmin (voir aussi BLANCHARD & CIARLET f19811,
CIARLET & PAUMIER [1982] pour les équations de Marguerre-von Kiarman) : l'idée
cansiste 3 appliquer la méthode des développements asymptotiques au probléme-tri-
dimensionnel, aprés avoir &crit ce dernier sous forme variationnelle et apres
1'avoir posé sur un ouvert = wx ]J-1,1[ indépendant de €. Ce passage de Q 9
'repose sur des transformations des fonctions inconnues u1?G Q +R, (la forme
de ces transformations, cruciale pour le succés de la méthode, varie selon que

les indices i,j sont égaux soit i1l ou 2, soit 3 3), qui deviennent ainsi des

fonctions ui,oij : 0§ +R. On pose alors formellement :
(4.17) =l ren +..., 05 =00 +eal, v L.
i i i ij ij ij

Suivant alors la techniqug de LIONS [1973], on reporte ces expressions dans le pro-

bléme tridimensionnel et, en rassemblant les termes correspondant d la plus petite
: puissance de €, on trouve les &quations satisfaites par les fonctions ug,cgj :

>R ; on peut alors démontrer le résultat suivant :

. P €
THEOREME 5- Les fonctions définies sur @ correspondant aux fonctionms ul 013 :

Q >R coincident avec les fonctioms. (4.8)=(4.12), les fonctions g étant obtenues

- par la résolution du probléme bidimensionnel (4.3)-(4.7).

Faisons un certain nombre de remarques sur la portée de ce résultat. :

(1) Le choix d'une loi de comportement tridimensionnelle linéaire (4. 14) est
avant tout guidé par la linéarité de la "ioi de comportement bldlmen51onne11e
implicitement contenue dans les équations (4.3) (4.6). En effet, ces derniéres

peuvent s'écrire, comme on le fait parfois, sous la forme "d'équations d'équi-

1ibre" (comparer avec (4.13)) :

’ €
(4.18) -aGBmaB _\BB(naBaaC3) = J_€f3dx3 dans w,

.19y 3a“as =0,

accompagnéés de la "loi de compdrtement" (comparer avec (4.14))

1




(4.21) Tug 7 agys Oys ©3’

qui est visiblement lindaire (par rapport au tenseur de déformation "incomplet"
1 " .
— d 1"
(euB ) aac388C3) et au tenseur '"de courbure (3a853)), les fonctions Dyg et o8
représentant les contraintes de temsion dans le plan de la plaque et les contrain-

tes de flexion (les "moments fléchissants"), respectivement :

[ €
n,g = J-g Oade3 = 2€Oa8(°,-,0), Mg = J_€x30a6dx3.
(ii) Une justification complémentaire de ce choix a &té donnée par CIARLET [1982] :
la prise en compte d'une loi de comportement plus générale que (4.14) (par exemple
polyndmiale, ou correspondant au matériau d'Ogden décrit par la densité d'énergie
(3.10)) conduit en effet (par 1'application de la méthode des développements asymp-

totiques) d un modéle de plaque différent !

(iii) Om pourrait songer 3 mettre en question le bien-fondé de 1'application de la
méthode des développements asymptotiques elle-méme. Mais son application a conduit
3 une justification compléte des modéles bidimensionnels de plaques dans le cas

de 1'élasticité lindéaire, c'est-d-dire lorsque (toujours dans le cas d'une plaque
encastrée ; mais la considération d'autres conditions aux limites est possible) le

systéme (4.13)-(4.16) est "remplacé par sa partie linéaire" :

(4.22) _ajoij = fidiB dans QE,
(4.23) Gij = aijklekﬂ(u) dans QE,
(4.24) O;3= 0 sur Fi,
(4.25) u; = 0 sur TC,

Alors on peut justifier compl&tement le développement asymptotique (4.17) et dé-

montrer la convergence (dans des espaces ad'hoc) du procédé ; voir i ce sujet
DESTYUNDER [1980,19811, CIARLET & KESAVAN [1981] dans le cas d'un probléme de

valeurs propres, et CAILLERIE [1980] pour une approche voisine.

(iv) Une loi de comportement linéaire présente néanmoins de sérieux inconvénients
du point de vue théorique, puisqu'on ne dispose pour 1'instant d'aucun théoréme
d'existence pour le probléme tridimensionnel correspondant : d'une part comme on
1'a vu au Par. 2, il n'est pas possible d'appliquer le th&oréme des fonctions im-

. . _ . e e e N €
plicites car 1'opérateur de 1'élasticité lindaire correspondant 3 1l'ouvert £ (cf.

v



[

(4.22)-(4.23)) et aux cénditions aux limites "mélées" (4.24)-(4.25) n'a siirement
pas la régularité voulue. D'autre part, comme on 1'a vu au Par. 3, la densité
d'énergie correspondante (3.9) n'est pas polyconvexe, et la théorie de J. Ball ne

s'applique pas.

(v) Par contre, il existe une théorie d'existence tré&s satisfaisante pour des
probléme bi-dimensionnels non linéaires tels qﬁe celui de (4.3)-(4.7) (voir par
exemple CIARLET & RABIER [1980]). La raison essentielle de cette différence par
rapport au modéle tridimensionnel correspondant (4.13)- (4 16) est que la non liné-
arité est passée des termes d'ordre supérieur (cas trldlmen31onne1) i des termes
d'ordre inférieur (cas bidimensionnel), circonstance qui permet dans ce dernier

cas l'utilisation d'arguments de compacité.

(vi) On pourrait songer A essayer de construire une solution tri-dimensionnelle,
pour € suffisamment- petit, dans un voisinage du rel&vement tridimensionnel (4.8)-
(4.12) d'une solution du probléme bi-dimensionnel, suivant en cela la méﬁhode uti-
lisée avec succés par CAFLISCH [ 19793 et CAFLISCH & PAPANICOLAOU [1979] pour ré-
sou&re un probléme formellement analogue ; mais les difficultés techniques de cette

approche semblent pour l'instant sérieuses...

(vii) Une autfe possibilité est la remise en question de la définition d'un maté-
riau &lastique : Alors que tout le monde s'accorde sur la validité des équations
d'équilibre, le caractére ponctuel de la loi de comportement et sa dépendance sur
les seules dérivées partielles du premler ordre de la déformation (cf. (1.16))

sont’ peut-8tre 3 revoir ;.cf. 3 ce sujet BELL [1973].
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