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MODELISATION DE LA STABILiTE MAGNETOHYDRODYNAMIQUE

BIDIMENSIONNELLE PAR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE GENERALISEE

Michel SERMANGE

RESUME

Partant du principe de l'énergie, nous montrons que la stabilité MHD
bidimensionnelle d'un &quilibre bidimensionnel quelconque est déterminée
par la position par rapport i | de la premiére valeur propre d'une &qua-

-~

tion différentielle généralisée scalaire d spectre ponctuel.

ABSTRACT

Starting from the principle of energy, we show that the 2-dimensional
MHD stability of any 2-dimensional equilibrium is determined by the posi-
tion with respect to | of the first eigenvalue of a scalar generalized

differential equation with point spectrum.



0. INTRODUCTION.

La stabilité d'un &quilibre magnétohydrodynamique axisymétrique

quelconque peut €tre déterminée par le principe de 1'énergie (cf. I.B.
BERNSTEIN et al. [3]) et ce principe peut &tre appliqué séparément pour

chaque mode, c.-a~d., pour m fixé, pour des perturbations £ du type
£(r,06,z) = exp(im 6)-{gr(r,z)er + ge(r,z)ee + gz(r,z)k} .

Pour un mode m donné, le principe de l'énergie peut se formuler de deux
fagons équivalentes : un équilibre est stable si et seulement si le spectre
d'un certain opérateur Fm est contenu dans 1? demi-droite 2 0 ou encore si
et seulement si 1l'énergie potentielle awm = Ej.Fmg-g dx est positive ou
nulle pour tout déplacement. Mais la mise en oeuvre de ces critéres se
heurte 3 une difficulté mathématique importante : l'existence d'un spectre
continu (cf; H. GRAD [ 6], J. DESCLOUX~ G. GEYMONAT [4]). D'un point de vue
numérique, il existe plusieurs codes d'éléments finis qui peuvent déterminer
la stabilité d'un équilibre axisymétrique général par rapport 3 un mode m
quelconque (cf. [ 9] pour le code ERATO et [ 8] pour le code PEST). Dans ces

codes, la difficulté due 4 la présence du spectre continu est résolue par

1'emploi d'éléments finis de type mixte ou hybride.

Nous proposons ici, dans le cadre modéle de la dimension deux

9B _ 5 9P _ = 0. 96 _ - 5
x o, N o, B3 = 0, TR 0, €3 = 0), une nouvelle méthode pour

déterminer la stabi?ité d'un équiligre quelconque. Nous avons effectué une

(c.~a-d.

premiére minimisation de 1'énergie potentielle 6W de facon analytique et

nous obtenons ainsi un nouveau probléme spectral, 3 spectre ponctuel, dont

la plus petite valeur propre détermine la stabilité de 1'équilibre. Ce pro-

bléme peut &tre discrétisé par la méthode des &léments finis standard.

Dans la partie I, nous &nongons notre nouveau critére de stabilité
bidimensionnelle, d'abord sous la forme d'un probléme variationnel, puis
sous la forme d'une équation différentielle généralisée (faisant intervenir

des intégrales sur les lignes { = cte).




Dans la partie 2, nous définissons rigoureusement les espaces fonc-
tionnels et nous étudions leurs propriétés mathématiques : complétude,

interprétation des conditions aux limites, inclusions.

Dans la partie 3, nous &tudions le probléme d'optimisation suivant
. . . . 2
(intervenu dans la partie 1) : &tant donnés un ouvert 2 de R° et une fonc-

tion Y sur £, donner une expression explicite (en fonction de v) de

Inf J p(¥) |div u|? ax.
we (B @2 ‘o
u'p = v

Les outils mathématiques importants utilisés dans.cet article sont le
théoréme iﬁtégral de Federer et la notion d'image directe d'une distribu-
tion ; ces résultats généraux sont présentés en annexe. Signalons par ail-
leurs que les &quations différentielles généralisées intervenant ici cons-
tituent une version linéarisée d'équations introduites par H. GRADvpour

étudier 1'évolution adiabatique d'un plasma (cf. H. GRAD, P.N. HU, D.C. STEVENS[ 7],
G. VIGFUSSON [18], J. MOSSINO, R. TEMAM [121).

Le probléme modéle &tudié ici est une &tape dans 1'étude de la stabi-
lité axisymétrique (m=0) d'un équilibre axisymétrique quelconque (y compris
les doublets). Signalons que la stabilité axisymétrique a &té& &tudiée par

E. REBHAN, A. SALAT pour des équilibres a pression uniforme [13].

L'auteur remercie H. GRAD, W. GROSSMANN et H. WEITZNER pour d'intéres-

santes discussions sur ce sujet durant une visite & 1'Institut Courant.



1. ~ ORIGINE DU PROBLEME ET RESULTATS PRINCIPAUX.

1.1. Rappels de magnétohydrodynamique.

Nous rappelons dans cette section les problémes d'équilibre et de sta-

bilité en MHD (cf. C. MERCIER [ 10]).

Considérons un plasma 3 1'équilibre dans une région Qo entourée par
une coque parfaitement conductrice Fo' Le plasma occupe. la région §, de
bord I', tandis que la région complémentaire Q€ est vide. L'équilibre est
décrit par le champ magnétique B (défini sur Qo) et la pression p (définie’

sur ) qui vérifient :

grad p = rot BxB dans ,

rot B =0 dans QC,

(1.1 div B =0 dans Qo,
" Ben =0 4 sur T,

Ben =0 sur FO-

Nous supposerons, pour simplifier, que les fonctions p et B et leurs

NG

-

dérivées n'ont pas de saut i travers

(1.2) rot B=0, grad p =0, p=0 sur I.

Par linéarisation du probléme MHD &volutif, J.B. BERNSTEIN et al £3]

ont obtenu les résultats suivants.

- . ees s - 3 .
Etant donnée une fonction £ définie sur § et i valeur dans R ,» qui
représente les déplacements lagrangiens du fluide, la variation premiére

de 1'énergie potentielle est donnée par &W

W = - %-f F(E) -E dx,
9]
(1.3) Q = rot (§ xB),

F(E) = rot BXQ ~ Bxrot Q + grad(yp divE+ E-grad p),

(y = 5/3, constante de chaleur spécifique).

B2 > = 0.

(1) sinon, la condition sur I' est < p + %



Comme le probléme &volutif est a frontiére libre, les déplacements £

doivent vérifier une relation de compatibilité& sur la fronti&re libre I' ;

c'est la condition (1.5) ci-dessous.

~ . . c
On peut déterminer un potentiel vecteur A sur  par

rot (rot A) = 0 sur Qc,
(1.4) nXA = - (n*E)B sur I',

nxA

0 sur .
o
Le déplacement £ est admissible si et sSeulement si
(1.5) Berot(§ xB) = Berot A sur TI.

Le critére de stabilité est le suivant : un équilibre est stable si

et seulement si W2 0 pour tout déplacement § admissible.

Remarque 1.1 :

i) puisque le vecteur A défini par (1.4) ne fait intervenir que la trace

de £ sur ', la relation de compatibilité (1.5) est une relation entre
les traces sur I de £ et de ses dérivées premiéres ;

ii) aprés transformation de W par intégrations par partie, le principe
d'énergie peut €tre &tendu 3 des déplacéments £ quelconques.

\

1.2. Magnétohydrodynamique bidimensionnelle.

Equations d'équilibre.

‘Nous nous intéressons ici 3 la stabilité d'un équilibre bidimensionnel
(c.3d d. vérifiant %£f= o, %£-= o, B3 = 0) . par rapport & des perturbations
bidimensionnelles (c.d d. vérifiant %%- =0, 53 =0). '
' 3

. Nous désignons maintenant par Qo’ 2, QC, les sections par un plan
Xg = cte des régions définies précédemment. _

I1 a été établi par H. GRAD, et V.D. SHAFRANOV (cf. G. BATEMAN
[2], R. TEMAM [ 17]) qu'en dimension deux les &quilibres ont les propriétés

suivantes (des propriétés analogues ont lieu en axisymétrie) :

i) il existe une fonction flux Y définie sur Qo telle que



B = e3lep + £@),
ce qui, avec B3 = 0, donne

B = e3xV\p 5

notationms :
les lignes de niveau de Yy qui possédent (au moins) un point double sont
appelées les s&paratrices; elles subdivisent 1'ouvert Q en m composantes
connexes w., Sur lesquelles les lignes de niveau de | sont des courbes
ferméees simples, notées Ti(t) (cf. partie 2, P3)) ; 1'ensemble des sépara-
trices est noté I ;
ii) 1 a pression p est localement une fonction de P o5 il existevdonc des

fonctions P; telles que

P(x) = p;(W(x) pour xew; ;3

iii) le flux § vérifie le systéme d'E.D.P. suivant

Ay = p].'.(lp) sur w,, l<i<m,
Ap = 0 sur QF,
(1.6)
Y = cte sur les composantes connexes de [,
Y = cte sur T

Principe de 1'énergie.
' Ce rappel des équations d'équilibre &tant fait, nous allons maintenant
expliciter le principe d'énergie dans le cadre bidimensionnel.

Aprés quelques calculs algébriques, nous obtenons pour F(£)

F(£)

(Au] + pg(w)ul) grad Y + grad(y p div £&) sur w,, 1 £1i<m,

ol u, = £+9y ; d'ol, d'aprés (1.3),
m

SW = %—J Au]°u] dx - %'.Z J ﬁ;(¢)uf dx - %’[ V(p divg) & dx.
Q i=1 ‘w, Q :

Utilisant la formule de Greeén et la condition p=0 sur I', nous obtenons,.en



notant n la normale & T dirigée vers l'extérieur de Q :

. ' u,
sw=1| jvollax- 5| 5hew w0+ L paive)? ax
2 Q 1 2 Pan 1 2 Q _

.7y ! .
) [ p{ W) uj dx.
i=l ‘.

Pour expliciter la condition d'admissibilité& (1.5), nous introduisons 1'u-

nique solution u, du probléme

Au

' = (0 dans Qc,
, (1.8) u

2
2 u, sur r,

u, 0 sur Fo.

Nous vérifions que le champ défini par A= ujeqy vérifie (1.4) et que 1la

condition (1.5) peut s'écrire
(eB*Vw),(e3xVu] - e3xVu2) = Olsur T,

ou encore, en supposant que V{y(x) # O p.p. sur T,

aul ou
(1.9) 5;—-= 3n sur ', ol u, est défini par (1.8).

Le principe de 1'énergie en dimension deux est donc le suivant : un
équilibre est 2d-stable si et seulement si 6W défini par (1.7) est positif

ou nul pour tout déplacement § : Q *-R? tel que u, = E-V vérifie (1.9).

Extension du principe de 1'énergie.

. . s e . c
Puisque la normale n est dirigée vers l'intérieur de Q , la formule de

Green et (1.8) donnent

o ‘
f —2u do=—J |vu,|? dx.
an 2 2

r 0c

D'aprés (1.8),(1.9), nous avons donc

du . | 2
J — u, do = —I |Vu I dx.
on 1 2

T : o



- . PP c P
Notant u la fonction définie sur Qo par u, sur Q et u, sur 7, nous dédui-

sons de (1.7)

(1.10)  &W = %—J |vu]? ax + %—j p(div £)%dx - + J Py (W)’ dx.
f Q i=1 ‘w

o : i

™~y

Utilisant un raisonnement analogue 3 celui de I.B. BERNSTEIN et al. dans [3]
(c.d d. une modification de £ au voisinage de T'), il est possible de mon-
trer que si W défini par (1.10) est strictement négatif pour un deplacement

E:Q +GR2 et une fonction u, : Q¢ + R vérifiant

(I.]l) u, = u, sur I' et u, = 0 sur Fo’

alors il existe E : R +ZR2 vérifiant (1.9) tel que W soit strictement

négatif.

Ainsi, un équiiibre est 2d-stable si et seulement si 8W dé&fini par
(1.10) est positif ou nul pour tout & : Q-*ﬁR? et 'tout u, : Q¢ -+ R vérifiant
(1.11). '

- 1.3. Transformation du principe de 1'énergie.

De 1'égalité

 Inf = Inf { . Inf },
E,uz verif.(1.11) u t.q. u=0 sur Fo € t.q. £*W= u|g

nous déduisons le critére de stabilité :

[ P! (V) u’dx}
1w, 1

i

ll.MB

0< Inf { %-J IVuIzdx + yJ(u) - %
Q

u t.q. u=0 sur Fo i

J(u) = Inf { %-J p(div g)? dx}.
Et.q. £V = ulsz Q

Or nous demontrerons (th. 3.1 et prop. 2.1) que pour une fonctlon u suffi-

samment réguliére

i) si u(x) = 0 pour tous les x¢§ tels que Vy(x) = 0, alors .



. o B,
(1.12)  J(u= ] —;—J_,lp.p.'tﬁj w3 12 g
=1 “ Jo ri(e) |vyl

ol pi(t) = J do et 0. et Bi sont les valeurs minimales et maximales

r; () (W

b

de ¥ sur w,

ii) s'il existe xe€f tel que VY(x) = 0 et u(x) # 0, alors J(u) = + .,

De plus, si Y n'a pas de point-selle dans £ ou si u est identiquement

nul dans un voisinage des séparatrices, alors 1'égalité a lieu dans (1.12).

Une condition suffisante de stabilité (nécessaire et suffisantesi Y

n'a pas de point-selle dans ) est donc que

0 < Inf { %—J _|Vu|2du +
u t.q. u=0 sur Po Q-

et u(x)=0 si xeQ etV (x)=0

y J i o0 (jl.J o 49y2,0 1
=T r.(e) |wl 2

o)

e~18

T+
Nof=<

J Py (W)u dx} .
1w, '

1

i
Nous séparons maintenant les parties positives et négatives de pg :
pY (z) = max (p¥(2),0), p¥ (2) = max (-p%(z),0). .
i, i i_ _ i

Le critére précédent peut ainsi s'dcrire R(u) 21 avec

m 1 m'

1J|<2 Y J -1,4d : o do (2. .1 2
> |vu]%dx + L ¥ p.p. (5— u - ) “de+ 5 ) p" (P)u“dx
2, EREC LA} S Vol 2 il k-

(1.13) R(u) =
? ] J YoW) 2 d
= | - pt u” dx
iz1 2y, i+

1

Nous reconnaissons 13 un quotient de Rayleigh, dont la valeur minimale est
donnée par la pfemiére valeur propre du probléme variationnel associé. Nous
supposons maintenant que Y est réguliére et vérifie (2.1)-(2.5) et que p;

est bornée, pour 1 <i<m.
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Probléme variationnel

Nous définissons l'espace fonctionnel

) V={_ve H(I)(Q;D) t.q. vlgie Hi(Qi,xp) , 121 q}

ol
H;GQO) est 1l'espace de Sobolev d'ordre 1 sur QO avec trace nulle sur Po
(cf. R.A. ADAMS [ 1]) 3

Hi@&i,w) est un espace défini dans la partie 2, Qi, 1<£i<q, étant les

composantes connexes de ).

Muni du produit scalaire

8. . o

N ds . .d do .

(u,v)) = J VueVv dx + vy J P.p- (——'J S u )(-—'J v )dt,
90 izl o 171 dt Fi(t) IVwI dt Fi(t) lVWl

l'espace V est un espace de Hilbert (cf. th. 3.1).
Nous définissons le probléme : trouver (u,u)€RX V, u # 0, tel que,

pour tout ve V,

: . m .
(1.14)  (u,v) + J J Py (PIuv dx =p
. i-

i=l

Hoe~18

J pg W)uv dx.
i=1 Jyp. °F

i i

Les valeurs propres de (1.15) sont réelles et positives ; grace 3 la
. . . . 2 . .
compacité de l'injection de V dans L (Qo), elles forment une suite qui tend

vers +o. Il cxiste ainsi une plus petite valeur uIZ 0 ; elle est égale & ia .

valeur minimale de R(u) (défini par (1.13)) sur V.

Ainsi urz I est une condition suffisante de stabilité (nécessaire et

suffisante si ¢ n'a pas de point-selle dans §).

Une_gquation différentielle généralisée.

. 1 ’
Soit (u,u) ERxV une solution réguliére( ) de (1.14). L'emploi de 1la

formule de Green sur §} donne pour v e .B(Qo)

J Yu Vv dx = -J Au v dx,
Q Q

(o} . o

(*) La régularité des solutions de (i.i4) n'est pas étudiée dans cet article.




et son emploi sur R donne pour ve.&(wi)

B‘ . . '.
' d_ y (S v & e =
P1°1 r.(o [vw[ de) Vo]
( )

l

Bi d -1 d do | &o
[t A wte ], g
Jg& LS DY S R ATy

ce qui est &gal, grice au théoréme intégral de Federer (cf. Cor. 4.1) a

. t tiTi t ri(t) | WI = .x

1

Puisque v est arbitraire, nous trouvons que u vérifie les équations diffé-
rentielles généralisées (1.15) ci-dessous. Par ailleurs, la proposition 2.1
donne les cond1t1ons aux limites aux p01nts cr1t1ques de ¥ tandls que

ue H (Q ) donne u nul sur F

. d d do . |; - n
b= G [ Jr.{t)u WT]lt=w(x) TRV T L)
i . ' ' '

dans ws o, 1 <1i<m,
u(x) = 0 pour xe ) t.q. W(x) =
(1.15) <

Jdu . -
u et == continu 3 travers L etT,

Au = 0 dans QC,

=0 sur T _.
o
Les équations différentielles ci-dessus constituent une version linéa-
risée d'équations différentielles généralisées étudides actuellement par

divers auteurs'(cf. (7101710187).

Remarque 1.1 : L'approximation numérique du probléme (l.14) peut &tre faite

par la méthode des éléments finis d'ordre |, le calcul de la premiére valeur

propre du probléme approché pouvant &tre traité par la méthode des puissances
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itérées. Remarquons que la partie non locale de (1.14) rend la matrice. du
systéme linéaire relativement pleine. Du fait d'une erreur dans les coeffi-
cients du probléme variationnel, les résultats numériques présentés dans [16]
ne sont pas significatifs, mais 1'étude de faisabilité de la méthode (place
mémoire et temps calcul) reste positive. De nouveaux résultats numériques

seront publiés ultérieurement.

Remarque 1.2 : Dans le cas ol Y a des point-selle dans 2, il est possible

d'obtenir des conditions nécessaires de stabilité. Nous introduisons VE’
1'ensemble des fonctions de V qui sont nulles dans un voisinage tubulaire
de fayon E.aﬁtour de I, et ulé lalpremiére valeur propre de (1.14) en rem-
plagant V par V . Nous avons bien sir ul:Eule. Si pour € nous avons ule
<1, alors 1' equ111bre est instable. La question de la convergence de

Wy Vvers Y, pour € > 0 est actuellement ouverte.
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2. - CONSTRUCTION ET ETUDE DES ESPACES FONCTIONNELS.

. o . ~ 2 . s
Dans les parties 2 et 3, ) désigne un domaine borné de R, de frontiére

oo -~ .
I' de classe C , 2 étant localement d'un seul coté de T.

. b~ (o]
Nous supposons donnée une fonction P sur ), de classe C , telle que

(2.1) Y est constante sur les composantes connexesde T,
(2.2) Y n'a pas de point critique sur T,

. . a0t iare ()
(2.3)" les points critiques de { sont réguliers .

D'aprés (2.1),(2.2), g% est de signe constant sur I, la frontiére exté-

rieure de 2. Quitte 3@ changer Y en -y , nous pouvons donc nous ramener i

el T
(2.4) n < 0 sur T.
Nous appelons séparatrice une courbe de niveau de Y qui posséde (au

" moins) un point double. Nous ferons &ventuellement 1'hypothése que
(2.5) les séparatrices n'ont qu'un seul point double.

Nous introduisons w, 1 <1i<m, les composantes connexes de ON\X oli & est
1'union des séparatrices. Nous notons w, 1'ouvert dont T est la frontiére
extérieure ; nous notons wi la restriction de Y 3 w;, O et Bi le minimum
et le maximum de wi sur 5i.

La théorie de Morse d'ume part et la théorie du degré topologique
d'autre part (cf. J. MILNOR [11]) permettent de déduife de (2.1)~(2.4) les

propriétés suivantes qui nous seront utiles pour la suite

Pl) les points critiques de ¥ sont en nombre fini ; ce sont des maxima
relatifs ou des point -selle ;

P2) pour chaque i, I < inn,(Di est soit simplement connexe, séit homéomorphe
a un anneau ; dans le premier cas, wi n'atteint la valeur 0. que sur
Bwi et la valeur Bi qu'en un point ; dans le second cas, wi n'atteint

la valeur ai que sur la frontiére extérieure de ws et Bi sur la fron-

(!) c.a d. la hessienne de y en x est non dégénérée.
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tiére intérieure de w; ; en particulier,
(p(x).>a] ¥xe ;

: . . : -1
P3) pour tout i, 1 €£i<m et tout t, a; << Bi,_l'ensemble vy {t} est une

courbe fermée simple.

Par ailleurs, grdce au théoréme intégral de Federer (cf. Cor. 4.1),
pour tout ve Ll(Q) il est possible de définir une fonction wi#(v) elﬂ(]ai,si[).
par
P ( ) (t) J du i du = 49
] = v = .
(O = | v dwen b= rigr
i .
L'application b;y est continue de LI(Q)‘dans Ll(]ai,Bi[). Nous noterons
pi = wi#(l), c.a d. Di(t) = du. D'aprés le théordme intégral de Federer,
lo.] | = mes(w,). Vy=t
1'_1 1
L
Supposons par ailleurs donnée une fonction mesurable a de § dansflR+

telle que

(2.6) a est constante sur les composantes connexes des ensembles ol Y est
constante ;
2 Lew? @
(2.7) 3¢ Lloc( ).
D'aprés P3), il existe des fonctions a; de ]ai,Bi[ dans R, telles que
a(x) = a; (V(x) pour xe w.. Puisque °

ai = p;l.wi#(a),

la fonction a. est mesurable.

~

Nous pouvons maintenant définir un espace H qui dépendra de 9, ¥, a et

d'un réel p, 1 Sp.S ©,

veLI(Q) tel que, pour l <i<m,
H(Q,0) = . I o e B
‘(wi#(v))' eLloc(]ai,BiE):et a; P pip (V)4 (V)" eL?(Jai,sin

[
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-oﬁ .(Lpi# (v))' désigne la dérivée de lpi# (v) au sens de .-&'(]ai’si[) .

Nous.munissonsqet espace de la norme
. m Bi 'l-p > l/p
vll. = 1|v] . +{ ] J a0 P @, )P ae}
e L@ iside, TR i
Nous démontrerons le
Théoréme 2.1 : Sous les hypothé&ses (2.1)-(2.4) et (2.6)-(2.7), 1l'espace
ﬁp(ﬂ,w) défini ci-dessus est un espace de Banach. De plus, l'application
wl#est continue de HP(Q,w) dans c® (]al,B]]) et les applications w (1> 2)

sont continues de HP(Q,w) dans c® ([a ,8 D.

Plagons nous maintenant sous les hypothéses (2.1)~(2.7). Grice au
théoréme précédent, il est possible de définir les conditions aux limites
suivantes. |

Soit xe¢ Q un point critique de ¥ et t = Y(x) ;

i) si x est un point d'extremum relatif, nous imposons
(2.8) wi#(v)(t) =0, ol i est.défini par Xew;
ii) si x est un point-selle, nous imposons

(2:9) 4y I(E) = Wié#‘V)(t) " ¥y g0 (©) on

i, est défini par xe frontire intérieure de W,

i2’ i3 sont définis par xe€ frontiére extérieure ‘de wi.
Nous définissons le sous espace de ﬁg(Q,w)‘:

HE(Q,w) = {ve ﬁZ(Q,W), v Vérifiant les conditions aux limites

ci-dessus},
qui est muni de la norme induite.
D'aprés le théoréme 2.1, HE(Q,W) est un sous-espace fermé d'un espace

de Banach ; c'est donc un espace de Banach.

Démonstration du théor&me 2.1 : Vérifions tout d'abord que 1'espace Hz(ﬂ,w)

est complet. Soit {v } une suite de Cauchy pour la norme l.”p' Puisque

L (Q) et Lp(]a ,B. [) sont des espaces complets, nous obtenons 1' ex1stence
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de ve'Ll(Q) et fi eLp(]ai,Bi[) tels que

(2.10) vﬁ -+ v dans L](Q),
: I-p
(2.11) al/p-pip (b;y(v ))' > £, dans Lp(]ai,Bi[).
1

Soit q le nombre réel conjugué de p (—-+ a—= 1). De 1'identité

q*Egl =1 et de P; eL (]a ,B. [), nous dedulsons

p-l

P q
pi eL (]ai,si[).
p-l
Multipliant (2.11) par pip et utilisant 1'inégalité de Holder, nous
obtenons

p-l
2.12 Ry, (v )y » o, £. dans L'(Ja.,8.0)
(2.12) a; (wi# v ) pi ; dans ai, ;00

Par ailleurs, d'aprés (2.4) et P2), 1'application Y est propre de 0
dans ]a1,+“f (c.d d. 1'image réciproque de tout compact est un compact).

. | -
En conséquence, € LloC(Q) entraine

] i o .
(2.13) ;} L oc(]al,BIJ) et ;ie L (]ai,Bi[) pour i=> 2.
Multipliant (2.12) par a;l/p, nous obtenons
p-l ]
(2.14) W, (v > a P P £, dans L 0cd0; B, [)
S i 'n i i ’

Par ailleurs, (2.10) et la continuité de Y., entrafne que

14

Yip(v) > ¥y, () dans L' Qo800

ce qui entraine que
(Wi#(vn))' > <wi#<v)>' dans 5'(a,,B.[).

Comparant avec (2.14), nous obtenons (wi#(v))'e Lioc(]ai,Bi[) et



- 17 -

p-i
-1
a, /P-pi P "= (Y0 pep. tedug,Bi0). |
Multipiiant la fonction (wi#(v))' par la fonction a;/p pip , nous obtenons
1-p |
1 ’ '
£,=al/P o ® ) 'e 1P(oy,6,0),

ce qui, avec (2.11),montre que v,V dans ﬁz(ﬂ,w).

Etudions maintenant la continuité& des applications wi# . Utilisant a
nouveau 1'inégalité de Holder pour o
p-l 1-p
1/p v o, P /PP '

nous obtenons

B; B,  p-l B |

Y i/p ' * P * E=p ha1/p

J ai lwi#(V) |dt < (J pi dt) '(J aipi Iwi#(V) 'dt) .' 9

o o o :

d'ol . .

B; | - pol

Ja al/p|wi#(v)'|dt < mes (w,) P, V“p .
i :

"Grace a (2.13), nous obtenons pour i 22 l'existence d'une constante C. telle
que
Bs

J |w.#(v)'|dt:SC vl vv e B2 (Q,0),

1 P o a .
a. . .

i .
et pour i=1 nous obtenons pour tout a3>al 1'existence d'une constante Co,
telle que
8, | |
' p

Ja le#(v)'ldtSCa ||v||p vve H (2,0).

Le théoréme découle de 1'injection continue de Wl’](]a,B]) dans Co(]a,B])
< loc )

et de wl’](]a,Bt) dans CO([a,BJ). u
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Fonctions réguliéres de Hz(Q,w).

Nous donnons une condition nécessaire pour qu'une fonction réguliére
appartienne & 1l'espace HZ(Q,W), qui peut servir 3 interpréter les condi-

tions aux limites aux points critiques de V.

Proposition 2.1 : Sous les hypothéses (2.1)-(2.7), toute fonction
ve Hg(sz,w) nC°(R) veérifie

(2.15) v(x) = 0 pour tout point d'extremum relatif de Y

et toute fonction ve HZ(Q,w)rWCn(Q) (pour 1n>0) vérifie

(2.16) v(x) = o pour tout point critique de .

Démonstration :

i) Soit X, un point d'extremum relatif de Y. D'aprés le lemme de Morse, il

‘existe une difféomorphisme £ de classe c” de la boule unité Bl de]Rz.

dans un voisinage de X, tel que
V() = BEW) = Ux) - 5 (y* 2l wyes
(y) = V&G = v(x) -5 {y|+y, y€B

(d'aprés (2.4) les extrema relatifs sont des maxima relatifs).

Grace 3 la proposition 4.4 et a |V¢| = r, nous obtenons
do_ _ do
by, () = j T " fN vEO I ;| S

v e w;‘{c}

1

. ~=1 - .
Puisque wi {t} est un cercle, nous pouvons passer en coordonnées polaires

et nous obtenons

. ' 27
wi#(v)(t) = J V(E(r,e))IJg(r,6)| dd o r = 2 /w(xoi-t.
o

Faisant tendre t vers w(xo), (2.8) entraine (2.15).

ii) Soit X un point-selle de Y. D'aprés le lemme de Morse, il existe un

0
difféomorphisme de classe C du carré unité C1 dans un voisinage V(xo)

tel que (on a posé w(xo) = 0)



PO =vEM) =5 vy ¥ye Cy.

D'aprés la proposition 4.4, nous avons

V(W (6) = VI_%T+J - VEON | ] l—%- :

-1 -1
ll'l {t}\V(xo) iD'..L {t}
D'aprés 1l'hypothése (2.5), la séparatrice passant par X n'a pas d'autre

point double que X3 la premiére intégrale a donc une limite finie lorsque

t tend vers W(xo). Le deuxidme terme peut s'@crire sous la forme

(2.17) VG&QJ 15, ] =2 +J <v<£<y>)-v<xo))lag<y)l‘;‘; :

RIS Wl iy

Les courbes w-l{t} sont des branches d'hyperbole équilatére, qui peuvent
étre paramétrées par
v, = Y2t ch z, ¥y = V2t sh z ol |z| < Arg ch (—l—-).
A V2t
Or il est possible de démontrer qu'il existe une constante C telle que,

pour tout N > O et pour tout t tel que O < t < 1

+ Argch(—l—ﬂ
(2.18)  (2v) /2 2t (ch%z + shZ2)V? dzscc,

~Argch (——)

/2t
et que,pour n=0,1'intégrale ci-dessus tend vers l'infini lorsque t tend
vers 0. Nous en déduisons que si v(xo)> 0, la premiére intégrale de (2.17)
tend vers +o gt que la seconde est bornée ; en conséquence, wi#(v)(t)+~+m
pour t - w(xo), ce qui contredit wi#(v)e CO([ai,Bi] ). Nogs avons donc
(2.16).
|

Un résultat d'inclusion.
Proposition 2.2 : Sous les hypothéses (2.1)-(2.4) et (2.6)-(2.7), ainsi que
1'hypothése ace L](Q), 1'injection de HSZ(Q,w) QEEE.HZI(Q’W) est continue pour

tout p] < p2.
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Démonstration :

Nous appliquons 1'inégalité de Holder a
P27P; /

1-p P 1-p P, P,/p
1 N Py . 2 12,5182
a;p; |<wi#<v>>| {a;o;} P2 «{ap, |wi#(v>| }
avec p = P2 q = Eg— (ol l—+ 1. 1). No b
P,-P, ’ P, > q : us obtenons
P,=P
B. I-p P B 2 "1 :
i Lo P i P B, I-p P, p,/p
Ja alpl le#(V) l dt < (J aipidt) 2 . (j alpl le (V)vl 2dt) 1 =2.
i a. o. #
1 1

Or, d'aprés le théoréme intégral de Federer
i
J a;p; dt = J a dx.
o, w.
i i

Faisant la somme en i et utilisant Zaibi S(Zag)]/p°(2bg)]/q, nous obtenons

Py7P,

m i 1-p, P, l/pl Pjp, m i l-p2 1/p.
(2 Ja a.p, lwi#(v) TS < (Jg a dx) (izlfa.aipi |wi#(v)'
1

P
)

Py7P;

P,P P
Ioll s Qelal 230wl wven 2@, =
Py L Py a




3. - RESOLUTION D'UN PROBLEME D'OPTIMISATION.

3.1. Enoncé du résultat principal.

Le cadre &tant le méme que dans la partie 2, nous introduisons 1l'es-—

pace
P : 2 1
E,Qsp) = {ue (F@)" t.q. vWe L @),
div ue Liocﬁn)_et al/pdiv ue LP@)} .

~ . . . . ~ . 1 v
Le probléme d'optimisation est le suivant : &étant donné veL (), calculer

la valeur de

J(v) = Inf J'al div u|P ax.
ue EP(Q,p) ‘@
ueVy= v

Le résultat est le suivant :

" Théoréme 3.1 : Sous les hypothéses (2.1)-(2.7), pour ve L2+€(Q) avec €> 0,

i) sivd B@u), J(v) =+
ii) si ve HY(Q,Y) ,
m i
Gy Iwz T J a;01 P ()P
I 7oy | |

avec égalité si | n'a pas de point-selle dans Q ou si v est identiquement

nul dans un voisinage des séparatrices.

Remarque 3.1 :-La question de 1'égalité dans (3.1) dans le cas général est

un probléme ouvert.

-Dans le §1.3, les conditions d'application du th. 3.1 sont

remplies, car u]Q. = E-leﬂ.e Hl(Qi) qui est inclus dans L2+€(Qi) par 1l'in-
i i

jection de Sobolev en dimension deux.

3.2. Partie I de la démonstration.

Nous allons démontrer, en utilisant des résultats de la partie 4, que
pour toute distribution uc€ EE(Q,w), la fonction v = u*Vy vérifie les condi-

tions aux limites (2.8)(2.9) et la relation
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R .

m 1
(3.2) y j aip;_p| @ 40" Pae < J aldiv u|P ax.
i=l s Q

Les résultats i) et ii) en découient, excepté 1'égalité dans (3.1) dont

la démonstration fera 1l'objet du §3.3.

Considérons une distribution ue Ez(ﬂ,w). Grdce a (2.7), nous avons

. 12
(3.3) div ge Lloc(Q)’

Nous allons étudier séparément le cas des ouverts w, simplement connexes

et le cas des ouverts ws homéomorphes 3 un anneau.

i) w; est simplement connexe. Grice i la propriété P2), 1'application wi

est propre de Wy dans ]ai,+«{. Nous pouvons donc (cf. partie 4) définir

une application wi# de.B'(wi) dans.B'(]ai,%w[) par
<wi#(T),¢> = <T,¢(¢i)> ¥ ¢ .B(]ai,*“{)-

D'aprés la proposition 4.1, cette application coincide sur Ll(wi) avec
1'application wi# définie dans la partie 2.

D'aprés la proposition 4.3, nous avons

. .

(3.4) (wi#(v)) = wi#(dlv u)
ol la dérivée est prise au sens de‘ﬁ'(]ai,+“{).'Puisque (3.3) entraine que

wi#(div u) € Lioc(]ui,+«{), nous déduisons de (3.4) que wi#(V)e Co(]ai,+w[).

Revenant a la définition intégrale de wi#’ nous en déduisons que
wi#<v>(ei) = 0.
D'autre part, d'aprés (3.4) et (4.8) (cf. Proposition 4.2),

3:5) 0y Py ) [Pe) sy, ([div u[P)(e), o <<, .
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de Federer pour transformer le terme de droite, nous obtenons
Bs

(3.6) J a.p!—P-l(w.#(v))'lpdts.I a|div ulp dx.
g, b1 i ws

. 1
-1

ii) W, homéomorphe 4 un anneau. Considérons tout d'abord un point-selle de
Xe ) et démontrons que v vérifie (2.9). Pour cela, nous introduisons

1'ouvert w' = {x'eQ t.q. |w(x')-w(x)|< € et w la composante connexe de

w' contenant x (cf. fig. 3.1), € étant un nombre réel positif choisi assez

petit pour que w soit inclus dans Q et ne contienne pas d'autre point cri-

tique de y que X.

N

&

Figure 3.1

L'application Y est propre de w dans JP(x)—€,P(x)+c[ . Nous pouvons
donc définir 1l'application w# de B'(w) dans /' (JV(x)-€,P(x)+e[) et utiliser .
les mémes raisonnements que précédemment. Nous obtenons ainsi que w#\v)e
c® (W(x)-e,P(x)+[ ). Revenant i la définition intégrale de w#, nous en dé-
duisons (2.9).

Considérons enfin 1'application wi de ws dans ]ai,Bi[ , ol ws est homé-
omorphe 2 un anneau. D'aprés P2), cette application est propre. Nous définis-
sons wi# de.B'(wi) dans ﬁ’(]ai,Bi[) et les mémes raisonnements que précédem-
ment donnent la relation (3.6).

Nous obtenons (3.2) en faisant la somme en i. =

3.3. Partie II de la démonstration.

Etant donnée une fonction ve Hi(ﬂ,w) nulle dans un voisinage des sépa-

ratrices de Y, nous allons construire par dualité une distribution ue Ez(Q,w)
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telle que u*Vyp = v et telle que 1'égalité ait lieu dans (3.2).

Primitives curvilignes de fonctiomsréguliéres.

Nous plongeons R2 dans l'espace euclidien ]R3 et nous choisissons un
vecteur unitaire k orthogonal i ]R2.

~ Pour chaque ouvert Lui,l <£1i<m, nous introduisons une courbe Gi, de
classe C2, rencontrant une fois et une fois seulement chaque courbe I’i(t)
pour oci< t< Bi (sous les hypothéses (2.1)-(2.4), une telle courbe existe 3
prendre par exemple une courbe orthogonale & la famille de courbes Fi(t)). .

Ainsi, pour Xew., x n'étant pas un point critique, il existe un uni-

que point x' €w, tel que
(3.7) x' e@i nl"i(ll)(x)).

Les deux points x et x' séparent la courbe I’i(w(x)) en deux composantes
connexes. Nous noterons §(x) celle qui, au voisinage de x', est située du

cOté ol pointe -kx V(x') (cf. Fig. 3.2).

Figure 3.2

Nous introduisons enfin une fonction nN e .B(Q—\Z) qui est constante sur
les ensembles Fi(t) et qui vaut identiquement 1 sur le support de v.

Nous pouvons maintenant définir, pour ¢ ¢ CO(Q),v

A (x) = J [nGheee - piw(xﬁ'-J nGeoeny 2] 4
§(x) T{ (9(x)) MIERT

ol i est tel que Xew, .
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Lemme 3.1 - Sous les hypothéses (2.1)—(2.4) et avec les notations précéden-

tes,

‘i) 1'opérateur A est continu de CO(Q) dans lui-méme et de‘Cl(Q) dans W]’m(Q);

ii) pour tout ¢ ¢ CI(Q),
(3.8) AP HD) (%) = ¢ (X)$; W (%)) ¥xew, n Suppn
QEd)i(t) =¢(Gin Pi(t)).

Démonstration :

i) La régularité de Ap au voisinage d'un pqint Xe 2 qui n'est pas critique
et qui n'appartient pas aux séparatrices résulte de la régularité de ¥.
Par ailleurs, grace & la fonction n, la fonction A¢ est nulle dans un
voisinage des sé@paratrices. Soit enfin un point x d'extremum relatif.
Grace au lemme de Morse, il est possible de se ramener au cas d'&qui-

potentielles circulaires, et donc de passer en coordonnées polaires :

2 27

) ,
Ap(E(x)) = J [u-(J b do"y ! J bu d8"] bdo"*

0. (r) °

o

ol b(x) =_|J€(x)], u(x) = ¢(E(x)) et ei est l1'équation de la courbe(li.
Grdce a des développements de Taylor d'ordre 1, il est alors possible

de montrer que

lim A¢(x') =0

X' > x
et .
|vA$ (x') | < C|Vp(x) | dans un voisinage de x,

ce qui démontre 1i).

ii) Posant 1 = -k><T%%h3 nous avons -kxVye+VY¢ =|V¢|g$'; comme par ailleurs

n=1 sur Fi(w(x)) pour X ¢ Supp v, le deuxiéme terme de Ad(x) vaut

8¢ do _
AU —F = 0,
Jri<w<x))" T |V

et donc
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Ad (x) =‘J - g5 =40 - p(x")
X .

ol x' est défini par (3.7), ce qui donne (3.8). m

Définition de la distribution u.

Nous définissons la fonction

g(x) = p;].(w.'(v))'l ol i est défini par xew;.

b £=p (x)

- La proposition 2.2 appliquée avec a = 1 sur § donne

P )
Ha (Qslp) [ Ha (st) .
o (o]

Par ailleurs, pour tout ouvert ' tel que Q'c§, nous avons
HD (2,9) < Hzo(sz' W) -

Nous en déduisons que v H; (Q',¥). D'autre part, le théoréme intégral de
Federer donne pour i3> 2 (p08r i=1, raisonner sur Q')
B;
[ reles - | [PRUNRL

Nous obtenons finalement que ge¢ Lio ).
v

Considérons maintenant la fonction v ——w—i . Au voisinage d'un point-
iy
selle, cette fonction est nulle. Au voisinage 'un point d'extremum local,

. . ~€ .
le passage aux coordonnées polaires montre que (e > 0)-. Puisque

vw
Ve L2 E(Q), nous obtenons finalement que v —zw—— 1(S'Z)
Grdce au lemme 3.1, il est alors p0551b%e de définir Te (ﬂ'(Q)) ar
1,45 = -J grA(-kxV+p)dx - J v g (A (loxTpe ) ) dx
Q Q |w]
2
¥ e (HR))

nous définissons alors ue QB'(Q))Z par

u—T+V_V_LQ__
IWJl
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D'aprés la définition de T, nous avons T.Vy = 0, d'ol u-Vy = v.
Nous allons maintenant montrer que div u = g. Pour ¢ e S(Q), <div u,p>=

~u,V¢> vaut, grdce a (3.8),

m ' m
v .
(3.9) J g ¢ dx - .z J g ¢i0p)dx - 'Z J 2V¢-y¢iﬁb)dx.
Q i=1 Ju, i=1 Ju, |vy|
Le dernier terme vaut
m
(3.10) - z J v ¢i dx.
i=] W :
D'aprés le théoréme intégral de Federer, 1l'avant dernier terme de (3.9) vaut
m 6i
3.11 - . ''¢. dt.
( ) | izl Ja. wl#<v) ¢

Puisque ve Hz(Q,w) et est nul dans un voisinage des séparatrices, nous avons
. wi (v)(ai) = 0 pour 2<i<m et wi (v)(Bi) = 0 pour 1 £i<m. Par ailleurs,
pulsque ¢ ¢ SQ), nous avons q)l(ocl = 0. La formule de Green appliquée a (3.11)
donne donc

m Bi
) Ja.wi# (v)¢] dt,

i=1
ce qui, compte tenu du théoréme intégral de Federer, vaut 1l'opposé de (3.10).

Ainsi l'expression de (3.9) vaut fﬂg ¢ dx, d'ol div u = g.

Nous pouvons donc écrire
1-p 1| P _ .
aipi I (wi# (V)) | = 3ipi|d1v U[ >

d'od, puisqge div u = g est constant sur Fi(t),
i 1-p P p
J a;p; ld{i#(v)'| dt =‘Jw aldiv ul’dx,
i i '

ce qui entraine 1'égalité dans (3.2). =
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4. - ANNEXE : IMAGE DIRECTE D'UNE DISTRIBUTION.

Le théoréme intégral de Federer (cf. [5] th. 3.212) est utiliséd ici

sous la forme du

Corollaire 4.1 : Si f est lipschitzienne de R™ dans R® avec m> n, pour toute

. m = —
fonction g £ -mesurable 3 valeur dans R nous avons

i) si g>0 p.p. dans IRm,

4.1) J g(x) J_£(x)d€L"x =J J _ g(x) d¥" "xd2 "y ;
r™ n R® £ l{y}

ii) g est J £(x)d 2™ intégrable si et seulement si

J mJ . |g(x)|dlim_nx d£ny<oo :
R /f {y}
iii) si g est Jnf(x)d:‘imx intégrable, (4.1) a lieu.

Commentaire. — Dans le théoréme précédent,iﬁldésigne la mesure de Lebesgue
surimm, Ek la mesure de Hansdorff d'ordre k (cf. C.A. ROGERS [14]), ka(a)

le jacobien d'ordre k de £, c.a d. la norme du produit extérieur AkDf(a) 3

en particulier, Jlf(a) =||Df(a)” ; cette expression a un sens car, d'aprés

le théoréme de Rademacher (cf. H. FEDERER [ 5]), une application lipschitzienne

de R™ dans R" est différentiable =£m—presque partout.

. . n
Soit maintenant § un ouvert quelconque de R (n>1), w un ouvert quel-

conque de R et f une application de 2 dans w vérifiant :

© 1
(4.2) f est de classe C et propre( ) de 2 dans w ;
(4.3) f admet un prolongement lipschitzien a R" ;
(4.4) VE(x) # 0 p.p. xe Q.

Sous la condition (4.2), nous savons définir (cf. L. SCHWARTZ [15])
1'image directe de T ¢.8' () par f

(4.5) <f#T,q>> = <T,$(£f)> ¥dpe HWw).

1 - . R
(') c.a d. 1'image réciproque de tout compact est un compact.



Nous savons que 1'application f# est linéaire continue de JB'() dans

5 (w).

Grice au théoréme intégral de Federer, nous avons la

Proposition 4.1 : Sous les conditions (4.2)-(4.4), l1'application f# définie

par (4.5) a les propriétés suivantes

. : 1 1 1 1
D L), @)l @) et £, @)L @),

ii) f# est continue dé Lioc(ﬂ) (reép. LI(Q)) dans Lioc(w) (resp._Ll(w)),

iii) pour toute fonction ge Lioc(Q), notant du(x) = |Vf(x)|—]dlin_lx,

(4.6) f#(g)(Y) = J g(x) du(x) p.p. ye .
£ {y}

Démonstration : Soit ge‘Lioc(Q) et K un compact quelconque de w. Soit h la

fonction définie par

h(y) = J g du(x).
£ {y}
D'aprés le théoréme intégral de Federer, h est inﬁégrable sur K si et seule-
- ment si g-IVfI_] est lVf] dx intégrable sur f_](K), c.d d. si et seulement
si g est intégrable sur f-l(K). Ceci est vrai grﬁce i (4.2). Nous en dédui-

1 .
sons que hel (w) . Nous avons aussi

loc

In] < |gl

v L k)

Soit maintenant ¢ ¢ Hw). Par définition

<g,9(£)> ,

<f#(g),¢>

it

<f (g),¢>

" [ g(x) d(£(x))dx .
Q .

Utilisons le théoréme intégral de Federer pour la fonction g(x)¢(f(x»|Vf(x)|—],

qui est |VE(x)| dx intégrable. Nous obtenons
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<f#(g),¢> = J J -1, 89 (E(x))du(x) dy
R’f {y}

<f#(g),¢> = J ¢(y)J _1. 8(x)du(x) dy,
w £ {y}

<f#(g),¢> = J h(y)¢(y) dy,
w

ce qui démontre que f# (g) = h. Les propriétés i), ii), iii) avec Lioc en
découlent.

Soit maintenant ge Ll (). D'aprés les résultats précédents, nous
avons f, (g) = h et le théoréme intégral de Federer appliqué i g°|Vf|-l

#

entraine que he Ll (w) et que

In] ,  <lgl |
w L@

Proposition 4.2 : Sous les hypothéses (4.2)-(4.4), f# a les propriétés sui-

vantes
i) pour 1 <p<w et pour ge LF{OC(Q) (resp. LP@Q)), on a
1-p
(o P .f#(g))|w,€iL§oc(m) (resp. LP(w)),
et
4.7) j p]_p|.f#(g)]pdst - |g|p dx pour tout compact K de w.
, ce
Knw £ (K
ot p(y) = J . dHetw ={yew t.q. p(y) >0} ;
£ {y}

ii) il y a égalité dans (4.6) si et seulement si g est constant sur f—].{y}

bour presque tout yeK.

. C o 1 . .. ]
Démonstration : Puisque geLloc(Q), d'aprés la proposition 4.1, f# (g) ¢ Lloc(w)

avec

£,(e)(y) = [ . g(x)du(x).
# J7 'y}
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Appliquant 1'inégalité de Holder, nous obtenons
PP g

' : p-L 7 | 1/p
‘P ' D
¢ |5 E@Mlsem [J lg]® @y .
' T )
pour yew', p(y) # 0 d'ol
(4.9) p(y)"P[f#<g)<y>|Ps [ ]el® au
' Ty

Pour un compact K de w

T=pye oy Pay . [ [ o
p |f#(8)! dy.sJ; -1, lgl dy dy ,

Jan' K Jﬁ (N

or, d'aprés le théoréme intégral de Federer, le terme de droite vaut
J . ig]p dx,
f (K) -

d'ol la propriété 1i). _
Il n'y aura égalité dans (4.7) que si il vy a'égalipé dans {(4.8), ce

qui donne g = cte sur f—J{y}. ]

Proposition 4.3 : Sous les hypothéses (4.2)(4.3), pour tout Te @& N,

nous avons
(4.10) f#(div T) = (f#(Tovf))'.

Démonstration : Ce résultat se déduit trivialement des définitions de '1'ima-

e directe et de la dérivée d'une distribution. La distribution de cauche
s . . o

dans (4.8) prend sur ¢ - 8(:) la valeur
<§iv T, ¢(£)>

. ce qui wvaut

~<T,V($(£))> ==<T,0" (E)VE>

ou encere
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~<TeVE,p"'(£)>
ce QUi donne
—<fy(T-VE),0"> ,
d'old finalement
<(£4(T-V£))',0> . ®

-Remarque 4.1 : La relation (4.10) est une généralisation de 1la relation ci-

dessous démontrée par G. VIGFUSSON dans [ 18] :

d : do . VE do
4.11) ———J _ g = J _ div(g ——) P.-P. V.
( & Jelgy WD el 1ve| 2" vy

Proposition 4.4 : Sous les hypothéses (4.2)(4.3), soit § un ouvert de R"

et £ un difféomorphisme de classe C de Q sur {. Alors, pour tout ge L;oc(Q)’

(4.12) J . .8 do_ . Jﬁgl éIng—gg—- PP- Yew.
£y} |ve| ey |vE|

~

ol f = fof, g = gok, JE est le jacobien de é.

- Démonstration : La formule de changement de variable donne, pour ge Lioc(ﬂ)

et ¢ e.B(Q)‘,
J g(x)¢(f(x))dx = jNQ(x')¢(E(x'))|J |dx'.

Utilisant le th&oréme intédgral de Federer, nous obtenons

j ¢ (y) j -1, .8 do dy = J‘ d(y) J~_l g 40 dy.
R £ {y} |vE] R £ {y} |vf|

Cette égalité ayant lieu pour tout ¢ ¢ H(w), nous en déduisons (4.11). m
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