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“OPTIMISATION DE CLASSIFICATIONS HIERARCHIQUES

Henr1 RALAMBONDRAINY
RoLanp CHIFFLET™

RESUME

Les méthodes de classification hitrarnchiques habituelles four-
nissent des hitrarchies qui optimisent & chaque étape Le critére d'agne-
gation. Ces méthodes n'optimisent pas de critine global.

La premiere partie de ce rapport présente un algorithme qui he-
cherche une hitranchie opiimale sun toute La population au sens du crite-
ne de L'inentie.

Dans La deuxieme partie on recherche des hidrarchies Localement
oplimales. Un des inténéts de cette 22me partie est de montrern comment La
nechenche de higrarchies Locales optimales pewmet de définin sur La popu-
Lation totale une hitrarchie optimale au sens d'un certain criteére.

SUMHARY

The methods of hierarchical classification wsually applied pro-
duce hierarchies which optimize the "aggregation criterion" at each slage.
These methods do not optimize a global cirterion.

The §inst part of this neport presents an algorithm which 4is 4in-
tended Zo establish an optimal hierarchy fon the whole population with ne-
ference to the "inertia criterion”.

The second part of the nepont is devoted to the search fon Locally
optimal: hierarchies. One of its points of interest is o show how the search
for Locally optimal hierarchies makes it possible o define an optimal hierar-
chy gorn the whole population with reference to a givere criterion.

*
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1. INTRODUCTION

Les méthodes de classifications hiérarchiques habituelles- (BENZECRI (11,
BRUNOOGHE [3], CORMAK [7], JAMBU [11], LERMAN (12, WARD [13], etc...) fournissent
des hiérarchies en optimisant & chaque &étape le critdre d'agrégation. Ces méthodes

n'optimisent pas de critére global.

Dans cet article, nous avons adopté une approche différente. Nous cherchons

d obtenir des structures hiérarchiques qui soient optimales selon un critére global.

D'autres auteurs ont également posé les problémes sous cette forme. Signalons
les travaux de CAROLL et PRUZANSKI [4] et CHANDON [5] : ils recherchent une
ultramétrique la plus proche au sens des moindres carrés de 1'indice de distance

de départ,

La premiére partie de ce rapport présente un algorithme qui cherche une
hiérarchie optimale au sens du critére de 1'inertie, c'est i dire dont la somme

des inerties des classes est minimale.

C'est 1'un des crit&res proposés par DIDAY dans [ 9 ]. L'intérét de cette
méthode est de fournir une hiérarchie ayant globalement des noeuds de plus faibles

inertiesque les méthodes habituelles.

La deuxiéme partie de ce rapport présente un algorithme qui recherche des
k-structures hiérachiques optimales, c'est i dire des partitions 3 k classes dont
chaque classe est munie d'une hiérarchie. L'intérét de cet algorithme réside en la

possibilité de bonne description des données ‘de grandes tailles,

On pourra se reporter & [6] pour la présentation d'autres algorithmes

et problémes d'optimisation de hiérarchies.

2, HIERARCHIES LOCALEMENT OPTIMALES

2.1. INTRODUCTION
Les algorithmes de classification automatique hiérarchiques fournissent des
hiérarchies de parties d'un ensemble donné. Ces hiérarchies ne sont en général pas
optimales au sens d'un critére global. On se propose en utilisant les Méthodes des
Nuées Dynamiques (MND) de trouver des hidrarchies optimales selon un critére

relatif 34 1'inertie.



2.2. LE PROBLEME D'OPTIMISATION

Soit E ¢ RP 1'ensemble des objets 3 classer de cardinal &gal a4 n. On suppose

E muni d'une distance quadratique d.

En suivant les principales &tapes de la MND telles qu'elles ont &été décrites

dans [10] on définit

- l'espace de recouvrement S :

S =T ensemble des hiérarchies dichotomiques définies sur E.

- 1l'espace de représentationlIL :

L = DRPJN N = 2n - 1 nombredes paliers d'une hiérarchie dichotomique

définie sur E.

-~ le critére 3 optimiser :

Min W(H,L) = I 1I(B,4)
HdH BeH
LelL Lel

avec I(B,Z) = Z{px d(x,£), x € B} oii p, est le poids de 1'élément x, £
sera le centre de gravité du noeud B de la hiérarchie H.

On recherche donc parmi toutes les hiérarchies dichotomiques définies sur
E celle dont la somme des inerties des paliers est minimale. L'intérét de
ce critére est qu'il exprime, si H est meilleure que H', que globalement

la hiérarchie H a des noeuds de plus faibles inerties que H'.

2.3. L'ALGORITHME

I1 nécessite la définition de :

- la fonction de représentation g :

On définit une fonction g de H dans IL
g tH->1L
H>g(H) =L =(g,...,8y) ¢ &

g; est défini comme le centre de gravité du noeud Bi'

]N

~ la fonction d'affectation f :

f est une application deIL xH dans H
f :ILxH-+H
@H 5w = fw,m
la fonction f permet, 3 partir d'un couple (L,H), c'est i dire d'une
hiérarchie et 1'ensemble des centres de gravité de ses paliers, de générer

une nouvelle hiérarchie H' ¢ H de la maniére suivante :



soit B un noeud de H, appelons 1'ensemble des successeurs de B, S

B °
Sy = (B, e H | B ; B, }
Soit B' ¥ SB’ on définit SB-B' = SB - SB.(ensemble des successeurs de B

ne contenant pas B'),
On appelle B1 le successeur immédiat de B que 1'on suppose ne contenant
pas B',
On obtient une nouvelle hi&rarchie H' en "affectant" B 3 B' de la manidre
suivante :
Soient H = {B, | i =1,N}

H'= {Bi | i = 1,N}

* les noeuds n'appartenant pas SB—B' et SB'-B demeurent inchangés

B! = B,
i

si B, X SB—B' us :

B'-B

* les noeuds de SB-B' et SB'-B sont modifiés de la maniére suivante :
B1 € H~» B'] = B u B' € H'

1

- [ - - 1
B, € Sy g - B >B! =B, -BecH

B. € S

L - '
i B'-B > Bi Bi uBeH

* la figure 2.3.1, illustre le passage d'une hiérarchie H & une hidrarchie

H' aprés affectation de B 4 B'.

Hiérarchie finale H' aprés

Hiérarchie initiale H

affectation de B & B'

FIGURE 2.3.1.




- construction de 1'algorithme

L'algorithme consiste 3 partir d'une hi&rarchie initiale H0 et & optimiser
le critére W par itérations successives en L (H fixée) en utilisant la
fonction de représentation g puis en H (L £ixé) en utilisant la fonction
d'affectation f jusqu'd 1'obtention d'une solution stable.

Cet algorithme converge vers une solution non nécessairement optimale
dépendant de la hiérarchie de départ. Il peut se formaliser 3 1'aide de
deux suites v,oetu suivantes :

-1

v = ®,LY) eH xL og 1" = £ ,1")
L” = ge™ 1"y
u = W(vn)

2.4, PROPRIETES DE L'ALGORITHME

Afin de démontrer la convergence de 1'algorithme, nous allons établir le

théoréme suivant : o (B) p(Bi) _ )
p'-p) = 2 p(B,)+p(B) d (gB,gBi) + I(B) Card S

Bi¢5p1op

: ]
soient GI(B,S B'-B + I(BuB')

5 p(B) p(B;) 9 |
Z(B:SB_BV) = B.fs ' p(Bi)‘P(B) d (nggBi) + I(B)(Card SB-B' - 1) + I(B )
1  B'-B
Bi#B'

) - 8,(B,S, ;)

et A(B,B') = 8 (B,S;, .

on a alors :

THEOREME 1 : les critéres W(H',L') et W(H,L) sont 1iés par 1'expression suivante :

W(H',L') = W(H,L) + A(B,B")

Démonstration : on a W(H,L) = X I(B.) ; W(H",L') = I I(B') et H' = f(H,L).
i oy i
B.e€H B.e€H
i i
Décomposons W(H,L)
W(H,L) = 3 IB) + = | LB + 1YY + 1(8,)
Bi&SB_BIUSBI_B B]._GSB_B'-B BiESB'_B

D'aprés la définition de la fonction d'affectation f :

W(H',L') = X I(Bi) + I I(Bi-B) + I(BUB') + I I(BiuB)

1
BikSB_B,USB,_B BieSB_B,—B BieSB,_B



D'aprés le théoréme de Huygens :
p(B) p(B))

2
I(B,uB) = I(B,) + I(B) + EREIE) d (gB,gBi)
p(B) p(B;) a2
-B) = - - 8rs8p )
I(B,-B) = I(B,) - I(B) TEREIC B’°B,
(si BCBi)

on montre alors facilement que :

W(H' ’L‘) = W(H’L) = 61(B’SB"’B) - GZ(B’SB"B')

L'expression (2) montre que si 1'on choisit d'affecter des noeuds B et B' tels

que A(B,B') < 0 ; on a le résultat suivant

PROPOSITION 1 : la suite u_ converge en décroissant.

Démonstration : on a

u = WwED,LY < wEt !ty =y

-1

car w(a™, L™ - w1y - A,B"Y) <0

La suite u est décroissante et minimisée par 0 donc (parce que positive) converge.

PROPOSITION 2 : la suite v converge en atteignant sa limite.

On sait que toute suite convergente sur un ensemble fini atteint sa limite or c'est
le cas de la suite u puisque l'espace est fini.

Supposons que la convergence soit atteinte 3 1'itération M donc

u = d'odu = .
M+ ] uy d'od W(VM+]) W(VM)

On a alors Vel = Yy c'est i dire LM+] = LM, HM+] = HM ; en effet 1'affectation ne
se fait que s'il existe B et B' tels que A(B,B') < O donc 3 la convergence il

n'existe pas de A(B,B') < 0 et o = HM+1.

2.5. GENERALISATION
On généralise facilement 1'algorithme ‘
- aux hiérarchies non totales c'est i dire dont les &léments terminaux ne

sont pas singletons, cela permet de se limiter & améliorer par exemple,

les parties hautes d'une hiérarchie.

- aux k-hiérarchies H = (HI’Hz""’Hk) ol Hk est une hidrarchie totale.
Ceci présente un intér@t dans le traitement de grands ensembles de données
oli 1'on désire avoir un ensemble de hiérarchies localement optimales par

rapport & un critére global.



Le programme nécessite en entrde les paramétres concernant les données

nombre d'individus, nombre de variables, format de lecture, distance sur les

1
i
!
i
|
i
b

i
!
H
I
!
i
i

individus, les paramétres concernant la hiérarchie initiale : critdre d'agrégation,

format de lecture.

Le programme &dite la valeur du crité@re i chaque itération, les descriptions

et les arbres correspondants 3 la hiérarchie initiale et optimale.

La hiérarchie optimale peut &tre &videmment interprétée par les aides &

1l'interprétation habituelles [11].

DONNEES

distance de

PARAMETRES

//’/base

y y

ALGORITHMES DE
HIERARCHIES CLASSIQUES

\\\\mode d'agrégation

hiérarchie

HIERARCHIE

PARAMETRES

initiale

INITIALE

y 4 A

ALGORITHME DE
RECHERCHE DE HIERARCHIE
OPTIMALE

\\\\distance de base

HIERARCHIE
OPTIMALE

PARAMETRES

A 4

AIDE A L'INTERPRETATION
D'UNE HIERARCHIE

Etapes de traitements pour la recherche

d'une hiérarchie optimale

FIGURE 2.6.1.




2.%. EXEMPLES

Nous avons appliqué 1l'algorithme sur deux tableaux de données mis sous forme
disjonctifs complets
1) le tableau des données concernant la charge d'un ordinateur ; nombre

d'individus : 40, nombre de variables : 59 (cf. Figures 2.7.1., 2.7.2.,
2.7.3.).

2) le tableau de données concernant une enquéte sur le nucléaire ; nombre

d'individus : 51, nombre de variables : 100. (cf. Figures 2.7.4, 2.7.5)

L'algorithme nécessitant l'initialisation par une hiérarchie de départ
plutdt que de partir d'une hi&rarchie au hasard, nous sommes partis d'une hiérarchie

obtenue par les méthodes usuelles.

Les tableaux 2.7.1. et 2.7.2. recensent les résultats des différents essais

desquels ressortent les remarques suivantes :

1) le meilleur critére pour les hiérarchies habituelles est obtenu évidemment
par la méthode '"minimisation de l'inertie d'une classe". Cette hiérarchie
n'a pu étre que trés légérement améliorée &tant proche d'un optimum local.

Toutes les hiérarchies optimales ont un critére meilleur que cette derniére.

2) le tableau 2.7.3. montre une similitude de comportement du critére, les
hiérarchies optimales se classant de la méme maniére dans les deux cas.

Il serait intéressant d'étudier de prés les raisons d'un tel comportement.

3) la méthode améliore en "général" les inerties des paliers &@levés et donc
les variances intra-classe des partitions obtenues en coupant la hiérarchie

4 ces niveaux.

Les deux tableaux de données ne présentent évidemment aucun intéré&t statis-
tique étant donné le nombre peu important d'individus et le nombre &lévé de variables.

Ils nous ont permis cependant de voir le comportement du critére.



Valeur du
critére

Hiérarchies
initiales

Saut minimum
(single linkage)

Diamétre
(complete linkage)

Maximisation du
moment centré

d'ordre 2 d'une
partition (Ward)

Minimisation de
l'inertie d'une
classe

Valeur du
critére

Hiérarchies
initiales

Saut minimum
(single linkage)

Diamétre
(complete linkage)

Maximisation du
moment centré

d'ordre 2 d'une
partition (Ward)

Minimisation de
1'inertie d'une
classe

initial final gain itération
34,047 13,051 627 15
15,442 13,133 207 5
13,284 12,987 37 6
13,182 13,171 0,17 1
Meilleur critére initial : 13,182
final : 12,987

40_individus x 59 variables

TABLEAU 2.7.1.

initial final gain itération
73,631 17,265 177 25
29,064 17,367 407 12
18,626 17,138 87 9
17,535 17,401 0,73% 3
Meilleur critére 1initial : 17,535
final 17,138

TABLEAU 2.7.2.
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. - A . - . . X .,‘,....__,_. ——— A - ‘
critere critéere critéere critére!
final initialg final initial

- 34 |
/ L 73 |
-29
- 15
- 18
13,3
17,5
13,2
-17,4
- 13,1
"5 ’
W% ~17,3
- 13,0
17,2
"171]
Tableau I : 40 individus Tableau II : 51 individus
59 variables 100 variables

TABLEAU 2.7.3.
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3. PARTITIONS HIERARCHISEES OPTIMALES

3.1. INTRODUCTION
Nous nous intéressons dans ce paragraphe, au probléme de la recherche de
partitions hiérarchisées par la donnée sur chacune de leurs classes d'une

hiérarchie optimale au sens d'un certain critére de qualité,

Nous définissons un algorithme basé sur la méthode des Nuées Dynamiques
visant 3 obtenir de telles partitions hiérarchisées. L'intérét de ce paragraphe
est de montrer comment la MND peut s'appliquer pour trouver des hiérarchies

locales optimales.

3.2, FORMALISATION DU PROBLEME

Hiérarchie dichotomique :

On appelle hiérarchie dichotomique définie sur un ensemble fini E tout
ensemble H de parties de E tel que :
i) ¥xe¢E; {x} ¢ H

ii) E ¢ H .
) B
iii) ¥ (B,B') ¢ H" ; B n B' ={¢ ©
B'
. . 2 .
1v)VBeH,CardB>]—>{3(B],B2)eH ; BygB;B,5B
et B] V] B2 =B

k—-structure de hiérarchie :

Soit k un entier donné 3 priori. On appelle k-structure de hiérarchie définie
sur un ensemble fini E, la donnée d'un k-uple H = (Hl""’Hk) de hiérarchies
vérifiant les propriétés suivantes :

~ chaque hiérarchie Hi est définie sur une partie Pi de E ceci pour tout i.

- l'ensemble P = {P ,...,P. } forme une partition de E en k classes appelée
1 k PP

support de H.
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Indice de distance entre parties de E :

On appelle indice de distance entre parties de E toute application c de
(P(E) - {¢})2 dans R’ vérifiant :
i) ¥ (8,B") e (P(E) - {0D7 5 ¢(B,B") = c(B',B)
ii) ¥x e E ; c({x},{x}h) =0
iii) ¥ (x,y) € B> 5 x #y => c({x},{y}) > O
Remarque | : Nous supposerons 3 partir de maintenant que E est muni d'un indice

de distance noté c.

Ultramétrique associée & une hiérarchie dichotomique :

Soit H une hiérarchie dichotomique définie sur E ; on définit alors sur

E x E une ultramétrique [6] notée BH de maniére récurente par :
i) ¥x ¢ E 3 BH(x,x) =0

ii) ¥ (x,y) ¢ E2
X $#y=> BH(x,y) = sup(6§(B),c(B,B'),5(B')) ol B et B' sont les 2 éléments
de H dont 1'intersection est vide, la réunion appartenant a H et
tels que x ¢ B et y ¢ B'

et oi ¥ B" ¢ {B,B'} ; 8(B") = sup BH(K,u)
(A, 1) eB"?

3.2.2. Formalisation du probleme

Dispersion d'une partie B de E relativement & un couple (x,H) :

On appelle dispersion d'une partie B de E relativement & un couple (x,H)

de points de B et de hiérarchie définie sur B et on note I(B,(x,H)) la quantité :

I(B,(x,H)) = I B,(x,y)
yeB

Dispersion d'une partie B de E relativement 2 une hiérarchie H définie sur B :

On appelle dispersion d'une partie B de E relativement & une hiérarchie H
définie sur B et on note :
I(B,H) = Min I(B,(x,H))
x€B
Tout élément Xy de B tel que I(B,(XH,H)) = I(B,H) sera appelé élément

représentatif de B relativement a H.

Remarque : B &tant fini, il existe toujours au moins 2 &léments représentatifs

-~

de B relativement 3 une hiérarchie H définie sur B.
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Critére associé 3 une partition hiérarchisée :

Soit P = {P]""’Pk} une partition de E.Soit H]""’Hk’ k hiérarchies
définies respectivement sur P]""’Pk' On appelle critére associé 3 la partition
hiérarchisée (P,H) (ou H = (HI""’Hk)) ou critdre associé i H et on note W(H)

la quantité :

™M=

W(H) = E I(Pi’Hi) =

I(Pi,(x H,))
1 i

. H.” i
i

1 1

Le probléme posé :

Le probléme posé & savoir : trouver une partition hiérarchisée (par la

donnée sur chacune de ses classes d'une hidrarchie) optimale se formalise en :
. . =% =
trouver une k-structure de hiérarchie H telle que la quantité W(H )

soit minimale.

Remarque 2 : Pour toute k-structure de hidrarchie H la quantité W(H) représente

en fait 1'adéquation notée W(P,( xH,ﬁ)) entre le support P de H = (Hl""’Hk) et

le couple (xH,ﬁ) ot xH

= (X, seeesXy, )
i, B

La quantité ﬁ(ﬁ) n'est donc en fait que 1'adéquation entre une partition P
q w q q

et un couple L = (xH,ﬁ) de k-uple de points de E et de k-structure de hiédrarchie.

Nous sommes donc tout naturellement amenés 3 utiliser la méthode des Nuées

. o =% .
Dynamiques pour la recherche d'un élément H optimal.

On appelle espéce des recouvrements et on désigne pariEk 1'ensemble des
partitions de E en k classes. On appelle espace des représentations associé 5:mk
et on désigne par I. 1'ensemble Ek x T ol H désigne 1'ensemble des k-structures

de hiérarchies définies sur E.

3.3.2. Le cnditene a optimisen

Nous avons montré dans [6] comment associer & une k-structure ultramétrique
-~

3 = (3],...,3k) définie sur une partition P = {Pl""’Pk} une ultramétrique 3

définie sur E vérifiant :

Pour tout ie [1,k] la restriction de 9 3 Pi est égale 3 Bi.
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Nous ‘supposerons ici connu ce procédé d'association.
Remarque 3 : La démonstration de la convergence de 1'algorithme que nous allons
définir, c'est a dire en fait la preuve de 1'existence de 2 fonctions f et g

vérifiant certaines propriétés, est &troitement liée & ce procédé d'affectation.

Ultramétrique associée 3 une k-structure de hiérarchie :

Soit H = (Hl""’Hk) une k-structure de hiérarchie ; on appellera

).

ultramétrique associée 3 H et on notera aﬁ l'ultramétrique associée 3 (BH seses0

1 B

Le critére 3 optimiser :

-

On définit le critére d optimiser (c'est 3 dire en fait 3 minimiser)

. . . + .
comme étant 1'application de ]Pk x IL dans R vérifiant :

¥ x = (X500 05%,) € Ek, ¥VHeH, ¥P el , P = {P],...,Pk}

k’
_ k
W(P,(x,H)) = I z aﬁ(x,x.)
. i
i=1 xeP,
i
- - k -
Remarque 4 : La quantité W(P,(x,H)) peut se mettre sous la forme I I(Pi’xi’H)
i=1

ol pour tout i ¢ [l,k],I(Pi,xi,ﬁ) représente la dispersion de Pi par rapport a X,
relativement 3 H, c'est 3 dire oi :

¥1iel[1,k] ; I(Pi’xi’H) = I Bﬁ(x,xi)

x€P.
1

3.3.3. L'akgonithme

Nous allons définir un algorithme basé sur la méthode des Nuées Dynamiques
[10] visant 3 obtenir un couple (P*,L*) optimal, c'est 3 dire minimisant la
quantité W(P*,L*).

Nous allons,pour ce faire, construire 2 fonctions f et g appelées fonction
d'affeéctation et fonction de représentation [10]. Nous donnerons des conditions
suffisantes quant & la démonstration de la convergence de 1'algorithme que nous
définirons alors. Nous verrons enfin 1'apport de cet algorithme par rapport & celui

celui défini en [1Q] au chapitre "Ultramétriques Adaptatives".
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On appelle fonction d'affectation toute application f de I dans IP

k
f : 1L +]Pk
L -~ £(L)
vérifiant W(f(L),L) = Min w(P,L)
PeﬁPk

L'existence est assurée par le fait que E est un ensemble fini. Il n'y a pas

en général unicité.

Les fonctions de représentation que nous allons définir seront en fait la

composée de 2 fonctions g, et 8y dont nous allons maintenant parler.

Les fonctions g (appelées par la suite fonction de structuration)

On désigne par g, toute application
g] :ZEk +H
P>g (P)

vérifiant ¥ X ¢ EX 3 W(P(x,g, (P)) = Min WP, (x,H))

HeﬁHP

oﬁZHP cH désigne 1l'ensemble des k-structures de hiérarchies dont le support est P.

Remarque 5 : L'existence de telles fonctions 8, n'est pas évidente 3 priori. Elle
dépend de 1'indice de distance entre parties défini sur E. Nous indiquerons au para-
graphe 3.4.] un indice de distance pour lequel nous avons montré& 1'existence de

telles fonctions.

Les fonctions 9}

On désigne par g, toute application

H > g, (H)
vérifiant ¥ H eH ; w<p,(g2(ﬁ),ﬁ)) = Min  W(P, (x,H))
k
xcE

ol P désigne le support de H.

L'existence des fonctions g, est due au fait que E est un ensemble fini.

IL n'y a en général pas unicité.
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Les fonctions de représentation :

On appelle fonction de représentation, toute application

g :]Pk—>IL

P > g(P)
vérifiant ¥ P eiEk ;s g(P) = (g2 o) gl(P), g](P)) ot g et 8, sont deux fonctions

du type de celles définies précédemment données a priori.

Soit Po eiPk ; on définit les 3 suites Pn, L" et U, par récurrence de la

maniére suivante :

¥neN L' = g(Pn)

Pn+l - f(Ln)

n.n
Un = WP ,L)
Notations : Désignons pour tout n € IN par (§n’ﬁn) 1'élément L" et {P?,...,Pz}

la partition p".

. * .. . PP
THEOREME : Si pour tout n ¢ N les conditions 1) et 2) suivantes sont vérifiées

1) 3" € P‘l" X ol ><1>I<1

2) JH'™ ¢ W vérifiant
0) le support de H'® est P™
+] _n n+} - n
By wee™ LM 2 weE™ LG E™)

1

alors

3) ¥n el ; WE = U

4) La suite Un converge en décroissant en un nombre fini d'itérations.

. . . * . g e = .
Démonstration : Soit n ¢ N . Du fait de 1) et de la définition de W, la condition

3) est trivialement vérifiée. Il nous reste a démontrer la condition 4).

On a u = W(Pn,Ln) > W(Pn+],Ln) ceci par définition de £

. . +
Or d'aprés 2), il existe H'" ¢ H dont le support est p" ! tel que

n+l _n n+1

wee™ LM = weE™, GmhLah).

Or d'aprés la définition de g, ona:
+1 = +1 - +1
wE™L GULE™) 2 WET, G ).

Par suite de la définition de gy» OD 2 &

n+l _n+l

“hyy 2 we™ M - v

n+l ,-n
W™, (e, (P e
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Le fait que la suite Un converge en décroissant en un nombre fini d'itérations
est alors triviale. En effet, l'ensemble des valeurs possibles de W est fini. La

suite Un est alors une suite décroissante dans un sous ensemble fini de RR.

Remarques sur les hypothéses du théoréme :

La condition 1) du théoréme ne pose pas de probléme. Il existe en effet
toujours des fonctions g, la rendant vraie. Par contre la démonstration de la
validité de la condition 2) de ce théoréme est plus délicate. Elle dépend en fait
essentiellement de 1'indice de distance entre parties défini sur E. Nous indique-
rons au paragraphe suivant un indice de distance grdce auquel nous avons pu

construire [6] des fonctions f et g rendant valide ces conditions 1) et 2).

Remarques sur 1l'algorithme défini au chapitre "Ultramétriques Adaptatives' de [10]

Une différence essentielle entre 1'algorithme dé&fini en [10] au chapitre
"Ultramétriques Adaptatives'" et celui pré~cité réside dans la définition des fonctions

de structuration.

En effet, nous avons défini ici la fonction de structuration g, comme
associant 3 toute partition P "la meilleure k-structure de hiérarchie dont le
support est P'". Ceci d'un point de vue pratique, nous a amené 3 utiliser un algo-
rithme de classification automatique hiérarchique visant 3 munir chaque classe de
P d'une hiérarchie optimale. Le colt en temps calcul d'une telle procé&dure est bien
moindre que celui mis pour définir sur la population toute entiére, une hiérarchie

au moyen de ce dernier algorithme.

Par contre, dans [10] on désigne la fonction de structuration (notée h)
comme associant & toute partition P "la meilleure k-structure d'ultramétriques
(hiérarchie) relativement & P". D'un point de vue pratique, ceci nous conduit 3
définir sur la population totale, une ultramétrique optimale et de ce fait, i
employer un algorithme de classification automatique hiérarchique sur toute la
population. On ne peut donc espérer utiliser 1'algorithme défini en [10] pour
munir un grand ensemble de données d'une structure hiérarchique optimale (les

méthodes classiques de classification automatique hiérarchique ne le permettent pas).



20

3.4. LE PROGRAMME ETABLI

3.4.1. Les nésultats obtenus

Nous supposons E muni de 1'indice de distance amin défini par :

2
¥ (A,B) ¢ PP(E) ; 2_. (A,B) = Min 3(x,y)
min (x,y) cAXB

A partir des résultats démontrés dans [6], il d&coule

* l'existence de deux fonctions f et g rendant valides les conditions 1)

et 2) du théoréme précédent.

* qu'une hiérarchie optimale sur E est une hiérarchie associée {(de maniére

habituelle) & un arbre de longueur minimum [2] défini sur 2.

* que si H est une k-structure de hiérarchie sur E optimale alors
1'ultramétrique Bﬁ associée a H n'est autre que l'ultramétrique sous

dominante maximale définie sur E.

* que si H est une hiérarchie définie sur E optimale alors la k-structure
de hiérarchie obtenue en otant 3 H ses k classes de plus grand cardinal

n'est en général pas optimale.

Conséquence : La donnée d'une k-structure de hiérarchie optimale sur E permet de

munir E d'une hié&rarchie optimale.

3.4.2. Quelques remarques relatives au programme et a L'algorithme

Le programme nécessite (sous sa forme actuelle) 3 chaque itération n, le

. - n
calcul et le stockage des distances entre les classes de la partition P .

Nous supposons ici disposer d'un algorithme de classification automatique
hiérarchique (pour munir chacune des classes de la partition P" d'une hidrarchie
optimale et pour munir 1l'ensemble des classes de P™ d'une hiérarchie optimale)
dont le temps de calcul est proportionnel au cardinal de 1'ensemble sur lequel
il s'applique 3 la puissance o (a eZR:) (par exemple, algorithme de PRIM)
Nous supposons que toutes les classes de la partition P" et de la partition Pn+1
ont sensiblement le méme nombre d'éléments ; ce nombre d'éléments &tant voisin

de /m ol m = card E.
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Dans ce cas, si 1'on ne tient pas compte du cofit du calcul de la matrice
. L. n ~
des distances entre les classes de la partition P, le cofit en temps calcul du
passage de l'itération n & l'itération n+l est proportionnel a
o/2 /
m / (1 -+ m]/z)

Ceci est trés important car sous les hypothéses, notre algorithme permet

ma/z(l + m]/z) en se

de munir un ensemble de données en un temps proportionnel 2
servant d'un algorithme de classification automatique hiérarchique qui, utilisé

< . . . . s O
seul,nécessiterait un temps machine proportionnel & m .

D'ol 1'idée de chercher 3 appliquer cet algorithme pour munir de grands

-~

ensembles de données (de 5 000 3 15 000 individus) de hiédrarchies localement

-optimales.

4. CONCLUSION

L'approche qui a &té présentée est intéressante du point de vue théorique
car elle pose les problémes de recherche de structures hiérarchiques en termes de
problémes d'optimisation. Le prolongement naturel serait la recherche d'autres
critéres : par exemple, critdre exprimant 1'adéquation entre indice de distance
de base et l'ultramétrique induite par la hiérarchie et les algorithmes

correspondants. Dans [6] sont présentés 1'étude d'autres critéres et algorithmes.

Du point de vue pratique, les algorithmes proposés améliorent les
hiérarchies et ont permis de mettre en &vidence des structures locales optimales
facilement interprétables. Les programmes &crits sont cependant encore cofiteux

en temps machine et 1l'application 3 de grands jeux de données sont en cours.
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