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PERTURBATION DU DOMAINE D'INTEGRATION

POUR UNE INEQUATION VARIATIONNELLE ELLIPTIQUE

Alain DERVIEUX, Christian SAGUEZ

RESUME

Dans cet article nous étudions les propriétés de différentiabilité de la
solution d'une inéquation variationnelle elliptique et de la fonction caracté-
ristique du domaine de contact par rapport & une perturbation apparaissant
dans les coefficients. Nous appliquons ces résultats @ la différentiabilité
par rapport au domaine d'intégration. Enfin nous donnons quelques résultats

numériques.

ABSTRACT

In this paper we study the differentiability with respect to a pertur-
bation in the coefficients of the solution of an elliptic variational ine-
quality and the characteristic function of the contact set. The results are
applied to the differentiability with respect to the domain of integration.

Finally we present some numerical results.




INTRODUCTION

De nombreux problémes physiques peuvent se formuler mathématiquement en
termes d'inéquations variationnelles : problémes de mécanique des milieux
continus, de changement de phase,... Cette formulation a permis & la fois
1'obtention de résultats théoriques et la mise au point de méthodes numéri-
ques efficaces. Nous nous int&ressons ici 4 la dépendance de la solution par
rapport au domaine d'intégration 2, les variations de  &tant paramétrées par
une famille de bijections {Te’ €€ ]-Eo,+€o[). Plus précisément nous considérons

1'inéquations suivante :

grad u,, grad(v-u, )dQ = J f(v-u, )dQ Wve s € s
I Q Te Te f uTe KT&: uTe Kre

T €
€

avec

1
{veH (R.), v20 p.p. dans 2 }
€ o T Te

i

QT TE(Q), 2 ouvert donné de?RN

€

T € t;d » famille de bijections paramétrées par le réel €.

Nous inspirant d'un calcul de J.L. LIONS [7], nous obtenons la différen-

tiabilité presque partout de la solution u. et de la fonction caractéristique

Te

XE du domaine de contact F€

F.=1{xeQ. | u. (x) =0}
€ Te Te

Pour obtenir ce résultat, nous étudions dans un premier paragraphe les

propriétés analogues dans le cas d'une perturbation des coefficients. Les

méthodes utilisées sont une adaptation de techniques développées en parti-
culier dans V. BARBU [ 1], F. MIGNOT [10], C. SAGUEZ [16], J. SOKOLOWSKI [ 18]

dans les cas elliptiques et paraboliques.

Dans le second paragraphe ces résultats sont adaptés au probléme de la

perturbation du domaine ; pour cela nous utilisons des techniques d'Optimum

Design &tudiées en particulier dans F. MURAT, J. SIMON [12].



Les résultats obtenus sont susceptibles de domner lieu & un certain nombre

d'applications. Nous nous restreindrons ici 3 leur utilisation numérique pour

le calcul de solutions de 1'inéquation qui sont de faibles perturbations'd'une
solution supposée connue (troisiéme Paragraphe).
Le plan est le suivant :
1. Perturbation dans les coefficients de la solution d'une Inéquation
Variationnelle Elliptique
2. Application 3 la perturbation du domaine géométrique
3. Calcul numérique de faibles perturbations

4. Conclusion.
—-o-

1. — PERTURBATION DANS LES COEFFICIENTS DE LA SOLUTION D'UNE INEQUATION
VARIATIONNELLE ELLIPTIQUE.

l.1. Formulation du probléme.

Soit £ un ouvert defRN, N=2 ou 3, de frontiére régulidre 30(}).

On considére la forme bilinéaire sur HL(Q) :
(1.1) ae(u,v) = J b(e) grad u grad v dQ2
Q

avec les hypothéses :

(1.2) b(€) est une application bornée, Cl de ]-Eo,eo[ dans [W]’m(ﬂ)]ZN,

et %% (€) est bornée dans [Lm(Q)]ZN.

(1.3) il existe deux constantes positives M et B telles que pour tout €
-€ _,€
dans ] o’ 0[

. 1
ae(u,y) <M ||u|| 1 Yu,v ¢ Ho(ﬂ)

Il |
H () B (D

2 1
B ||ull < a (u,u) VucH ().
H](Q) € %o

On note A8 = -div b(e) grad.
Soit :
f un élément de LP(Q) (p>N)
K le convexe défini par: K = {ve H;(Q) |vz0 p.p.} .

. . . a2 2, P
(1) En pratique il faudra que 32 soit une variété de classe W’ , Q étant d'un
seul coté de of2. Nous indiquerons plus loin ol intervient la restriction
sur la dimension N de 1'espace.



On considére 1l'inéquation variationnelle elliptique

Trouver uc €K tel que :

(1.4)

ae(ue,v-ue) Z(f,v-ue) Vv €K

Nous nous intéressons i la dépendance de u. par rapport & € et princi-
palement 3 la différentiabilité de 1'application € ~ u.
Nous ferons les hypothéses supplémentaires suivantes :

(1.5) mes ({x € Q] f(x) = 01y =0

(1.6) veele ,e [, le domaine 0F = {x e Qlu_(x) >0},

complémentaire de la zone de contact, est tel que :

1
VveHc])(Q), v| _e* 0 :veﬂl(ﬂi)( )

L/a,

1.2. Différentiabilité de 1'&tat par rapport 3 €.

Proposition 1.1 : Sous les hypothéses (1.2), (1.3), (1.5) et (1.6), 1'appli-

. ‘e . 1
cation € > u. est différentiable presque partout sur ]—Eo,+€o[ dans HO(Q)

et sa dérivée Yo vérifie :

—£

(1.7) e = 0 dans 0 \ T,
(1.8) b(e) grad dvdo = { @ (€) grad dv dQ ¥ver (95

. . grad y. grad v = an 3c grad u. gra o

+ T4

(1.8)" w ot

. YEIQ€€ O(Q"')

+

Cette proposition reprend des résultats obtenus par F. MIGNOT {101,
V. BARBU [1], J. SOKOLOWSKI [ 18] ; la démonstration s'articule comme dans
C. SAGUEZ [16] en introduisant un probldme pénalisé et en passant i la

limite. m

(}) Pour des contextes ol cette condition est vérifide nous référons a

L.A. CAFFARELLI, N.M. RIVIERE [3].



1.2.1. Le probléme pénalisé.

Considérons le probléme pénalisé non linéaire suivant :

1
T :
rouver u_. € HO(Q) tel que

(1.9)
a(u,v) - ()29 = (£,0)  WeR @,

Ce probléme admet une solution unique Uy qui appartient a HZ(Q)

(J.L. LIONS [8]), et nous avons classiquement les estimations suivantes :

Lemme 1.1 : §i_u€a désigne la solution de (1.9) et u la solution de (1.4),

on a

(1.10)  flu_ Il | =C (C indep. de a et €)
H ()
(o]

(1.11) Ilue -u || < C 3a (C indep. de 0. et €). ®
o € 1 —_—_— T —
H ()

Grace aux hypoth&ses sur b(€) nous obtenons

Lemme |.2 : L'application € —+ u_ est continue de R dans Hz(Q). "

Nous allons en déduire le résultat suivant :

Proposition 1.2 : Sous les hypothéses (1.2), (1.3), 1l'application € u_, est

différentiable de ]—Eo,+€o[ dans HZ(Q)(TH;(Q) pour N<3 ; sa dérivée Yea

vérifie :

- _ .. ,db
A Yeo * & Yeo Yea = 91V (Ge(®) grad ug,) dans

Yeo, = 0 sur 9Q.

La démonstration s'obtient en appliquant un théoréme des fonctions impli-

cites 3 1'application suivante :

1 -2
® : (e,u) > Aeu - a'(u )- - £

R (@) 0B @ > L@ ;



cette appllcatlon est dlfferentlable en (€,u), g¢ est un isomorphisme de

H ) nH (Q) dans L (f2) et nous utilisons le Lemme 1.2. ®

1.2.2, Différentiabilité de u

€ *
De (1.12) nous obtenons :

Lemme 1.3 : La dérivée Yeo de u., vérifie 1'estimation suivante :

€a

db

a3y Il 2

< |—=5] ..
H_(9) d€ (11N

Soit, pour une fonction ¢ de HL(Q) les applications :
O 1 € > u.,9) ,
€ € H (Q)

O 1 € 7 (gD @

alors de (1.13) on déduit :

(1.14) Max

<c Max {|%e)| _ }
lef<e, %€ L7y N

et de (1.11) (1.14) nous déduisons :

Lemme 1.4 : Quand ¢ tend vers zéro, on a les convergences

o
-
6. - GE dans C ( €o’€o)

€Q
d6 do
€0 € ®© .
e dc dans L ( Eo,so) faible *,

et Lp(—eo,eo) faible pour p<®. ®

Démonstration de la Proposition 1.1 :

-~

Nous allons démontrer par passage 3 la limite (¢ * 0) les relations

(1.7), (1.8).

D'aprés (1.13), nous pouvons extraire une sous—-suite, encore notée Yeq?

telle que :



1
1. - i .
(1.15) vy, y. dans H () faible

-

Multiplions (1.12) par v =7 u__, ol f est une fonction quelconque de

R ! ea
W (R OHO(Q), nous obtenons :

2
J Cb(e) grad Yea grad (gu ) ™ uea YeatYeo,

(1.16)

db =
+ EE-(S) grad Uey grad (Cuea)] an = 0.

Alors, en utilisant (1.11), (1.13) et en remarquant que

2 -
JQ % Yea yeaguea dQ = JQZ yea(Aeuea—f)Q dQ-*ZJQ ye(AeuE-f)C dQ, a~>0

par passage 3 la limite dans (1.16), nous obtenons :

JQ ib(e) grad Ye grad (Cug) + 2 ye(Aeue_f)C
.17)
+ gb(e) grad u_ grad (Zu )} dQ =
de ’ € €

e £
Considérons une boule B de Q+, nous avons @

Aeue = f dans B

et comme f est dans LP(Q), u est dans Wz’p(B) ; prenons alors ¢ = @W\u

e|B
dans (1.17), ol & est le prolongement par zéro dans  d'une fonction w

€

arbitraire de wl’m(B)r\HL(B) ; nous obtenons :
. . db - 1, 1
(1.18) {b(e) grad . grad & + EE(E) grad u_ grad %} d2 = 0 WweW (B)nHo(B).
Q .

Enfin, comme pour tout v dans H (Q ), 11 existe une suite (BJ) de

boules et une suite wJ de fonction de W]’ (BJ)r1H (BJ) telles que :




j N 1+ .
§ vy dans HO(QE) quand n > +®

avec (1.18) on obtient (1.8).

. . € .
Soit maintenant B' une boule de 1'ouvert Q‘\Q+. Si T est le prolon-

gement par zéro dans { d'une fonction de HL(B'), on obtient, avec (1.5) :

Ye|g' = 0 pep-

d'otd 1'on déduit (1.7), qui, joint & (1.6) entraine (1.8)'.
Enfin, d'aprés le Lemme 1.4, 1'application € Yo est pour presque tout
€ dans ]-Eo,+€o[ la dérivée de u. par rapport 3 €, ce qui termine la démons-

tration de la Proposition I.1. ®

1.3. Différentiabilité du domaine de contact.

Soit FE le domaine de contact
(1.19) F, = {xeﬁlue(x) = 0}

et Xo = XF sa fonction caractéristique.
€

Dans ce paragraphe nous supposerons que
. 2,%
(1.20) € > b(€) est dérivable dans W™’ (),

et nous considérerons une valeur € de € pour laquelle 1'application

€ > u(€) est différentiable dans Hl(Q) (Proposition 1.1).

Proposition 1.3 : Sous les hypothdses (1.2), (1.3), (1.5), (1.6) et (1.20),

1'application € Xe est dérivable en € dans H-I(Q) et sa dérivée X est

définie par

(1.21) £X. =~ (

€ de € e Ye -

1 1 1 1

Démonstration :

D'aprés H. BREZIS, D. KINDERLEHRER (2], on a

fXe = - Acu. + f



d'ol le résultat, grice aux propriétés de dérivabilité de (Proposition

1.1) et de AE' [ ]

Ye

Remarque 1.1 : En corollaire 3 cette proposition, on obtient la continuité

de € > X_ dans LP(Q) (C. SAGUEZ [17]). m

Soit S;. la frontiére de Q‘\FE. Nous faisons sur S_ les hypothéses de

régularité suivantes :

Ss est une variété de dimension N-1, de classe C2,
(1.22) 1
Q2 \F€ étant localement d'un seul cSté de Se -

1 1

Proposition 1.4 : Sous les hypothéses (1.2),(1.3),(1.5),(1.6),(1.20),

et (1.22), nous avons

(1.23) fie = - grad X€ °(b(€l)grad Ve ) dans H_I(Q),
1 1 1

ou encore

dy
L] €l l
(1.24) <fX€ ,0> - . = - J 8_\)—_¢ dr , Vd)eHO(Q)
1 H O (Q) xH (Q) S A
[e} E] 81
Bye
ol 3 désigne la dérivée conormale de Ye sur SE .
A 1 1
€

Démonstration :

Montrons tout d'abord que Xg est une distribution & support sur Sg1 3

en effet : !

dans Fg, \ S¢ =R\ Q

€

+ 0 d'aprés (1.21), on a

-XE]f = Agl yel =0

dans Q‘\Fel nous avons -fX_ = O.
€
Il nous reste donc 3 calculer la partie singuliére de ie s puisque
ue, est dans HZ(Q), le premier terme de la somme (1.21) est in%égrable. 11
suffit donc de s'intéresser 3 AE] Yep Soit ¢ une fonction de £B(R), nous

avons
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(AEI Ve 9 = JQb(El) grad ye, grad ¢ df

JQSI b(€1) grad Ye, 8rad ¢ dQ

J oy ¢ div [b(e)) grad yg 140 + J ¢ x5— dl .
Q SEI Ael

+1), et donc le premier

terme de la somme est intégrable ; la singularité& cherchée provient donc du

€
D'aprés la régularité de Se;» Yr, est dans HZ(Q

second terme, d'ou (1.24).
Montrons maintenant (1.23) : soit zg; un prolongement de Ye; dans HZ(Q) H

un tel prolongement existe puisque Sel est réguliére ; nous avons :
b(€]) grad yg, = (1-X. ) b(€|) grad zg| dans 1Y)
1
et donc
(Agy yeps) = JQ(I-XQI) b(€|) grad z¢; grad ¢ dQ0

= JQ grad (Xg,=1)°[b(€,) grad zg, ) d2 + JQgrad[¢(l-x€l)]'b(€])grad ZsldQ

soit :

(Ag; ¥g;»9) = JQ¢ grad Xel'b(el) grad zg ds

—J (=X ) divib(e,) grad zg, ] df
f 1
Le support de grad Xe étant Sel et le deuxiéme terme de la somme

- . P
€tant i1ntégrable nous en déduisons (1.24). m

L ]
Nous allons mettre le "correcteur" (€-€ )X_ sous la forme d'un déplacement
—_— 17% —_—

de la frontiére libre. !

Nous supposons que



(1.25) %-est une fonction bornée sur B

On considére la fonction 8 définie sur SE par :
1
Ve
1 1.
f ov ’
Asl

§ = -

Nous supposons que :

(1.26) 8 est une fonction continue sur Se
1

On introduit 1'ensemble suivant (N >0 assez petit)
>
B, = {x+6n 8(x)n , x¢ S¢ » 8el0,11}
1

L > < o 5 .
od n est la normale 3 Se extérieure a Q\\Fgl. Nous avons la proposition :
1

Proposition 1.5 : Sous les hypothéses (1.2),(1.3),(1.5),(1.6),(1.20),(1.22)

(1.25) et (1.26) et pour tout ouvert & de fermeture incluse dans £ on a

1'estimation :

Xe, =X san0x 0.0 = omlloll o wew 7).

(1.27) (Xe
1 n W’ o0

N

Démonstration :

Notons d'abord que, grice & la dérivabilité de € ~> Xe en El’ nous

pouvons &crire :

(1.28) Ix. ..=x. -nx. Il ., = o(M) quand n > 0 3
SIS TS a

nous devons donc estimer 1'expression :
D = I(nxel—xBn sgn(l—xel),¢)l

Premiére étape : Supposons d'abord que S est incluse dans 1'hyperplan

. 1 ; N
{xN = 0} ; alors, si on note (x',xN) les coordonnées d'un point de R ,

nous avons :
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o
]

né(x')
If né(x')d(x',0)dx" - J J
S S o

€ |

¢(XﬂxN)de dX'l

. nG(xv)
D < J J |¢(x',0)-¢(x',xN)|de dx'
S

e 'O
1

DSnzmes(Se y|6] oo”¢|l | . .
1 L W@

Deuxiéme &tape : nous nous plagons dans le cas général. Soit O un point de

S¢ » on peut construire un systéme d'axes tel que Se admette dans un voisi-

naée 7 de O le paramétrage !

Xy = a(x')

avec

(i.29) a(0) = 0, grad a(0) = 0

Soit 6 et 9“l la carte et sa réciproque définies dans ¥ par :

-1 A grad a(x") b
070 (x", ) = (x'+ , a(x') - —— )
\[lﬂgrad a(x')|2 \/H[grad a(x')|2
0 et 67! sont de classe C], et ® transforme dans 7 un segment normal a SEl
en un segment perpendiculaire % 1'hyperplan Ox] -+« Xy_, - En appliquant 6,
)

nous sommes ramenés 3 estimer

D = IJ n8o6(x',a(x"))|det 8']|[(%0' 1710l RN dx’
8(s, )
!
J ndo0 (x',a(x")) | |
- o0 (x",x)|det 8| dx' d ,
8(s, ) o N AN

1

Comme O(S€ ) est inclus dans {xN=0} par construction, nous retrouvons une
expression analogue 3 celle de la premidre étape, aux Jacobiens Idet 9'!

”[tG'J—] ;”‘ et |det 8'| pras ; pour obtenir localement le résultat, il faut
donc montrer que ces deux expressions peuvent &tre rendues aussi proches de 1

que désiré ; nous indiquons la démonstration pour Idet 6'| :

(1) voir par exemple F. MURAT, J. SIMON [12] pour ce type de changement de
variable.



_.l3_

Nous avons (F. MURAT , J. SIMON [12])

N-1
|det e'(x)l—ll '-1 -y @2y
d'ol l'estimation :

(1.30) |det 8" (%) |-1

2
<2 flall?, Ix-o] -
C

Troisiéme &étape : Montrons que (1.30) se transpose globalement . Soit CVi)

un recouvrement de S€ tel que SE‘IW" ait les propriétés utilisées a 1'étape
1

2 . 1., . . '
précédente (existence d'une représentation Xy = ai(x )) . Nous avons

1
i Gi(SEI) o

ndoGi(x',a(x'))
J ¢oei(x',a(x'))[|det eil—l]dx' deI

< Max diam (7.) [J
i 1 U
i

2
|¢|dx"dx ] Max ||a, || ,
'yl XN i 1 C2

et ce majorant peut &trerendu aussi petit que 1'on veut. Pour le terme

!
i ei(Sel)

n6.6.[ |det 68!] ||C%62117" B -1 Jax'
1 1 1

la démonstration est analogue ; ce qui termine la démonstration de la

Proposition 1.5. ®

Remarque 1.2 : Une autre fagon d'obtenir (1.27) passe par la définition expli-
cite de 1'équation de la frontiére libre SE ; 1'estimation (1.27) devient alors
une véritable formule de Taylor pour cette &quation qui est considérée comme

1'inconnue principale ; ce point de vue est développé dans A. DERVIEUX [4].

Remarque 1.3 : Les résultats précédents sont encore valables si on considére

les convexes :

{ve H:)(Q), vZy p.p.}

v




—14_

ol Y est une fonction donnée de Hl(Q)rle’w(Q) telle que :

3/2

vew 32y | avet’@ e, le|<e,

La condition sur f devient
mes {er|A€l,D-f =0} =0 wee J-e.+e [

et pour la différentiabilité de Xg mous devons supposer que :
Vew Q).

Remarque 1.4 : Les résultats précédents s'étendent au cas ol la forme bilinéaire

ae(u,v) s'écrit

ae(u,v) = J [(b(e) grad u grad v + c(€)uv] dR
2
ol c(g) est une fonction C] de €, bornée de ]-e ,+E [ dans W]’ ), de(€) étant
bornée dans L (), et ol a_ (u,v) vérifie (1.3).

Pour la dlfferentlablllte de Xe’ on suppose de plus que c(€) est dérivable
dans W ? (Q)

Remarque 1.5 : Les résultats s'étendent également au cas ot f dépend de ¢

(C. sAGUEZ [17], F. MIGNOT [10]).

Remarque 1.6 : On pourrait également &tudier le cas d'inéquations paraboliques

en reprenant les idées exposées dans C. SAGUEZ [16].
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2. - APPLICATION A LA PERTURBATION DU DOMAINE GEOMETRIQUE.

Nous appliquons les résultats du Paragraphe 1 au cas oli la perturbation

provient du domaine d'intégration.

2.1. Formulation du probléme.

Soit B une boule de 'RN (N=2 ou 3) et ¥ 1'ensemble des bijections T
de B dans B telles que :

-1 . PN . o .
TetT sont deux fols contintment différentiables

T(x) = X ¥xe9dB.
Soit t;d un sous-ensemble de & et Q un ouvert de RN tel que

ﬁczB, of) est une variété de classe Cz, de dimension N-1,

2 est localement d'un seul coté de 3Q.
L'ensemble des domaines admissibles %%d est défini par :
2.1) Upg = 0 0 = TV, TeT ).

A tout domaine QT de uad, on associe la solution up de 1'inéquation

variationnelle suivante :

Trouver Uy € KT tel que :

(2.2)

IQ grad up grad (v-uT) daQ = JQTf(v-uT)dQ , Wve KT
avec
(2.3) Kp = {ve H:)(QT) , v20 p.p. dans Q}

et nous supposons que :

(2.4) £l (B) nLP(B) (p>N)
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Nous souhaitons &tudier la dérivabilité de 1'application QT > up
(c.ad. T » uT) 3 nous reprenons les méthodes développées par P.R. GARABEDIAN
[6] et F. MURAT, J. SIMON [12].

Afin de se ramener au contexte du paragraphe précédent, nous supposerons
que l'ensemble tid est paramétré par un réel ¢ de 1'intervalle ]-eo,+eo[ ,

de telle sorte que :

-1 | I l,00,= N
(2.5) £ - Te et £ » Te sont de classe C' & valeurs dans [W > (B)] .
Enfin nous supposerons aussi que :

(2.6) mes {xeQy | £(x) = 0} = 0 wve.
€

2.2. Dérivabilité de up .

€
Considérons la fonction :
(2.?) UT = UT oT

alors GT est solution, dans le domaine fixe Q, de 1'inéquation variationnelle
€

suivante :

Trouver GT e K tel que :
€

T )

t,"] -~ .t| -1 n
(2.8) IQT{ C Te] grad uTE C Te ] grad (v-i .

(o]

= (£oT)) (v-GTE)} |det T!| d220, WeK

avec

Té matrice Jacobienne associde 3 T€

K = {veHcl,(Q) | v20 p.p. dans Q}.

~

Nous sommes donc ramenés 3 une situation analogue 3 celle du Paragraphe 1.

Introduisons 1'hypothése suivante :
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. ' € _
¥eE ¢ ]} eo,+€o[ , l'ensemble Q+ = {xe QTg | uTe(x) >0}

vérifie

(2.9)
VveHcl)(Q) s VIQ/§+€= 0 #veﬂl(ﬂi)

Alors, sous les hypothéses (2.4), (2.5),(2.6) et (2.9), nous déduisons

de la Proposition 1.1 que 1'application € GT est différentiable 3 valeurs

dans H;(SZ) pour presque tout € dans ]—80,+€o[ .

Soit €, un point ol € + §,, est différentiable, on introduit

1 T

De 1la différentiabilité de ﬁT nous déduisons celle de GT dans Hcl)(QTE ) .

~ € ) € ., )
En remarquant que u est la solution dans QTsl d'une inéquation

T
€ .
analogue 3 (2.8), ol 1l'on a remplacé Te par Teo TEI , nous en déduisons

, . 1
le résultat suivant :

Proposition 2.1 : Sous les hypothéses (2.4),(2.5),(2.6) et (2.9), la dérivée

;'81 iiEGT au point € vérifie :

€
1, ¢ €1
- : R N
Ve, € By (@D s Ve, 0 dans QTel\ Q,
(2.10) . J~€ grad y  grad v d = J~gl {(v'+"V") grad u,  grad v
Q31 € Q €
_E
~(grad u grad v-fv)div V - v(grad f)-V} dQ W¥ve B! (Q ])
T€l o'+
avec
ClTi_:l 3
vV = dE o T€
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Pour démontrer (2,10), il suffit d'utiliser le r@sultat de la Proposition
1.1 et les deux lemmes suivants diis 3 F. MURAT et J. SIMON [127] :

Lemme 2.1 : Sous les hypothéses de la Proposition 2.1, 1l'application

€ -+ foTe est dérivable en tout point € de ]-eo,+€°[ dans L2(B) et sa dérivée

est donnée par :

dTe
~ (foTE) = [(grad f)oT€]° a—s—' .

[s%3 [ 5]
(¢

Lemme 2.2 : Sous les hypothé&ses de la Proposition 2.1, on a :

dT

d rtoyqml ot -l SN |

deETg] [Te (de) Te :

d dTe -1

< 1| = . & o '

i ldet T!| = {div (G o T )} oI, |det T!]

Des propriétés de GT nous allons déduire des propriétés de certains
€

prolongements de Ug

Proposition 2.2 : Sous les hypothéses (2.4),(2.5),(2.6) et (2 9), le prolon-

gement de up par zéro dans B‘\QT est différentiable dans L (B) presque

partout sur i-e s+e L

Démonstration :

Cette différentiabilité est déduite de celle de up via un résultat
€
analogue au Lemme 2.1 (F. MURAT, J. SIMON [12 ; Lemme 4.6]). ®

Soit & un ouvert vérifiant

(2.11) ¥eel-e_,e [, G

En utilisant par exemple les méthodes de B. PALMERIO, A. DERVIEUX [15],

on montre la proposition :
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Proposition 2.3 : Sous les hypothéses (2.4),(2.5),(2.6) et (2.9) la restric-

tion de up 3 ¢est différentiable dans H](C3) presque partout sur ]-eo,+£o[. =
€

Si nous considérons maintenant 1'hypothése supplémentaire
€>Tete > T-] sont des applications Cl de
(2.12)
< 2, N
]-80,+€0[ a valeurs dans [W™* (B)1" ,

alors nous pouvons aussi énoncer la

Proposition 2.4 : Sous les hypothdses (2.4) a (2.6), (2.9 et (2.12), il

existe un prolongement GT de U dans B tel que 1'application € * uT
€ €

est presque partout différentiable dans ]—6 »E [ , 4 valeurs dans Hl(B),

et sa dérivée y au point El vérifie la relat1on suivante :

- - 1
(2.13) yEIIQTe = ¥g, — srad uTel (3= o Tg; )
1

Démonstration :

Nous savons que GTE est différentiable en € dans Hl(QTel)’ et aussi,
de maniére classique, que la norme de GTE dans HZ(QTQI) est uniformément
bornée sur tout voisinage compact ¥ de €, inclus dans ]-8 »E [ .

Si nous notons ¥ un opérateur de prolongement 11nea1re et continu de
H (Q ) dans HO(B), construit par exemple par réflexions et troncature
(J.L. ﬂIONS [9]), alors nous déduisons que € *6°uT€ est une application
bornée sur ¥ dans HZ(B) , différentiable en €, dans H](B).

Posons maintenant
Up =Pup o Te, OT:.

€ €

Alors la conclusion de la Proposition 2.2 découle du lemme suivant,

qui est une facile adaptation d'un résultat de F. MURAT, J. SIMON [12 ;
lemme 4.6]

Lemme 2.3 : Soit ¢ une application définie sur WR:]-E ,te [ ,» différentiable

3 valeurs dans H (B) en g, et bornée dans H (B), alors 1'application
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€ +~¢(e)°T;l est différentiable dans H](B) en g et sa dérivée est donnée

par

9 -1
EE[¢(€) °T€ ](Sl) =

dar

l.l

La restriction a QT de la donnée §€ est définie de maniére unique
. € 1
de la fagon suivante : l

Corollaire 2.1 : Sous les hypothéses (2.4),(2.5),(2.6) et (2.9), la restric-

tion de §€1 E_QTE est la solution du systéme suivant :
1

€
(2.14) -AyEl = 0 dans Q+]
- dT¢ -1 1, .51
(2.15) Yeq + grad uTel'(EE— ° TS]) eHo(Q+ )

Démonstration :

L'égalité (2.15) est une conséquence immédiate de (2.13). Pour obtenir
(2.14), il suffit de calculer le second membre de (2.10), qui s'explicite

ainsi :

egrad v - fv] div V

{(V'+tV') grad u,, e<grad v - [grad u
-.61 TE] T

€1
+
- v grad f-V} dQ
dT

[
J grad vegrad [grad uTel-(EE—

~€1
Q'l'

ce qui, joint 3 (2.13), donne (2.14).

o TeDT a0 ;

2.3 Différentiabilité du domaine de contact.

Nous appliquons maintenant les résultats du Paragraphe 1.3 . S oient donc :

i
I}

{xeQ, , u. (x) =0} .
(2.16) T T
Xg = Xp » fonction caractéristique de Fe'
€
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Nous faisons les hypothéses supplémentaires suivantes :
(2.17) £ew ®(B)

(2.18) les applications € ~ T et e~ T;] sont dérivables de

J-e ,e [ dans [W2>*°(B) 1.
o} o]

Nous considérons un ouvert (% vérifiant (2.11) et un point € de

. est dérivable dans Hl(c».

= 4 < 1y . .
] €, 80[ od l'application € -+ uTEI 4

Proposition 2.5 : Sous les hypothéses (2.4) a (2.6), (2.9), (2.17) et (2.18),

a valeurs dans H_IQ}) et sa dérivée

1'application € > X€|C9ESt dérivable en €

est définie par :

(2.19) ie £ = A§€1 .
1

Ce résultat est une conséquence de la Proposition 2.3 et du fait que

Xef = AuT + f dans QT
€ €

La démonstration ést identique & celle de la Proposition 1.3, W

Remarque 2.1 : Nous pouvons en déduire que l'application € - Xe est continue

en €, 3 valeurs dans LP(B), ¥p>0.8

I

Comme au Paragraphe 1.3, et de fagon 3 pouvoir appliquer les Propositions
1.4 et 1.5, nous faisons sur SE] = B(Feln @) l'hypothése (1.22) ; nous obtenons

le corollaire suivant :

Corollaire 2.2 : On se place sous les hypothéses de la Proposition (2.5)

et sous 1'hypothése (1.22) pour Sel

(i) 1la dérivée ie vérifie
1

(2.20) -iglf = grad §€]- grad Xe
I
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aYSl
on
1

(2.21) -(5x, ) | $dr, Weu @ ;

1 = J
IH @) xH ) 5,

(ii) si de plus la fonction § définie par :

dye,

§(x) = %-an

s ¥Xe€ S€I

est une fonction continue sur Sel’ alors 1'estimation (1.27) est vraie pour

la fonction &§. ®

2.4, Application 3 un probléme de contrdle optimal.

Soit le probléme de contrdle optimal défini comme suit :

- 1'état up est solution de 1l'inéquation (2.2) ;
- la variable de contrdle est le domaine QT 3

- la fonctionnelle J est définie par
(2.22) 3(9,) = J (o-u )2 a0
T g T
ol uy est une fonction donnée de LZ(B).
Le probléme s'écrit donc :

Trouver T dans tgd tel que :
(2.23)
J(QT) sJ(QT) ¥T stad .

Nous voulons expliciter les conditions d'optimalité correspondant a
(2.23) . Afin de se ramener au contexte des paragraphes précédents, nous

nous restreignons au cas ol T dépend d'un paramétre réel € ; (2.23) devient :

Trouver E€|:—60,+€o] tel que
(2.24)
< -
J(QT_) < J(QT ) weel eo,+so]
€ €
D'aprés les paragraphes précédents, ce dernier probléme admet une soluticn

€, et le critére € » J(QT ) est dérivable presque partout sur [-€°,+€o]-
€
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Proposition 2.6 : On se place sous les hypoth&ses de la Proposition 2.2 et

on_suppose que la différentiabilité de u, a liey pour la solution € de
(2.24) ; alors le couple (QT—’uT

= . . .. .E €
nécessaires d'optimalité suivantes :

T
_) correspondant vérifie les conditions

(2.25) J grad u,_ grad (v-u,_)dQ = J (v-u, )dQ ¥eK . _, u, eK,_
QT— Te T fop— Tz KTE Te KTe
€

1,oE 1 oE
| _ eredp gradpen - 2| | (g e @ Wen,@D, peu @)

+ Q+

(2.26)

oT
[J - 2P grad u, °*( £ o T—l)dI’](e-E )20 ¥ecel=-€ ,+¢ 1.
BQ € £ o] (o]
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3. - CALCUL NUMERIQUE DE FAIBLES PERTURBATIONS.

3.1. Formulation du probléme.

Nous considérons un probléme modéle introduit dans A. DERVIEUX, H. KAWARADA

[51]. On se place en dimension 2 . L'ouvert deiR? est défini par :

(3.1) Q={(x],x2) » 0<x <1 ,Oo(xl)<x2<r}

- . . 1,00 .. _
ou Oo est une fonction donnée de W > (0,1) et r une constante positive donnée

telles que :
oo(x]) <r Vx] € 10,10 .

Soit § une fonction donnée de Wl’m(O,l) .On introduit la famille zrdes
dif féomorphismes T8 définis par (~1<g<+1)
Xo-r )

(3.2) Ta(x],xz) = (x],x2+€6(x])

b

Oo(x])—r

et on pose :

Gg(x]) = Oo(x]) + €6(x]) 0<)ﬁ <1, -1<g<+l,

Qe = T_(R) = {(xl,xz), 0<x <1, Oe(xl)<x2<r} .

On considére 1'inéquation variationnelle suivante :

Trouver ug € Ke tel que
(3.3)

JQ grad ue'grad(v-ue)dQZJQ f(v-ue)dQ ¥v e KE
[ €

avec
K. = {ve H](Q )y v(x,,0 (%)) =1, v(x;,r) = 0, 0<x,<I, v20 p.p.} .
€ € 1’7e*71 1 1
On fait les hypothéses suivantes :

(3.4) feu (B) ; B = 10,I[x]-a,u
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f f
(3.5) O<q <f<g ;a—2Y>0;|-——|sM
3x2 x1

—a<o (x)+8(x)) <b pour 0<x, <1

(3.6)
'a<00(xl)"6(x])<b pour 0<x <1
dog(x)  do(x)).

3.7) |1 * | = | <y pour 0<x <1

1 1

oi a,b,a,B,y, M sont des constantes strictement positives vérifiant
2 2

(3.8) b < \J-——a ; b+\‘— <r.
B a

Proposition 3.1 (A. DERVIEUX, H. KAWARADA [51)

Sous les hypothéses (3.4) & (3.8), 1'inéquation variationnelle (3.3)

admet pour tout ¢ dans ]-1,+1[, une solution u la frontiére libre associée

admet un paramétrage X, = Ye(xl) ol Ye est une fonction de WI ’w(O,l) vérifiant

les estimations suivantes :

‘,2 ,,2
E—a<Y€S 'a—"' b
(3.9
.(EEI <M
dx. ' 7y T

La frontiére libre &tant donc une courbe Lipschitzienne, le complémentaire
du domaine de contact vérifie la condition (1.6) ; nous pouvons donc appliquer

les résultats du Paragraphe. 2 :

Proposition 3.2 : Sous les hypothéses (3.4) a (3.7), 1l'application € » 1_18 .

avec u_ = u_ dans {(x],xz), 0<x1<l, Ge(xl) <x2<r} et u_ = 1 dans {(x ,x2),

0<x]<1, x2<0€(xl)} est presque partout différentiable 3 valeurs dans L“(B)

et sa dérivée ysl en g vérifie :

A§€l = 0 dans Qel

8y,
9x

= 0 sur {O}x]oE 0, Ye (0O)[u {l}x]oe n, Ye (nHt
1 1 i

(3.10) !

§e, = 0 pour 0<x, <1, x2>y€l(xl)

dye, du_
3 am m20() sur {0 (x), 0<xy <1}
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- - . —> -~ * .~ 3 - .
ou n, désigne la seconde composante de la normale n 3 la frontiére inférieure

O'E-

Nous avons aussi une estimation du type (1.26) que nous explicitons

plus loin.

3.2 Essais numériques.

Nous allons vérifier numériquement la formule des accroissements finis
d'une part pour la solution ue ((3.10)) et d'autre part sur la frontiére

libre (Corollaire 2.2(ii)).

Pour calculer la frontiére libre de maniére précise et sensible par

rapport aux données nous avons choisi une méthode de relaxation sur la fron-

tiére libre ("trial method"). Un maillage variable "en accordéon" permet de
suivre & la fois la frontidre libre Yy et la frontidre perturbde G. Le pro-

bléme elliptique est approché par des &léments finis Pl conformes avec 400

triangles. Pour plus de détail sur cette impl&mentation on se reportera 3

A. DERVIEUX [4].

Les données du Paragraphe 3.1 sont conservées a 1'exception de 1'inter-

valle en X qui est maintenant &gal & J0,2[. On a les données non perturbées

(3.11)

uo(x],xz) = % (xl-\/—z )2

,[2
Yo(xl,xz) =N7g5 -

(3.12)

Pour un réel € assez petit et une perturbation §(x) nous noterons

O = OO+€6, u. et Y respectivement la frontiére inférieure, la solution

et la frontiére libre correspondante.
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Des paragraphes précédents nous déduisons les correcteurs'eul et €Y,

définis par :

Au

1 0 pour 0<xl<2,0<x2<\/%

du

== = 0 sur [{0}u{2)}x 10, V2 [

X 10
(3.13)

u; = 0 sur ]o,z[x{\l%}

Buo
u; = -0, 5;;- sur 10,2(x{0}
Ju
=L _0 \]L

(3.14) Y (%)) =75 %, (%, V75, 0<x, <2,

Nous nous proposons de comparer u. avec uo+€u et Y. avec YO+EY].

i

Essai N° 1 :

La perturbation 0, est définie comme suit

0 si X, £0.6 , X, 21.4
x-0.6 .
o](xl) = A si 0.65x]sl.
1.4-x
o5 St I.S1ﬁ <1.4

et nous avons choisi

et nous présentons

~ en Figure 1 le support de u. et ses isovaleurs

- en Figure 2 les coupes verticales en x=1 de ujs Ues u°+8u1,
- en Figure 3 les courbes Yo, Ye» et Yo+€Y] .
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Essai N° 2 :

L.a perturbation O, est identique et nous avons pris
€ = 0.1 ;
les résultats sont présentés dans les Figures 4 et 5.

Essai N° 3 :

Nous prenons une perturbation plus réguliére :

Ol(x]) = 0.5 cos(ﬂxl)+0.l pour OS}H <2

avec la méme amplitude que pour 1l'essai N° 1 :

les résultats sont présentés dans les Figures 6,7,8.

Essai N° 4 :

I1 est identique au précédent sauf
€ = 0.1

et les résultats sont présentés dans les Figures 9 et 10.

Essai N° 5

L'inéquation que nous &tudions est un probléme non linéaire parce que
le convexe n'est pas un espace vectoriel ; au niveau de la formulation
frontiére libre, c'est précisément la frontidre libre qui introduit la non

linéarité. Ce probl&me non lindaire admet une linéarisation : c'est, d'aprés

F. MIGNOT [ 10] le probléme de Dirichlet sur le support de la solution (com-
plémentaire du domaine de contact).

Afin d'évaluer 1'incidence de cette non linéarité dans les formules
d'accroissement finis précédentes, c'est-a-dire sur 1'efficacité des cor-
recteurs, nous avons calculé ces corrections pour le probléme linéarisé
correspondant. Pour l'utilisation de correcteur pour la perturbation du
domaine d'un probléme de Dirichlet, nous référons & P. MOREL [11].

Les données sont celles de 1l'essai N° 4 ; la solution non perturbée
ﬁo est identique 3 u, ; la solution perturbée ﬁe est solution du systéme

suivant :
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~ 2
Aue =0 0<xl<2 , cre(xl)<x2< \Jﬁ

ou
5= = 0 sur [{0}u{2}x10, V& [
xl 10
(3.15)
ﬁe = 0 sur ]0,2[X{‘J;%ﬂ
EE = | sur {(xl’oe(xl))’ 0<xl <2} .

Conformément aux remarques précédentes, le terme correcteur Gl est
identique 3 u; .

Les résultats sont présentés en Figure 11.

Au vu de ces essais, nous constatons une bonne convergence des quantités
corrigées, avec une précision du méme ordre que pour le probléme lindaire de

plus proche, surtout lorsque la perturbation est réguliédre.
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ESSAI N° | - FIGURE | isovaleurs de u.

frontiére libre Ye (en haut)

frontiére OE = Go+€0l (en bas)

1.6 S
1.6 L ESSAI N° 1 - FIGURE 2
| COUPES VERTICALES EN X=1
I uy
. svesesvaces ‘JE:
1.0 L uo+6ul
0.8 }
0.6 |
Onl; -
N2 +
N0 R E— R S S PR N S R SR SR N
-On‘o ‘Or‘Z OnG 0r8 lrn 1:2 JETA
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frontiére libre Ye (en haut)
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ESSAI N° 3 FIGURE 7
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4. - CONCLUSION.

Dans ce travail nous avons &tudié deux points théoriques principaux :

- la perturbation du domaine d'intégration d'une Inéquation Variationnelle

Elliptique

- le comportement de la frontiére libre.

A cet effet nous avons adapté la méthode de la pénalisation (Paragraphe 1) ;
on pourrait également envisager d'utiliser les méthodes développées par F. MIGNOT
[10] et J. SOKOLOWSKI [18].

Ces méthodes sont susceptibles de s'étendre & de nombreux autres contextes
probléme de 1'équilibre de deux membranes (cf. G. VERGARA-CAFARELLI [191),

analogues évolutifs, etc.

Du point de vue pratique, les termes d'ordre 1 ainsi calculéds donnent

de bonnes corrections dés que la perturbation des donndes est de taille rai-

sonnable ; c'est en particulier le cas pour la frontiére libre qui se révéle

trés stable dans 1'exemple considéré.
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