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A. BERMUDEZ - C. SAGUEZ

RESUME : Dans cet article, nous étudions ]'existence et l'unicité d'une so-
lution a& une écuation non lin€aire du type :

d(Bu)
I +.Au +Ctu D f.
u(o) = u i (Bu) (o) =& (& € Buo)

Pour cela nous reprenons une technique développée dans 0. Grange -
F. Mignot [ 3 ]J. Nous appliquons le résultat & un probléme interve-

nant en solidification de 1'acier.

ABSTRACT : In this paper, we study the existence and the unicueness of a so-
lution for the non linear equation :

Qé%El + Au + C.u 3 f
uf) =u  ; (Bul) =& (£ ¢ Bu)

fo '

For this, a technique developped by 0. Grange - F. Mignot [3 ]
is used. We apply the result to a problem connected with the so-
lidification of the steel.

Université de Santiago de Compostela - Espagne

** INRIA, Domaine de Voluceau, 78150 LE CHESNAY - France
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Alfredo BERMUDEZ -~ Christian SAGUEZ

Dans la plupart des modé€les considérés pour étudier la solidification
d'un corps, on néglige les mouvements de convection dans la phase liquide.
Cependant ces mouvements peuvent ne pas &tre néglicjeables, a certains sta-
des de la solidification, ce qui est en particulier le cas pour la coulée
continue d'acier au niveau de la lingoti&re (M. LARRECQO-C. SAGUEZ-M. WANIN
[ 4D).

Nous considérons dans cet article ur probléme de ce type d'un point de
vue thermique. Plus précisément, nous supposons la vitesse V du liquide con-
nue. En réalité V est solution d'un probléme de Navier-Stokes et nous avons
ainsi un probléme couplé avec deux inconnues la température T et la vitesse
du liquide V.

L'utilisation du modéle ainsi développé peut-&tre double. D'une part,
d partir d'(_axpériences de laboratoire, il est possible d'cbtenir un profil
de vitesse V et donc de simuler la solidification du corps dans ce cas.
D'autre part, on peut considérer le probléme de l'identification de cette
vitesse, connaissant par exemple 1'évolution du front de solidification cb-
tenue par autoradiographie.

Mathématiquement, on a ‘un probléme de Stefan i deux phases, avec
un terme de transport pour la phase liquide. Ce prcbléme rentre dans la
classe générale des éjuations du type suivant :




(-

d
aTt-(BU) +Au+Ctu 2 f

uf{o) = u, i (Bu) (0) = £ avec £ ¢ Buo

ol B est un opérateur multivoque ; C, un opérateur non linéaire dépendant
de t et A un opérateur non linéaire indépendant de t.

Le but de cet article est de présenter un résultat général d'existence
et d'unicité pour une &quation de ce type et d'appliquer le résultat au cas

de la solidification de 1'acier. Nous utilisons une technique développée dans

0. Grange -~ F, M:i.gnbt (3], dans le cas ob il n'y a pas d'opérateur non linéaire
dépencdant de t.

Ie plan est le suivant :
I. POSITION DU PROBLEME
II. EXISTENCE ET UNICITE D'UNE SOLUTION

ITI. UN EXEMPLE D'APPLICATION




I. POSITION DU PROBLEME

Soient V et H deux espaces de Hilbert, tels que V c H avec injection
campacte et densité de V dans H. Identifiant H d son dual H', on cbtient

Ve Hc V!

On désignera par |

.l (resp |.|) la norme dans V (resp dans H).

- @A désigne une fonctionnelle convexe continue de V dans R. On note A = 3<I>A
la sous-différentielle de ®p- On suppose :

(1.1) A borné sur les bornés de V.

(1.2) dx>0, Ja>o0 tel que A |u|2 +q’A(u) 2 a || uf|2

- <1>B désigne une fonctionnelle convexe continue de H dans IR, et B = 9¢B sa

sous-différentielle. On suppose que les deux hypothéses suivantes sont vé-
rifiées :

(1.3) B borné sur les bornés de H.
(1.4) ch fortement convexe avec un module w > o.
oit @5 ((1-Nv, + M) S(1-M)8, (v)) by (v,) -2 wh(1-1) |v,~v, |2
- On définit unAopérateur C de L2 (0,T;V) dans L2 (0,T;H) de la facon suivante
(Cu) (t) = C (ult)) p.p.t.

od C, est une famille d'opérateurs (non linéaires) de V dans H vérifiant :

(1:5) |cpal = Mlul]

Nous supposons que C vérifie 1l'hypothése suivante :



(1.6) si uj, u e L2(O,T;V) et si uj - u dans L2(o,T;H) fort, il existe
une sous-suite {u.m} telle que :

Cuj—> Cu dans 1?(0,T;V') faible.
- f désigne une fonction donnée vérifiant :

| af

P € L2 (o, T; V")

(1.7) f e L (0, T;V")
On considére le prcobléme (P)
d [} . L
(1.8) 5 (Bw) +Au+cCu D f dans & ' (Jo,TL ; V')
u(o) = u, 7 (Bu) (0)=f avec u, e vV ; Een u, et £ donnés
avec £ ¢ Buo

On a le résultat d'existence

Théoréme 1 : Sous les hypothéses (1.1)-(1.7), le probléme (1.8) admet une

" solution au sens suivant :

il existe u et v tels que :

uel (0,T;V) ; g‘% e 12 (o, T;H)

V€ Loo(o,T;H) : %V‘E € Lm(o,T;V')
dv

-3 +f-Cue Au p.p.t.

v(o) = & dans V’, ulo) = u, dans H.

v(t) € Bu(t) p.p.t. 0.




IT. EXISTENCE ET UNICITE D'UNE SOLUTION

Nous démontrons tout d'abord le théoréme 1. La démonstration reprend le
schéma utilisé dans 0. Grange - F. Mignot [3] .
Ie plan est le suivant :

- on définit un probléme discrétisé en t soit (Rk) , que l'on régularise,
Soit (P}i) le probléme régqularisé

- on prouve l'existence d'une solution pour (P}:)

- par passage d la limite en u , puis en k, on obtient le théoréme 1.

a) on considére le probléme discrétisé (P, ) suivant :

(2.1) L p e e S S o oI
Tk Y % N
(2.2) V}I:H € Bu;:*'l n=o0, ..., N~1
o _ o _
(2.3) _Vk_g’uk—uo
(n+t1)k

b) Le probléme régularisé (Pﬁ) :

Afin de simplifier les notations, nous omettons, pour 1l'instant, 1'indice k.
L'équation (2.1) est régularisée comme suit :

(2.4) % u;‘“ +G, (u;‘“) + c“u;“'l = £+ -]i-v“ = h®

ol Gu est défini ainsi :

Soit
. W - - ” = { - _l _U.) 2 ¢
B =B -wl =9 dén et ¢f{u) =% q>B:(u) + 7 [ul© + p(u)‘

Grace & 1'hypothése de forte convexité de <I>‘B, on peut définir :




(2.5) ¢, () = I“$ o) + 57 [lu- |2}
Ve

alors ¢11 est différentiable (H, Brezis [1]) et G}1 est sa différentielle

c) existence d'une solution au probléme (P )

-On utilise la méthode Faedo-Galerkin . Soit {Wl, cers¥, . .} une base de V et

Vi, = [W1 ; eeey Wm] le sous-espace engendré par les m premiers vecteurs de

base.
On considére le probléme approché :
n+l
Trouver uh,m € Vm tel que :
W , n+l n+1 TR ¢
(2.6) o (W s W)+ (G“(uu m) W) + (Cnuu M) = (07, W)

i=1, ..., m

Pour obtenir l'existence d'une solution & (2.6), on utilise le lemme

suivant :

ILemme 1 : Pour k suffisamment petit, on a 1'inégalité :

(2.7) e la|? + (G, (), w + €y, w = allul|? + bx)

a et b constantes ; a > ©

Dé&monstration

Soit W Bénw(o) . On a par définition de dgy(0) :
B
1

$(w) =2 ¢ @ " 0© * (w u + 4k lu| + @, ()

1w € 2 1 =2
fbw(O) +]-€ (z——z‘)lul ek IW| + ‘I)A(U)

v

o




Alors pour k assez petit, d'aprés 1'hypothése (1.2), on obtient

¢ (u) 2a||u|lz+% avec y = ¢ (o) --;-e—lﬁlz
B
or
2. Y 1 2
¢, () = Inf {¢(v) +—— Hu—v|| > Inflofv||® + 5 + 5 | fu=v] €}
vev veV H
Soit :
(2.8) 6, (0 = [lul|? + Y
: - 1+2u0c k
DPonc
7]%|u| + (G, (w,u) + v 2 - |u| + (CMu,u) + ¢, (@ - ¢, (0
2
: o [u|2 - ¢(0) + (CPuw) + —2— 1+2ua [luf|*+ & (car 6,(0) < ¢(0))
W M2 2 € 2
S IR e S EERICR
. 200 . . o £
ce qul,pour £ < m et k assez petit, entraine (2.7) avec a = e~ 3
etbk) = - $). O

Alors d'aprés J.L. Lions [ 5], le probléme (2.6) admet une solution.

De plus on a, griace a (2.7) :

IA

n+1
R

L, m C indépendamment de m et de u
14

ICr\JET;J < C indépendamment de m et de u

On peut donc extraire une sous-suite, encore notée o telle que :
’

(2.9) uLH;—-A uﬁ“ dans V faible, H fort
14




(2.10) c"uﬂ‘j1 _ u{}” dans H faible (d'aprds 1'hypothdse (1.6)).
14

Enfin on a :

Lin (6, (1, Jf ¥ = Lim im (- g L - et )
- (hn' u2+1) _2% l % |2 _ (Cn un+1’ n+1) )
On a donc :
i i ans v faible
A =h" -2y L‘;ﬁ i — A= - 22t - A Gans v faible
avec (A = 11 x::-l = 3¢u (uﬁt}}l))
lﬁn sup (A ,uﬁj‘) < (4, qulH'l)
Alors d'aprés 0. Grange-F. Mignot [3)], on en déduit que A = G ( n+1) et,

en conséquence, que u ntl est solution de (2.4).

d) passage & la limite quand ¢ + o :

On a les estimations a priori :

H n+l|| < C indépendamment de u
lCn(uL1+1)|SC indépendamment de u
TERCHll ||, nome dans V')

on peut donc extraire une sous-suite telle que :

n+1 n+l

(2.11) uu — u dans V faible, H fort
n n+l. n_n+l

(2.12) C dll — C'u dans H faible (d'aprés (1.6)).
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(2.13) ||u]‘:|| < C

N-1 )
(2.14) k > a2 sc
n=0
S n+l n
(2.15) kzl—uk———};—lzsc 0<s<N-1
n=o .

Ces estimations sont obtenues .comme dans O. Grange-F. Mignot [ 3], sauf
en ce qui concerne 1l'opérateur C. Nous indiquons Seulement les différences
intervenant dans la démonstration.

On a :
(2.16) %(u]l:“ _ u]r:, L]]1r(1+1) +% (Ble.]r(1+l _ Bwu;;, lJ]r(r!-l) + (Au;:ﬂ, l_]]r(1+1) +
+ (C]rz u]r<1+l, u]r(l+l) - (f]I;‘, u]r(1+l)

et les inégalités :

S
(2.17) Z (13‘,*’11{(”’1 - B“’x_:]r{’, u)r:"l) > ¢ (indépendamment de k).
O

€, O > G e [1Y)2 -

(2.18) (Au]12+1, u]r;+1) + (er: u]r(1+l, u]r:'-l)

2 (n+1)
: 1 \
ey - 0+ (B2 -t [ @ aeveso
nk

En scmant (2.16) de o a@ s(sN-1) et en utilisant les inégalités (2.17),
(2.18) et un lemme de Gronwall discret (C. Saguez [6]), on obtient :

lu,| < C (indépendamment de k)
N-1
K Z 18412 < ¢ (independamment de k).

n=o0

et
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De plus, soient Ay 1'isomorphisme canonique de V dans V' et

Ju(u) =u -uA, Gu (u)

n+1)|l <

on a (HJu(uLl C indépendamment de p pour o < su

on peut donc extraire une sous-suite telle que :

n+1 .
Ju(u.u }—= X dans V faible

oxr

|J (uler'l) _ un+1|

' < lun+l _ un+1| + UIA-

< vy v

Ju.(u;‘“)__sun” 1 ans V faible, H fort.

En appliquant encore le lemme 2 de O. Grange-F. Mignot [ 3], on en dé-
duit comre au c) que :

Gu(u]rjﬂ)__\Y dans V' faiblesavec V ¢ 3¢(un+1) et donc
n+l

u est solution de :

s @™, W o™ (W W - ™ e - o 2 P, w- ey
c'est-3-dire un+1 solution de (2.1)-(2.3).

On a &insi ]'existence d'une solution au probléme discrétisé en (2.1)-

e) passage & la limite quand k + o

Par abus de langage Bu]r:-l et Aulr:' 1 désigneront respectivement les Eléments de

Bu;;H'l et Au]r:“, intervenant dans la résolution de (2.1)-(2.3). On a les es-

timations a priori suivantes :




Maintenant en multipliant (2.1) par +1
(sN~1), on obtient gr&ce 3 la monotonie de B

[ n+1 byl
]_u{)_zlulr:+l_n +<1>(u]r:+l)—q>(u)+Z(\ﬁ<1Cnu]r:+l,% Uy
o o

T’
s -1 _
ISERCARSEEY WRE % Vi)
k

1

et en sommant de 0 @ s

IA

(£,

ce qui, gr8ce aux différentes hypothéses introduites au I, domne
l n+l

u]r<1|2 n+1
w E o

n 2 s
s+1 | ‘ n+l, 2
X to ||y —‘SZ +Cak2|<a’2uk |
o) o

+1 2
+YIISII+C Ifs|| E:kll

*+kZ||uk||2

+ )\lui+1|2 +C

ce qui, en prenant § < w et v < o, donne les estimations (2.13) et (2.15)
De plus on a

* n+l1 * n
(2.19) e,  (By ) ~ &5 (Buk)l < kC n=o, 1, ..., N-1
si a ={a®, ol

) ey N} ¢ VW on @efinit les fonctions suivantes

n+1

'rrk(oa) (t) = o si nk <

<t < (ntl)k n=0, ..., N-1

m (@) (0) = o°

|
Q

et A (a) la fonction définie sur [o,T], linéaire sur [nk, (n+l)k] avec

A (@) (nk) = o n=0, ..., N

_d
et on note Vk TTk(OL) =3 /\k(Ol.) .

12



Grice aux estimations (2.13)-(2.15) on en déduit qu'on peut extraire
des sous~suites telle que, si on note u = (uo, u]t, cees ullj),

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

T > u dans L”(o,T;V) faible *, LZ(o,T;H) fort
Trkuk(t) > u(t) dans H fort p.p.t

ATrlik—-—\ g dans Lm(o,T;V') faible *

Cmu_— h dans L”(o,T;H) faible «

I By — v dans L (o,T;H) faible

VkvrkBuk——s gVE dans Lm(o,T;V') faible *

De plus on a (0. Grange-F. Mignot [2])

(2.26)

Trk@;(Buk) - ¥ dans Lw(o,T;]R) fort, avec VY ' (o, T;R),

¥(o) =@5(5) ; ¥(D) = lim &} (Bd)
N > 4o

En reprenant la démonstration de O. Grange-F. Mignot [3], on obtient

(2.27)

(2.28)

(2.29)

v(t) ¢ Bu(t) p.p.t; ; vio) = E.

%+g+h=f.dans&)'(o,T;V')-

g(t) e Au(t) p.p.t.

De plus, d'aprés (2.20) et 1l'hypothése (1.6), on a :

Cmu_ s Cu dans 12(0,T;V') faible

et d'aprés (2.23), on en déduit que :

(2.30)

h(t) = cu(t) p.p.t.

13
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Avec (2.27) - (2.30), on obtient donc que (v, u) est solution de
(1.8), ce qui termine la démonstration. [

Nous faisons maintenant les hypothéses supplémentaires suivantes :
(2.31) A est Svmétrique linéaire bornée de V dans V'
(2.32) ¥V ou, u eV, e, u, - C u2||* < Kluy -uzl

On a donc, en particulier, a partir de (1.2)
(2.33) Mul? + S, > of lu]|? ¥ uev

On obtient alors 1¢ résultat suivant :

Proposition 2 : soys les hypothéses (1.1)-(1.7)=(2.31)-(2.32) la solution
du probléme (1.8) est unique.

Démonstration : Supposons que (1.8) admette deux solutions, notées (u1 ,Vl) ’
(u2'V2) -On définit pour s € 1o,TL la fonction

s
q)s(t) = - f (ul(r) - u2(T)) dt si t<s

£

0 sinon

On obtient alors, en multipliant (1.8) par ¢S(t) (s f£ixé)

S d(vl_vz) s S
230 [ —= - [ @@ -gmdnae + [ @506 (t)dt +
o t o
S S
+ f cutr cuy®), - [ @ (1) - uy(1) dnat = 0
o t

Soit par intégration par parties :
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=

(2.35) - f Vi (t) = vy(t), u (b) - u, (t))dt -%(Acbs(o), ¢5(0)) +
o
S s
+ o -cum, - f (u) (1) - uy(1))dr)at = 0
o t

puisque v, (o) = vy(0) =¢ ; $5(s) =0

Or gréce & (1.4), on a :
s s
S ©®-vm, um - wnae = [ wlu ) - u ) at.
(o] (o]

De plus d'aprés (1.2)
3 (0500, 4500 = alle (12 - Ao (@ |2

S S
2al | f w0 - wenael* = as w0002 a
© o

Enfin
‘ S S
| Jew i - cuym, - J @ - umanat]
o t

A

s S S
S ey ) - cy0[2a02 ( f ) f (u (1) = u, (1)) dr||%a) V2
O

o t
) s s
< %e/ HCtul(t) - Ctuz(t)llf dat + ;—e f [ f (u, (1) - u2('r))d'r|[2 dt
o o t

S

M2 S S
—76-[ luy (&) = () |2ae +;—€/ ly (@ (1) - uy(r))ar|]? at
e} o t

IA




Alors de (2.35) on déduit :

) |
m[ |u, (t) - u2(t)|2dt+ alf lu, (t) - u2(t))dt]|2 <
(o) (o]

s
< As/ |, (t) -uz(t)lzdt'+ { lu, (B) - u2(t)|2 dt
) o

S s t
+C6_f H -f (u, (1) - yy(r))ar +f (u, (1) "uz('f))d’rllzdt
o o (o}

w2

_ € _1
avec 6= > etc(S =

-2—6_ ¥ € >0

Donc (2,36)
S

S
(w= s - a)/ lu (1) = u, (eS| %dt + (a-2c9) || / (u (€) = uy(e)ae] | s
(o] O

s t
< ZCG/ II/ (u, (1) - uz(r))dTI2 dat
(o] O

Si on choisit §< w et s, tel que :

gy WG o
o< s, < ‘Min ( 5 -ZE:S—)

on obtient, grdce au lemme de Grorwall, & partir de (2.36)

uy (t) = u,(t) p.p. te Lo,s,]
et donc
vy (t) = vy(t) p.p. t € [o,s]

En réitérant le raisonnement, puisque s, ne dépend que de w, A etqy,
on en déduit le résultat. [
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IIT. UN EXEMPLE D'APPLICATION

On considére le probléme de la solidification d'un corps en tenant
campte de la convection dans la phase liquide.

On a alors le modéle mathématique suivant (on se place comme exemple
dans le cas de solidification d'une brame d'acier (C. Saguez-M, Larrecq [71])).

1
) !

Ty, (resp T,) représente la température dans 2, (resp Q).

Dans le solide (Ql) on a :

aT
1 . — =
(3.1) pCy 5t —dg_v(A(Tl) grad Tl) = o dans Ql
—rd > h 1 o, 1
(3.2) A(T)) grad T, . n = - h(T, -T,) sur Iy (b >0 heL (T'; x Jo,T0))
(3.3) )\(Tl) grgd T, - h=o0 sur I‘i
Dans le liquide (Q,) on a :

BTZ 4—% > >

(3.4) eC, 5t " de(A(Tz)gra Tz) +0C, V . grad T, = o dans 92.

- ->
(3.5) )\(Tz) grad T2 . N =0 sur I‘2
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ot V représente la vitesse de 1l'acier liquide, avec
(3.6) divV=o
on suppose de plus que Ve Loo(Q x Jo,TL)

A 1l'interface solide-liquide on a :

(3.7) T, =T, = TS (température de solidification)
- -> -> e -
(3.8) X(Tg)(grad T, - grad T,) . n = Lp QW. n

->

ol V'est la vitesse de déplacement du front de solidification.

On a,enfin, la condition initiale :

(3.9) T(x,0) = To(x) .

Si T désigne la température dans tout Q = Qu 92 et si on pose 6 = 'I'S-'I'

on obtient :

(3.10) o B _aiv (k(e) gPad 6) - oC, (¥ . grad 6) C(6) = o
(3.11) k(6) grad 6. A = - h( 6- 8,) sur I; x Jo,T[
(3.12) k(6) grad 6 . B =0 sur (T2u T,) x Io,T0
(3.13) 6(x,0) = eo(x)
avec k(6) = )\('I‘S— )
6, (x) = Tg = T,(x)
0g = T, - T,

c° : section minimale de 1'opérateur G
et - H(8), G(6) opérateurs de graphe :
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H(9) G(6)
an) N
L 4& c,
—> O 5 0
-1
pente C2
FIGURE 2 FIGURE 3

On suppose que 62 > k(6) = 61 > O

Nous allons transformer ce probléme afin de pouvoir utiliser le théo-
réme 1.

Notons tout d'abord cue (D. Gilbarg - N.S. Trudincer [ 2 ])
~aradé. &°(6) = qrad 07p,p, |

Z

Soit B(z) =/ k(&) dt.
O

B est une fonction biunivoque car k(x): >0 ¥ x ¢ R

Posons
(3.14) u =R(6)

On obtient le systéme :
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-1 '
o BT W) _ 4y 4 pc F.grad((67 (@) ) = o

(3.15) 5t

316 | R=-nEtw -6y sur T x T
(3.17) W oo sur My T x o,

(3.18) u(x,0) = uo(X) = B(GO(X))

Montrons que ce probléme vérifie les hypothéses du théoréme 1 :
1 2
Onprend V=H(Q) ; H=L"(Q)
- soit ¢, défini par : cpA(u) =%f|grad u|2 dn + f h j(u(x)) 4r
"

ol j est une primitive de g . Alors A = 3¢, vérifie (1.1) et (1.2).
-~ eoit B G&fini par : Buo) = HE Hu(x))) p.p-x.(x ¢ Q1 Comme Ho ™
un opérateur maximal monotone de R dansg R), il existe vy fonction convexe

telle que 3y = HoR L. On a alors B = 3¢, avec

<1>B(u) = fy(u(x))dx.
Q

¢y vérifie (1.3) et est fortement convexe avec camme module G-Z'Imi.n{cl,cz}
- (3 » . + +
- On définit Ct(u(t)) = pC, V(t) .grad n(u)
ot n(w) = (B"1w)~ avec n(o) = o.
Alors, on a :

In(z)| < |z 611 VzeR

Donc,
C(u) (t) = C¢ (u(t)) vérifie 1'hypothése (1.5) et est une appllcatlon de
L(oTV)dansL(oTH) plusona:muj-»udansL(oTH)fort

alors il existe une sous-suite uj n telle que :

ujm +u p.p. dans  x Jo,T

n(u,) borné dans r2(Q x Jo,Tl)




21

et d'aprés J.L. Lions [4] :

n(ujm) -+ n(u) dans L2 (Q x Jo,T[) faible
donc

Cujm + Cu dans L2 (o,T;V'") faible,

ce qui démontre (1.6).

- Soit f € L2(o,T;V') définie par :

(£(£),0) = f h e, ¢dr
Fl
1
et u, = B(eo) .

On a u, € V puisque 8, = k(9) < 62.

Alors le probléme (3.15)-(3.13) s'écrit :

3.19) | o d——(glé—)+Au+Cu 5 £ dans @ ' (o,T;V')
(3.20) ' u(o) = u_ ;

[¢]

et donc d'aprés le théorére 1, ‘pour'chaque £ e€B u,, ce prohléme admet une
solution telle cue : '

du

& e tPo,mr’@), ul) =y,

u € Lm(o,T;Hl Q)

~e

av
at

v el 0,mL2@) ; & e 0, TN @)Y, vio) = £

v(t) € Bu(t) p.p.t. 0O
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[3]

£4]

£5]

[6]

[7]
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