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SUR L'APPLICATION DE QUELQUES METHODES
D'ELEMENTS FINIS A LA RESOLUTION D'UN
PROBLEME D' ELASTICITE INCOMPRESSIBLE NON-LINEAIRE -

par Vitoriano RUAS

Résumé :

Dans ce rapport on introduit quelques méthodes d'@léments finis
que nous avons appliquées 3 la résolution numérique de problémes
d'élasticité finie incompressible.

Un accent particulier est donné au cas bidimensionnel, pour
lequel nous discutons la possibilité d'utilisation de ces méthodes

sur le plan théorique ou sur le plan numérique.
Summary

In thifswork we present some finite element methods aimed at
solving finite incompressible elasticity proBlems.

Emphasis is given to the two-dimensional case, for which we
discuss the applicability of the proposed methods either from a

theoretical or a numerical point of view.



I - INTRODUCTION

Le but de ce rapport est de présenter un compte rendu de quelques essais
sur des méthodes d'éléments finis, en vue de la résolution numérique d'un probléme
d'€lasticité non-linéaire incompressible pour les matériaux de Mooney-Rivlin, dont
le caoutchouc est un cas typique.

Nous nous sommes appliqués tout particuliérement, 3 1'étude du cas
bidimensionnel, ol le probléme 3 résoudre peut &tre formulé de la maniédre
suivante :

Trouver un champs de déplacements u = (ul,uz) du corps é&lastique, représenté dans
sa configuration initiale par un ouvert borné Q de I(z de frontiére I', qui

appartienne 3 un certain ensemble X et qui minimise 1'énergie, soit
2

(1) W(u) < W(v) = ¢ .(6..+ V. .)2 dx - fev dx - | gev ds WveX
~ ~ 2 o 13 i,] ~ Q~~ =~ o~ ~

Ici Gij est le delta de Krénecker, X = (x],xz), Vi,j= %%% , 1,5 =1, 2 et x-y
dénote le produit scalaire de deux vecteurs x et y de R ]. C est une constante
représentant des propriétés physiques du matériay I'" est une partie de I sur
laquelle on applique-des charges g et f représente les charges mortes.

X est défini comme étént le sous—-ensemble d'un espace V, lui-méme défini par

V= v/ ve® @)% v = 0sur I,T T Tl "= g},

-~

des champs de déplacament v qui satisfont & la condition d'incompressibilité

suivante :

(2) J(v(x)) = det (I+Vv (x)) =1 ¥xefl
- 3 3 T . , ..
oi V= (g~ ,—s—) et I est la matrice identité 2 x 2.
~ axl axz

La condition (2) traduit mathématiquement le fait que l'aire de
chaque élément de surface de  doit rester invariante pour tout état déformé

du corps. Par ailleurs, si 1'on consid&re les petites déformations, on peut



négliger les produits de dérivées dans (2) qui devient alors la condition

d'incompressibilité linéaire

divwv=20

intervenant en élasticité infinitésimale oli en Mécaniques des Fluides.

La difficulté essentielle du probléme & résoudre, que 1'on appellera
désormais (1) - (2), consiste & traiter de fagon adéquate la condition d'incom—
pressibilité non linéaire (2). Peut-@tre la maniére la plus naturelle de le
faire est de reformuler le probléme en tant que limite d'une suite de problémes
plus simples oli cette contrainte est &limin€e en quelque sorte. Dans cée cadre,il ya

deux genres de méthodes efficaces, tout au moins 3 notre connaissance :

I.1. Méthode  Lagrangienne due & Oden [5]

o]
On introduit un multiplicateur de Lagrange peL (£2) et 1'expression

lagrangienne de 1'énergie sur V X L Q).

(3) &£ (v,q) = W(v) + <J(v) - 1,q>

oii<.,.> dénote la dualité L'(Q) - L7(%).

- On cherche ensuite un point-selle (u,p)de & tel que u soit une solution de
(1) - (2) et p la pression associée. Ce probléme est résolu itérativement 3 l'aide
de 1la méthode de Newton-Raphson combinée avec une méthode de charges incrémen-

tales (pour plus de détails voir [51).

On introduit deux tenseurs F et A de (LZ(Q))q, ou F est destiné 3 approcher
u; g + Gij et Aest un multiplicateur de Lagrange. Dans ces conditions, il est
’ 4 .
clair que F doit appartenir i l'ensemble & des Ge(Lz(Q)) qui vérifient :

4) G”G22 - G]2G2] =1 p.p. dans {2

Maintenant on se donne un paramétre réel r, r>Oet 1'expression lagrangienne

augmentée de 1'énergie pour u,Ge(Lz(Q))4 :

2
2, - L G B -
& 5o = +izj=‘[2 vy 57855764 505, ve 5 * 83 Gij)]

. . 2 . .
ot (.,.) dénote le produit scalaire dans L°(2) et ||. || 1a norme associée.



On cherchera ainsi un point selle ((u F), A d3a£ sur 1'ensemble
((V6<3)X(L ) ) qui nous ménerait i une solution u de (1Y - (2), 3
1'aide de 1'algorithme suivant, qui en géndre une suite d'approximation

(@, ™,
m
On se donne \° = 0 . Bl = 0 et un paramétre réel p >-0.

Pour m=1,2,...,0on calcule A" et (um, Fm) par

AN =T o™ s - ) 5= 1,2
1,3 1,] 1,] 1] ij
(6) m , m Jm
b) u = lim up et F" = lim Fg
~ R0 £+

Pour chaque m, les suites {uz}z et {Fg}g sont définies pour & = 1,2,...,

par :

a) F €& est tel que ((uz " 2) )\m)g&r((uz O A" ve

N b) B €V est tel que g;((gg, .2),A )s.i%((y, FQ),A ) VXeV

Compte tenu des faits suivants, on peut dire que la résolution des problémes
implicites dans (6) et (7) ne présentent pas de difficultés majeures.
En effet, (7b) correspond 3 la minimisation sans contraintes d'une fonctionnelle
quadratique définie sur un espace de Hilbert. D'autre part, en pratique, les
limites (6b) seront substitudes par des valeurs qui satisfont un test d'arrét
classique dans les calculs numériques. Enfin, le probléme de minimisation non-
convexe (78) peut &tre résolu point par point, puisqu'il n'y a pas de dérivées
y intervenant. Par ailleurs, dans [2] il a &té montré que (7a) peut &tre
réduit 3 la résolution d'une équation aigébrique simple pour chaque point (ce
Qui dans une méthode d'éléments finis se traduit par chaque noeud associé 3
la contrainte (2)).

Notre travail a donc consisté 3 chercher des méthodes de discrétisation
de type, &léments finis, pour les problémes continus ainsi générés, susceptibles
de fournir de bonnes approximations, souvent selon le critdre des observations
de convergence dans quelqueé exemples concrets. Ceci dit, nous précisons que
nous avons travaillé le plus souvent avec la méthode 1.2. qui nous a parue trés

stable et performante du point de vue numérique.
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2.DES METHODES A CONCEPTION CLASSIQUE

Avant de passer aux types d'éléments finis que nous avons considérés, il
convient de faire quelques remarques au sujet des conditions que devrait remplir
au préalable une telle méthode.

Comme il s'agit d'un probldme avec contraintes, il faut que, i priori,
le nombre de degrés de liberté (NDL)*E calculer dépasse raisonnablement le nombre
de contraintes (NC) i vérifier, dans le probléme approché. En fait, on peut dire
qu'il a de bonnes chances d'obtenir une suite d'approximations qui converge vers
une solution du problémecontinu lorsque h>0 od h paramétre la famille de

maillages réguliers utilisés, si le rapport asymptotique

. NC
0 = lim —=
h'+()NDL
est strictement inférieur d 1. D'autre part, si ce rapport asymptotique est

supérieur ou égal 3 1, la méthode en question ne peut pas étre recommandée,

méme si pour quelques valeurs finies de h on ait NC/NDL <1

Pour ce qui est des conditions pour l'existence et convergence des
solutions approchées d'une classe de problémes avec contraintes, nous nous référons
au travail de Bercovier & Pironneau [1].

On remarque que pour notre probldme, NDL sera simplement deux fois le
nombre de noeudsdu maillage auxquels on va calculer les vecteurs déplacements.
Pour fixer les idées, prenons des é&léments finis de Lagrange construits sur la
triangulation d'un domaine carré avec deux cotés opposés fixes, parameirés par
h=1/n, ol n est le nombre de divisions de chaque c6té de , suivant 1'illustra-

tion donnée 3 la Figure 1.
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I1 est important de souligner que dans ce texte on se servira du terme
degrés de liberté pour désigner les déplacements des noeuds non fixés &
priori.
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Si la restriction des fonctions-test 3 chaque triangle est un polyndme
de degré k complet, on aura 2(kn+l) (kn-1) degrés de liberté au total. D'autre
part, dans ce cas, J(u) sera un polyndme de degré 2(k-1) sur chaque triangle.

Par conséquent, (2) serait satisfaite presque partout dans le probléme approché,
si elle était satisfaite en 2k2—k points par triangle. On aurait donc
Ne=4n? k% - Zn?, d'od

qs 4k2n2- 2kn2 1
© = lim —— = 2 - -,
soit, ©<1 ¥k, k=1,2,... , ce qui exclut immédiatement la maniére ci-dessus

de traiter le probléme approché.

Cependant, si on se contente de vérifier (2) dans un sens plus faible,
par exemple, en un nombre réduit de points sur chaque triangle (pour k>1), on
pourrait effectivement obtenir © > 1. Par exemple, si 1'on considére J(u) comme
appartenant 3 un espace de dérivées d'un polyndme de degré k sur un triangle, on

aurait donc : NC = 4n2k2- 2kn2, d'ol :

a2k (k1) 1 L1

O=1im = -
n o 2kZn2-2 2w

soif, © < 1 pour k >1 (cela correspond en fait 3 une lin&arisation de J(B))‘

On remarque qu'une méthode semblable a celle-ci est celle qui consiste & utiliser
des éléments rectangulaires de type.,, en vérifiant la contrainte (2) au bary-
centre de chaque é€lément. Plusieurs tests effectués par Le Tallec [3], indiquent
que cette approche est trd&s viable, d'autant plus qu'on vérifie que la solutiémn
présente la propriété souhaitable, que le rapport entre les aires d'un rectangle

en état déformé et de ce méme rectangle en configuration initiale est unitaire.

Cependant,.on remarque que méme si cette propriété@ reste encore vérifiée dans le
cas des quadrilaté@res quelconques avec des &léments ¢, isoparamétriques,
la situation devient plus complexe, ce qui incite & la recherche d'une solution

avec des polyndmes de degré k par triangle.

En bref, tout cela indique qu'on ne saurait choisir n'importe comment
la manidre de vérifier (2) dans le probléme discret, de fagon & ce que les
solutions obtenues satisfassent de facon raisonnable 3 la condition d'invariance
des aires, soit, l'incompressibilité.

Ce raisonnement nous a amenéd i la recherche de méthodes pas trés
8loignées des éléments finis linéaires par triangles (P1). En effet, dans le
cas de ceux—ci, il suffit de vérifier (2) en un point d'un triangle pour que
celui-ci se déforme en un triangle droit ayant la méme aire que lui. Malheu-
reusement, de 1'analyse faite précédemment, on voit que pour les &léments

finis de typePl conformes, on a O = I. C'est pour cela que dans un premier



temps, nous avons considéré les &léments finis P_, non conformes, comme cela

1’
a été fait pour les problémes d'écoulement de fluides incompressibles[71],

puisque pour notre probléme aussi, on aurait © = 1/3. Cependant, on remarque que,
comme maintenant on n'a plus la continuité des déplacements aux sommets des
triangles, la vérification exacte de (2) par élément n'implique nullement
1'invariance de 1'aire du domaine déformé, notamment lorsque 1'on est dans un
régime de grands déplacements, ce qui est souvent le cas de notre probléme.

Quelques tests numériques simples ont suffit 3 confirmer la non viabilité
de cet &lément non-conforme pour la résolution du probléme (1)-(2). On a donc
considéré d'autres élements finis qui, tout en gardant la souhaitable propriété
de la continuité des déplacements aux sommets des éléments, éviteraient les
complicationsde mise en oeuvre propres aux polyndmes de haut degré. On en est
par ailleurs resté aux triangles, & cause de leur flexibilité par rapport aux
rectangles (resp.quadrilatéres).

Une premiére idée a &té d'introduire un triangle avec quatre degrés de
liberté, 3 savoir, les valeurs fonctionnelles aux 3 sommets et au barycentre. On
y associe 1'espace des polyndmes de degré 2 réduits par la suppression de deux
degrés de libertés, de fagon 3 ce que le polyndme réduit soit linéarisé en
quelque sorte. La condition que nous avons imposée, c'est que les dérivées
premi&res au barycentre coincident avec celles de la fonction lindaire affine qui

l'interpole aux sommets de chaque triangle. Pour cette raison, nous appelons

ce triangle 1'élément quasi-linéaire symétrique.

On a vérifié que les fonctions de base qui satisfont 3 la condition

ci-dessus sont celles données (réf. Figure 2) comme suit :

1'Elément Quasi-Linéaire Sym8trique

Degrés de .
Ligerté l Contraintes
Points de calcul - -
. | .

Fonctions de base

Barycentre : p4=3(A]A2+XIA3+A2k3)

Sommets : pi=Ai—p4/3,i=l,2,3

FIGURE 2

les Ai étant les coordonnées barycentriques relatives aux 3 sommets du triangle.
Pour les détails nous nous référons i 1'Appendice I.

Evidemment, il s'agit de vérifier la contrainte (2) - ol J(B) est en
réalité un polynCme de degré 2 sur un triangle - seulement au barycentre de
celui-ci. La motivation en est le fait qu'on aurait ainsi © =1/3.

On remarque que cet &lément est non conforme puisque la continuité des

traces des polyndmes de degré 2 sur un cOoté commun 3 deux &léments voisins n'est
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assurée qu'aux extrémités de celui-ci. Aussi, on remarque que quelques généralisa-
tions aux N-simplexas gardant les propriétés fondamentales de cet &lément sont
envisageables, dont la plus simple nous semble 8tre celle qui consiste i prendre
encore les valeurs au barycente "PN+2et au sommets .li,i =1,2,...4 N+1, comme
degrés de liberté et 3 y associer les fonctioms de base

N+1

Pheg = (N+1)iZ MA ety =y [N+ i=1,2,..., N+,

j=1 i pN+2
’

i>]

Nous avons démontré que pour des problémes d'ordre 2 de la forme

générale ci-dessous :

{Trouver ue'¥tel que

8 a (u,v) = L(v) Wve ¥
ou

a (u,v) =(AVy,W) + (b.Vu,v) + c(u,v)
et

L(v) =(£v) % (4,W) + j gvds
I\*

oli A est une matrice N XN, beRI\, c est un scalaire , d = (dl’dZ""’dN) est
constante (par &lément pour le probléme discret), feL2 Q) et geLz(I“*), de sorte

que a0 tel que a soit coercive sur ¥, soit
2 <
a(v,v) zallv|| Yve¥ ol

v = {v/veH1 ), v=0 sur Fo} ,SER N, ouvert borné,

F}h ottenues avec cet &lément est convergente
i

1 . .
d'ordre h dans H (Q)(Voir Appendice I).

une suite de solutions approchées { U

Cependant, lorsque f£=0, c=0 et b=9, on vérifie que le probléme qui
approche (8) avec cet &lément est &quivalent au probléme approché correspondant
avec des éléments de type Pl conformes ‘et pour ceci, nous nous référons encore
une fois & 1'Appendice I. Or, il se trouve que dans nombre de problémes concrets
on est effectivement amené 3 considérer des charges mortes nulles, outre le fait que
la résolution de (1)-(2) avec les algorithmes 1.1. ou 1.2. impliquent la résolution
d'une suite de problémes de type (8) vectoriels (pour 1'algorithmes 1.1. sans la
coercivité) avec b et ¢ nuls.

On remarque néanmcins que ceci ne serait pas forcément le cas du
probléme tridimensionnel puisque, vraisemblablement, celui-ci implique la résolution

d'une suite de problémes d'un type différent de (8). Par ailleurs, ume &tude du cas




tridimensionnel est en cours d 1'INRIA et nous avons l'intention d'analyser pro-
chainement 1'applicabilité de notre tétraédre non conforme i ce genre de problémes.
Mais, pour le cas bidimensionnel, cet &lément ne saurait en définitif servir i
résoudre (1)- (2).

Enfin, aprés quelques tentatives avec d'autres &léments de degré 2 non-
conformes complets et réduits,oll nous nous sommes heurtés 3 des difficultés tantdt
d'ordre théorique, tantbt d'ordre numérique, nous avons introduit plus récemment

ce que nous appelons 1'élément quasi-lindaire asymétrique.

Comme le précédent, il est de degré 2 réduit 3 4 degrés de liberté, mais cette fois-
ci placés de fagon non symétrique par rapport au barycentre du triangle de fagon a
ce qu'il reste conforme. Nous avons pu obtenir de tré&s bons résultats numériques
avec cet €lément, qui semblent se justifier par une de ses propriétés fondamentales
que 1l'on présentera ci-aprés.

On considére 1'espace® de polyndmes de degré 2 tels que leurs traces
sur deux cOtés donnés d'un triangle soient des polynOmes de degré | a une variable.

Etant donné 1'ensemble de degrés de liberté suivants :

- valeurs fonctionnelles aux trois sommetsI;, i=1,2,3 et
- valeur fonctionnelle au milieu P4 du coté % P2 sur lequel la trace

n'est pas nécessairement un polyndme de degré 1.

on prouve qu'il est P -unisclvent en exibant les 4 fonctions de base, 4 savoir :

(90 Pj =2y - 221, i=1,2
Py = Ay
P, = 4A]AZ
L'Elément Quasi-linéaire Asymétrique
P

Points de calcul :
Degrés de liberté - ®
Contraintes - x

FIGURE 3



DU la structure non symétrique de cet &lément il est clair que la compati-
bilité habituelle pour les &léments finis impose quelques restrictions quant
aux triangulations auxquelles il peut &tre associé. Nous proposons donc le

procédé suivant trés peu restrictf :

On construit d'abord une partition arbritaire du domaine en quadrilatéres
convexes. En suite chaque quadrilatére est subdivisé en deux triangles par une
quelconque. de ses diagonales. De telles diagonales seront les seuls cGtés de
la triangulation sur lesquels la trace des polynOmes sera le degré 2. A la

figure 4 on donne une illustration de 1'idée avec un exemple de triangulation
d'un domaine irrégulier.

degré 1

e et o o

e et e s e v

degré |

FIGURE 4

Une propriété trés intéressante de cet &lément est le fait que J(®) est
une fonction lin&aire affine par triangle et non pas un polynndme de degré 2
comme dans le cas général. En effet, si 1'on considére les directions Enl et
22 des deux cOtés P3P1 et P3P2, on peut vérifier aisément que J(Y) s'exprime
sur le triangle en question par (ref. Figure 3)

) 9,

3 Y 5
ok 3%, 3L, 8%

"Bv] sz v
J(y) =1 + sin O

D'autre part, d'aprds (9) on peut écrire v, et v, sous la forme suivante

<
L}
N (V-

- i .
a; Ay o+ BAN i=1,2,
i=1
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. i . . e .
ot o] et B~ sont des coefficients constants. Comme le terme quadratique

J
de J<¥) est donné par

‘ !

18%1' 2 94 2 321
la propriété est vérifide.
Cela impliqué donc que si J (v) = 1 au barycentre du triangle K
on a
Akf'= fK J(v) = @.l = AK. , Agdénotant 1'aire d'une figure planne S
L'aire du triangle K reste donc invariante en état déformé K' (évidemment
la contrainte n'est pas nécéssairement vérifiée partout dans K) Par ailleurs,
si d'une part un triangle déformé aura deux cOtés droits et un cOté& parabolique

chaque quadrilatére déformé aura les quatres <Otés droits’ ( réf. Figure 5)

Q '
K Q
1
quadrilatére original T quadrilatére déformé
FIGURE 5
S8i 1'on tient compte du fait que & chaque triangle correspond une seule
contrainte, on aura maintenant le rapport asymptotique @ = 1/2 (voir figure 6)
2n2 1
O = .lim ———2-——:_ : . 7
n-> 4n"-2 2 7 N 2
‘\\ \\

P
.
ARANNN ALY ARARN AL ALY

TETTRN Y= T

T S

FIGURE 6



Nous avons considéré aussi. une généralisation de cet &lément & la di-
mension 3 : On prend un tétraddre et on considére 1'espace de polyndmes de
degré 2 dont la trace sur toutes les ar@tes du tétra&dre sauf une, soit un
polyndme de degré 1 & une variable. Soit P1P2 1'ar8te sur laquelle la trace
n'est pas nécéssairement un polynOme de degré‘l et P5 son milieu. Les fonc—

tions de base assocides aux 5 degrés de liberté, 3 savoir, valeurs fonction-

nelles en Pi’ i=1,2,3,4,5, sont données par (réf. Figure 7)
Pi=)\i-2)\1>\2 i=1,2
pi=x- 1=3’4
Ps = 4 Mhy

FIGURE 7

Maintenant, la partition du domaine en tétraddres que nous proposons
est celle obtenue 3 partir d'une premiére partition en octraddres ( par
exemple, ceux obtenus en reliant un point interne aux sommets d* hexdhddres

juxtaposés, s'intersectant par un sommet ou une face comme esquissé
3 la figure 8). Les tétraddres sont obtenus par la subdivision de chaque
octraddze en 4 tétraddres i 1'aide de 1'une quelconque de ses diagonales d

( voir Figure 8)



A
E F
C Deux hexaédres juxtaposés
FIGURE 8 .
Par une généralisation du procédé mené dans le cas bidimensionnel, on T
prouve que 1l'expression J(y) =det (I + V y ) & P.P. dans 0, V = §_3 EL} EL_>,
~ Bx] axz.ax3

est linaire par tétraédre. Comme précédemment, ceci permettrait de satisfaire
exactement la condition d'incompressibilité, tout en vérifiant la contrainte
ci-dessus seulement au barycentre de chaque tétraddre. Cependant on remarque
que maintenant on n'a que @=4/5, soit une perte considérable par rapport au

cas bidimensionnel qui incite 3 la prudente utilisation de ce tétraddre..

3. METHODES AVEC AJUSTEMENT DE MAILLAGE

Avant d'introduire un genre de technique que nous avons utilisé avec suc-
c8s, il convient de remarquer que le calcul 3 priori du rapport NC/NDL tel que
nous 1l'avons fait précédemment, ne tient pas en compte le fait que les relations
d'interdépendance entre les contraintes peuvent s'établir de fagon spontanée
dans des problémes discrets particuliers. On pourrait avoir alors une réduction .
du rapport asymptotique® suffisante pour entrainer la convergence pour des mé-.
thodes qui ne sauraient €tre appliquées dans le cas général. On trouve un

exemple significatif de ce phénoméne dans 1'article de Mercier [4] oii il remar-
que que lorsqu'on résoud des problémes d'élasticité linéaire incompressible

(soit avec div v = 0), avec des éléments finis P, conformes construits sur une



triangulation particuliére du domaine, on peutavoir des probldmes bien posés

et convergence: , alors que, comme on a vu, pour cette méthode on a, en général
© = 1. La triangulation en question est celle que l'on obtient & partir d'une
quadrangulation arbitraire de f, en subdivisant chaque quadrilatére en 4 tri-

angles par ses deux diagonales. L'argument utilisé&, c'est que, au niveau de

chaque quadrilatére, il suffit d'avoir div v = 0 sur trois triangles pour que
l'on ait div v = 0 sur le quatridme, v étant une paire arbitraire de fonctions
test du sous espace d'éléments fonis ainsi généré. Autrement dit, les 4 con-
traintes attachées 3 un quadrilatére ne sont pas indépendantes et dans ce cas -
on a en fait 0 = 3/4.

Or ceci n'est nullement le cas de notre contrainte non linéaire pour ce
genre de triangulations. Cependant, suivant ce principe, on a essayé de résoudre
(1) =(2) avec des éléments finis de type Plconformes,soit, en cherchant 3 établir .
des liens entre les contraintes par le biais d'une triangulation bien choisie, en
vue de réduire la valeur de O. Par ailleurs, le fait qu'en général ici 0 = 1,
c'est 3 dire la plus petite valeur pour des éléments finis de Lagrange complets,
constitue justement l'attrait de ce genre d'éléments finis pour notre probléme,
outre bien é&videmment les arguments de continuité et de simplicité déja avancés :

= La continuité des déplacements aux sommets entraine 1'invariance de 1'aire

du domaine.

- Si la contrainte est vérifi&e en un point du triangle elle 1l'est partout et
celui-ci se déforme en un triangle droit de méme aire.

Dans ce contexte, une idée qui nous a paru d'abord bien simple, a &té 1l'uti-
lisation d'une triangulation obtenue, cette fo'is aussi, & partir d'une autre
arbitrairement construite.& l'intérieur de chaque triangle de celle-ci, ap-
pelé un supertriangle, on choisit un point P4 afin de le subdiviser en trois
sous-triangle, ( véf. Figure 9). La position du noeud interne PA changerait pro-
gressivement au cours des itérations de la méthode de rélaxation, de facon a

satisfaire 3 la condition ci-dessous.

(10) aire (Tl) aire (Tz) aire (T3)

aire (T}) aire (T)) aire (T3)



Supertriangle original Supertriangle déformé

FIGURE 9

Pour chaque triangle ol (10) se vérifierait & chaque itération, on
aurait effectivement une seule contrainte au lieu de 3.

Cependant cette idée pour cet &lément n'a pas abouti puisqu'ici encore
la résolution d'un probléme de type (8) avec f,h et c nuls, équivaut : i la
résolution avec les &léments finis Pl comformes pour les supertriangles. Une
démonstration de ce fait est donnée i 1'Appendice IL, d'oll 1'on déduirait sans
difficultés que cela implique que (10) sera toujours trivialement satisfaite
pour n'importe quel noeud interne choisi au départ, dés qu'on initialise 1'al-
gorithme 1.2 par zéro ( ce qui est d'ailleurs la pratique courante). Autrement
dit le procédé n'ajoute absolument rien & la réduction du nombre de contraintes
recherchég.

Nous avons alors envisagé une méthode de résolution .basée sur ce méme
principe, mais cette fois-ci avec une triangulation’ construite & partir d'une
quadrangulation de Q qui, mise i part la convexité des quadrilatéres, est entidre-
ment arbritaire. Le maillage final est obtenu en subdivisant chaque quadrilatére
en 4 triangles 3 1'aide d'un point interne dont la position est ajusté itérative-
ment. Le principe de cet éjustement est semblabe au précédent, 3 savoir, on cherchera
les coordonnées x,y des points internes de facon 3 égaliser les rapports entre les
aires des soustriangles en configuration originale et en configuration déformée.

En se référent 3 la Figure 10 ci-dessous, on pourrait, par exemple, chercher des PS

tels que

(11) aire (T.)  aire (T')) aire (T.) aire (T',)
Do i e 2 2

aire (T4 ) aire (T'a) aire (T3) aire (T'é)




Configuration initale dy quadrilatére Configuration du quadrilatére déformé

FIGURE 10

soit vérifiée a chaque itération de l'algorithme de rélaxation.

Le probléme de déterminer ces coordonnées x,y est en fait non linéaire,
raison pour laquelle on a préféré de le résoudre itérativement. Par ailleurs,
nous n'avons pas beaucoup & dire a présent, au sujet de 1'existence et 1'uni-
ticité d'une solution 3 ce probléme, 3 part le fait que dans les régions i fort
gradient de u, notamment celles proches del'o, il est trés possible que pour
les premiéres itérations de 1'algorithme 1agrangieg, des solutions se trouvent
en dehors du quadrilatére, ce qui doit &tre de toute é&vidence exclu. Nous re-
viendrons sur ce point par la suite. D'autre part, si le gradient est petit,
on s'avoisine du cas linéaire ol 1'on sait que la réduction recherchéa peut
étre obtenue.

A Compte tenue de ces faits, on s'est contenté de proposer une méthode ité-
rative de recherche de noeuds internes vérifiant (11), qui n'est peut-€tre pas
la meilleure sur le plan de la convergence, mais qui all'avantage d'étre trés
simple 3 mettre en oeuvre. Elle ést définie comme suit :

On prend pour approximation initiale x°,y° des coordonnées du noeud interne
P5 d'un quadrilatére Q, -les derniéres obtenues & 1'itération précédente de 1'

algorithme de relaxation. Ensuite pour i = 1,2,3,..., on calcule les coordon-

o i i A o
nées x ,y de P5 quli résolvent le systéme :

aire (T}) i-1" aire ((Ti_l)')
(]2) — = r ol rl ! = !
. i i
aire (T4) aire ((Tz l)')
. i : =
aire (T,) el . -y aire ((T§ Hhn

3.9 ~ovq TR NN
aire (T3) aire ((T3 ")
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i
j étant les triangles définis par la subdivision de Q avec le noeud

(xl,yl) et (T})' étant le triangle déformé obtenu par la résolution de (7b)
avec les noeuds (xl,yl), j=1,2,3,4.

On remarquera que (12) donne lieu 3 deux equat1ons 11nea1res d deux incon-
nues x1 et y . Sur les questions de l'existence de (x s Y ) et de savoir si ce
point sera effectivement un point interne du quadrilatére pour tout i, on
remarque d'abord qu si (xi_],yi_l) se trouve assez &loigné de la frontiére de
Q et si h est suffisamment petit, on peut espérer que le Jacobien de up ne sera
pas négatif quelque soit le genre de charges appliquées. Dans ce cas,'P' restera
d 1l'intérieur de Q' (voir Figure 10) et les rapports entre les aires ' et
ql—l seront positifs. Or, si Q est un quadrilatére convexe, chacune des é&quations
(12) représente une droite qui joint deux points situés sur deux c3tés opposés

de Q (voir Figure 11). Par conséquent, elles s'intersectent & 1'intérieur de Q.

aire (Tl)

aire (TA)

aire ( T2)

aire (T3)
FIGURE 11

Enfin sur la questiond'éviter la génération d'une suite de points internes
convergeant vers la frontiére de Q : On introduit d'abord des bornes supérieures
et inférieures pour r/(r+1) et q/(q+1) de type 1/2+8, ou § :est convenablement
choisi dans 10, 1/2 | A partir du moment ol celles-ci sont dépassées pour 1l'un
des rapports b et ql, on fixe le noeud en question pour tout ie reste du proées—
sus, ce qui équivaut 3 renoncer 3 &établir des relations d'interdépendance entre

contraintes au niveau de ce quadrilatére.



Pour plus de détails sur cette méthode qui a donné des résultats satis-—
faisants tantGt sur le plan de l'incompressibilité, tantSt sur le plan de la
convergence lorsque h rend vers zero, nous nous référons d 1'article [ 6 1,
dans lequel nous présentons plusieurs exemples calculés sur ordinateur. On
voudrait néanmoins conclure avec une remarque particuliérement importante sur
la fagon de compenser dans les calculs, la perte de la possibilité offerte
par l'algorithme de Glowinski & le Tallec de factorisation de la matrice de
discrétisation de (7b) une fois pour toutes 3 la toute premiére itératioﬂ,
qui clairement n'a un sens que si le maillage est fixe tout au long des itéra-
tions. On note en effet que dans la pratique, 1'ajustement de maillage ne per-
turbe pas beaucoup les coefficients des matrices de discrétisation de (7b),
qui maintenant varient progressivement. C'est pour cela que les méthodes de
type gradient conjugué avec préconditionnement offrent une bonne alternative,
en particulier si 1'on utilise pour le conditionnement une matrice obtenue par
la factorisation de la matrice gEnérée par un maillége fixe judicieusement

choisi, par exemple, le maillage initial, faute de mieux.
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APPENDTICE 1

Sur 1'élément quasi-linéaire symétrique

I.1. On va d'abord prouver que pour 1'élément simplicial de degré 2 a N+2

degrés de liberté, dont les fonctions de base sont données par :

P
y 5 P42
. &me . -y - .
i sommet’. Py Xi NeT > L ‘1,2,...,N+1
U - N N+l
barycentre G : py ., =2 ) Xil.(N+l)/'N
P i=1 j=i+1* 3
i 3
! :
N+2
vaut la propriété suivante : Si v = Z o;,p;, ona
i=1
v 9TV
(1) ~—(G) = 57—(G)
au ou N+1

< ~ . . N ‘
ol U représente une direction quelconque de R et Tv = z o.A, .

Compte~tenu de 1'expression des fonctions de base données ci-dessus, il
suffit de vérifier que le gradient de Py+2 esﬁ nul eﬁ G . Prenons doﬁc
N directions n'appartenant pas au méme hyperplan de dimension N-1, par
exemple, celles de N arétes issues d'un méme sommet P, du N-simplexe.

Soit donc o, la direction de 1'aréte qui relie P] 3 un sommet quelconque

k

P, , k=2,3,..., N+l orientée dans le sens P, a8 P, . On pose
k 1 k

Pyeo = 2pN+2/(N+1)N et on a

N+1
P = A .+ XA et
N2 jgz 1 2« § <y '3
i < j < N+]
ey O NE‘ X NE‘ 28 ; a, )\
= .+ A — + A+ A
da, Bak j=g 1 322 da 5 <% < 3 day 3§ Qo i




D'autre part on a :

oA oA

j . . k 1 .
=0 si j#k et = =— si j=k,
aak aak Qk
axl l
§az-= - f; , ol Qk est la longueur de PIPk .
Donc
p N+1 N+ 1
“N+2 1 i 1
== L A 4 T A+ ) A
R i R oS M T S T S Y AP
Soit -
Puz 1o,
aak Qk 1 "k
Ce qui d . 8pN+2<G)_l_( IR N
e qui donne enfin 55;———— = zk W T e =

I.2 On va prouver maintenant que si 1'on approche le probléme (8) avec

cet élément, on a convergence d'ordre h en norme Hl(Q) discréte, dés

que u € H*(Q). Par simplicité on suppose que Q est un polygdne (Q C R?).
On définit d'abord ce probléme approché par

IS
Trouver uy Vh tel que

®),

= ' €
ah(uh,vh) Lh(vh) v vy Vh
oli Vh est 1'espace engendré par les fonctions dont la restriction 3 chaque
simplexe K , appartient & l'espace P2 réduit comme défini dans le texte,

et qui s'annulent aux noeuds placés sur FO , tout ceci pour une " triangulation

o donnée. Les formes a, et L, sont définies par :

h h
a, (u, ,v,) = z f (AVu, .Vv. + b.Vu, v, + cu, v, )dx
h ' h’ h K € rGh K h h h'h h'h
) ) [ Vv, ) [ gva
L (v,) = fv, + d.Vv )dx + gv, ds
P ke, JK h b Jr* b

I1 est facile de vérifier que la semi-norme H'-discrate . ”h définie par
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1/2

v, Iy = | 2 [Vv Vv
h'h ]:Kecrzhx h h:l

est une norme sur 1l'espace Vh .

On rappelle d'abord 1'inégalité de Strang [ III ] pour les m&thodes non

conformes : ‘ lEh(u’wh)l :
lu-u, I, <C inf  flu-v, l_ + sup —_——
h'h v. €V Bhuey  w
h h h h h h
ol

Eh(u,wh) = ah(u,wh) - Lh(wh) .
Le premier terme du second membre de cette inégalité peut €tre majoré de

fagon tout 3 fait classique dans la théorie de 1'approximation, par

Ch fu ll I1 reste 3 estimer le second terme.

B2 (Q) °

Pour chaque N € Vh on définit M vy, ~comme étant la fonction dont

la restriction 3 chaque simplex K est le P, interpolé de v

Tn h-

aux sommets de K ; il est évident que € V . D'autre part on va

T, Vv
h'h
supposer que 1l'on utilise la formule des trapézes pour 1l'intégration
- . *
numérique sur ' . On a :
‘alu,m

- = - = [ .
W L(ﬂhvh) ah(u,ﬂhvh) Lh(nhvh) 0 Y vy Vh |

On peut donc écrire :

E.(u,w,) = a, (u,w.=T.w,) = L _(w,=-T, w, ) = Z { f AVu.V(w, -m_w, ) -
h'%*¥h B TR T e R e h ke, Uk h 'K'h

- &.V(wh—ﬂKwh))dx + [ (b.Vu+cu—f)(wh—ﬂKyh)dx]

K

Maintenant, si l'on considére un élément de référence K et si l'on fait

un changement de variable, avec les notations habituelles [ II ] on obtient :

|fK Vu.V(wh-ﬂKwh)dx| <cC IJE AKeﬁ.(§Gf§ﬁﬁa)dx| et

( ~n Am A A
] d.V(w,-"_w )dx < Ch |f d-.(Vw—Vﬂ«w)dxl
JK h K Q e K K

ol wh(x) = ;(;) , u(x) = u(;) et les matrices AK et les vecteurs dK
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.sont tels qu'il existe une constante C indépendante de h telle que

< ©
IIAKII+||dKII < ¢ VK?”Gh.
Soit maintenant la forme bilinéaire 2 définie sur H? (RK) x P

oi @, [Pl cfc @2 est notre espace 0)2 réduit sur K
a(u,v) = L AKVu.(V:r-V'nAv)d;:
K K
Maintenant, G &tant le barycentre 12, on a

~

= aire(K) 5—:% (G) et donc :

S
)
S

L %, “*‘gi‘,’>d§= 0, i=152,...,N.

(=}

On a donc : a(d,v) 0 si € @1 et VE [/

=)

"
(=]

a(a,9) si € H2(K) et v E ®

En appliquant le Lemme de Ciarlet [I ] pour les formes bilinéaires, on a :

2@ 0| <clal, z Ivl, z

Enfin, par passage a4 1'élément courant et sommation sur ‘:(sh on obtient :

| Z f A.Vu.V(w

dx < Ch u w

h "K"h h "

Avec un développement analogue et en appliquant le Lemme de Bramble-Hilbert

[I1 ] pour les formes linéaires, on obtient :

) d. (Vw, -Vm w )d%| < Ch llw,_ |
K Eer fx h ' 'h"h h'h
h
Enfin, compte-tenu du fait que
- <
llwh oW HO,K < Ch i!wh I 1,k °na

: -7 < = <
Lz e(wh h Il e "o,g ilwh "hwh ”o,Q Ch lle ”(),Q."wh IIh

avec e = b.Vu + cu - f , et on a le résultat recherché.
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I1.3. Maintenant on va vérifier que si f, b et ¢ sont nuls, le probléme
approché équivaut au probléme

*
c
Trouver u Wh tel que
(8)] '
h *
= (S

a(uh,wh) L(wh) v Wy Wh

ol Wh est le sous—espace de V des fonctions linéaires affines par

N-simplexe. Tout d'abord on remarque que, comme Wh C Vh’ uy étant la solution

ah(uh,wh? Lh(wh) L(wh) Y W Wh

D'autre part, d'aprés la forme des fonctions de base de ® on peut écrire :

K K

u =u +u ol u €W et u = Z O Pyyo

h h h h h h
K E'ﬂgh

K _ . . - .
les o étant des coefficilents constants et étant la fonction de

K
PN+2-
base associée au barycentre de K .

I1 est clair que pour tout sommet Pi de Z;l on a uh(Pi) = G'(Pi)

On en déduit que

~ _ } e R
a(uh,wh) + ah(uh,wh) L(wh) v vy wh , ol
— K K
a, (u, ,w, ) = Z f o AVp, ,.Vw, dx
h* " h’"'h K € cﬁ;}) K N+2 "h

Comme th est constant sur K , 1'intégrale ci-dessus se réduit au calcul

d'une somme de la forme : N
z c. J apN+2
. i

o~
i=1 K axi dx » dou

ap om_p
(11) - N+2 dx = K'N+2 A =0 (A, dénote 1'aire de 1'élément K)
K ox axi K K .

i

On peut donc calculer les composantes de uh aux sommets de ‘ﬂ%h , non

seulement de fagon indépendante des valeurs aux barycentres mais par la résolu-
tion pure et simple du probléme (8)& , S0it, avec des éléments 67] conformes.
I1 reste 3 prouver qu'en fait

K N+1

u _ uh(GK) _ 1 K K

K K K
u, avec u, = gh(Pk), P et G

1
N+2 N+1 k k k

It o~1 4

k=1



...24_

8tant respectivement les sommets et le barycentre d'un simplexe K .

Pour cela, il suffit de rappeler que UE;Z est donné par :

N+1 N 3 K 3 K N 3 K 3 K
LRy - 7 T oa J P Pns2 I oa f Pr+2 P2
ii 0x, OX. ij 9x, 0x .
N+2 k=1 k i,i=1 1] g X, xJ . 1] X, xJ
1,3=1
. K K K , P
Compte~tenu des faits que P = Ak - pN+2/(N+1) et de (II), on déduit que
K BAE ap§+2
L(PN+2) = f . Tox dx = 0, d'oi le résultat.
: .
Remarque. Pour étre rigoureux, l'équivalence qu'on vient de prouver ne se

. 2 . . s , i *
produit que pour quelques schémas simples d'intégration numérique sur r .
quelq P q

Cependant, la différence entre les solutions obtenues est dans tous les

cas négligeable.
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APPENDICE

Sur le supérélément linaire par morceaux

I

Soient d'abord 11,12 et 13 les coordonnées barycentriques du noeud

interne P4 , par rapport aux sommets Pl’

et P

3 d'un super triangle

K et p; la fonction de base associée au noeud Pi , 1 =1,2,3,4.

Pour prouver que les composantes de u

h

aux sommets des triangles peuvent

etre calculées indépendamment des composantes aux noeuds internes et en tant

que celles de la solution d'un probléme approché avec des &léments finis de

type ﬂ’]

comme dans 1'Appendice I.3, il suffit de vérifier que sur un &lément

. = <
fK AV)\i.Vp4 0 1

J AVX.Vp. = [ AV VX,
k 3 Jg 1

Ou encore que

op
I -——é =0 et
K

3T,
o,

f 1

K aQ'k

op.
[_"J_=
K sz

Qk €tant la direction d'un cOté quelconque de

i<3 et

1<i,j <3,

K . On pose £

k

conformes pour la triangulation composé&e des super triangles,

Kon a :

= 1ongueur(2k) et

en observant la figure de gauche ci-dessous on peut écrire sans perte
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de la généralité

P]
K 153
ay |,
Y/
> /4
4 K
P3 Q] >—f—>
[ EE&.: ég._,é§.= §g=- - 92; = 0 puisque A, =X AK
X 321 Gy Qy VXZBI _ 1311 i i

ce qui prouve la premiére &galité. Pour la deuxidme on a deux cas &

considérer (se référer 3 la figure de droite ci-dessus).

Bpl ) XIAZ X1A3 ) BA] )
a0, = ot o T sp, dx =0
kK 1 2 3 K 1
et
ap A A3(1—A2)

] 2
— dx = + —
[K %, I, B
. Bpl A BX]
Cependant B = A312 d'ol f TN dx = T sif-dx
K K
Maintenant on va prouver qu'en fait on a :

L= uh(P4) =‘£ A.u, ol u, = uh(Pi) i=1,2,3.

D'abord des calculs précédents on déduit que L(p4) = 0 . Or, en prenant
Vi =P, s On voit que u, est une combinaison linéaire des u; Pour

avoir le résultat désiré il suffit donc de montrer que

op, 9p ap, 9p
4 Px Py Py < i -
[K 5%, a%, 9F T *kf 3¢, oL, o* ! <3 <3 pour k=1,2,3,
1 ] K 3 i

ou encore, sans perte de la généralité, que

dp, dp, 3
J -z’-_31_dx='>\,f——z—‘—3‘idx i,j =2,3
K 32i PY) K azi alj

Mais

op, 9 dp, dp dp, op
f—'—p" *zld“f a—z_a’ﬁ]"dx*f 3T AT, 9% T i = 23
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Pour K2 on a :
Jap& Pl =0 [ L R T B
k%2 %% k, %3 %, vy I, LY
j EE&- EEL dx = —Az ]-A3 = (1_13)AK et f 3P4 apl dx = 0
= = > - =
K2 823 £3 Y Y Azfs K2 8%2 823
D'autre part
[ otatos | mgtaceoe| gt et
K2 2 3 K2 2 2 K.2 3 3 Azl3
Pour K] on a
ap op A A f ap ap ﬁ:
4 4 1 4 4
—_—  —— dx —~z'="&—‘2’ = =" dx = et
fK] 822 322 $ AIQZ Kl 323 323 AIQB
f ili[_} _B.I_)idx= —TTAK
K 322 823 Al 273

les indices 2 et 3.

Enfin pour K, on permute dans les résultats pour K2

3

En recollant tous les morceaux on trouve enfin :

dp, 9p -\ ap
1 4 3. 4,2 o

[ w— = dx =~ A = -2 f GG dx , soit

K 23 23 x21§ K 1 K 323
ap ap ' op

fsz—l ot o - f )" o et

K 2 2 K 2

g % ¥y T2, Py 9%, 32y
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