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'RESOLUTION NUMERIQUE D'UN DEPLACEMENT DIPHASIQUE

EN MILIEUX POREUX EN PRESENCE DE GRAVITE ET DE FORCES CAPILLAIRES

Gabriella SALZANO

"RESUME

Dans ce rapport on étudie le probléme du déplacement unidimensionnel
avec gravité de deux fluides immiscibles (eau et huile) dans un milieu poreux.
L'équation qui régit ce déplacement est une équation aux dérivées partielles
parabolique. avec un terme de trénsport non monotone. On a associé a cette
équation plusieurs types de conditions aux Timites. On présente aussi de
nombreux résultats numériques obtenus sur des données réalistes.

ABSTRACT

In this paper we study one-dimensional displacements of immiscible
fluids (water and o0il) in porous media including gravity effects. The equation
modelling these displacements is a partial differential equation of parabolic
type with a non monotonous transport term. With this equation, we have
connected various boundary conditions. We also show many numerical results
from realistic data.
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INTRODUCTION

On considére un barreau de roche poreuse, vertical , imbibé de
pétrole. On injecte de 1'eau & une extrémité du barreau. L'eau pousse le
pétrole selon les lois du déplacement dans un milieu poreux de deux liquides immis-
cibles incompressibles. (Marle [11). En négligeant les variations de 1a concentra-
U a 8 tion dé 1'eau perpendiculairement & 1'axe

du barreau, on peut donner une formula-

tion unidimensionnelle du probléme.
On notera a et b, les deux
Figure 1 extrémités du barreau et,
T > 0,1a durée des observations.
X - On pose & = Ja,bt et Q = x 30,TC.
y ub7 N Pb

pd

Les équations qui réglent le déplacement des deux liquides immisci-
bles dans un barreau en présence de gravité, peuvent s'écrire suivant Chavent [1, 21:

(1.0) e 2D (qb(u) - Ke(u) o, =0 dans Q
ol

(2.0) q.=-Kd(u) (2P -1 dans @

avec

(3.0) E%—= 0 dans Q

et

(4.0) r = - Ka'(u) %% dans Q

u est la saturation de 1'eau H
P est 1@ pression "globale" (cf. Chavent [1]) ;
h est Te potentiel de gravité ;

K et &sont la pérméabilité absolue et 1a porosité du barreau ;



En appelant k1 et k2 les mobilités relatives de 1'eau et de
1'huile , Py et Py Tes masses volumiques des deux liquides, et Pc(u) la
pression capillaire, les fonctions &', p, b, ¢, d sont définies par :

kq.k

/ a'(u) = T(%é . (u)
k,p4+k,p
p(u) = - 1; 22
172
kl—k2
(5.0) < b(U) = T(—:ﬁ:kz
ki ky
c(u) = FI;EE (01' 02)
d(u) = k1+k2

Comme les fonctions k1 et k2 sont du type tracé sur la figure 2,
la fonction c(u) n'est pas monotone.

CA I
kg ke

Figure 2

0 1 IE 0 A T o
k) (u) ()

On a associé au probléme (1.0) = (5.0) plusieurs types de conditions

initiales et aux bords qui seront définies dans la suite.

Aux points ol u(x,t) est continu, les débits d'eau et d'huile
sont respectivement :



ah

P1(xst) =g + gb(u) + K c(u) 5 % + riv)
(6.0)
)
‘Pz(x,t) =q - gb(u) - K c(u) 32-- r(u)
Dans la suite, on a fait les hypothéses suivantes :
(H) - c(u) %% =g . c(u) . cosy

q(x) = constante, donnée

ol g est T'accélération de gravité et vy est 1'angle formé par le barreau et
la perpendiculaire au sol.

Dans 1'équation (1.0), deux termes du premier ordre sont présents :
1'un monotone g% gb(u) et 1'autre non monotone X Kc( ) ah , di & Ta gravité.

Dans Chavent Cohen [1], on trouve une étude de 1°' equat1on (1.0)
dans le cas o@ 1'on neg]1ge des effets de gravité.

Dans le Chapitre I, au contraire, on n'a gardé que le terme non
monotone, i.e. on a posé :

(H1) q=0 -

(ce qui peut s'obtenir en choisissant p constante et en imposant une différence
de pression P(b,t) - P(a,t) = p(b-a) entre le bas et le haut du barreau).

Pour ce probléme d'école, on a supposé :
(H2) K=l ; ®=1 5 g=1 ; cosy = 1 (barreau vertical)

On a considéré les deux cas suivants : sans capillarité (a'(u)=0,
i.e. cas hyperbolique) et avec capillarité (a'(u)#0, i.e. cas parabolique).



Dans le cas sans diffusion capillaire, le probléme s'écrit sous
forme faible & 1'aide d'un principe d'entropie(Kruzkov [1], Le Roux [1] ) qui
fixe les discontinuités et dont on doit tenir compte dans le choix des conditions
aux bords. Une bonne approximation numérique du probléme doit tenir compte
de ce principed'entropie d'oti 1'introduction du schéma aux différences finies
de Godunov ( Le Roux [1, 2] ). Nous avons comparé ce schéma aux différences
finies (approximations par des fonctions constantes par intervalles de discréti-
sation) avec celui obtenu avec des éléments finis discontinus de degré 1
(approximation par des fonctions linéaires par intervalle, discontinues d'un
intervalle a 1'autre).

Dans le cas avec diffusion, 1'é&tude mathématique du probléme est
faite dans Chavent [11, [2]. Dans ce cas, on peut imposer des conditions aux

bords plus variées, en particulier de conditions sur les débits d'eau & 1'entrée
et & la sortie du barreau. On a introduit un schéma aux &léments finis discon-
tinus de degré 1 qui est adapté aux cas ol la diffusion est faible, c'est-i-dire

qut soit tel que, dans le cas limite de diffusion nulle, on retrouve les
schémas construits pour le probléme hyperbolique.

Dans ce premier chapitre, toutes les fonctions a, p, b, ¢, d sont
données analytiquement et les solutions calculées sont comparées & des solutions
exactes. ‘

Dans 1e Chapitre II, on applique 1e schéma proposé & un cas
physique réel, avec en particulier, la présence de deux termes de transport
(q#0). Les conditions aux bords utilisées sont réalistes : en haut, saturation
en eau fixée ou injection d'eau ou d'huile ; en bas, condition unilatérale
sur la saturation dérivant de 1a loi de continuité des pressions ou saturation
en eau fixée.



CHAPITRE I

SEPARATION PAR GRAVITE DE DEUX FLUIDES IMMISCIBLES EN MILIEU POREUX

I.1 - ETUDE DU PROBLEME (1.0) + (5.0) SANS CAPILLARITE

1 - INTRODUCTION

Les équations (1.0) + (5.0) se réduisent dans le
cas ol on néglige 1a pression capillaire Pc et avec les hypothéses (H), (H1l),
(H2), & 1'equation ‘

au ac(u) _
(1.1) sttt 0 dans Q

La condition initiale qu'on assigne est :

A

(2.1) u(x,0) = uo‘(x) X e R

-~

On sait qu'en général, on ne peut pas imposer & la solution de
1'équation (1.1) les conditions aux bords :

u(a,t) =
(3.1) t ¢ 10,TC
u(b,t) =

!
=

{
=
o
—
(ad
~—

oll Uy et uy sont les saturations en eau au contact extérieur avec le barreau
respectivement en haut et en bas.
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En

+
u
X

posant en chaque point (x,t) ¢ Q

U(X'O,t) u; u

+ -
U(X+0,t) . ub = ub

c g e - 4 - 4
I[ux,uX] = Cinf(u,,uy ), sup(ug,uy)d

les conditions aux bords qu'on doit se donner, sont, suivant Le- Reux [1]

(4.1)

et

(5.1)

(6.1)

(7.1)

ou

ou

On

(sgn(u(a+0,t))-k))(c(u{a+0,t))-c(k))

(sgn(u(b-0,t))-k))(c(u(b-0,t))-c(k))

-+
bien c(u(a+0,t)-c(k) <0 Yke Tlu,,u.]
@ E)k - * Ve 20,70

bien u(a+0,t) = ua(t) Yt ¢ 10,TC
: - o+

u(b-0,t)-k B ¥t ¢ 10,TC

bien u(b-0,t) = ub(t) Yt ¢ 10,TC

peut écrire (4.1) et (5.1) de facon condensée par :

A

0 ¥k ¢ I[u;,u;] Vt ¢ 10,70

Y

- 4
0 VYk e I[ub,ub] Vt ¢ 10,TC

avec sgn(.) = fonction signe. On va résoudre numériquement le probléme défini
par (1.1), (2.1), (6.1), (7.1).

Ax=h, et [0,T] en H intervalles In = [tn,t

2 - EXPOSE DE LA METHODE D* APPROXIMAT ION

Découpons © en I intervalles I. = Exi,x.+1], i=1l,...,I, de longueur

ﬁ+1 1

1, n=1,...,N de longueur At. On pose :



(1.2) Vo= (ve Lz(sz),vl e PX1L), i=l,...T
L
od Pk(Ii)est 1'espace des polynomes de degré < k sur Ii' Alors, pour chaque

t", on cherche UE'C;Vh, telle que

ntl n n
Up - ~Up ac(uy)
h pe.
(2.2) Sy T véx n, s vdx + (c(ul(x;)) - c(ED)v(x;)

- (elup(xgyy)) - e(Ef,))Vixg,q) = 0

Yv ¢ Vh

ol les valeurs g? et £?+1 sont déterminées de 1a fagon suivante.
En utilisant les notations :

n n +n n -n n
u' = u u, = u (x;+0) u. = U (x;-0) ¥n=1,...,N
h ! i ! ¥i=1,...,1+1
(3.2)
I[u;",u;n} = [inf(u;n,u:n), sup(u;n,u?")] Yn=1,...,N
Yi=1, »I+1
Yi=l,...,I+1, g? sera tel que
(4.2) sgn(ui" - wiMe(e]) < sgn(ui" - uIMe(k) vk e 10u3",uf"
Avec les notations (3.2), le schéma numérique sera donné par (4.2) et
n+1 n n
u -u ac(u’) n, _
(5.2) fIi —p— vdx + fIi 3 vdx + (c(uz) - c(&;))v(x;)

) (c(u?+1) ) C(5,1'1+1))V(X1'+1) =0
VV € Vh, Vn=1,-.-,N9 Vi=19---31

3 - COMPARAISON AVEC LE SCHEMA DE LESAINT-RAVIART [1]

On rappelle que pour 1'équation

ou ou _
(1.3) 3ETA5x "9 dans Q




dans Lesaint-Raviart {11, on définit, pour une discrétisation en
espace, 1'espace V, comme dans (3.2), T = {a,b} la frontiére de @,
T, ='{xi,xi+1} et enfin, si v.(x) est Ta normale extérieure & I'y» on pose :

Iy = {xe Tyt quy(x) = 0}

+ _ . '
Iy = {x eTy : qui(x) 2 0}

n _ n e <

gh = trace de up, sur Pi extérieure 3 Pi

(On vérifie facilement que la définition ci-dessus de gg coincide
lorsque c(u) = q.u, avec (4.2)).

Alors Ta résolution numérique de 1'équation (1.3) revient &

chercher, pour chaque temps t", une fonction u: C-Vh’ telle que :
u2+1 ) ”2 3”2 n n
(2.3) fIi —— vdx + fIi q -5 vdx - IP; qvi(x)(uh - £ )vdx= fIi gvdx

Yn=1,...,N, ¥i=l,...,N, ¥v ¢ Vh
Si g a un signe constant, on a F; réduit & un seul point, Vi=l,...,I,
ou bien I, = {x;} ou bien T, = {xi+1}.

§

Si q est positif, on a F; = {Xi}‘ Alors

q(x;) v;(x;) = -q(x;), et on a, avec les notations (3.2) :

- T vy - gD vdx = g(x;) (" - E)v(x;)
1

Si q est négatif, on a r. = {Xi+1} et q(xi+1) v(xi+1) = q(x1+1)
et donc :
-n n

- fl"; CI\).i(X)(unh_ gnl-?vdx = -Q(X_i+1)(u_i+1 - €i+1)v(x1'+1)
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La relation (2.3) donne les deux schémas :

sig>0
n+l_ u"
u au +n n _
fIi ‘"“E‘" vdx + fI q - vdx + Q(”i - gi)v(xi) = fIi gvdx
V'i=1,2,...,1, Vn=1,...,N, VV € Vh
et sig<0
! un+1'un‘vdx + f au vdx - q(u; - " ) ';
I T I 93x 9 1+1 i+l V(Xi+_1) = I gvdx

¥i=1l,...,I, ¥n=1,...,N, Vv ¢ Vh

Ainsi le schéma (2.3) de Lesaint-Raviart est le schéma (4.2), (5.2)
écrit pour une fonction ¢ 1linéaire.

4 - COMPARAISON AVEC LE SCHEMA UTILISE DANS COHEN [11

Supposons maintenant c(u) monotone croissante.

Si u;n < u:n, (4.2) donne c(g?) < c(k), Yk € I[u n +n]’ et donc
gl = ui” ame si u >0t (4.2) d M 2 c(k), Yk I[un+n1et
&§ = U; . De méme si ug >u;, (*.2) donne c(g5) = c(k), Vk « i
g? = u;"[ De 1a méme fagon, on voit que si c(u) est monotone décroissante, '
+n

o
>
o 4]

toujours g? = Uy

En replagant ces valeurs calculées pour E? dans (5.2), on obtient,
si ¢ est monotone croissante :

n+tl n n
u -u ac(u’) +ny -n -
(1.4) J'Ii 5 vdx + fIi 3% vdx + (c(ui ) c(ui ))v(xi)

¥Yn=1,...,N, ¥i=l,...,I, ¥v ¢ Vh
et si ¢ est monotone décroissante :

n+l_
(2.4) S " vax + 1, ‘2_?.(Ll vdx - (c(uny) - (Uil Vi) =

¥Yn=1,...,N, Vi=l,...,I, ¥v ¢ Vh

On constate que le schéma (1.4) coincide avec le schéma utilisé
dans Cohen [1] qui n'est donc que le schéma (4.2), (5.2) écrit pour une
fonction c monotone croissante.



11

5 - ETUDE DU SCHEMA (4.2), (5.2) POUR k=0

Pour k=0, on obtient facilement le schéma de Godounov aux
différences finies. En effet, pour k=0, on a, sur chaque Ii’ V=V =X (%)

ol ¥, est la fonction indicatrice de I.. D'autre part, on pose : !
I,i i

I
uﬂ =u" = 1 uD(x)v.(x) n=1,...,N+1

On écrit (5.2) pour les fonctions de bases Vs de Vh et on obtient :

(1.5) s Efti:ﬁi v.(x)dx + S ac(un v, (x)dx + (c(uq) - c(gq)) (%)
: I, At i I; 7 ox i i i/7V4
- (e(uily) - c(E] )IVi(xs 4) = 0 Vi=1
i+l i+17779V 41 2
Comme u" = u? dans 11,
un+1-un u?+1-u? .
fI-i Tvi(X)dX =——A—_E—AX V'|=1,...,I
n
rp B v (xdx = 0 vi=l,...,I
i X i ,
c(u:n) = C(”;:1)' ¥i=1,...,I
et donc on a :
n+l n, AX n n . n
(2.5) (uy "-ug) 35 - (c(8y) - c(E4,1)) = 0 Vi=2,...,1, ¥n=1,...,N
En posant :
Ax _ 1
(3.5) W

on obtient le schéma suivant :
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=l - e,y - e n=l,....N i

il
N
-

u NP |

g? réalisant (4.2)

n+l

(4.5) up o= ua(nAt)
n=1,...,N
+1 '
u?+1 = ub(nAt)
ul = U (x;) i=1,...,1+1
1 0 1 9 e 00y

qui coincide avec celui &tudié dans Le Roux [1], [2].

6 - ETUDE DU SCHEMA (4.2), (5.2) POUR k=l

Voyons maintenant quel est le schéma qu'on obtient si dans la
définition (3.2) on pose k=1. On a :
Vh = {v e LZ(Q):VI € Pl(
: I.
i
i+l
Vh’ linéaires, de support Ii’ définies par :

Ii) s i=1,.--,11

On note : . v: et v, ., i=l,...,I les fonctions de base de 1'espace

1 s x=x. 0 si X=X,
+ _ i - _ i
V.i (X) = v'i"l’l(x) =

0 si X=X4,1 1 si X=X 1

Exprimons u" en fonction des fonctions de base :
n I

u = I (u
i=1

+n  + -n - -
i vi(x) + Usiq vi+1(x)) ¥n=2,...,N+1

On obtient, de (5.2), avec v=v:

ntl n n |
(1.6) fI ii7ﬁrlL-v; dx + fIi EE%%—l v?(x)dx + (c(u¥") - c(E?))v:(xi) =0
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Explicitons 1'éguation (1.6). On a :

1 +1 n +n+l  + +y2
53 fIi (un -u) V: dx = g% fI.(u n -ui")(vi) dx +

-n+l + dx

ey V5 Vs 541

5t 71, (Uip] ~Uie1

Dans la suite, on utilisera toujours, pour approcher les intégrales,
la formule de Simpson :

(2.6) 2 fx)dx = 222 (F(a) + 4F(ZR) + £(b))

Donc :

1 n+l_ ny + N -n+1_ Ax +n+l_ +n
(3-6) gt fp, (T axs e (T e ()

..i

Par ailleurs :

1, 23%521 vidx = euiipvilxg,y) - c(uiMvi(xy) - i1, C(”n)igg dx =
= -‘c(u:n) + i%-fli c(un)sx
En utilisant (2.6), on obtient :
(4.6) fIi aeé:n v? dx = - c(u:") +-% (c(u:n) + 4c(gziggi;l) + C(”;21))
L'équation (1.6) sera donc approchée par :
RGPS AR JCOH 4(—2—1-> * cluiy)

- c(g) =0
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c'est-a-dire, en tenant compte de (3.5) et en posant :

c(ufn) = cih i=1,...,I+1
i i
-n -n _
D
+n, -n
c(ui +u1+1) n i=1 I
2 .i_'?l H] b
1, 4+n+l +n 1, -n+l -n n
(5.6) §-(u ~u; ) te (ui+1 u1+1) 6 [c +4c1+l +°i+1'6°(€i)]
2
En posant v=v;+1 dans (5.2), on obtient, de 1a méme fagon :
1 un+1-un - _ acgunz - -n
(6.6) At fIi —xt Vit1 dx + fIi s Visl dx - (c(ui+1) -
(£, 1) Vi1 (Xsyq) =
i+17 T i+1VT+]
1 n+l_ n, - o AX o 4ntl_ 4n -n+l_
(7.6) at Jp, (WY (d = R (ug-ug) ¢ e (V341 ~uih)
(8.6) roo W) b xydx = ol Loty geM 4 eI
’ I, ax i+l i+l [ i+% i+1-
dont on déduit :
+n+1 +n Ax -n+l_ n n _
ge (MM - g (Rl - g o] Mee] preiiy6e(Eqyy)] = 0
2
et avec (3.5) :
1, +ntl 4ny L 1, -n#l_=ny _ W o n LN gD 1))
(9.6) E'(ui -Us ) +3 (us1q ui+1) g [ +4Ci+% i+1 (8541
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De (5.6)et (9.6) on tire enfin, pour tout i, 1< i <1 :

(10.6) il = gt - W remac” | el rac(e])Hac(e], )
2
+n+l _  +4n +Nn, ,.N -n n n
(11.6) ug o ug - WD egHAe ey g-de(Ey) - 2¢(E5,4))

o]

Donc, dans le cas k=1, on utilise le schéma défini par (4.2),
(10.6), (11.6) et par les relations suivantes :

(12.6) u™t = u(nat) n=1,...,N

(13.6) u?i{l = ub(nAt) n=1,...,N
-1 41 _ .

(14.6) ust o= U= uo(xi) i=2,...,1

7 -~ DETERMINATION NUMERIQUE DE E?, i=1,...,1+1

Pour la détermination numérique des valeurs &?, i=1l,...,I+1, on
a effectué une discrétisation des intervalles I[u;n, u:], i=1,...,I+1, en
2 sous-intervalles d'égale longueur, % étant fixé, et on a cherché le minimum
de 1a fonction :

sgn(u:"-u;")c(.)

entre les points zj = Uy - j(ui - u;n)/z , j=0,...,%

8 - RESULTATS NUMERIQUES (CAS SANS CAPILLARITE)

8.1 - Les données'

- . T - -

" Les données des. essais numériques ont eté :
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a=20
(1.8) b =1
T=21
c(u) = u(l-u)

On a utilisé deux jeux de conditions aux limites :

, ua(t) =0
(2.8) t e 10,TL
ub(t) =1
ou bien
ua(t) =1
3.8
(3.8) () = 0 t€ J0,7[

et plusieurs conditions initiales qu'on exposera dans la suite. Dans tous
les cas, on connaissait la solution exacte du probléme continu.

On a comparé les résultats obtenus sur les mémes exemples, en

utilisant le schéma obtenu par k=0 et cé]ui avec k=1,

8.2 - Cas_k=0
Avec les différences finies, on a constatés, pour les exemples
numériques traités ocue la solution calculée ne sort jamais de 1'intérvalle
[0,13,7qui contient 1a solution exacte, et qu'on obtient les meilleurs
résultants pour des pas de temps praches de 1-, borne supérieure de la
At 1 7

condition de stabilité i W <=, A étant la constante de Lipshitz de c(u).
A
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Exemple 1 : Les données sont (1.8), (3.8) et
uo(x) = constante = 0.75

La solution exacte au cours du temps est représentée sur la
figure 3.

On compare sur Tles figures 4 et 5 les solutions calculées respec- .,
tivement avec W=1 et W=2, au temps 0.6 [On a pu utiliser =2,
car 0.5=u(x,t) < 1 et donc |c'(u)|=|1-2u| < 0.51. On voit que
W=1 donne un front plus arrondi que W=2, et une valeur
a8 1'intérieur sur le bord x=b moins proche de la solution exacte.
Ceci est trés commode dans la pratique, parce qu'on peut employer des grands
pas de temps.

b-a
0 <te< — t=0
0.75 4 2y Y

X~-b
t

a b-(ZuO-l)t b X

Figure 3. Exemple 1.
Solution exacte



18

1.0
\ 1.Q_\___
\ \
o.af ! \
\
0.9+
\
0.8} \\ \
\ 0.8 |
L:_\ ! ,
o \ . ]
) - N
Y]
\ .
— \
0.67 : \ 0.6 . L
\ -
AS \
N \
0.5 | 0.5 ..
'
| )
044 | I
[ 0.4+ |
! |
! |
0.3+ I !
) 0.3~ |
| ' f
! |
0.2 ! 0.2 !
| v
! )
f 1]
0.1 : 0.1 |
8, * 0.1 =emssms 501, exacze ; 8 = 0.1 =mmmmee sol. exacte :
8 =01 sol. calculte 8, = 0.2 sol. calculde | i
. + . i L I 1 I . 1 1 I
0. 1.
Figure 4. Exemple 1. Figure 5. Exemple 1.
t=0.6. At=0.1. cas k=0 t=0.6. At=0.2. Cas k=0

Exemple 2 : Les données sont (1.8), (3.8) et

U(X,O) = 1 - 'E%g‘
La solution exacte au cours du temps est déssinée sur la figure 6.

La solution présente des discontinuités aux bords, mais est
réguliére dans 1'intervalle (a,b). On.voit sur la figure 7 que la solution calculée

avec W=1 se place autour de la solution exacte et cette allure se maintient
au cours du temps. (fiqure 8).
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a

Figure 6. Exemple 2.

Solution Exacte

-\
|
|

0.3 <4 |
i
|
|

0.2 | |
1
i

o1 ] !

______ 1
Ax = 0,1 sol. exacte |
4, = 0.1 sol. calculée i
[ n ' ) . : ] i {
0.

Figure 7. Exemple 2.

t=1.5.

At=0.1. cas k=0

p—
.

b

0.8

0.7

0.6+

0.3

Ax e 0.1  e-em- sol. exacte
sol. calculée

. L 2 s ‘ “ 2.

_— e = o o~ = o = ]

Figure 8. Exemple 2.
t=3. At=0.1. cas k=0
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Pour le schéma qui utilise les éléments finis du ler ordre, il
n'y a aucun critére théorique de stabilité ; on 1'a déterming numériquement
sur les exemples &tudiés. On constatera que les fronts sont mieux rendus
qu'avec les différences finies , et que les géventuelles parties linéaires des
solutions sont calculées avec une trés grande précision.
Exemple 3 : Les données sont (1.8), (2.8) et

uo(x) = Uy = constante

La solution exacte est montrée sur 1a figure 9, tandis que la
solution calculée pour Uy = 0.25 au temps t = 1.7 est montrée sur la
figure 10.

La discontinuité réelle est au point-x = 0.75 : ce
point n'appartient pas & la discrétisation de [a,b] et la solution
calculée vérifie u+(0.7) << 0 et u (0.8) >> 1. Les valeurs significatives pour la
détermination du front de discontinuité sont, en effet, les traces de Ta fonction
u & j'extérieur de [0.7, 0.81, qui selon la définition (4.2) sont& (0.7) = 0 et
£ (0.8). Donc Tle front est assez bien rendu et on peut interpréter u+(0.7) et u(0.8)

comme des valeurs qui donnent la pente du front.

Sur la figure 11, on voit que le front est parfaitement rendu avec
les mémes données aux bords, mais avec Ug = 0.5, car le npoint x = 0.5 ol
se place la discontinuité appartient & la discrétisation de [a,bl.
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|
!
!
!

usa * '(1-113)13 b

a

Fi guré 9

a+(1-u°)t

.
.

Exemple 3

Sofution exacte

- 0.37

—t : i 2

~~=-- s0l. exacte ’
——— sol. calculée
4, = 0.1

4, = 0.01

0

Figure 10. Exemple 3.

t=1.7. Zv t=0.01. cas k=1

b-uot x

&x = 0.1
ot = 0.01

2 1 I3 : 2 A i L

0.

Figure 11. Exemple 3.
t=1.7. At=0.01. cas k=1



22

Exemple 4 :

Sur les figures 13 et 14 on a dessiné les solutions calculées, avec le
méme nombre de degrés de liberté, au temps t=0.7, respectivement par différences
finies et éléments finis, pour .1'exemple défini par (1.8), (2.8) et

_ 1 _ X=a

Up(x) = 1-p7

tandis que la solution exacte est dessinée sur la figure 12, ol x(t) est

défini par

x(t) =t +b - \/(b-a)2+2t(b-a)

' : \/tz%(b-‘a)
1 u oY=

==

t<3(-a
2

L~ u=1-2x-(a+bh)

2t +b-~a

o
o

Figure 12.. Exemple 4.
Solution exacte
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1.4 —
05 1 ;
0.8 - :
| :
0.7 - !
R ‘
0.6 i 1
| .
0.5} : A :
oul | |
. N
0.3~ ‘:
|
!
0.2, i
)
0.1] " - col.exacte o = 0.05 ~--- sol. exacte Ax = 0.1
. '1 :.— :gl:ca;culég e 0:05 -0.3_‘ —_— .sol. ‘calculé? ) At = 0.01
o 1. 0 1.
Figure I3, Exemple 4. t=0.7.At=0.05. cask=0 Figuré 14. Exemple 4.
t=0,7. At=0.01. cas k=1

Exemple 5 : Pour 1'exemple défini par (1.8), (3.8) et

up(x) = b3

Ta solution exacte se trouve dans la figure 15 et on voit que les valeurs

aux bords calculées par les &léments finis (figure 17) approchent mieux

les valeurs exactes que celles calculées avec les différences finies (figure 16),
@ nombre égal de degrés de liberté
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a+b . b
2

Figure 15. Exemple 5.
Solution exacte

\ 0.

——— e ~—-- spl.exact & = 0.1
—_— Zgi ?ac:cc:ztz(leé; ft( = ggg :gl.calcu‘;ée At = 0.07
0 Al LS N} L 1 A |1 O. A " A J. "y A 1:
Figure 15. Exemple 5 Fi :

' ' ) igure 17.

£=0.6. At=0.05. cas k=0 pgure 7. Exemple 5.

t=0.6. At=0.01. cas k=1
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- e - - - -

Le temps de calcul (IBM 370-168) pour un exemple test est de 2 sec. 24
pour le schéma aux &léments finis du ler ordre, tandis que pour les différences
finies i1 est de 1 sec. 57, & nombre égal de degré de liberté. Le pas de
temps nécessaire pour garder la stabilité de la méthode aux éléments finis

est cinq fois plus petit que celui nécessaire pour les différences finies.

1.2 - ETUDE DU PROBLEME (1.0) ¢ (5.0) AVEC CAPILLARITE

9 - INTRODUCTION DE LA CAPILLARITE

On garde les hypothéses'(H), (H1), (H2) de 1'Introduction, mais
on suppose PC#O. On considére donc maintenant 1'équation :

(1.9) .%% +-%§ + 39%%1 =0 dans Q

avec

(2.9) rs-2 a(u) dans Q
ax

ol d(u) est 1a primitive » nulle pour u=0, de la fonction o' définie en (5.0).

On suppose encore le barreau en contact en haut avec un fluide 3
Ta saturation uy et en bas avec un fluide & 1a saturation Up.

Ce qui change par rapport au probléme précédent est d'une part le schéma
i 1'intérieur de 1‘'intervalle, par 1'introduction du terme de diffusion, d'autre part
les conditions aux bords, qui seront définies d'une fagon plus satisfaisante du
point de vue physique.

Commengons -par le premiér-point :
Soit Vh défini comme dans (1.2) et soit :

(3.9) Q = s < (B 5| < S R TR £
¥
)

¥n=1,...,N, on cherche un couple (un,r € Vh X Qh’ tel que :
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n+l_n

n n o
u u ar oc(u
(4.9) fI. R vdx + fI 75?-vdx + fIi —-§§—l vdx +

i i
+e(ui") - c(EDIVIX)) - (e(uidy) - c(E],1))v(xs,;) = 0

Vi=1,...,I, Vv e Vh

d ,.
(5.9) Iq r'sdx = fo a(u) 43 - a(u(b,t™))s(b) + a(u(a,t"))s(a) Vs e Q,
otl E?, i=1,...,I+1, n=1,...,N sont définis par (4.2).

10 - ETUDE DE SCHEMA (4.9), (5.9), (4.2) POUR k=1

On a étudié le schéma (4.9), (5.9), (4.2) seulement pour k=1.
Les fonctions de base de Qh sont de deux sortes : Yi=2,...,I, on note

Sp5.7 celle qui vaut 1 en x; et de support [x;_ ;,Xj,q] et s,; celle qui vaut 1
au milieu de Ii et .de support Ii ; elles ont 1'allure suivante :

2i

x1¥ xi xi+l

\\\\5__’//,/ \\\\\“//;/ xi-1 xi xi+1

Figure 18 : Fonctions de base de Qh
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On cherche r" dans Q, qui s'écrit donc :

Vn,
n ’ — n n n .
P07 24 S2i-1(X) F T Spi(X) 4 a4 Spiap(X) WX €1, sl
~ n n . .
ou r21 1’ rZi etr gi 1 sont respectivement les valeurs, 1nconnue§,de " aux
points X; s (X +x1+1)/2 et X541

lére équation :

On a, en posant v=v€ dans (4.9) et en utilisant (2.6) :

i+l
N+, no_ noooroLm .
(1.10) T, 2o vidx= Ty (%1 S4-1%721 S24*T2i41 Spi41)Vidx =
L1l e n.,.n
P TIR Rall TR TR
gn utilisant (3.6), (4.6) et (1.10) on obtient
1'expression :
1 +n+1  +4n 1 -n+l  -n 1
(2.10) g (u3"-ug") * gy (T R) 4 g (SBrpgpHrgitraiey) *
¢ 2 4 6c(£D)) = 0
el peeloseteh) -
i+

De la méme fagon, en posant v= v1 1 aans (4.9), on obtient par (2.6)
la formule approchee :

ar’ - . 1l-_n
(3.10) I, 30 Vi 2 5 Ui ~Arp#6rys ]
En ytilisant (7.6), (8.6) et (3.10), on obtient

1'expression :

1 +n+l  4n 1 -n+l  -n 1 n n n
(4.10) gw (Ui U)oy (U g) b g (Srpqig Aoy g) +

1 +n , n -n n _
+ & (-c; -4ci+%-ci+1+6c(£{+1)) 0

En combinant linéairement (2.10) et (4.10), on obtients pour tout i,
i=l,...,1 ¢

+n+l_ +n -n n n
(5.10) us u;" = WL (- 3r21 1+4r21 21+1)+( +4c +1-4c(£i)-2c(gi+1))j
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-n+1

(6.10) Y541 u1+1

+n_, N _n n N
WL(rp;g 4r21+3"21+1)+('°1 2°1+% Cip1*ac(E4 ) ¥2c(E5))

2éme équation :

On pose , dans (5.9), $=S,5:.1 puis $=So; - Utilisant 1a formule de
Simpson (2.6) on obtient, pour le premier membre :

n L AX .y .
fQ rSosq dx = 5 21 1 i=2,...,1
n L 28X .n s o
fQ r Soj dx = - rZi i=1,...,1
L Ax .n
f rh Sq dx = T M
n _AX .n
faTsor X =% o
et pour le deuxiéme membre :
ds _
a(u") 121 2‘ L dy = 5-[ aff +ha” +3I"-361"40" raltiT 2,000
ds "z 1+Z
n 21 _ 2 -n _
Jq alu?) —g= dx = 3 (ay7-0y ) i=ls.. .ol
ds
n 1 1 n n _-n
IQ (I(U ) HX_ dx = '6— ( 30’.1 40L3+(12 )
o dSo141 , |1 ( ;Z 30 )
g ¢(U7) —qz— dx = 5 (-oq “I 1¥30147
*7
On obtient donc, pour chaque n=1,...,N :
(7.10) Kl = i%-tsa(u(a,t")) ai"-4 Day"]
2
1 +n ., n -n .
(8.10) ro. . = [-ai" +40" +3az O TORALY T LT i=2,...,1
v 2i-1 ~ 2Ax i-1 i- 1 i i+l i+l
2 2
n _1 +n _-n
(9.10) rz.i = Z—X' [OL- .‘+1]
1 +n. , N -n n
(10.10) rorel = 3% L9 +4uI 1307, 1-6a(u(b,t"))]

Le schéma est donc donné par les relations (5.10) + (10.10).
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11 - CONDITIONS AUX LIMITES DE L'EQUATION AVEC CAPILLARITE

On a considéré. trois types de conditions aux limites :

ou bien des conditions dg Dirichlet :

u(a) = ua(t)
(1.11)
u(b) = ub(t)
ou bien :
(2.11) u(a) = ua(t)
u(b) <1
(3.11) wl(u(b)) 20
(1-u(b)) ¢, (u(b)) = 0

ou bien encore :

u(a) < 1
(4.11)  {yy(u(a)) =

0 avec (3.11)
(1-u(2))\p;(u(a)) = O

ol les débits d'eau wl aux points a et b sont définis respectivement, en tenant
compte de (Hl) et (H2), par :

r(a) + c(u(a))

)
e
o~
[oT]
N
HI

P,(b) = r(b) + c(u(b))
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12 - DISCRETISATION DES CONDITIONS AUX LIMITES (3.11), (4.11)

Considérons la condition (4.11). Au point a, qui est un point
de discontinuité, on définit :

Pi(a) = r] + c(£])

o0 r] est domné par (7.10) et €] est dans Ifu"(a), uj"l et verifie

(1.12) sgn(u;n-u"(a))c(gg) < sgn(u;n-un(a))c(k) Yk € I[un(a), u;"]

A chaque instant t", pour u;n fixe, c(g?) est une fonction qui dépend

de u"(a), qu'on notera avec G(u{",un(a)). On représente, sur la figure 19. 1'allure

de cette fonction poyr deux différentes valeurs de u;", en ayant fixé c(u);u(l-u).

AN
\ c(u;n, u(a)) c(uIn, u(a))
;I
- i . - 0.25 ____________
0.25 Lo oo .. o= T~ gelu)eu(lu) o .
: A ; ~
g i \\ E AN f/c(u)=u(1-u)
\ ; \
H : \ : \
: : \ - ' \ N
0 1" 0.5 1 ua) 0 jn 05 T e

Figure 19 : Exemples de fonctions u(a) + o(uIn,u(a))
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Etudions quelques propriétés de'la.fonction u{a) o(u;",u(a))

+n  +
c(uln,uln) = c(u{n)

o(u1 ,u(a)) < o(uIn,uIn) Yu(a) < u;n
o(u]",u(a)) > ofu}",ui") Yu(a) > uy"
Soit maintenant u(al) < u(az).
Si u(al) < u(az) < u;n, (1.12) donne :

(2.12) o(ui™u(a,)) = c(k) ¥k < I[u"su(ay]
o(u;n,u(az)) < ¢(k) Yk I[u;n,u(aéﬂ

Comme I[u;n,u(al)lgIEUIn,u(az)J, on a

(3.12) o(u{",u(al)) < c(u;n,U(az))

Y

Si u(al) < u;n < u(az), on a, par (1.12), (2.12) et
+ +
(4.12) o(uy"u(a,)) = c(k) ¥k e Ituy"su(a,)]

On a (3.12), car, en particulier

o(uy"ula)sc(ul") < o(ui",u(a,))
Enfin, si uIn < u(al) u(az), on a (1.12) et
o(u3"sulay)) = c(k) ¥k < Iruy"su(a)]

On a I[uzn,u(a1)1 c I[u{n,u(az)] et donc encore (3.12).
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g(u;n,U(a)) (qye]]e que soit la fonction c!) est donc une fonction
croissante de u'(a).

Pour c=u(l-u), on a

o
~
IA
<
=

o(up (@) = c(e]) =

(9]
—
o=
§ 3
~——
w
pors
=
>
—
el
~
\"2

n
Uma

=N e .
ol Uy est défini par :

0.5 si u"<o0.5.

Y
(5.12) ul, =
MA +n +1

En choisissant toujours c(u) = u(l-u), cherchons si 1'équation
n ' |
(6.12) vl(a) =0

admet une solution un(a) dans [0,11, en cherchant d'abord dans‘[O;usAJ puis dans
[uaA,ll. Cherchons d'abord dans [O,UEA]. (6.12) s'écrit :

rl =-c(u"(a))
En substituant dans (7.10), on obtient :
(7.12) - ax c(u"(a)) - 6a(u"(a)) = -30]"-dajta,"
2
Dans Tes exemples choisis, a(u) = eu ; alors, (7:12)

est Une équation du second degré.

Si aucune solution est dans [O,uaA], on annule le débit en cherchant
un(a) dans {;&A,I]. Dans ce cas, (6.12) s'écrit :

ry = -c(uﬂA)
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En utilisant (7.10), on obtient :
a(un(a)) =% (-Ax c(uaA)+3a;"+4ag-a£n)
| ?

et on peut calculer un(a) par une simple inversion de la fonction a. Si la
valeur calculée n'est pas dans [uaA,lj, on pose u"(a)=1 et on passe au
calcul de r? et E?.

La condition (3.11) est discrétisée de fagon analogue.

13 - RESULTATS NUMERIQUES (CAS AVEC CAPILLARITE)

1 - Les données

On a utilisé dans tous les cas (1.8) et on a posé

(1.13) a(u) = 0.1u
ou bien
(2.13) a(u) = 0.001u

On a choisi les conditions initiales :

(3.13) uo(x)

= 0.25
ou bien
-a
(4.13) u(x) = 1 - 33

Les conditions aux bords ont été

1
(o]

u(a)
(5.13)
u(b)

1]
—

ou bien
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1

u(a)
u(b) <1

(Ub) "Pl(u(b)) 2
(1-u(b)) ¥, (u(b))

A

(6.13)

]
o

ou bien

[u(a) <1
U,) 1gi(u@) =0

(7.13)
(1-u(a)) ¢, (u(a))

1}
o

(Yp)

Dans tous les cas, on a posé Te rapport entre le pas de temps et
Te pas d'espace W = 0.05, pour obtenir la stabilité numérique du schéma
(5.10) + (10.10).

Exemple 1 :

Les données vérifient les conditions (1.8) et (1.13) et on atchoisi
Tes conditions aux bords (5.13) et initiale (3.13). La solution calculée est
trés régu]iérenf Ta figure 20 montre Tla solution calculée au temps 1.5 qui est
la solution ]1mite Cette solution n'est pas acceptable du point de vue ‘physique,
car les débits d'eau calculés au po1nt a ne sont pas nuls, alors qu' en a la saturé-
tion n'est pas maximale. On a, par exemple, au temps 0.1, u(a)=0 par (5.13) et
yﬁ(u )) = - 0.05685.
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1.0~

0.9 - /
0.8+
0.7

0.6

0.5

0.4<

0.3’

0.2

0.1

"
0

: L 2
Figure 20. Exemple 1.
t=1.5 At=0.05

Exemple 2 :

Les donnges sont Tes mémes que dans 1'exemple 1, sauf pour la
condition initiale qui est (4.13). Les figures 21 et 22 montrent la solution
calculée auxtemps 0.1 et 0.3, tandis que la figure 23 montre la solution limite

au temps 1.5.
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1.0
0.9+
0.8 ]
0.7
0.6 —
0.5 _]
0.4 _|
0.3 -]
0.2
0.1
0.
o T
Figure 21. Exemple 2.
t=0.1. At=0.05
u u,{\
1.0 4
0.9 |
0.8
0.7 4
0.6 |
0.5
0.4 _}
0.3
'0.2 -
0.1
0. |
°-“J'l..‘4li‘1‘,x o.JIJ‘J“‘J‘;,
Figure 22. Exemple 2. Figure 23. Exemple 2.

t=0.3. At=0.05 t=1.5. At=0.05
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On peut observer que au temps 0.1, la solution calculée dépasse
les valeurs 0 en a et 1 en b : ce probléme sera ensuite résolu, pour
1'approximation numérique de 1'équation avec tous les termes, en prolongeant
d'une fagon opportune les fonctions qui donnent le terme de transport.

(cf. §4, Chapitre 2).

Exemple 3 :

Les données vérifient (1.8), (1.13), et Tes conditions aux bords et
initiales sont (6.13) et (3.13). On peut observer que le barreau se remplit
progressivement d'eau (cf. figureé 24 et 25 ou sont reportées les solutions
calculées au temps 0.5 et 2). En a, la saturation &tant maximale, 1'eau rentre.
En b, le débit reste nul jusqu'au temps t=2 car u(b) reste plus petit que 1.

u u /N
1.0+ 1.0 ¢
0.8 , 0.8 —
0.1 0.7~
0.6 0.6
0.5 ' 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.4 0.14
P TN TN S SR S S S R R L
y 1. x 0. _ , 1. x
Figure 24. Exemple 3. Figure 25. Exemple 3

t=0.5. At=0.05 t=2 At=0.05
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Exemple 4 :

On garde les mémes conditions aux bords et initiales que dans
1'exemple 3, les données vérifiant maintenant (1.8) et (2.13). Les figures
26 et 27 montrent les solutions calculées aux temps 0.5 et 2. Comme dans
1iexemp1e 3, le barreau tend-a se remplir d'eau. Comme la diffusion est trés
petite, on note la présence d'un front de discontinuité, qui avance de plus
en plus vers x=a. Le débit d'eau en b n'est plus nul au temps t=0.2, ol la
saturation en b devient maximale, mais i1 se réduit progressivement jusqu'a
étre nul & partit du temps t=0.6 ; au contraire le débit d'eau en a n'est

jamais nul.

AN u /F

1.3 |
1.2 1.2 |
1.1 4 S o1
1.0 4 — 1.0
0.9 ' 0.9 4
0.8 - : 0.8
0.7 4 | 0.7
0.6 | ' 0.5+
05 0.5
0.4 | ‘ 0.4 \\
034 0.3]
~

0.2 - 0.9
0.1 4 0.1

0. 0.]

R S S S e R
0. 1. X 0. 1. 4
Figure 26. Exemple 4. Figure 27. Exemple 4.

t=0.8 At=0.05 t=2 At=0.05
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Exemg]e 5:

Les donnges vérifient maintenant (1.8), (1.13), avec les conditions
aux bords (7.13) et la condition initiale (3.13). La figure 28 montre la
solution calculée au temps t=2. La solution calculée reste toujours comprise
entre 0 et 1. Les débits d'eau en a et b restent nuls, Jusqu'au temps t=2, car les

-

saturations n'arrivent jamais & étre maximales, pour t < 2.

0.9
0.8 _|

0.7

0.6~—

0.4_}

0.3

0.2

0.H

0.4 .. 1 " " L 1. (]
0. _ 1.
Figure 28. Exemple 5.
t=2. At=0.05

=V
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Exemple 6 B

On-a utilisé les mémes conditions aux bords et initiales que dans
1'exemple 5, mais « vérifie maintenant (2.13). La figure 29 représente 1la
solution calculée au temps t=1.7. On-constate, en comparant avec la figure 10, § 8.3,
que cette solution calculée est trés proche de 1a solution calculée pour
‘1'équation du premier ordre avec la méme-condition initiale et les conditons
aux bords (5.13). Le front de la discontinuité se place encore entre les
points 0.7 et 0.8, mais il n'est pas tout & fait au milieu de 1'intervalle
comme dans le cas sans diffusion, car ici, il y a eu entre les instants
t=0.2 et t=0.5 un débit d'eau positif en b.

1.4
1.3 4

1.24
1.1

1.04 —

0.9+

0.8
0.74
0.6
0.5+
0.4]
0.3}

0.24

0.1

o3 ]
“Figqure 29. Exemple 6.
t=1.7. At=0.05

=
X
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Temps de calcul

Les temps d'exécution pour ces exemples ont trés 1égérement varié
selon les conditions aux bords assignées. On a obtenu, pour les conditions aux
Timites (5.13) un temps de calcul de 4,19 sec. ; pour les conditions (6.13)
un temps de 4,24 sec. ; tandis que pour (7.13), le temps de calcul a &té
4,35 sec., dans tous les exemples ayant été traité avec les mémes pas d'espace
(Ax = 0.1) et de temps (At = 0.05). '
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CHAPITRE II

DEPLACEMENTS UNIDIMENSIONNELLES AVEC GRAVITE

1 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre on se propose la résolution du probléme (1.0) = (5.0),
sous les hypothéses (H), avec q#0.

On pose Uy et EL respectivement les saturations minimale et maxima-
le de 1'eau et on considére les équations :

(1.1) ® %% + %; + éﬂ%é!l + Kg cosy éE%%l = 0 dans Q

(2.1) r =.K g% a(u) ’ dans Q

ol

(3.1) a(u) = Syot(t)de Yu e [0 ¢
(4.1) q = Kd(u) [%%y- p(u)] gcosy

(5.1) Ao

avec les notations (5.0). Par (5.1) on considére, comme avant, q constante
donnée.

Les conditions initiales et aux bords pour les équations (1.1),
(2.1) seront donnges dans le paragraphe 2.

On donne maintenant le schéma numérique pour la résolution des
équations, & 1'intérieur du domaine, et on ne s'intéresse qu'au calcul de
u (on ne calcule pas la pression P).
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On définie les espaces v, et Qh comme dans (1.2) et (3.9) du
chapitre i, et pour chaque n=1,2,...,N, on cherche un couple

(un3rn) c Vh X Qh

telle que, en posant :

(6.1) f(u) = qb(u) + K.g.cosy.c(u)
soit
ntl n n n
u -u ar ob(u
(7.1) o) fIi __ZRT__'de + fIi ETE vdx + fIi q —_Si"l vdx +

n
+ K.g.cosy fI. 35%;—1 vdx + (f(u?n)-f(g?))v(xi)-
i

- (Flud,)=F(ET, DIvixg,q) = 0 Visl,....I, WoeV,
n
(8.1) I redx = fpau") $dx - a(u(b,t"))s(b) + a(u(a,t™))s(a)
' Vs ¢ Qh

ol E?, i=1,...,1+1, vérifient :

E? € I[u;n,u:n]
(9.1) v '
sgn(u:n-u;n)f(gg) < sgn(u:n-u;n)f& ) Yk € I[u;n,u:n]

2 - ETUDE DU SCHEMA (7.1), (8.1), (9.1) POUR k=1

On voit bien que les équations (7.1), (8.1) sont analogues aux équa-
tions (4.9), (5.9) du chapitre I, ol on substitue & la fonction c(u) la fonction
f(u) définie par (6.1). On est donc conduit & utiliser les relations (7.10) : (10.10)
du premier chapitre (en remplagaht'%ifbar"%i) et les relations :



44

+n+l _  +4n +n
(1-2) T LG R I A 4f1+§ +fia)

-4£(g])-2f (€], ;)1

-n+l _ -n +n_
(2.2) U = Gl - § DOy eare (- oD )
T+
n ny .
Hf(g5, )+2f(85)

odl f(gY), i=1,...,I+1 sont définies par (9.1) et sont déterminges d'une facon
qu'on expliquera plus loin.

3 - CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES

-

Les débits d'eau, exprimés en (6.0), seront approchés enaetb, & chaque temps
t" par :
(1.3) P, (u"(a))

qn + f(g?) + rT

0

(2.3) Pru(B)) = a" + F(EL,y) + rppyy

ou ¢

g? € I[un(a),u+n
(3.3)

sgn(u n-u"(a))f(i ) < sgn(uy"-u"(a))F(k) Yk e Itu(a)sup"]
et

n

El41 € ITulyq>u"(b)3
(4.3)

sgn(u"(b)-uy} ) F(E7,;) < sgn(u"(b)-upy)f(k) Yk e ITul};,u"(b)]

De méme les débits d'huile seront approchés en a et b par :
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(5.3) P,(u"(a)) = " - f(g]) - ]

1l
Kol

(6.3) Pou(b)) = " - FELL) - rppy

Les conditions aux limites qu'on a posées sont différentes selon
o~ . . -> P
que 1'on est sur la frontiére d'injection (x:4.9(x) < 0, Vv normale extérieure
. o .- . > > . .
a Q, ici x=a) ou sur la frontiére de production (x:q.v(x) = 0, ici x=b).

Sur la frontiére d'injection x=a on peut avoir :

- so0it une condition de Dirichlet (Da)

(7.3) u(a,t) = ga(t), donnée Yt > 0

avec

On peut alors avoir des débits simultanés d'eau et d'huile, ncn nuis
-~ -l‘ o~
méme s¥ ga(t) < U -

Pour ga(t) = DL, si on suppose
(8.3) uo(x) =0
6n peut avoir un débit sortanf_d'hui1e, dans les premiers instants des observations.

- soit une condition d'injection d'huile (Hg) :

(9.3) ‘Pl(un(a)) =0 ¥n=1,...,N

Cela implique qu'un seul fluide peut traverser la frontiére et donc un(a) peut
prendre des valeurs quelcongues entre 0 et 1.,
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- soit une condition d'injection d'eau (Ea) :

(10.3)  py(u"(a)) = 29 ¥n=1,...,N

qui implique que $@(un(a)) = 0. Comme dans Ha’ un seul fluide
peut traverser la frontiére en x=a,et un(a) e [0,1].

Sur la frontiére de production on peut avoir :

- soit une condition de Dirichlet (Db)

(11.3) u(b,t) = gb(t), donnée ¥t ¢ [0,T]

avec

et on note encore, gqu'avec gb(t) = JL’ on peut avoir des débits d'eau et d'huile
non nuls simultanément, tandis que pour g, (t) = UL, avec une condition " initiale
(8.3), on peut avoir une entrée d'eau.

&

- soit une condition .unilatérale (Ub) :

P (u"(b)) = 0
(12.3) u"(b L

\pl(u"(b))(EL-un(b)) =0

)
<

~—

Cette condition due aux phénoménes capillaires, signifie que, si u"(b) <
U, , alors ‘fl(d1(b)) = 0 et seule T'huile peut traverser la frontiére ; sinon
u(bk ﬁl et yl(un(b)) > 0, les deux fluides traversent la frontiére mais 1'eau
ne peut que sortir.



(13.3) HENDIENUNES

On supposers dans ia suite que :

sz B,
= £
- —~
ot
o
-
ik,
Py
s

o~
et
2
.
fod

i ey

cas {cf exemple 2 du § 13) 1a solution

calculée u pouvals soroir de Pintervallse {E}, u, 1. Pour résoudre ce probléme, on
est ameng & aroionger adéquate,
s
On suppose calicyls tas valeurs b,, &=1,...,L de la fonction b(u)
X .
gans ies Sl de discrétisation de [hy,0 1, avec @y =z 0,

o0}
=
2
i

Une simple fag nrolonger la fonction b est la suivante : on

T
pose, quelies que soient les conditions aux bords :

wl o= A{u=il 3o+ b, 514> Uy

[ i

(1.4} b{

avec » > 0 (dans les axpériences numérigues de i'ordre de 50}, et :

= b 57 u o= i

(2.4

R
f oy
ek
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5 - APPROXIMATION NUMERIQUE DES FONCTIONS a{u), a(u), c(u), b(u)

On suppose calculées les valeurs &i, bys Cos %=1,...,L des fonctions
a's, b, ¢ aux mémes points ﬁz. De plus, &i vérifie :

L-1 o a
~ 1 2+1 2 - .
L [0, + (u-t,)1 x,(u) i, <uc<i
p=1 Upep7ty AR 1 L
@’ (u) =
0 u ¢ [U,T, 7
L-1 7€, 4-C
r [C, + ~£+1_~% (u-8,) 3 xg(u) U s us
2=1 U+l YUn
c(u) =
0 u ¢ L[Ug,0 3

oll XR(U) est 1a fonction indicatrice de 1'intervalle [Uz,ﬁ£+11.
On calcule aussi une approximation de la fonction @ (u) linéaire
par morceaux.

On pose, en effet :

u 2-1 U1 2-1 3, +3
Vi

auydu = 3l auydu = 1 KK (g

=f — (U, U, )
1 k=1 Ux k=1 2 k+1 "k
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et on obtient :

0 u < Ul
L-1 G, -G
I o~ 4+ 2417% - o
o1 L = (u-U, )] ¥, (u) ue [U,,U ]
au) = )71 2 T RS 7L
a u > GL
Enfin, on aura
L-1 b, ,-b
I 41 R ~ ~ o~
b(u) = ¢ [b, + —= (u=t,)] x,(u) ue [Uy,U ]
e I Pt

tandis que pour le prolongement de cette fonction & 1'extérieur de [ﬁl,ﬁL], on
utilisera (1.4), (2.4).

6 - DETERMINATION NUMERIQUE DES VALEURS f(E?), i=1,...,1+1

Comme 1a fonction f est linéaire par morceaux, on peut déterminer
les valeurs f(g?) définies par (9.1), de la facon suivante. Si u;" et u:n sont
dans [ul,ug , on détermine les intervalles

~ o~ =N ~ o~
s [t,,0,,¢7 tel que U;" « Lug,uy. 41

et
~ o~ . +n ~ ~
[uk’uk+1] tel que u-i € [Uks uk'*'lj

et on pose, si %=k

mih{f(u;n),f(u:n)} si u;n < u:n
(1.6) f(e) = .
: -n +n . =N n
max{f(ui ),f(ui )} st ug’ > us

s1 < k
(2.6) f(el) = min{f(u;n),f(u:n),f(ﬁj), j=et1,. ...k}
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si 2>k

(3.6) f(g]) = max{f(u;”),f(u:"),f(uj), j=k+1,...,2}

si u;n < Uy et u:n < U; ou bien u;n > ﬁLiet u?n > i » on utilisera (1.6) ;
s9 u;n < Dl et u:n > GL, on prendra :

(4.6) F(E7) = min{f(u;"), F(ui™)LF(U,),  d=l,e..uL)

si u;" > U et u;" < Ui, on prendra :

(5.6) f(g]) = maX{f(u;n);f(u?"),f(ﬁj), j=1,....L}

si u;" < ﬁl et s'il existe un k tel que u:ne [U&, Gk+1], on prendra :
(6.6) F(E]) = min{f(ui"), F(ui™),F(T),  d=l,....k

si u;n > U et s'i1 existe un k tel que u:n e ['}5 U, 17, on prendra :
(7.6) f(g?) = max{f(u;"),f(u:"),f(uj), j=k+1,...,L}

13 : -n ~ 0 - ~ .
s'il existe un & tel que u;— e fﬁz,u2+1]et u;© < Uy, on prencra :

(8.6) f(g"

") = max{f(u;"),f(u:”),f(uj), j=l,....2}

Yo - "n ~ v +n ~
s'i1 existe un £ tel que u; e fﬁz,u£+1]et u;” > T, on prendra

(9.6) f(e]) = mih{f(u;"),f(u§“),f(uj), j=h1,...,L}

7 - RESOLUTION NUMERIQUE DES CONDITIONS AUX BORDS

D'aprés (1.3) et en rappelant que, en utilisant la formule de Simpson,
onayvyn:
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K + -
(1.7) rl = Zi-[6a(u“(a))-3a1“-4ugfa2“3
2
la condition

(2.7) W, (u"(a)) = 0

équivaut a
(3.7) w(u"(a)) = 6Ka(un(a))+Ax.f(E?)+qAx+K(-3a;n'4ag+&g) =0
2
oll El est déefinie par (3.3). Pour chaque u1 fixée, (g?) est une fonction
qui dépend de u"(a) et qu'on note o(u 1 N u"(a))- Ators  (3.7) s'écerit :
(4.7) w(un(a)) = SKa(un(a))+Ax.o(u+n,un(a )+qAx+K03a+n-4an+a-") =0
1 1 372

Comme ~ au . paragraphe 12, du chapitre I, on peut encore
démontrer que o(u1 »U ( a)) est une fonction croissante de u"(a) Donc, Jréace a
(14.3),7 p(u"(a)) est une fonction croissante de u M(a). Du fa1t des inter-
polations Yindaires utilisées pour les fonctions a, b et cy° w(u (a)) est

aussi une fonction linéaire par morceaux. - : 5

La determination du point u"(a) [s'il  existe 13 qui vérifie (4.7)
est faite en cherchant, parmi les intervalies [uz,u2+1] 2=1,...,L-1, celui
ol la fonction ¥ change de signe. On - précise ici les &tapes de la résolution

de 1a 1'équation (2.7).

a) On pose COST = anx-3'a;n-4ag+a5n) K
2
donc w(un(a)) = 6Ka(un(a))+Ax.o(u;n,un(a))+COST

+n ~ ~
b) on détermine 1'intervalle [T,,U, ;] tel que up e [Up, Upyqd

~

c) on calcule c(u;n,u = m1n{f(u )s (u;n)} ;

2)
o(uf" g, ) = maxlf(u]"), g, )} s

ce qui permet de calculer w(ﬁi) et v(Ty,4)-
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sgn(v(l,)) = sgn(w(d, 4)) > 0 on va au point (e) ;

= sgn(w(ﬁ£+1)) <0 on va au point (f) ;

"
[{e]

3
——
<
—~—

=2

P)
g
Nga®
1

n
«
=
~—~
<
-
=2
©
o
g
e

sgn(w(ﬁ2+1)), on pose

_ Ugp(ty )Ty, 0 (Gy)
WG, )

calcule o(u{n,ﬂg_l) = min{o(u;n,ﬁ2 f(ﬁz,l)}EtIP(Gz_l)
sgn(w(ﬁz;l)) # sgn(w(ﬁz)), on calcule (d), ol on a posé 2=2-1 ;
sgn(w(ﬁz_l)) = sgn(w(ﬁk)), on pose 2=8-1 ;

221, 0nvaen(e);sif<1onvaen(g)

1 lgs) = max(o(uy" iy ) F (0 p)det Wl )
sgn(w(ﬁl+1)) # sgn(w(ﬁ2+2)), on calcule (d), ol on a posé £=2¥1 H
sgn(w(ﬁz+1)) = sgn(w(u2+2)), on pose 2=2+1 ;

2 <L, onvaen (f) ; si 2.> L on vaen (g).

pose un(a) = '[jL et on passe au calcul (br? .par (1.7), E? par (3.3) et

¥y(u(a)) par (1.3).

IT faut - maintenant é&tudier le cas ol, pour des raisons numé-

riques, on a :

+n " o~
uy ¢ [ul,uL]

siu" <@, on a, d'aprés (3.3) et (1.5) :
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+
U)(uln) = W(nl)
On peut avoir trois cas :
si w(ﬁ1)=0, on a, naturellement que
u(a) = U, et qﬁ(a) =0
si w(ﬁl) > 0, d'aprés (3.3) on a :
+n + +
o(u1 »u) = f(uln) Yu < uln
et par (1.5) yp(u) est une fonction constante par u < u{" et donc on aura
¢p(u) > 0 Yu < u'{n
On pose alors :
u(a) = ﬁL
et on passe au calcul du débit.
si w(ﬁl) < 0, on procéde comme dans (f), ol on pose & = 0.
Si u{" > U, d'apres (3.3) on a
o - +n
o(uq b ) = £(U ) < fu;”)
et on calcule w(u;n) et w(ﬁL).

Si sgn(w(uzn)) #sgn(w(UL)), on calcule u(a) par :
u w(uy™)-ug"e ()

(5.7) u(a) = ¢(u;")_¢(ﬁ

L)

et u(a)vérifie u(a) < u{n
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Siggn(W(U;n)) =sgn(w(ﬁL)) < 0, on calcule encore u(a) par (5.7)
mais on a zlors u(a) > u{n(dans ce cas, on a une propagation de 1'erreur
d'approximation sur le bord).

S sgn w(u;n) =sgn w(ﬁL) > 0, on procéde comme dans (e), ol on
pose 2=L.

8 - RESULTATS NUMERIQUES

On a effectué les premiers essais sur les données employées
au chapitre 1, . mais en donnant les fonctions c(u) et a(u) par points. On
a obtenu, pour ces cas, des résultats tous a fait semblablesi ceux qu'on
avait quand ces fonctions étaient données de fagon analytique.

Ensuite on a employé les données suivantes :

a=0cm
b =38 cm
Q= .9458 « 1072 cm/sec.
o =20 cm2
- Q _ -3
q = 73-123645 * 10 © cm/sec.
® = .099
K =.819 » 1072
0.05 0.15 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65

25914105 | .38410° |.3899.10° |.5762+100 |.6541410% |.6726+10° | .55824100 |..25624108 | .1632410% | .7427410%] 0.

-.8091 -.1720 .4286 .6385 .814n .8841 .9350 .9740 .9858 .9934 1.0

2 2 2

2135102 |.5532+20% |.5295410% | 45224102 | 31624107 | .2863+10% | .1682+10% | 86014101 | .5758+101 | 2895410

6477.10% | 13843010% | . 7593105 | 1011.10%] .1318.10° . .1650.10%) .1958.108 .z161.109 .2261410% |. 2316.108] .2332.10°

I .

Les valeurs des fonctions données dans ce tableau ont été obtenues de la
facon décrite au § 5.
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On a considéré les trois cas suivants :

(1.8) cosy = 1
ou bien
(2.8) cosy = 0
ou bien
(3.8) cosy =-1

Les conditions 3 1a limite en a considérées ont été :

- soitl(Da)-DiricH1et

- (4.8) u(a,t) = 0.65 YVt ¢ 10,TC

- soit (Ha) Injection d'huile en a

(5.8) Yl(u(a)) =0 . ¥t ¢ 10,TC

- soit (Ea) Injection d'eau en a

(6.8)  (u(a)) = 29 ¥t e 30,70
Les conditions & 1a 1imite en b considérées ont été :

- soit (Db) Dirichlet

(7.8) u(b,t) =0 Yt ¢ 10,TL
ou bien
(8.8) u(b,t) = 0.65 ¥t ¢ 10,TLC
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- seit (Ub)ACondition unilatérale :

0 vt € Jo, T[
)

Les conditions initiales choisies ont été:

(10.8) u(x,0) =0

ou bien

(11.8) u(x,0) = 0.20
Exemple 1 :

Avec Tes données (1.8), (4.8), (7.8), (10.8) on observe comment
un barreau plein d'huile qui est en contact avec de 1'eau en haut et de
1'huile en bas tend progressivement & se remplir d'eau (sur les figures 30
et 31 sont reportées les solutions calculées respectivement aux temps t=400 sec. J
et t=1600 sec.). L'eau avance avec une vitesse importante due & 1'effet
de la graviteé.

-

Au temps t=1760 sec., 1'eau commence & sortir par le bas du
barreau tandis que jusqu'd cet instant seule 1'huile sortait.
I1 est intéressant d'étudier 1'évolution de 1la fonct1on\p2(u a)) au cours du temps

Elle est représentée sur la figure 32.

On voit qu'en haut on a une sortie d'huile trés forte dans les
premiers instants et qui tend vers zéro au cours du temps. On en conclut, en
comparant ces résultats avec ceux de 1'exemple 6 ci-dessous, qu'il ne faut pas
jmposer une saturation maximale en haut si on ne veut pas avoir une perte d'huile.
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0.8~ 0.65—
0'6-‘:; 0.6-1
0.5—‘\ 0.5
\
0'4—% 0.4
0.3 — 0.3
0.2 _] 0.2 -
0.1 S 0.14
0- — 0.
38 b3 0.
Figure 30. Exemple 1. . ,
= = Figure 31. Exemple 1.
(=400, At=S £=1500 At=8
0. 400 800 1200 1600 2000 t

{ ! ! ! L

-1 10774

Figure 32. Exemple 1.
Débit d'huile au cours du temps
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Exemple 2 :

Les données sont (2.8), (4.8), (7.8), (10.8) : on obtient une
solution qui a Ta méme allure que celle de 1'exemple 1, mais le barreau
se remplitd'eau moins rapidement. Sur - la figure 33 est dessinée la solution
calculée au temps t=1600 sec. (comparer avec la figure 31). Jusqu'au temps t=2000
le débit d'eau & Ta sortie est nul. L'allure de la courbe y,(2) au cours du

temps est semblable & celle de 1'exemple 1, mais elle tend vers zéro un
peu plus rapidement.

0.5
0.4

0.3+
0.2+

0.1+

' Figure 33. Exemple 2.
t=1600 At=8
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Exemple 3 :

Les données sont les mémes que pour 1'exemple 1, sauf pour q qui
vérifie maintenant q = 0 , ceci pour &tudier 1'effet de la gravité seule, sans
aucun débit d'eau injecté.

On voit sur la fiqgure 34 représentant la solution pour t= 2000 S, que
cet effet n est pas négligeable.

0.65

0.6 -

0.5

0.4 -

0.3 _|

0.2

0.1 S

38 x

Figure 34. Exemple 3 -
t=2000 At=8
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Exemgle 4 :

cRageia

Les donnges sont’ (1. 8), (5 8 )s (8 8), (11.8). La f1qure 35 représente
la solution calculée au _temps t=1000. L' eau qui est en bas du barreau tend & ren-
trer dans les premiers 1nstants, en restant accumu]ee en bas ; 1'eau aui est dans
le barreau , par effet de la gravité, tend a descendre et le barreau reste de plus
en plus plein d'hui]g»uniformémen; en haut, tandis qu'en bas 1'eau sort trés len-
tement.

0.64]
0.6+
0.5

0.4

0.3

F I TR NN WOCS WONNH HDNSY B JEVUY Y SURS VAN VUL SANOY BN U S NS D

0. 38 X .

Figure 35. Exemple, 4
t=1000 At=2

NV
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Exemgle 5:

Avec les données (1.8), (6.8), (8.8), (10.8) on impose une injection
d'eau dans le haut du barreau, qui est plein d'huile et qui est en contact, en bas,
avec 1'eau. Les solutions aux temps t=1600 et t=4000 sec. sont dessinées respec-
tivement sur les figures 35 et 37. La concentration de 1'eau augmente de plus en
plus dans le barreau, et 1'huile en est chassée. Dans le bas, 1'eau rentre dans le
barreau dans les premiers instants, puis elle sort de plus en plus.

u/ A
065 - 0.65+ —_
0.6 0.6-
0.5 0.57 _
0.4
0.3+
0.7]
0.4
0.
0.2 |
-0.3 4
t B : - . . : . : L - \/ A 't A A n i i 3 X (] 1 A i LY 1 i i I —_>
0. i x 0. _ 38. x
Figure 36. Exemple 5 Figure 37. Exemple 5.

t=1600 At=8 \ t=4000 At=8
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Exemple 6 :

Avec les.données. (1 8), (6+8), (9:8)," (10.8)-on’injette par le haut de
1'eau et en bas on. empéche 1'eau de:sortir tant que lassaturation” en~eau n'est
pas max1ma]e.n5un_1es figures 38;-39 &t 40 on a rebrésentéles: solutions calculées
aux temps t=500,:1590,:2500pet sur la figure-4l on:a dessiné:le-débit d'huile i la
sqrtie.vaeau-commengeua sortir.du barreau & 1'instant t=2281. s. De plus on peut

.obseruen“que_la.valéur calculée de-la saturation sur le bord.,x=a, pour satisfdaire
1a condition (6.8), augmente toujours, mais elle n'atteint pas la saturation maxi-
male u =0.65. En effet, on a pour t=2500, u(a)=.4232 (cf exemple 1).

U A 1] ?\
0.6 4 0.6 J
0-54 0.5 1
0.4
0.3
0.4
0.14
0. ~
.(;‘|,,,.|||u|l.l > B (PO SHE SUUPUI S W VN SHN W NS YU SN S S - >
0. : - B St B x
Figure 38. Exemple 6--: | F1gure 39. Exemple 6
t=500 At=1 : t=1500 At=1
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u A
0.65 . —_—
0.6
0.5 -
0.4
0.3 |
0.2 4
0.1 A
0. -
| 'y 3 s . 'y L WO S S VR SR VN S} (h L 1 %
0. 38.. x
Figure 40. Exemple 6
t=2500 At=1
P, (b))
0! b
472:. 10 W
40073
3 o107 :
20107 | \
IR
A i i 1 J-un ——
0. 500 1000 1500 2000 2250 2500 t

Figure 41. Exemple 6. Débit d*huile au cours du temps
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Exemple 7 :

Les donnges ont &té (2.8), (6.8), (9.8), (10.8). La configuration
physique différe de celle de 1'exemple 6, du fait que le barreau est horizontal.
Sur les figurés 42, 43, 44 on a réporté les solutions calculées aux instants
t=1500 et 3500 et la fonction 4%(b) au cours du temps. L'eau commance & sortir de
T'extrémité b du-barreau & 1'instant t=2660. Comme la gravité ici ne joue pas de
réle, la saturation calculée sur le bord a est'supérieure a celle calculée dans
1'exemple 6. Au temps t=2500, on a u(a) = .51852. '

] : u/
0.65 4 _
0.6 0.6

0.5 0.5 4

0.4

0.3

027

0.1

N SN IV VU SV VAN SN UGS SN SH NN GO SN FHN N S N T > TS G N SOV W S WK VAU U WO S SR S Y SN S W I 1 AN
38 X
0

Fiqure 42. Exemple 7 * Figure 43. Exemple 7.
e 1 L 48 £=3500 At=1
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540073 |
4729+ 1073
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Figure 44, Exemple 7. Débit d'huile au cours du temps

Exemple 8 :

Les données ont été (3.8), (6.8), (9.8), (10.8). Dans ce cas, 3
1'eau est injectée par le bas. Sur les figures 45, 46.et 47 sont déssinées les so-
Tutions calculées aux témps.t=1500 et 3500 et la fonctionxez(b) au cours du temps.
L'eau coimience & sortir par le haut @ 1'instant t=3037. Par effet de 1la gravité, la
saturation calculée en a, pour satisfaire la condition (6.3), est supérieure 3 celle
des exemples 6 et 7 ; ici, au temps t=2500 sec., on a u(a)=.60245 et au temps

t=3500 sec., on a u(a) = .6286.



0.64\

0.54 \

0.4 “~

0.2

0.1

1 I [ S B 1 1 ) 11 1 L O | 3 A% 1 N [ \ L
. . 38. X 0""|‘.1“"l“‘l38
Fiqure 45. Exemple 8. ' '
t=1500 At=1 Figure 46. Exemple 8.
| T=3500  At=1
i
\Pz'(b) '
T n. . 2(b). .
s 1073 |
arzs 1072
a w3
3 1073
2wl
1 1073
1037
A , . 0 S N
0 500 1000 1500 2000 2500 000 3250 3500

- t
Figure 47. Exemple 8. Dé&bit d'huile au courts du temps
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IT est intéressant de comparer les figures 39, 42 et 45 pour voir 1'effet
de la gravité sur 1'avancement du front, ainsi que les figures 41, 44 et 47,
pour noter les différences entre les débits d'huile 3 la sortie dans les

trois exemples 6, 7, 8.

TEMPS DE CALCUL

Le temps de calcul dépend beaucoup du type de conditions aux bords
qu'on assigne. En employant toujours Ax=2, on a obtenu, pour le cas (Da’Db)’
un temps de 0.0105 sec. (IBM 370-168) par pas de temps, tandis que pour le cas
(Ea, U}} on a obtenu un temps de 0.0201 sec. par pas de temps. Méme si il est
plus lent, ce cas est de toute fagon le plus intéressant du point de vue physique.
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