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C 4 % �ED��D�FD �²��)���9�n��*
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o½{i��|��P�ikTÏ=���w¶
�^��k^«ÆegfP�.v@®gxzfik�z}bx��$xz|�}^�ª}w�D�D�i�zvÁ|��©�.�bxp|~kD�Px²�$¯w|��b�/�i���b�ik^®�¾�|�xpf©j7�$¯w|~j��ij � Ý/o��b�:Ý:o �b�i�^��k
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s−1
®P�~k@���i|��i��±³�z}�j ��xp}9��v¥k@�D}��.�.v��~}��i�����@�^�.|~vp|Äxz|�}^�.v@«�Ý:�.��|~}������b�if

�^�D�P�i|�v¥|�xp|~}��,±³�z��j=k7�z�bxpk9|~v����°¿'5�«
egfP�.v@®�xzfi|~v��i�p}�xp}w�D}����i�z}$¤P|��wkTv3�.v�¾�|�xpfKxzfik7|�j7����|~�i�²}�±g��xp}
� �@�b���w|����)��tw�D��kTvD«�m¬j7�b�^k@v�}�{.vpkD�z¤u|��.��xzfik�vz�bj9k��D���z�i|~�^�3�if.��vpk����pk��b�i�.�p}F¯w|�j7�$xzkD�~t
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��|~���.�pk°�Ávpfi}$¾:v��¨vp��fikDj7�bxp|��=�zkD�.�pkTv¥kD�Pxz�bxp|~}��,}�±n|~j7�b�^k@v��^�D�P�i|�v¥|�xp|~}��·���.�xzfik7±M���Ãx�xpf.�bx�xzfik
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Ñ ′
|~j7�b�^k@v

In
¾�|�xpf

vp�.�$xz|~���i�zk@vp}��~�wxp|~}��
768×768

�i|Ä¯wk@�~vä���.�9�i|Ä¯wk@�[vp|B5@k�}�±4�.« �3j9j°«�ÒKk:�zk@vz�bj9�i�~k@��xpf.k@vpk:|�j7����k@v\|~�^xz}
�
512 × 512

���$x¥xz|���k�±³}�����}^j9�i�wxz�bxp|~}��.�����i�i�z�V}^vpk@v@«�m¬�K�^�i�w|�xp|~}���®"�
�i�zk@�@�b�~|�{.�z�bxp|~}��vyxzkD�K�����~}$¾�k@�
xz}¨k@v¥xp|~j7�$xzk9xpf.k7�^kD}^j=kDxp�z|~�@�b�����@�P�i|~vp|�xp|~}��K�[�b���bj9k�xzkD��v½xzf.�$x��b�zk7vp�ij9j7�b�z|B5@k@�K|��

Ñ ′
�.�p}b�yk@��xp|~}��

j7�$xz�p|�¯��b�.�i��|��D�bxp|~}��.v
Mn : R

3 −→ R
2 ®wxpf.k�j9�bxp�z|Ä¯ Mn

{VkD|~�i�7�^vpvp}w��|��$xzk@�7xz}9|~j9����k
In
«
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3D tomographic
reconstruction

Breathing compensation

4D motion

Heart beat compensation

3D static centerlines
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|~��xpfik:�$¯w|��b�w�w|~�pkT�Ãxp|~}��"«�Ò,k:��vzv¥�ij9kT��xpfik@��xpf.�bx�xpf.kg�zk@vp�i�Äxz|��.�3���~}�{.���P¤�k@�¥xz|~�@�b�uj9}bxz|�}^��}�±V��}^�p}^�.�b�pt
���¥xzkD�z|�kTv�|~�²xpfik�|~j7�b��k�v¥kT�P�ikD�.�Dk)|~v:�w|~�pkT�Ãxp�~t
�pk@�~�bxpk@�
xp}9xpfik��D���z�i|~�^�/�.f.��vpk�«
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������|~j7�b�^k@v
In(x, y)

xzfik�¤�k@�Ãxz}��½}b±���|~�ik�|��Pxpk@�����b��v
Hn(y) =

∑

x Cn(x, y)
}b±\xpfik=�^vpvp}w��|��$xzk@�²�~}w�@�b�

�D}��^xz�z�^vyx�|~j7�b�^k
Cn(x, y)

}$¤�kD�)xzfik7f.}��z|B5@}��^x��b����}w}����w|��[�$xpk^«ÁegfikÁ¤�kD�pxp|��D�b��j9}bxp|~}��·{Vk�xy¾�k@kD�Kxy¾�}
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vpk@�P�ikD�[��k/�b�[�9��kT���iv\xz}����ikT�b�z��t��VkD�z|~}w�w|���vp|��^�.�b�.}$¤�kD�\xz|�j9k^®P¾�fi}^vpk:fi|��^f9±³�zk@�P�ikD�[��t=��f.���z�^�Ãxpk@�p|65DkTv
xzfik)fikT�b�pxg{Vk@�$xT«��½�.�^v¥|4vptu�.�zf.�p}^�i}��.v�|~j7�b�^k@vg�D�b�²{Vk3kT��vp|��~t7|��wkD�Pxp|�§.k@�²{PtÁk@|ÄxzfikD�:vpkD�~k@��xp|~�i�=|~j7�b��k
|~�.�w|���k@v=�$x��~}w�D���äj7�$¯w|~j7�¨}b±�xpf.k
|~�^xzkD�����b�nv¥|~���.���B®���}i�D�$xzk@�Ì�bx�xpk@��kD¶º�w|���v¥xp}^��kb®\}^��vpkD�~k@�Ãxz|��i�|~j7�b��k
|~�.�w|���k@v��$xg��}i�D�b�Hj=|~�i|~j7��}b±"xpfik)|��PxpkD�^�z���Hvp|��^�.�b�Z®P�~}w�D�bxpkT�Á�bxnxpk@��kD¶ºvptwvyxz}��~k�«�m¬���i�����Ãxz|~�Dk�®w�P�.��vp|Hvptu�w¶
��fi�z}��i}��[v:|�j7����k@v½���@�^�.|��zk@�¨�bx/xzkD�~k�¶º�i|~�^vyxz}��~k��b�zk��.�pk�±³k@�p�zk@�°{VkT�D���.v¥k�|�x)��}��z�zk@vp�V}��.�ivgxz}Áxzfik�j9}^v¥x
�zkD���$¯wk@�=�b�.�9v¥xz�b{.��k:vyx��$xzk�����}^�i�3f.k@�b�px\j9}bxz|~}���®^�b�[�=�D}��.vpk@�P�ik@�^xp�~t��pkT�w�.��kTv\vp�i�VkD�z|�j9�V}Pv¥|�xp|~}��.v\���.�
�V}�xpkD�Pxp|��b�V�^v¥tu�.��fi�z}��i|�vpj²«�egfik3v¥k@��kT�ÃxpkT�Á�P�.��vp|[vptu�.��fi�p}^�i}��.v�|~j9����kTvä�b�zk/�D�b�~�~k@� �pÇ���Ç��pÇ!� �zÇ,� #��@É^Ç!�Ã«
��|~���i�zk:��vpfi}$¾:v��3xytu�i|~�@�b�.k�¯i��j=�.��k:}b±Vxzfik:f.}��z|B5@}��^x��b�i��|~�ik:|~�^xzkD�����b��v���}�j9�i�ixz�$xz|�}^�7���.�=|~���~�.v¥xp���$xzk@v
xzfik�v¥k@��kT�Ãxp|~}��²}�±��^�[��vp|4vptu�.��fi�p}^�i}��.vn|~j7�b��kTvn|~�°�=�z}bx��$xz|�}^�.�b�4�b�.��|~}������$j#vpk@�P�ik@�.��k^«

�/vp|��i�7�pkD±³kD�zkD�.��k)|~j7�b��kTvn|~�.�w|���kTvD®i¾�k���vzv¥|~���
xz}9kT����f
±³���bj9k�� � ���
# ��) ���TÇ � 	�� #7Ç)xzf.�$x:k@�.��}w�ik@v
xzfik�}�{.vpkD�z¤�k@���D���z�w|����\�if[��vpk�®F�pk@�~�bxp|~¤�kD�~t½xp}½�@�b���w|~�^�\�if.��vpkä|����zk�±³kD�zkD�.�Dk�|~j7�b��kTvD«�+:}^�pj7����|65DkT�3xp|~j9k@v
¤$���pt|~�·|~�^xzkD�z¤$�b�

[0, 1[
«°egfik
��}^j=�.�wxz�bxp|~}��Ìvz�zfik@j9k7|�v)xzfik7±³}^���~}F¾�|~�i�[Í�x¬¾n}¸vp�.�D�Dk@vzv¥|~¤�k9�zk�±³k@�pk@�.��k

|~j7�b��kTvÁ���pk¸�zk@vp�Vk@�Ãxz|�¤�k@��tÓ�^vpvp|~���ikT�¦xp}Â�i}��zj7�b�~|B5@k@�¦xz|�j9k
t = 0

�b�.� �i}��zj7�b�~|B5@k@�¦xz|~j=k
t = 1

®
xzfikD���i}^�pj7����|65DkT�9xp|~j9k@vn}�±"|~�^xpk@�pj9kT�w|~�bxpk3|�j7����k@vn���pk½��|~¤�kD�
{PtÁ��|~�ikT�b�n|~�^xpk@�p�V}^�~�bxp|~}���®w��vnvpfi}$¾��
|��
��|~���i�zk3�[«
eg|�j9k)�i}��zj7�b�~|B5T�$xp|~}��
|~vg¤�kD�ztÁ��}��u¤�kD�i|~kD�Px���vn|�x�|~v����i���wxpkT�Áxp}9�@�b���w|~�^�/�VkD�z|�}w���zf.���i��kTvn�w�i�z|~�i�

xzfik¨���D�P�i|�vp|Äxz|�}^��®�¾�f.|~��f¦|�v=}�±âxpk@�Âxzfik¨�D��vpk�®���v9�D}��^xz�z�^vyx7�b��k@�^x7���@�^�.|~vp|Äxz|~}��Â�.vp�.�b�~�~tµ���@��kD�~kD���$xzk@v
fikT�b�px/j9}bxz|�}^��«:m¬�.�ikDk@��®V¾�k��w}
�i}�x3��vzvp�ij=k�xpf.�bx/xzfik��u�ij�{VkD�3}b±ä���@�^�.|��zk@�°|�j7����k@v:{VkDx¬¾nkDkD�¸x¬¾n}
�zk�±³kD�zkD�[��k@v�xp|~j9k@v�|~vä§i¯wk@�7±³}��n����|~¤�kD�
vpk@�P�ikD�.�Dk�«\¿:}$¾�kD¤�k@�@®^|~j7�b��kTv�{VkD±³}��zk�xzfik/§.�zv¥xn���.�Á�$±âxzkD�äxzfik
����v¥x)�zk�±³kD�zkD�[��k=|�j7�b�^k@v)�D���,�i}bx�{Vk7��vzvp|��^�ik@��²�i}��zj7�b�~|B5@k@�¨xz|�j9k�«9m¬�xzfik=±³}^���~}F¾�|~�i�[®4¾�k7�w|�vp�@�b���
xzfik@vpk�|~j7�b�^k@v�±³�p}^jÐxzfik�vpk@�P�ikD�[��k�xp}
}��.��t°��}^�.v¥|��wkD�:xzfik

Ñ
|�j7����k@v@®

Ñ ≤ Ñ ′
®V{Vk�xy¾�kDk@�¨xpfik�§.��v¥x

���.���~�^vyx��zk�±³k@�pk@�.��kTvn|~j7�b��kTvD«\egfik��i}��zj7�b�~|B5@k@�Áxp|~j9k�}b±�|~j7�b��k
In
|�v��ikD�i}bxzk@�

tn
«

����� � �"!#���$��%&���('����)�$�*�	��������+%&�(,��-%	�.��

egfik�§.�zv¥x9vyx��b�^k
}b±/}��i�=j9k�xpf.}w�µ|�v�xpfik²�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^�Ì}b±½�$¶¬¹���k@�^xpk@�p�~|~�ik@v�±³�z}�jËxzfik²�pk�±³k@�pk@�.��k
|~j7�b��kTvD®.��}��z�zk@vp�[}��[�w|��.��xz}7�i}��zj7�b�~|B5@k@�
xp|~j=k

t = 0
«�egfikTv¥k�|~j9����k@v����pk�vpkD�~k@��xpk@��±³�z}�jÐ}^�ik�vp|~�i���~k

vpk@�P�ikD�[��k��b�[�°}�{.vpkD�z¤�k)xpf.k�vp��j9k��@�b���w|����)�if.�^v¥k�{i�ix/±³�z}�j!�w|~v¥xz|��.��x½�V}�|~�^x�v/}b±\¤u|~kD¾�«:egfP�[vD®[xpfik@t

Þâß�à�Þâá



�/Ç��������
	��
���	������������������������
��� �
	¬Ç!�
�MÇ!�"������#%$&�VÇ �'��	(��	���������)�*,+��'���.-/���(0DÇ��!	�������14Ç�2�.Ç�����Ç �

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

Horizontal line integral value
Im

a
g
e
 v

e
rt

ic
a
l 
c
o
o
rd

in
a
te

Im
ag

e 
ve

rti
ca

l c
oo

rd
in

at
e

Time
0 50 100 150 200 250

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

V
er

tic
al

 d
is

pl
ac

em
en

t

Image index

(p
ix

el
s)

���
� ���

�

���
�

���
�

��	
	



�
� ��



��|~���i�zk��iÍ �½�.��vp|ivptP�[�zfi�z}��i}^�.v�|~j7�b��kTv\v¥k@��kT�Ãxp|~}��7���D�D}����w|��.�½f.}��z|B5@}��^x��b�w��|~�ik�|~�^xzkD�^�z���~v@«�e�}���ÍnÎM��kD±�xÃÏ
����}^�p|~��|~�.���u�b�.��|~}������$j

In(x, y)
®^�b�.�²ÎM�p|~��fPx�Ï�xpfik��i�~}bx\}�±[xpfik:��vzvp}w��|��$xpkT��fi}^�p|65D}^�^xz���u��|~�ik�|��PxpkD�^�z���~v

Hn(y)
«µl�}�x¥xz}�j°ÍÎ³�~k�±âxÃÏ��^�$xzfikD�z|~�i������gfi}��z|B5@}��Pxz�b���~|~�ik�|~�^xzkD�^�z���~v�|~�Ó�b�Â|�j7����k
kD¯wkDj9�i�~|Ä§.kTv�xzfik

�Dtu�D��|��ä�D���z�w|����\j9}bxp|~}��"®$�b�.�ÁÎM�p|~��fPx�ÏHxzfik�¤�kD�pxp|��D�b�^j9}bxp|~}�����}^j9�i�wxpkT�)±³�z}�jÑ�w|! HkD�zkD�.�Dkäj=|~�i|~j9|B5T�$xz|�}^�
{Vk�xy¾�k@kD�vp�.�D�Dk@vzv¥|~¤�k�fi}��z|65D}��Pxz�����~|~�ik�|~�^xzkD�����b��v@®[�b�~�~}F¾�|~�i�7±³}��/xpfik=v¥k@��kT�Ãxz|�}^�¨}b±�|~j9����kTvD®[¾�fi|��zf,�b�zk
vptu�.�zf.�p}^�i}��.vn¾�|�xpf°�pkTv¥�VkT�Ãxgxp}9xpfik��@�b���w|~�^�3��tw���~k7ÎMvp�V}bxpxpk@�²�~}w�D���Hj7�$¯w|~j7�^ÏÃ«
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��|~���i�zk
�.Í +:}^�pj7����|65DkT�Kxz|�j9k@v9��}^j9�i�wxz�bxp|~}���ÍÁ{Vk�xy¾�k@kD�µxy¾�}Kv¥�[�D��kTvpvp|~¤�kÁ�zk�±³k@�pk@�.��k
|~j7�b�^k@vD®�xp|~j9k
|�v���|~�ik@���p�~t|~�^xpk@�p�V}^�~�bxpkT�,{VkDx¬¾nkDkD�ÌkT�^�.|�¤b�b�~kD�^x��zk�±³k@�pk@�.��k9xz|�j9k@v

t = 0
�b�.�

t = 1
«²m¬�·xpfi|�v��D�^v¥k^®

�zk�±³kD�zkD�[��k3|~j7�b�^k@vg���pk�v¥�[�D��kTvpvp|�¤^kD�~tÁvpkD�.�b���$xzk@�
{Pt²�i��®.���i®i�i�)�b�[�°�b��|~j7�b�^k@v@«

���pk�v¥�.�i�V}^vpk@�°xz}�{Vk��i�.��}^�p�z�i�wxzk@�¨{Pt¸�D���z�w|��^��j9}bxp|~}��"®V{.�wx��b�zk�vp�i{w�yk@�Ãx3xz}
�zk@vp�i|~�z�bxp}^�pt�j=}�xp|~}���«
egfik��$¶¬¹1�D}��z}��.�b�zt7�b�pxpk@�pt
��kD�PxpkD�z�~|��ik��pkT��}^�.vyxz�p�.��xp|~}���|~v��VkD�p±³}��zj9k@�
|~�²±³}��i���.f.��vpk@v@Í

� ¤�kTvpvpkD�4kD�if[�b�.�DkDj9kD�^xT®
� �D}��z}��.���pt7�b�pxpk@�pt
��kD�PxpkD�z�~|��.k)k�¯uxp������xp|~}���®
� ���¥xzkD�ztÁ��k@�^xpk@�p�~|~�ik)j7�$x��zfi|~�i�7���.�²�b¶º¹Ñ�zk@�D}��.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��®w�b�[�
� �zk@vp�i|~�z�bxp}��pt7j9}bxz|�}^��k* VkT�Ãx/�D}�j9�VkD�.vz�$xz|�}^��«

��������� 	 Ö �@� Ö 1 Ö�
� ¡ 
 ¢ Ö � Ö�
 �
}^�i��§.��vyx��i�pk@�pkT�P�i|~vp|�xpkÁ|~v�xz}¸k@�if.�b�.�Dk7xzfik
¤�kTvpvpkD��v�|��Ìxzfik��b�.��|~}������$j7v@«²ÒKk
�.vpk@�·xpfik²�b�i�i�z}^�^�zf
§.��v¥x½�i�p}^�V}^vpk@�°|�� : ��+'<'<����i®4r�+3r + ���?>\�b�[�¨k�¯uxpk@�.�wk@�¸|�� : @�Ü¨Ý + �^�?>Z«½mºx3�zkD�~|�kTv:}^��Áj��i��xp|�vp�@�b�~k¿/k@vzv¥|��b�w¶º{.��vpk@�Á§.��xpkD�z|~�i�=xpf[�$x:kD�if.���.��kTv����i�z¤u|��~|~�ik@����vyxz�p�.��xp�i�zk@v@«

�i}��/�=��|~¤�kD�°vz�D����k
σ
®i}��z|��^|��.���H|~j9����k

I
|�vn§[�zv¥x:�D}��P¤�}^���ixpk@��¾�|�xpf¨� G)�b�.vzvp|~���F7�kD�z�ikD�"��kD�Pxpk@�pkT�

}^���.|Ä¯wkD�
p = (x, y)

®i¾�|Äxzf¨vyx��b�.�i���z���ikD¤u|~�bxp|~}��
σ
Í

I(σ, p) = I(.) ∗ G(σ, p, .)
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p+ σd

∇ I(σ, p+ σd)

p− σd

−d

d
D(σ, p)

p

∇ I(σ, p− σd)

��|~���i�zkÁ�wÍ���|���xpk@���zk@vp�V}��.vpk9�D}�j9�i�wx��$xp|~}��Ìvp��fik@j=k^« ��|~�ÄxzkD���zk@vp�V}��.vpk9�bx��i|Ä¯wk@�
p
|�v���}�j9�i�ixpk@�K{ut

�@�b�����i���$xz|��i�½����k@�i��kä�zk@vp�V}��[v¥kä}���{V}�xpf�vp|~�ik@v�}b±ixpfikn�V}bxzkD�^xz|~���P�pkT�Ãxz|��~|~�ik@�b��v¥xp�z�.��xp�i�zk�®$�bx��w|~v¥x��b�.��k
σ±³�z}�jÐ�i|Ä¯wk@�

p
|��¨�w|~�pkT�Ãxp|~}��

d
}��pxpfi}^��}^�.�b�[xz}=xpfik�v¥xp�z�.��xp�i�zk��w|��zk@��xp|~}��

D(σ, p)
«

egfik�¿/k@vzv¥|��b�²j7�$xp�z|�¯
}b±��D}��P¤�}^�~�wxpk@��|~j9����k)|~v�k�¯uxz�z�^�ÃxpkT�4Í

H(I, σ, p) =

(

∂2I(σ,p)
∂x2

∂2I(σ,p)
∂y∂x

∂2I(σ,p)
∂x∂y

∂2I(σ,p)
∂y2

)

egfik�¿/k@vzv¥|��b��j7�bxp�z|Ä¯
�^|�¤�kTv�xzfik)�.�p|~�.��|~�.�����w|��zk@��xp|~}��
D(σ, p)

}�±����V}�xpk@�^xp|��b���pkT�Ãxz|��~|��.k@�b��v¥xz�p�.��¶
xz�i�pk��$x��.|Ä¯wkD�

p
Í

tan(2D(σ, p)) =
2∂

2I(σ,p)
∂x∂y

∂2I(σ,p)
∂x2

− ∂2I(σ,p)
∂y2mº±

d
|�v��Ì�i�.|Äx��b�zt¦¤�kT�Ãxp}^�Á¾�f.|~��f©|~v
}^�¥xzfi}��^}��.�b��xp}Â�i�z|��.�D|��.���½�w|~�zk@�Ãxz|~}��

D(σ, p)
®gxzfik¸§.��xpk@�

�zk@vp�V}��.vpk3|~v:�wk�§[�ik@�²{PtHÍ

R(σ, p) = min {∇I(σ, p+ σd).d,∇I(σ, p− σd).(−d)}
��|~���.�pk��=vpfi}F¾:v��b�²|~�~���.v¥xp���$xz|�}^��}�±�xpfik)§.��xpk@���zk@vp�V}��.vpk)��}^j9�i�wxz�bxp|~}��°vz�zfik@j=k^«
egfi|~v:§.�ÄxzkD�/k@�if.�b�[��k@v:�pkT�Ãxz|��~|��.k@�b�/v¥xp�z�.�Ãxz�i�zk@v�¾�|�xpf¸¾�|~�uxzf¸�D��}Pv¥k)xz}
vp�@�b�~k

σ
«:Ü°}��zkD}$¤�kD�@®i|Äx3�b��vp}

f.�^v�j7�b¯u|~j��ij'�zk@vp�[}^�.vpkÁ�bx�¤�k@vzv¥k@����k@�^xzkD�T«,ru|~�.�DkÁxpf.k
}^{.v¥k@�p¤�kT�K¤�kTvpvpkD��v�}�{[v¥k@�p¤�kT�Kf.�F¤�kÁfi|~��f.��t
¤$���ptu|~�i�7vp|65Dk@v@®ixzfik��i�zkD¤u|�}^�.v:��}^j9�i�wxz�bxp|~}��¨|�v:k�¯uxzkD�.�wkT�²xp}
j��i��xp|~�i��k=vp�@�b�~k@v:���.�¨��}^�.�w�.�Ãxzk@�²±³}^�½�
vpk�x/}�±\vz�D����kTv

Σ
®V���i���wxpkT��±³}^�/vpj7�b�~�~k@vyx:xp}Á���b�z��kTvyx:¤�k@vzv¥k@�~v@«gegfik�{Vk@v¥x½vz�D����k�|~v/vpkD�~k@��xpkT�°�^�D�D}����w|��i�

xz}=xpfik�j7�b¯u|~j��ij#§.��xpk@���zk@vp�V}��[v¥k^Í

σ? = argmax
σ∈Σ

R(σ, x)
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� ��� ��� ��È����� ) )B����	��/���
����È � � �H���wÇ

��|~���i�zk½Ô.Í\Ü°�i��xp|�vp�@�b�~k/§.��xpkD���b�.����twvp|~v@«	�.�z}�j �~k�±âxnxp}��z|~��f^xTÍ�}^�p|~��|~�.�b�V�b�i�^|�}^���z�bj°®^j��i��xp|�vp�@�b�~k3�w|~�pkT�Ã¶
xz|�}^�²j7�b��®.�b�.�²j��i�Äxz|~vz�D����k)§.��xpkD�:�pkTv¥�V}^�.vpk½j7����«

egfik)j��i��xz|~vz�D����k��i|��zk@��xp|~}��°�b�.�
§[�ÄxzkD�:�pkTv¥�V}��[v¥k)���pk3�^|�¤^kD�²{PtHÍ

D?(x) = D(σ?, x)
�b�.�

R?(x) = R(σ?, x)

m¬���i|�¯wkD��v��~kD�i��xpf��i�i|�x@®F±³}��
5122
v¥�[�$xp|��b���zk@vp}��~�wxz|�}^�)|�j7�b�^k@v@®@¾nk��.vpk

Σ = {1, 2, . . . , 6}
«	��|��^�i�zk�Ô

vpfi}$¾:v�xzfiknj��i��xp|�vp�@�b�~kn�w|~�pkT�Ãxz|�}^�����.��§.��xpk@���zk@vp�V}��.vpkäj7�b�.v"±³}^���b��}^�p|~��|~�.���^���i��|~}��^�z�bj°«�Ü°�i��xp|�vp�@�b�~k
§.��xpk@�/�zk@vp�V}��.vpk�j7�b�.v/�@�b�¨{Vk���}��.vp|��wkD�zk@�°�^v/�9�~|67�kD�~|�f.}u}w��±³}^�/�i|Ä¯wk@�~v:xp}Á{Vk@��}^�i�9xz}7xzfik��i�p}b�ykT�ÃxpkT�
�DkD�^xzkD�z��|~�ik)}�±��9��}^�p}^�.�b�ptÁ�b�pxpkD�zt^®w�b�.��¾�|~����{Vk�k�¯uxzkD�.vp|�¤�k@��t
�.v¥kT��|~��xzfik��ik�¯ux/vyxzkD�.v@«

��������� � Ø�� ¢ Ö�
 � Ö   1�� 
"Ö � Ö�� �D $¡i¢b��� Ú 

±³�z}�j(xpf.k��b{V}$¤�k���}�j9�i�wxzk@�¨j��i��xp|�vz�D�b�~k��pkTv¥�V}^�.v¥kTvD®.¾nk��.}F¾Ñ{i�.|����¸�
v¥kDx½}b±ä�$¶º¹»���.�p¤�kTv�xpf.�bx½�pk@�w¶
�zk@vpkD�^xgxzfik���}^�p}^�.�b�ptÁ�b�pxpk@�ptÁ�DkD�PxpkD�z�~|��ikTvD«�egfi|~v�¾�|~����{Vk��w}��.k)|��²xpf.�pkDk�vyxzkD�.v@Í

� vp�i{i�i|�¯wkD�~|~�)��}i�D�b���w|~�pkT�Ãxz|�}^�.�b�4j7�$¯w|�j7�9��}^j=�.�wxz�bxp|~}���®
� futuv¥xpk@�pkTv¥|�v�xzfi�zk@vpfi}����w|~�i�=}�±���}w�@�b���w|~�pk@��xp|~}��.���Hj7�b¯u|~j7�i®i���.�
� �V}^|��Pxzv���|~��7u|��.�.«

���"�	�	� ��Ö 1
�³¢ 1 Ú ¢^¡�1�Û��³  Ö ¢���� Ú 
 ¡�1.�·¡ � ���·¡Æ¢ Ú �� �"�@¡w��� Ú 
 |~�ªxpfikj��i��xp|�vp�@�b�~k¨�zk@vp�V}��.vpk�®n¾�k
kD¯Pxz�z�^�Ãx=xpfik°�.|Ä¯wkD��v=xpf.�bx7���pk²{i�z|��^f^xpk@�=xpf.���Âxpf.kD|~�=xy¾�}Ì�w|��zk@��xp|~}��.���n�.kD|~��fP{V}^�zv=|��¦xpfik¸�w|��zk@��xp|~}��
}^�¥xzfi}��^}��.�b��xp}°xpfikÁ�V}bxpk@�^xz|~���\�zk@��xp|~�~|��ikT�b��vyxz�p�[�Ãxp�.�pk�« � k�x

p
{VkÁ�²�i|�¯wkD�ä���.�

d
�°�i�i|�xz�b�zt¤�k@�Ãxz}��

}^�¥xzfi}��^}��.�b�Vxz}
D?(p)
®[v¥�i{.�i|Ä¯wk@�~v�xpf.�bx/���pk��.v¥kT��±³}��/�D}�j9�.�b�z|�v¥}^��¾�|Äxzf¨�i|Ä¯wk@�

p
�b�zk)�i|�¯uk@�~v/�$x:�.�i|Äx

�w|�v¥xz�b�[��k�|~�
d
�w|~�zk@�Ãxz|�}^��®.�.�bj9kD�~t

p+ d
�b�.�

p− d
«gÝ1�.|Ä¯wkD�

p
|�v/�9�~}w�D���"�w|��zk@��xp|~}��.����j7�$¯w|�j7�9|�±

xzfik)±³}��~��}$¾�|~�i�9�D}��.�w|�xp|~}��[vgfi}����4Í
{

R?(p) > R?(p+ d)
R?(p) > R?(p− d)

Þâß�à�Þâá
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Ý�vp�i{i�i|�¯wkD�~|~��k@v¥xz|�j7�$xz|�}^�¨}b±\xpf.k��wkDxpk@��xpkT�¨�~}w�D�b��j9�b¯w|�j7�7|�v½����fi|~kD¤�k�{ut�§ixpxp|~�i���
�P�.���w�z|��)}^�
�V}^|��Pxzv

(p − d, R?(p − d))
®
(p,R?(p))

®g�b�.�
(p + d, R?(p + d))

« � k�x7�.vÁ�wkD�i}�xpk°{ut
q(α) =

aα2+ bα+ c
xpf.k/�P�.�^�w�z|~�nxzf.�$xn���i�i�z}T¯w|~j9�bxpkTv

R?(p+αd)
���.�=xpf.�bxä¤�k@�p|�§.kTv

q(−1) = R?(p−d)
®

q(0) = R?(p)
®.�b�.�

q(1) = R?(p+ d)
«
q(α)
kD¯wfi|�{.|Äx�v:�=j9�b¯w|�j7�9�$x

α̂
¾�|�xpf

α̂ =
R?(p− d)−R?(p+ d)

2(R?(p+ d) +R?(p− d)− 2R?(p))

egfik�vp�i{i�i|�¯wkD�~|~���V}^vp|Äxz|�}^�°}�±�xpfik=�wk�xpkT�Ãxzk@�¨�~}w�D����j7�b¯u|~j7�9|�v:xpfik@�v¥kDx:xz}
p + α̂d

«/egfik�kD¯uxp�����Ãxzk@�
vpk�x�}b±��V}�|~�^x�vg�D}��^x��b|~�.vnj9}^v¥xg}b±"xzfik)¤$��vz���i���b�n{i�wx:���~vp}�j7�b�ut7�i}^��¤$��vz���.�~���nv¥xp�z�.�Ãxz�i�pkTväxzf.�$x�f.�F¤�k
xz}9{Vk)kD¯i���~�.�wk@��«

�°× �@� Ö   Ö ���M�¸� �   Ö � �"Ú 1³Û	� 
�� j9}^v¥x�}b±�xpfik�|~�p�zkD�~kD¤$���^x���}i�D�b�n�w|��zk@��xp|~}��.���äj7�$¯w|~j9�.®�xzf.�$x9�w}�i}bx
�D}��z�pk@vp�V}��.�Áxp}9¤b��vz���i���b��vyxz�p�[�Ãxp�i�zk@v@®i�b�zk)��f.�b������xpkD�z|65Dk@�
{Pt

� �=�~}F¾Yj��i��xp|�vp�@�b�~k3§.��xpk@���zk@vp�V}��.vpk)�b�[�
� xzfik�v¥j7������vp|65Dk)}b±�xzfik���}^�i�ikT�ÃxpkT�²��}^j=�V}^�ikD�PxzvnxzfikDt
{Vk@��}^�i�=xp}.«

¿/tuv¥xpk@�pkTv¥|�v�xpfi�zk@vpfi}����w|~�i�K|~v9�Vk@�¥±³k@��xp�~tÂ���wkT�P�.�$xzk�±â}^�=xzfi|~v9xz�^v�7H«¦mºx7�zk@�P�i|~�pkTv=�,fi|~��fª�b�.�Ó�,�~}F¾
xzfi�pkTv¥fi}^���4«ÂÒKk°�D}�j9�i�wxzk�xzfik@vpk�xzfi�zk@vpfi}����iv9��v9�P�.�b�Pxp|~��kTv=}b±/xzfik¨���.j��i�~�bxpkT�Âfi|�v¥xp}��^�z��j'}b±/xzfik
j��i��xp|�vz�D�b�~k²§.��xpk@�7�pkTv¥�V}^�.vpk�j7�b�.v9}$¤�kD�=xzfik¸��}�j9�i�~k�xzk¨vpk@�P�ikD�.�Dk�«ªegf.k°�~}F¾#xzfi�zk@vpfi}����Â|�v7vpk�x9xp}
�²xytu�i|��D�b�ä¤b�b�~�ik7}b±gxpfikÁj��.�Äxz|~vz�D����k7§.��xpkD���zk@vp�V}��.vpk9}^�·¤�k@vzv¥k@�~v@®�¾�fi|~��k7xzfikÁfi|~��f·xpfi�zk@vpfi}����K|~v�vpk�x
xz}·�x¬tu�i|��D���g¤b�b�~�ik�}�±/xpf.k²j��.�Äxz|~vz�D����k²§.�ÄxzkD�7�pkTv¥�V}^�.v¥k�}^�¦¤�k@vzv¥kD���DkD�^xzkD�z��|~�ikTvD«¦egf.k@vpk°�P�.�b�^xz|~��kTv
�@�b�Â{Vk��zkD���$xzk@�Ìxp}K�pk@�~�bxp|~¤�k��b�zk@�¸�zk@vp�Vk@�Ãxz|�¤^kD�~tK}w�@���i�.|�kT�µ{PtÌ¤�k@vzvpkD��v����.�µ¤�k@vzvpkD��v���k@�^xzkD�z��|~�ik@v=|��
xzfik�|~j7�b��kTvD«�.�z}�j!}��i�½kD¯w�VkD�z|�j9kD�Pxzv@®V¾nk=�zfi}Pv¥k�xzfik

90th
�VkD����k@�^xp|~�~k�±³}^�/xzfik��~}$¾Ñxpfi�zk@vpfi}����¸���.�

xzfik
98th
�VkD����kD�Pxp|~��k²±³}��=xpf.k°fi|��^fÂxpf.�pkTv¥fi}^�~��«Âm¬�Ó�^�i�w|�xp|~}���®�fPtwvyxzkD�zk@vp|~v�xpfi�zk@vpfi}����w|~�i�·�b�~��}$¾:v�xp}

�zk�x��b|~�¦}^�i�~tÂvp� AÁ��|~kD�Pxp�~tÂ���b�z��k°��}^�i�ikT�ÃxpkT�Ó�D}�j9�V}��ik@�^xzv@«©egfik¨j9|~�i|�j7���/��}��.�ik@��xpk@�ª��}^j=�V}^�ikD�Px
vp|B5@k/¾n��v�vpk�x�xp}=���i|�¯wkD��v@« ��|~���i�zk � |~���~�.v¥xp���$xzk@v�xpfik½k* VkT�Ãxn}�±���}w�@�b�V�w|~�pk@��xp|~}��.���.j7�b¯u|~j7��kD¯uxp�����Ãxz|�}^�
���.��}b±�futuv¥xpk@�pkTv¥|�v�xzfi�zk@vpfi}����w|~�i�=|~�°���°�b�i�^|�}^���z�bj°«

�½Ú � 
 �T�$1
� 
�� � 
�� ��}i�D�b�H�w|~�zk@�Ãxz|�}^�.�b�Vj7�$¯w|~j7��f[�T¤�k½{Vk@kD��k�¯uxz�z�^�ÃxpkT�7�V}^|��Px¥¶º¾�|~vpk�®u{i�wx�¤�k@vzvpkD��vä�i�z}b¶
�yk@��xpkT�Ì|��µ|~j7�b�^k@v�f.�T¤�k��¸��}^�i�ik@��xpk@�µvyxz�p�[�Ãxp�.�pk^«¨Ò,k
�zk@�D}F¤�k@�)xzfi|�v�v¥xp�z�.�Ãxz�i�pkÁ{utK�~|���7u|~�i�¸�V}^|��Pxzv
xzf.�$x:{VkD�~}��i�=xz}=xpfik�vz�bj9k���}^j=�V}^�ikD�Px��.vp|��.�=xpfik�j9k�xzfi}w�°�wk@vz���z|�{VkT�
|~� : G3|~�z� � >Z«

������� � 0 ��1â��� ØzÚ ¢2��1³¡w  �·¡w�@¢ � � 
��
�b±âxpkD���~|~��7u|��i�[®�¾�k7f.�F¤�k7k�¯uxp������xpk@��®�±³}����������zk�±³k@�pk@�.��k9|~j7�b�^k@v@®�xpfik��F¶¬¹#��k@�^xzkD�z��|~�ik@v�}�±g�i�p}b�ykT�ÃxpkT�
�D}��z}��.�b�pt��b�pxpk@�p|~k@v@«�ln�i|����w|~�i����}��z�zk@v¥�V}��[�wkD�.�Dk@v�{Vk�xy¾�kDkD��xzfik���k@�^xzkD�z��|~�ik@v�}b±.xy¾�})�pkD±³kD�zkD�.��kn|~j7�b��kTvD®
�^�D�P�i|~�pkT��±³�z}�j�x¬¾�}��i|~v¥xp|~�.�Ãxä�V}^|��Pxzv�}b±H¤u|�k@¾�®^�b�~�~}F¾:v�±³}^��xzfik�xp�z|~�i|�j9kD�[v¥|~}��.���w�zk@�D}��.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��}�±[xzfik
�D}��z}��.�b�ptÁ�b�pxpk@�p|~k@vg��k@�^xzkD�z��|~�ik@v�{Pt��b�.�i��tu|~�i�7vyxzkD�zkD}�¶Z¤u|�v¥|~}��
�i�z|��.�D|��.��kTvD«
Ü°}^v¥xn}�±"�i�z}��V}Pv¥kT�Á�b�i�i�z}^�^�zf.k@v�±³}��g�b¶º¹À�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^�Á}b±��D}��z}��.���pt9�b�pxpkD�z|~k@v��DkD�^xzkD�z��|~�ikTv��zkD�~t

}^�Á}��i�~t=x¬¾�}=�b�i�^|~}����z�b�if.|~��¤u|�k@¾:v':ÊÜ � � Ü �^�?>º®Px¬tu�i|��D�����~t9}�{wx��b|~�ik@�7{ut9{i|~�i���b�ik3�b�i�^|�}^���z�b�ifut�«�egfik
�z}bx��$xp|~}��[�b�����@�^�.|~vp|Äxz|�}^�°�����~}$¾:vnxp}Á��k�x/{Vk�xy¾�kDk@�¸�7�b�.� � �zk�±³k@�pk@�.��k)±³�z��j9k@v@®.�wk@�[k@�.�w|~�i�Á}��°�P�b�^xz�pt
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��|~���i�zk � ÍÂ¿/tuv¥xpk@�pkTv¥|�vÁxzfi�zk@vpfi}����w|~�i�Â}b±��~}w�@�b�)�w|��zk@��xp|~}��.���½j7�b¯u|~j7�i« e�}���ÍYÎ³�~k�±âx�Ï�}^�p|~��|~�.���½���w¶
�^|�}^�����$j°®T���.�7ÎM�p|~��fPx�Ï���vzvp}w��|��$xpkT�3j��i�Äxz|~vz�D����k�§.��xpk@���pkTv¥�V}^�.v¥k\j7����«�ln}�x¥xp}^j°Í�Î³�~k�±âxÃÏ�k�¯uxz�z�^�Ãxzk@�)��}w�@�b�
�w|~�zk@�Ãxz|�}^�.�b�[j7�$¯w|�j7��v¥�.{i�i|�¯uk@�~vnv¥kDx@®u���.�¸Î³�z|~��f^xÃÏ\�zk�x��b|~�ik@�Á��kD�Pxpk@�p�~|~�ik@v��b±âxpkD�nfPtwvyxzkD�zk@vp|~v�xpfi�zk@vpfi}����u¶
|~�i�.«
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I1

P

S2

S1

I2

D2P

M

Q

DP

��|~���i�zkK�iÍÓ�\�i|~�V}����b�¨��}^�.vyxz�z��|��Px²|���xy¾�}Ó|~j7�b��kTvD«Ð�$¶¬¹ �V}^|��Px
M
�i�z}b�yk@��xzv°��v

P
|~�Y|�j7����k¦��«

��}^�.v¥kT�P�ikD�^xz�~t�®bxpf.k��.�p}b�yk@��xp|~}��
Q
}�±
M
|~�
I2
®�xpf.�bx�j7�bxz��fik@�

P
®^|�v\�~}w�D�bxpk@�=}��=xpf.k��.�p}b�yk@��xp|~}��

D2P}�±���|~�ik
DP

}��
I2
«

�z}bx��$xp|~}��Âvp�VkDk@�Â���.�µ}��Â�.�$xz|�k@�^x9fikT�b�px����$xpk^«KÒKk²�i�p}^�V}^vpk7xz},�.v¥k°�b�~��xpfik°�F¤$�b|~���b{i�~kÁ|~j7�b�^k@v�xp}
�VkD�p±³}��zj1�/j��.�Äxz|Ä¶º}w���.�~����j7�bxz��fi|��i�3}b±.xpfiknkD¯uxp�����Ãxzk@����k@�^xpk@�p�~|~�ik@v�|����zk�±³kD�zkD�.�Dk�|�j7�b�^k@v@®$��v�{.��vp|~�@�b�~��t
�wkTvp�D�p|~{Vk@�7|~� : l/<½¹ + �^�M>º«\egfi|�vä|�vn����fi|~kD¤�k@�7{ut9}��wxz|�j9|65D|~�i�=��j7�$xz��fi|~�i���D�p|�xpk@�p|~}��Á�ik�xz��|��~k@�Á{VkD�~}$¾�«

��� × � � Ö �D  �M¢ �·¡w�T¢ � � 
�� ��kDx=�.v�§.��vyx9��}��[v¥|��wkD��xpf.k²��vptuj=j9kDxp�z|~�Á�i�p}^{i�~kDjËxpf.�bx9��}��.vp|�vyx�v�|��
j7�$x��zf.|��i���Ávpk�x½}�±\�~|���7�k@�¨�V}�|~�^x�vD®H�wkD�.}bxpkT�¨{Pt

(P1, . . . , PC)
®V|���7§.�zv¥x½|�j7�b�^k�®Vvz�Tt

I1
®V¾�|�xpf¨xzfik

kD¯Pxz�z�^�Ãxzk@���DkD�^xzkD�z��|~�ikTvg|��¨�9vpk@��}^�.��|�j7�b�^k�®
I2
«

.
�\�z}�{.��k@jË±³}^�pj��i���$xz|�}^��Í
Ý/v=|~���~�.v¥xp���$xzk@�µ{Pt ��|~���i�zk²�i®ä��V}�|~�^x

P
|��

I1
|~v�xpfik²�.�p}b�yk@��xp|~}��

}�±½�,�b¶º¹��V}�|~�^x
M
�~}w�D�bxpkT�Ì|~�Ó�$¶¬¹(�~|~�ik

DP

®��¬}^|~�i|��i�·vp}��i����k��[}Pv¥|�xz|�}^�
S1
xz},�.�p}b�yk@��xp|~}��

�V}Pv¥|�xp|~}��
P
«�egfik=�i�z}b�yk@�Ãxz|�}^�}b±äxpfik9�b¶º¹ �~|��.k

DP

|~�
I2
®"�wkD�i}�xpk@�

D2P
®4j��[vyx���}��Pxz�b|~�¸xzfik

�i�z}b�yk@��xp|~}��
Q
}b±
M
|��

I2
Í�xzfi|�vg|�vgxpfik
Ç��;� � ��)B������������	������ �;	B«

�/�w±³}��pxp�i�[�$xpk@��t^®�xpf.k:k@�i|~�[}^���b�ä��}^�.vyxz�z��|��Pxä�w}ukTv\�^kD�ik@�z�����~t��i}bx�tP|~kD���7��v¥|~�i�^��k:j9�bxz��f7|~�
I2
±³}^�

kT����f
P ∈ I1

«\m¬�[�wkDkT�4®i|~�²j9}Pvyx/�D��vpk@v@®w��|~�ik
D2P
|~�^xzkD�zvpk@��xzv�j=}^�pk3xpf[�$x:}��ik���kD�Pxpk@�p�~|��.k)|~�

I2
®

�zk@vp�i��xp|~�i�=|��°�=v¥kDxg}�±�j9�bxz��fi|~�i�9�D���.�w|��i�$xzk@vn|��
I2
ÎMvpkDk���|~���i�zk)�^Ï�«äo½�i�gk�¯w�VkD�z|~j=k@�^x�vgv¥fi}$¾:v

���
�T¤�k@�z����k�}�±���j7�$x��zf.|��i�=�D���.�w|��i�$xzk@vä�Vk@���V}�|~�^xTÍ ��|~���i�zk ���w|�vp�i�~�Ftwv�xpfik3fi|�vyxz}������bj }b±4xzfik
�u�ij�{VkD�:}�±�j7�$xz��fi|~�i�7�@�b�.�i|~�i�bxpkTvD®w¾�f.kD�°{i�p}$¾:vp|��.�9�b�~�4�V}�|~�^x�v�|��°kD¯Pxz�z�^�Ãxzk@�²��kD�PxpkD�z�~|��ikTv�vpk�x
}�±�}��ik)|~j7�b��k^«
� k�x
Qi
�wk@�i}bxzk=xpf.k7vpk�x�}b±nj7�$x��zf.|��i�¨�@�b�.�i|~�i�bxpkTv3|~�

I2
±³}����V}^|��Px

Pi
|��

I1
«Áln�i|����w|~�i�²xzfik

�D}��z�pkTv¥�V}��.�wk@�.��kTvä±³}��:�9vpk�x:}b±��~|���7�k@���V}^|��Pxzv
(P1, . . . , PC)

}�±
I1
��}��.vp|�vyx�v�xzfikD�°|~�°��fi}u}Pv¥|~�i�

�9vpk�x:}b±��V}�|~�^x�v
{Q1, . . . , QC} ∈ Q1 × · · · × QI

«
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Number of epipolar candidates

S
am

pl
es

 n
um

be
r

��|~���i�zk �iÍ"eätu�i|~�@�b�^fi|~v¥xp}^�����bj�}�±uxzfikä�P�.j�{VkD��}b±ij7�$xz��fi|~�i�½�D�b�.�i|~�i�bxpkTv��i�.�wk@��kD�i|~�V}����b����}^�.vyxz�z��|��Px@«
�\¤�k@�,|Ä±nv¥}^j9k��[}^|~�^x��w}��i}�x3f.�F¤�k=�b�ut¨��}^�p�zk@vp�V}��.�w|~�i�
�@�b�.�w|��i�bxpk²ÎM|��,t�kD�~�~}F¾/Ï�®4���.�v¥}^j9k��V}^|��Pxzv
f.�F¤�k/}^�i��t9}^�ik½�@�b�.�i|~�i�bxpk=Î³|~�
�^�pkDk@�[ÏÃ®Pj9}Pvyxn}b±"�V}�|~�^x�v�f.�F¤�k:xy¾�}�}���j9}��zk½�D���.�w|��i�$xzk@v½ÎM|����pkT�.ÏÃ«�m¬�
xzfi|~v:�D�^v¥k�®uxpfik@�pk��b�zk3|��°�F¤�kD���b��k½�.« �=�D���.�w|��i�$xzk@vn�i�[�wkD��k@�i|��V}^�~���g�D}��.v¥xp���b|~�^xn±³}^�gk@�^�zf²�V}�|~�^xgxz}={Vk
j7�$x��zf.k@�4«
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I1

P

S2

S1

D2P

M

Q

DP

S3

I2

Ia

Ta

��|~���i�zk¸�T�iÍ7�\�i|~�V}����b�=�D}��.v¥xp���b|~�^x�|��µxzfi�pk@k
|~j9����kTvD«,Ý:j9}��.�¸xpfik
xzfi�pk@k
�V}^vzvp|�{i�~tK�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxzk@�
�b¶º¹��V}�|~�^x�vD®V}��i�~t²}��ik��i�p}b�ykT�Ãxzv/}���7¤�k@vzvpkD�"|~�¨xpfik=���i�w|�xp|~}��[�b�"|~j7�b�^k

Ia
®H�bx/�V}Pv¥|�xp|~}��

Ta
«/egfP�.v@®

xzfik°��}^�p�zk@vp�V}��.�w|~�i�¸j7�bxz��fi|��.�K�D���.�w|��i�$xzk
Q
|~�

I2
|~v=j9}��zk���|67�kD�~t·xp}K{Vk�xpfik¨��}��z�zk@�Ãx�j7�bxz��fi|��.�

�V}^|��Pxg±³}^�
P
|��

I1
«

e�}���}�j9�.���pkg�w|! Vk@�pk@�^x�j7�$x��zfi|~�i����}^�w§.�^�i�z�bxp|~}���®$¾�k��i}F¾Ó�wk@vp|~���=�)�D�p|�xpk@�p|~}���xp})j9k@�^v¥�.�pk�xzfik
�P�.����|�x¬t¨}b±��
��|~¤�kD�j7�$x��zfi|~�i��futP�V}�xpfikTv¥|�v

(Pi, Qi)i=1...C
«�egfi|�v)�^�[�b�~|Äxyt°j9k@�^v¥�i�zk�|�v½j7���ik

}�±�x¬¾�}7�.�b�pxzv@Í
� ���²k�¯uxpk@�p�.���4kD�ik@�p�^t9xpk@�pj°®i|~�P¤�}��~¤u|��.�=�zk�±³kD�zkD�.�Dk3|~j7�b��kTvn|~�w±³}��zj7�$xz|�}^��®i�b�.�
� ����|~�^xpk@�p�[�b�Pk@�ikD�z��t3xpk@�pj°®$±M�T¤�}^�p|65D|~�i�/|~�^xp�z|~�.v¥|��D�����~t��D}�fik@�pk@�^x�j7�$x��zfi|~�i�3�D}��w§[���i���$xz|�}^�.vD«

.
��¯uxzkD�z�.�b��kD�.kD�p�^t²xpk@�pj°Í3e"}°�w|~vz�bj�{.|��^�.�$xzk�{VkDx¬¾nkDkD�xzfik=j7�bxz��fi|��.�²�@�b�.�w|��i�bxpk@v@®Vxzfik=�zk�±³k@�¥¶
k@�.��kä|~j7�b��kTv�}bxzfikD�"xpf[�b�

I1
���.�

I2
�b�zk��.vpk@�4«�egfi|�v��^�i�w|�xp|~}��.����|~�w±³}��zj7�$xz|�}^��|~v�|��.�ikDk@���.v¥kD±³�i�ZÍ

��j=}^�i��xzfik3v¥k@¤�kD���b�.j7�$x��zf.|��i�=�D�b�.�i|~�i�bxpkTvä��|~¤�kD�Á{Pt=xzfik½kD�i|~�V}����b�n��}��[vyxz�z��|��Px@®^}^�i�~t=}��.k/¾�|��~�
{Vk��D}�fik@�pk@�^x/¾�|�xpf¨xzfik=���i�w|�xp|~}��[�b�"¤u|~kD¾:v/|��¸j9}Pvyx3�D�^v¥kTvD«:Ý½v½vpfi}F¾��¨|~� ��|~���i�zkÁ�@�.®.xp}
k@����f
k@�i|��V}^�~���)�D���.�w|��i�$xzk9��}^�p�zk@vp�V}��.�iv3�²�$¶¬¹ �V}�|~�^x��.vp|~�i�°vyxzkD�zkD}^vz��}^�i|����zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��®H¾�fi}Pv¥k
�i�z}b�yk@��xp|~}��²|��¨���i�i|Äxz|�}^�.�b�4|~j7�b��kTvn|�vg}^�°�=¤�k@vzv¥k@�H}^�i�~t7±³}��gxzfik���}^�p�zk@��x���}��z�zk@v¥�V}��[�wkD�.�Dk�«
Ý �u�ij9kD�z|~�@�b�ä�D�p|�xpk@�p|~}��,xzf.�$x��zk!9.kT�Ãxzv�xpfikÁ�zkD�~kD¤b�b�.�Dk9}b±��°�zk@�D}��.v¥xp�z�.�Ãxzk@�K�b¶º¹#�V}�|~�^x�|�v)xzfik
¤b�b�~�ik�}b±�xzfik�j��i��xp|�vz�D�b�~k)§.��xzkD�/�pkTv¥�V}^�.v¥k)}�±�|�xzv:�i�z}b�yk@��xp|~}��°|��°xpf.k����i�i|Äxz|�}^�.�b��¤u|~kD¾:v@« � k�x

A�wk@�i}bxzk�xzfik�v¥kDx�}�±[|~�.�w|���k@v�}�±V���i�w|�xz|�}^�.�b�u¤u|~kD¾:v@®$}�±V�D���z�w|~�.���
Ã
«�e�})�b�ut���|~¤�k@��j7�$x��zf.|��i�)�.�b|~�

(P,Q)
��}^�p�zk@vp�V}��.�iv��)�b¶º¹ �zk@��}^�.vyxz�z�.�ÃxpkT���V}^|��Px

M
®^¾�fi}^vpkg�i�z}$�ykT�Ãxz|�}^�=|��7�^�i�w|Äxz|~}��.���w|~j9����k

¾�|�xpf·|~�.�wkD¯
a ∈ A

|�v��wkD�.}bxpkT�
Ta
«ÁÒKk7�zk@�@�b�~��xpf.�bx

R?
a

|�v)xpf.k7j��i��xp|�vz�D�b�~k9§.�ÄxzkD���zk@vp�V}��.vpk
j7�b�Ì��vzvp}w��|��$xpkT�¸xp}°xpfik
���i�i|Äxz|�}^�.�b��|�j7�b�^k9}b±g|��[�wk�¯

a
«�egfikD��®"xzfik7kD¯uxpkD�z�.�b��kD�ik@�p�^t¨xpkD�zj
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j9k@�^v¥�.�p|~�i�=j7�$x��zfi|~�i�9�.��|��
(P,Q)

�^�[�b�~|ÄxytÁ|�vg�^|�¤^kD�²{PtHÍ

E1(P,Q) =
1

Ã

∑

a∈A

R?
a(Ta)

egfi|�vä�D�p|�xpk@�p|~}��9�zk@�^�zfikTv\fi|��^f7¤$�����ikTv�±³}^��j7�bxz��fi|��.���.�b|~�zv\xpf.�bx����pk/��}�f.kD�pk@�^xä¾�|ÄxzfÁ�^�i�w|�xp|~}��.���
�zk�±³kD�zkD�[��k)|�j7�b�^k@v@«

.
m¬�PxpkD�z�.�b�äk@�ikD�z��t¸xzkD�zj°Í�xpfik��b{V}$¤�kÁ���z|ÄxzkD�z|�}^�K|�v���}^�P¤�k@�i|�k@�^x�±³}^���V}^|��Pxzv@®�{i�wx=�w|��·�i}�x�xz� 7�k
|~�^xz}9�^�D��}^�i�^xnxzfik)|��Pxp�z|��[v¥|��½�~|���7�k@�²vyxz�p�.��xp�i�zk3}b±�¤�kTvpvpkD�4��k@�^xzkD�z��|~�ik@v@«�m¬�.�wk@k@�4®i�=��|~��7�k@�²v¥kDxg}�±
�V}^|��Pxzv½|~�,|�j7����k

I1
®Hxpf.�bx)�pk@�i�pkTv¥k@�^xzv3���wk�xzk@��xpk@�,�DkD�^xzkD�z��|~�ik^®H|�v½j9}��zk��~|67�kD�~t²xz}��i�z}b�yk@�Ãx���v

��v¥|~�i�^��k��D}��i�.k@�Ãxzk@���}^j=�V}^�ikD�Px½|~�}�xpfik@�½�zk�±³kD�zkD�[��k�|~j9����k@v:xzf.�b�,�^v½�w|�vz��}��.�ik@��xpk@�¸�i|~k@��kTvD«
��¯i�DkD�wxz|�}^�.v�j7�Ft}w�D�D�i��|~�Ì�D�^v¥k7}b±�v¥�.�[k@�p|~j9�V}^vp|Äxz|~}��K}����wk�±³k@��xp|~¤�kÁ�DkD�PxpkD�z�~|��ikTv�k�¯uxp������xp|~}���«
egfi|�v:��}��[vyxz�z��|��Pxg|�v��@�b�~��kT�²ÉPÇ���#7Ç!	��
������) ��� �wÇ!�pÇ�����Ç�«
� k�x

(P1, Q1)
�b�.�

(P2, Q2)
�wkD�i}�xpk�xy¾�}�v¥�[�D��kTvpvp|~¤�k�j7�bxz��fi|��i�
�.��|���v@®.¾�f.kD�zk

P2
±³}^���~}$¾:v

P1|~�·�²vpk�x�}b±n��|~��7�k@�,�V}^|��Pxzv)|~�xzfik9kD¯uxp�����Ãxzk@�,��k@�^xpk@�p�~|~�ik=|~�
I1
«=ÒKk7�wkD§.�ik=xzfik9�VkD�[�b��x¬t¨±³}^�

xy¾�}7vp�.�D�Dk@vzv¥|~¤�k3j7�$x��zf.|��i�7�V}�|~�^x:�.�b|~��vg��v���±³�i�[�Ãxp|~}��°}�±�xpfik��i|~v¥xz���.��k
‖Q1Q2‖

Í

E2((P1, Q1), (P2, Q2)) = P(‖Q1Q2‖)

¾�|�xpf

P(d) =







0, if d ≤ Dl
d−Dl

Dh−Dl
, if Dl < d < Dh

1, else
egfi�zk@vpfi}����iv

Dl
�b�.�
Dh
�b�zk���fi}Pv¥k@�vp�.��fxpf.�bx)j9�bxz��fik@��V}�|~�Pxzv3¾�fi}^vpk=�w|�vyx��b�.�Dk�|�v3{VkD�~}F¾

Dl
���pk/�i}bxn�Vk@�.�b�~|B5@k@�4®w�b�.�
v¥�.��fÁxpf.�bx�xpfik3}��ikTvä¾�fi}^vpk½�w|�vyx��b�.�Dk/|�vn�b{V}$¤�k

Dh
���pk/�i}bxn}$¤�kD�p¶

�Vk@�.�b�~|B5@k@�¦v¥|~�.��k�xpf.kDtµj9�FtÌ|��[�w|~�@�$xzk°�,�w|�vp�D}��Pxp|~�P�i|�x¬tµ|~�Âxpfik°j7�$xz��fi|~�i�K�V}�|~�^xzv9vpk@�P�ik@�.��k^«
eätu�i|��D�����~t^®

Dl = 2
�i|Ä¯wk@�~v:�b�.�

Dh = 50
�i|�¯wkD��vn±³}^�

5122
|~j7�b�^k@v@«

.
Ü¨�bxz��fi|~�i�Á���z|ÄxzkD�z|�}^��Í ��|~�.�����~t�®ixpfik����z|�xpkD�z|~}��²j9k@��vp�i�z|��i�=xzfik��P�.����|�xyt
}b±\�9j7�$xz��fi|~�i�Á��}^�w§.�b¶
�i���$xz|�}^�

(Pi, Qi)i=1...C
|�v���|~¤�kD�Á{Pt=xzfik½¾�kD|~��fPxpkT�Ávp�ij }b±4xzfik½k�¯uxzkD�z�.�b�[kD�.kD�z��t�xpkD�zj ±³}��n���~�

�V}^|��Pxzv��.�b|~�zv��b�.�²}b±�xpf.k)|~�PxpkD�z�.�b��kD�ik@�p�^t9xzkD�zj ±³}^�:�b�~��vp�.�D�Dk@vzv¥|~¤�k3�V}�|~�^x�vg�[�b|~�zv@Í

C((Pi, Qi)i=1...C) = −
∑

i=1...C

E1(Pi, Qi) + α
∑

i=1...C−1

E2((Pi, Qi), (Pi+1, Qi+1))

egfikK}��wxz|�j7���)v¥kDx²}b±���}^�p�zk@vp�V}��.�wk@�.��kTvD®
{Q̂1, . . . , Q̂C} = argmaxC((Pi, Qi)i=1...C)

®½|~v
�D}�j9�i�wxzk@�¸{ut¸���wtu�.�bj9|����i�z}������bj9j9|��i�
{.��vpk@��b�i�.�p}P����f : ¹/| �p� ��>º®4¾�fi|��zf,kD�.��{i�~k@v/xp}�§.�.�
xzfik����~}�{.���H}��ixp|~j��ijÐ|~�²�.�pkT�w|~��xz��{i��k3xz|�j9k����.���~}F¾À��}^j=�.�wxz�bxp|~}��.���4�D}�j9�i�~k�¯w|Äxyt^«
egfi|~vn}��ixp|~j9|B5T�$xp|~}��
|�v��zkD�VkT�$xzk@�9±³}^�g�b�~�Hvpk�x�v�}�±"��|~��7�kT�Á�V}^|��Pxzvn}b±"|~j7�b��k

I1
« ��|��^�i�pkTv/�^�½���.�¸�T�

vpfi}$¾ ���ÁkD¯i�bj9�i�~k/}b±"�zk@vp�i�Äx�vä�i�z}$¤P|��wkT�7{Pt7j9�bxz��fi|~�i���.�p}w�Dk@vzvD«1egfik3vp�ij }b±�xpfik)�b{V}$¤�k:j7�bxz��fi|��.�
�D�p|�xpk@�p|~}��=}F¤�k@���b�~�wxpf.k:vpk�x�v\}b±H�~|���7�k@�=�V}�|~�Pxzv\|~�

I1
|~vä��vzv¥�ij9kT��xp}�{Vk/���^�[�b�~|Äxyt�j9k@�^v¥�i�zkg}b±Vxzfik:�b¶º¹

�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^�7}b±"�����V¤�kTvpvpkD��v���kD�Pxpk@�p�~|��.k@v@Í�¾�k3�D�b�~�V|Äxnxpfik�É�)B������)8�?�
��#�#9Ç�	��
��� # ��	 � �H� �uÉ ���
� 	ºÇ��
�����[«
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|~j7�b��kÌÎ³xp}^�ª��kD±âx�Ï7�b�zk°j7�$xz��fik@�Ó¾�|�xpf©��kD�Pxpk@�p�~|��.k@v7|��Óxzfik¸vpk@�D}��.�¦�zk�±³k@�pk@�.��k°|~j9����kÌÎ³xp}��ª�z|~��f^xÃÏÃ®
�^�D��}^�z�w|~�i��xp}=xzfik�|��i±³}��zj9�bxp|~}��°��}��Pxz��|��ikT��|��²xpfik)xy¾�}7�^�i�w|�xp|~}��.���4¤u|�k@¾:v�Î³{V}�x¥xp}^jÁÏÃ«
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��|~���i�zk=�T�iÍ��:k@v¥�.�Äx�vg}b±�xpf.k��wtu�.��j=|��3�i�z}������bj9j9|��i��{.�^v¥kT�
j7�$x��zfi|~�i�9�i�z}w��kTvpv@«��\�z}b�yk@�Ãxz|�}^��}�±"xzfik
�b¶º¹Ñ�zk@�D}��.v¥xp�z�.�Ãxzk@�
�V}^|��Pxzv�|~v��i�zk@vpkD�^xzk@��|~�°�������pkD±âk@�pk@�.��k)|~j9����k@v@«
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���pk)j9�bxz��fik@�²¾�|�xpf¨�DkD�^xzkD�z��|~�ikTvg|~�²|~j7�b�^k
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�^�D�D}����w|��.��xp}
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	¬Ç!�
�����µ�b±âxpk@��vptPj9j9k�xz�p|65@�bxp|~}��|�v)j=k@�pk@��t¸��|~¤�kD�,{Pt¨xzfik7vp�ij¼}b±g�b�~��É )B� ����)/�?�
��# #7Ç�	��
��� # ��	(��� � �PÉ
���
� 	ºÇ��
���Á}F¤�k@���b�~�4}^�z�wk@�pkT�
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��Ö ���	�â $¡w� Ú   × � Ú ��� Ú 
 ¢ Ú �� Ö�
 �@¡w��� Ú 
 ��v�vpfi}$¾���|~�F: Ò©�:� �^�w®b¿ G)� �^�i®$¹)rwl + � �w®�@ G������^�M>º®xzfik°�zk@vp�i|����$xz}��pt·j9}�xp|~}��¦k* VkT�ÃxÁ}��ª��}��z}��.���ptÌ�b�pxpk@�p|~k@v=�[}Pv¥|�xz|�}^�Ó�D�b�Ó{Vk¨�b�i�.�p}F¯w|�j7�$xzk@�µ{utÂ�·�$¶
¹ xp���b�.vp�~�bxp|~}���®�j7�b|~�i�~t|��Kxpf.kÁ�$¯w|~���\�i|��zk@�Ãxz|~}���« �i�z}�j¼xpfikÁ�^�D�P�i|�v¥|�xp|~}��K�V}�|~�^x�}b±n¤u|~kD¾�®"|�x���}^�p�zk�¶
vp�V}��.�iv�xz}·�xp���b�[v¥���$xz|�}^�µ}�±/xpfik°|~j9����kTv�|~�ÂxzfikD|~�7�^�D�P�i|�v¥|�xp|~}��Â�.�~���ik�®�xzf.�$xÁ�@�b�¦{Vk²k@�.��}w�wkT�Â|��
xzfik7�@�b�~|�{i���$xz|�}^��.���z��j=kDxpk@�zv@® �MÈâÇTÈÁ|��,xzfik

Mn

j7�$xz�z|~�Dk@vD«9egfP�.v@®���}^j=�Vk@�.vp�bxp|~�i��±³}��)xpf.k9�zk@vp�i|����$¶
xz}��zt
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|~� ��|~���i�zkK�@�.®äxpfik¨�^��}^{.�b��j9�bxz��fi|~�i�Ì���z|ÄxzkD�z|~}��¦�pkT����fik@v=|�xzv7j7�$¯w|~j��ij ±³}��7}^�wxp|~j7�b�:�@�b�~|~{i�z�bxp|~}��
�.���z��j9k�xpk@�zv@«
Ò,k�xzfP�.v)��}��[v¥|��wkD�½}^�wxp|~j9|B5@|��i�
xpfik=���~}�{.���"j7�$x��zfi|~�i�²���z|ÄxzkD�z|�}^�¨¾�|�xpf�zk@vp�Vk@�Ãx/xz}Áxzfik=�@�bj9kD����v

xz�z���.v¥���$xz|�}^�7|��ÁxzfikD|~�g���@�P�i|~vp|�xp|~}��Á�i���b�ik�®u|��
}^�z�ikD��xz}�k@v¥xp|~j9�bxpk/xpfik3�pkTv¥�i|~���$xz}��pt�j9}bxp|~}��"«�Ý½vn��vp|~�ik
k* Vk@��x@®.|Äx:¾�|~���"���~vp}=|~j9�i�p}$¤�k½xzfik��P�.�b�~|�x¬t
}b±�xzfik��$¶¬¹Ñ�zk@��}^�.vyxz�z�.�ÃxpkT����k@�^xpk@�p�~|~�ik@v@«
e"}Á}^�wxp|~j9|B5@k�xpfik��^��}^{.�b�"j7�$x��zfi|~�i�����z|ÄxzkD�z|�}^��®.¾�k��.vpk�� ��r(�)� }��wxz|�j9|65@�$xz|�}^�¨j9k�xpf.}w�°|~j9�i�~k�¶

j9kD�Pxz�bxp|~}�� : ��� e � � ® � e��i�
>º«¨mºx��zk@vp�i�Äx�v�|~�µ�°xz�z���.vp�~�bxp|~}��.�����D}��z�pkT�Ãxz|�}^�K|~�µ�^�D�P�i|�v¥|�xp|~}��Ì�i�~���ik7±³}^�
�zk�±³kD�zkD�[��k°|~j7�b�^k@v@®��zk!9.kT�Ãxp|~�i�Ì�pkTv¥�.|����$xz}��ptÌj9}�xp|~}��ªk  Hk@��x@«YÒKk¨�.�p}^�.�b�P�$xpk�xzfi|�v7|~�w±³}^�pj7�$xz|�}^�¦xp}
}�xpfik@��xzf.�b�7�pkD±³kD�zkD�.�Dkg|~j9����kTv�{Pt��~|��.k@�b�z�~t�|~�^xzkD�z�V}����$xp|~�i���D}��z�pkT�Ãxz|�}^�.v�xpf[�$xä¾�kD�zkg±³}��i�.�=±³}��\xzfik�x¬¾n}
vp�i�z�p}^�i�.�w|~�i�=�pkD±âk@�pk@�.��k3±³�z��j9k@v@«

��Ö ¢ Ú 
 �@�D  �"¢���� Ú 
 ��� �"��� Ú 
 xpf.k)�zk@v¥�.|����$xz}��pt9j9}bxz|�}^�²��}^j9�VkD�.vz�$xz|�}^�
|~j=�.�p}$¤�k@�Áxzfik)�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ã¶
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xpfik7vp��|~�^f^x�vpfi|�±âx�}�{.vpkD�z¤�k@�¸{Vk�xy¾�k@kD�·��vptuj�¶
j9k�xz�p|��
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�DkD�^xzkD�z��|~�ik@vg}^{wxz��|��.k@�
±â�z}�j#xpfik��w|! Vk@�pk@�^x/��vptuj=j9kDxp�z|~�½�zk@�D}��.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��« @)kDk@�i|��.�=j��i��xp|~�i�~k��pkT��}��i¶
v¥xp�z�.�Ãxz|�}^�.v)}�±nxpfik
vp��j9k7�$¶¬¹ ¤�k@vzvpkD��v)j7�Tt{i|���v)xzfik9±³}^�¥xzf.��}^j9|��i�°��¶º¹ j9}�xp|~}��·k@v¥xp|~j9�bxp|~}��Ìv¥|~�.�Dk
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�~|��.k@v3v¥kDxzv½|��,�
vp|��i�^��k�vpk�x3¾�fikD�zk�±³}��zj9kD�z��t²�zk@�w�.�.�i�b�Px½�V}^|��Pxzv3�b�i�VkT�b�/}^�i�~t²}��[��k�«½ÒKk=�b��v¥}�vyxz}��zk
�zk@�w�i�[�i�b�.�DtÁ|~�w±³}��zj9�bxp|~}���®i�^vg|Äx:|�v��=�[v¥kD±³�i��|~�.�w|��D�$xz}��g±³}��:�D}��w§[�wk@�.��k�|��°�pkT��}^�.vyxz�p�[�ÃxpkT�
�V}�|~�^x�vD«
egfik/±³�.vp|~}��
�zkD�~|~k@v�}�����xpf.�pkTv¥fi}^�~�Á�zkD�i�zk@vpkD�^xz|��.��xpfik3j7�$¯w|~j��ij#vpfi|Ä±âx:�w|~v¥x��b�.��k)�b�~��}$¾�k@�7±³}��n�zk�¶
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��kD�Pxpk@�p�~|��.k@vgv¥k�x�vn��kT���iv�xp}9��±³�.vpk@���b¶º¹Ñ��k@�^xpk@�p�~|~�ik@vn�pkT��}��i¶
v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��«���|~���i�zk@v)�T�����.�,�@Ô=|��~�~�.vyxz�z�bxpkTv�xzfik�k  Hk@�Ãx:}�±�±³�.v¥|~}^�²}��²�zk@�w�i�.�.�b�^x/�$¶¬¹Ñ�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxzk@�
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�zk�±³kD�zkD�[��k3|~j7�b�^k@vg}b±�xzfik��pkT��}��[vyxz�p�.��xpkT����kD�PxpkD�z�~|��.k@v��b±âxpkD�/�b�i�i�~tu|~�i��xzfik)±³�.vp|�}^�²�i�z}w��kTvpv@«�m¬�°j9}^v¥x
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Ýg�i�i|Äxz|�}^�.�b�~��t^®b�zk@�w�i�.�.�b�.�Dt�}b±.±³�.vpk@���V}�|~�^x�v�|�v��^|�¤�k@��{ut)xzfikg�P�ij�{Vk@�\}b±[�zk@�w�i�.�.�b�^x\�V}�|~�^x�v�xpf[�$x
�D}��^xz�p|~{i�wxzk@�¨xp}
xpfik�±â�[v¥kT�¸�V}�|~�^x3�V}^vp|�xp|~}���«½m¬��i�����Ãxz|~�Dk�®V¾�k�{i�i|~����b�,�b�i�i�~|��D�$xz|�}^�

Λ : X −→ R
®

¾�fi|���f·��vzv¥}i��|��$xpkTv½|Äx�v)�zk@�w�.�.�i�b�.�Dt
Λ(X)

xp}¨�b�ut¸�V}�|~�^x
X
|��Kxpfik9±³�.vpk@�·�$¶¬¹ ��kD�Pxpk@�p�~|��.k@v�v¥kDx

X
«

Λ(X)
�@�b�²{Vk)|~�^xzkD�z�i�pkDxpkT�²��vnxpf.k���}��w§V�wkD�.�Dk)¤$�����ik3±³}^���V}�|~�^x

X
«

Ý/v�xzfik�kD�[��}�±[xzfi|~v\§.��vyxävyx��b�^k�®b¾�k�f.�F¤�k��$¶¬¹ �pkT��}��.v¥xz�p�.��xpk@�=��k@�^xpk@�p�~|~�ik@v@®b|~�.�D���.�i|��i���D}��w§V�wkD�.�Dk
|~�.�w|���k@v@®�xzf.�$x�f.�F¤�k9{VkDkD�Ì��}^�p�zk@��xpk@�¸±³�p}^j¼�zk@vp�i|~�z�bxp}^�pt°j9}bxz|�}^�,k* VkT�ÃxT«Áegfi|�v)�zk@�D}��.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^�¾g��v
}^{wxz��|��ikT�Á±³�p}^j#��±³kD¾Y|�j7����k@v@®u¾�fi|~��f°�b�zk3�P�.��vp|4v¥tu�.��fi�z}��i}^�.vä¾�|�xpf²�zk@vp�Vk@��x�xz}�xzfik��D�b���w|����½��tw�D��k^«
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�b¶º¹»�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^�¨}b±�xpfik9��}^�p}^�.�b�pt²�b�pxzkD�p|~k@v½��k@�^xpk@�p�~|~�ik@v3�$x½xzfik
�@�b���w|~�^�=�pk�±³k@�pk@�.��k9xp|~j9kÁ|~v�}�{ixz�b|~�ikT�4®���v�¾�k@�����^v)xpfikÁ�zk@vp�i|����$xz}��pt¸j9}bxp|~}��Ì�D}�j9�VkD�.vz�$xz|�}^�,±³}������~�
xzfik9�p}�xz�bxp|~}��.����vpk@�P�ik@�.��k=|~j7�b�^k@v@«�egfi|~v��$¶¬¹ j=}i�wkD�\¾�|��~�\�i}$¾�{Vk=�[v¥k@�xp}°k@v¥xp|~j7�$xpk=xpfik7�@�b���w|����
j9}bxz|�}^��«
��}��^xz�z���pt xp}��$¶¬¹ j9}bxp|~}��1���i�i�z}^����fik@v°�.v¥�[�b�~��t�|~�P¤�}^�~¤�k@�Y|~�Àxzfikµ{i|~�i�~���ikµ�@��vpk : �:l:��� �b�i®

rw¹ � + �^�?>Z®wxpf.�bx�k@v¥xz|�j7�$xzk)�9�$¶¬¹Ñj=}�xp|~}���±³�p}^j xp|~j=k)xp}=xp|~j9k�®i¾�k)�.vpk�v¥|~j��i��xz���ikD}^�.v¥�~tÁ�����H±³���bj9k@v@®|~�.�wkD�Vk@�.�wk@�^xp�~tµ±³�p}^j'xpfik¨�D���z�i|~�^�Á�if[��vpk²�bx9¾�fi|~��fÂxzfikDtµ¾nkD�pk°���@�P�i|��zk@�4®�xp}Kk@v¥xp|~j7�$xzk°�,���~}�{.���
j9}bxz|�}^��®w�[�b���bj9k�xzkD�z|B5@k@�Á}$¤�kD�:v¥�.�^��k��b�.�
xz|~j=k^®ifik@�.��k��D�b�~�~k@���b¶¬¹Ñj9}bxz|�}^��«
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xz}7�zf.}u}^vpk)�=j9}bxp|~}��²�[�b���bj9k�xzkD�z|B5T�$xp|~}���®u¾�k)�zk@�@�b�~�4vp}�j9k3±³k@�bxp�i�zk@vg}�±���}��z}��.���pt7���¥xzkD�z|�kTvnj=}�xp|~}���Í

� vp�.�$xz|~����v¥j9}u}�xpfi�ikTvpv@®
� xzkDj9�V}����b��v¥j9}u}�xpfi�.k@vzvD®i�b�.�
� vpkDj9|�¶Z�~}w�D���4v¥�[�$xp|��b�����.�
xpk@j9�V}����b�4|�� 9[�ikD�.�Dk�«
egfik@vpk3��f.�b������xpkD�z|�vyxp|��Dvä�~k@�
�.växz}=��fi}u}Pv¥k½���.�b���bj9k�xzkD�z|B5T�$xp|~}��7{[��vpk@�Á}��
��¶º¹Ñl�¶ºvp}��~|~��®P¾�fi|~��f�|~v

����¶º¹YxpkD�[v¥}^���i�z}w�w�[�Ãxn}�±�l�¶ºvp�i�~|��ikTvD«\egfi|~vn�.���z��j=kDxpk@�p|65@�$xz|�}^�7|�vn���^kD�ik@�z����|65@�$xz|�}^�7}b±��b¶º¹Ñl�¶ºvp}��~|~�.v
�i�z}��V}Pv¥kT�)|~�F: �:Ý½¿ � � >i�b�.��f[��v"xzfik�xpfi�zkDk�±³}��zj=k@�p�~t��wk@vz���z|�{VkT���.�p}^�VkD�pxp|~k@v@®$�wkD�z|�¤�kT��±â�z}�jÆl�¶ºvp�i�~|��.k@v
�D}��.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��«
��¯uxp�zkDj7�b��v¥�.�^��k)��}w}����w|��[�$xpkTv����pk)��}^j=�.�wxpkT�Á±³�z}�j xpfik�{V}��i�.�w|~�i�9{V}T¯
}b±"xzfik��$¶¬¹Ñ�DkD�^xzkD�z��|~�ikTv

vpk�x
X
« �.�p}^j#}^�i��k�¯w�Vk@�p|~j9kD�^x�vD®wxzfik�vp�.�$xz|~����vp�i�i�V}��px�¾g��v�vz�bj9�i�~k@�²�.vp|��i�Áv¥�[�$xp|�������}^�^xp�z}��4�V}^|��Pxzv

�i}�x�v¥�[�D��kTvpvp|�¤�k@��tÁ�w|~v¥xz���^xg}�±"j9}^�pk/xzf.�b�°����k@�^xp|~j9k�xzkD��vD«\eg|~j9k3k�¯uxz�pk@j9���V¤b�b�~�ik@vn���pk½j9kD�zkD�~t7��|~¤�kD�
{utÁxzfik�|��PxpkD�z¤$���
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�D�i{i|~�/l�¶¬v¥�i�~|~�ik@v@®��i�z}$¤u|~�w|~�i����vp� AÁ��|~kD�^x��u�ij�{VkD��}b±��wk@���zkDk@v\}�±H±³�pk@k@�w}^j²« @)�.}bxzv�¤�kT�Ãxp}^�zv\}^�Áv¥�.�^��k
�D}u}����w|~�.�$xzk@v��b�zk��zfi}Pv¥k@�°}��Vk@�°�i�.|Ä±³}^�pj°«gegf.|~v/�����~}$¾:v�}��ik�}b±�xpfik�l�¶ºvp�i�~|��ik�{.��vp|�vg±³�i�.��xp|~}��.v:xp}Á{Vk
�i}^�²�u�i�~��}^��xzfik�vp�.�bxp|��b�4{V}^�i�.�iv�}�±�xzfik�j=}�xp|~}���®.���.��xpfP�[vgxzfik�j=}�xp|~}��°j9�Ft
{Vk��i}^�²�u�i�~��}^��xzfik
vp�.�$xz|~����{V}��i�[�iv�}b±�xzfik�j9}bxz|�}^�Âv¥�.�i�V}��px@«Ìo½�Ìxzfik�}^�i�V}^vp|Äxzk�®"7u�i}bx�v�¤�k@��xp}^��|~�µxp|~j9k²��}u}^�z�i|��.�bxpk
|�v��zfi}Pv¥k@�·�.�i|Ä±³}^�pj°«egfi|�v��.�p}^�VkD�pxp|~k@v�k@�w±³}�����kTv������nl�¶ºvp�i�~|��.kÁ{.��vp|�v�±³�i�.�Ãxz|�}^�.v�xz}¸{Vk
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��}^�.vyxz���b|~�ik@�¦xp}µ{Vk�P�i�~�3�$x�k@�P�i|~¤$�b�~kD�Px
�pk�±³k@�pk@�.��k
xz|�j9k@v
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|~v:�wk�xzkD�zj=|~�ikT��{PtÁxp�z|��w|�j9k@�.v¥|~}��[�b�H¤^k@�Ãxz}���v

pijkl
�$x/�b�~����}��Pxp�z}��H�V}^|��Pxzv

|~��xzfik��b¶¬¹ÀxzkD�.vp}��:vyxz�p�[�Ãxp�.�pk^®w��|~¤�kD�²{Pt�vp�.���Dk3|~�.�w|���kTv
i
®
j
®.�b�.�

k
�b�.�
xz|�j9k�|~�.�wkD¯

l
«

ruk�x�v
I
®
J
®V�b�.�

K
�zk@vp�Vk@��xp|~¤�kD�~t��w|�vp�D�pkDxp|65Dk

x
®
y
®[���.�

z
vp�.���Dk���}u}^�z�w|~�.�bxpk@v@®ivpk�x

L
�w|�vz���zk�xp|65DkTv

xz|�j9k/��}u}^�z�w|~�.�bxpk�«�egfikD|~���pkTv¥�VkT�Ãxz|�¤�k��@�b���w|~�.�b��v����pk
Ĩ
®
J̃
®
K̃
®^���.�

L̃
«��:�.�wk@�ä�)�b¶¬¹©l�¶ºvp}��~|~��j9}bxz|~}��

Φ : Rp×R
3×R −→ R

3 ®P�.���z��j9k�xpk@�p|65DkT�={Pt9¤�k@��xp}^� p ∈ R
p
®Pxpfik½�V}^vp|�xp|~}��7}�±4�V}^|��Px

X = (x, y, z)�b±âxpkD��xpfik����i�i�~|~�@�$xp|~}��²}b±�xzfik�j=}�xp|~}��"®wkD¤b�b�~�.�$xzk@���bx��i}^�pj7�b�~|65Dk@�Áxz|�j9k
t
®i|�vg�^|�¤�k@��{utHÍ

Φ(p, X, t) = X +
∑

ijkl

Bi(x)Bj(y)Bk(z)Bl(t)pijkl

��|~���i�zk=� � vpfi}$¾:vg�9vz�zf.kDj7�$xz|~�3�zkD�.�pk@vpkD�Pxz�bxp|~}���}b±���¶º¹1l�¶¬v¥}^��|��
j9}bxz|�}^�²�.�b���bj9k�xzkD�z|B5T�$xp|~}���«
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kTvyxz|�j7�$xz|��.��xpfik9fikT�b�px)j=}�xp|~}��K��}^j9k@v3�i}$¾1xz}�§.�[�¸xzfik9}��ixp|~j9�����.���z��j9k�xpk@�zv½¤�k@��xp}��

p̂
xpf.�bx�¾�|��~�

Ç�� �;)B��� �9�bxn{VkTvyxnxzfik��F¶¬¹À�i|~vp�i������k@j9kD�^x�v�}^{.vpkD�z¤�k@�7|~�
|~j7�b�^k@v
In
«\egfi|�vn¾�|��~�H{Vk)����fi|~kD¤�k@�7xzfi�p}^�i��f

xzfikÁ}^�wxp|~j9|B5T�$xz|�}^�·}b±:�¸���z|ÄxzkD�z|�}^�Kxpf.�bx��b|~j7v�xp}�P�.�b�Pxp|�xz�bxp|~¤�kD�~t,kD¤b�b�~�.�$xzk9xpfik���}^fikD�zkD�.�Dt}b±:�¨�b¶
¹»l�¶ºvp}��~|���j9}bxz|�}^�

Φ(p, ., .)
¾�|�xpf¨xpfik��b�i�^|�}^���z�bjÐvpk@�P�ik@�.��k^®ixpfi�z}��i�^f¨�b�°kD¯uxpkD�z�.����kD�ik@�p�^tÁxpkD�zj°®

���.�
xpf.�bx:�VkD�.�b�~|65Dk@v��ikD��k@�ikD���$xzk3j9}bxp|~}��[vD®uxzfi�p}^�i��f°�=�pk@���i���b�z|65@�$xp|~}��ÁxzkD�zj²«
egfik:j��i��xp|�vz�D�b�~k�§.��xzkD�ä�zk@vp�V}��[v¥k^®

R?
n

®P|�vä��}^�.vp|~�wk@�pkT�9��vä���~|B7�k@��|~fi}u}w�=±³}��ä�i|�¯wkD��v\xp}�{VkD�~}��i��xp}����
���¥xzkD�zt/�.�p}b�yk@��xp|~}���«�rw�ij9j=|~�i�/xpfik�¤$�����.k@v�}�±uxzfik@vpkä�zk@vp�V}��.vpk@v4±³}��"xpf.kä�i�z}b�yk@�Ãxzk@���$¶¬¹Â�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxzk@�
�V}^|��Pxzv

X
�i�.�ikD��j9}�xp|~}��²tu|�k@�~�.vnxp}9xpfik�kD¯PxzkD�z�.�b�4k@�ikD�z��t7xpkD�zj

Ψ : Rp 7−→ R
}�±�xpfik��D�p|�xpk@�p|~}���Í

Ψ(p) =
1

Ñ Λ̃

∑

n∈N

∑

X∈X

Λ(X)R?
n (Mn (Φ (p, X, tn)))

¾�|�xpf
Λ̃ =

∑

X∈X

Λ(X)

¾�fik@�pk
X
�wkD�i}�xpk@v�xpfik°v¥kDx=}b±½�b¶º¹(�zk@�D}��.v¥xp�z�.�Ãxzk@�Ì�V}�|~�^x�vD«·mºx9f.�^v�xz},{Vk��V}^|��Pxpk@�Â}��wx=xpf.�bx�xzfik

j��i��xp|�vz�D�b�~k�§.�ÄxzkD�½�zk@vp�V}��.vpk�}b±��i�p}b�ykT�Ãxzk@�°�V}^|��Px
X
|�v/¾�kD|~��fPxpkT�°{ut²|Äx�v/�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^�°�D}��w§[�ikD�.�Dk

Λ(X)
«
ru�.�D�Dk@vzv¥|~¤�k�vyxzkD�.vg±³}��gxzfik�kD¤$�����[�$xp|~}���}�±�k�¯uxpk@�p�.���4kD�ik@�p�^t9xpk@�pjÐ}�±�xpfik��D�p|�xpk@�p|~}��²���pk^Í
� j9}bxz|�}^�°�b�i�i�~|��D�$xz|~}�� Φ : Rp × R

3 × R 7−→ R
3 ®

� �i�z}b�yk@��xp|~}��°�b�i�i�~|��D�$xz|�}^�
Mn : R

3 7−→ R
2 ®
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� j��i��xp|�vz�D�b�~k3§.��xzkD�:�pk@vp�V}��[v¥k3¤$�����.k R?
n : R

2 7−→ R
®i���.�

� ¾�k@|��^f^xz|��i�9{ut���}��i§[�wkD�[��k)|~�.�wk�¯ Λ : X ⊂ R
3 −→ R

«
egfik)�^�z�^�w|~kD�^x�¤�k@��xp}���}b±

Ψ
�D����{Vk���}^j9�i�wxpkT�²���.�b�~tPxp|��D�b�~�~tHÍ

dΨ(p)

dp
=

1

Ñ Λ̃

∑

n,X

Λ(X)
dR?

n

dMn

dMn

dΦ

∂Φ(p, X, tn)

∂p

e"}
�i�zkD¤�kD�Px/±â�z}�j �wkD��k@�ikD���$xzk@�°}��wxz|�j7���"j9}�xp|~}��.v@®[¾�k��^�i�¨|��PxpkD�z�.���"k@�ikD�z��t
xzkD�zj7v/¾�fi|~��f¸�Vk�¶
�.����|65Dk²j9}�xp|~}��.v=¾�|�xpfÓ���b�z��k²��j=�.��|�xp�.�ik�®�j9}bxz|�}^�.v=¾�|�xpfÓkD�z���$xp|���vp�.�$xz|~���g{VkDf.�F¤u|�}^�@®ä���.�Âj9}bxz|�}^�.v
¾�|�xpf°kD�z���$xp|��/xpk@j9�V}����b�4{VkDf.�F¤u|�}^�@«
e"}Ìk@v¥xp|~j9�bxpk°xpfik¸j9}bxp|~}�� �bj9�i�~|Äxz�.�wk�®g¾�k¨kD¤b�b�~�.�$xzk�xzfik¨�.}��zj9����|65DkT�¦vp�ij }$¤�kD�9xpfik��}^�^xp�z}��

�V}^|��Pxzvg}�±�xpfik�vz�P�.�b�zk3�i}��zj#}�±�¤�k@�Ãxz}���v
pijkl
Í

Γ1(p) =
1

ĨJ̃ K̃L̃

∑

ijkl

‖pijkl‖
2

e"}¸k@v¥xp|~j9�bxpk7xzfikÁj9}bxz|�}^�Ìvpj9}u}bxzfi�ik@vzvD®�¾�kÁk@¤$�b�~�.�bxpk9xpfik
�i}��zj7�b�~|B5@k@�·v¥�ijË}$¤�kD��xpfik���}^�^xp�z}��
�V}^|��Pxzv�}b±nxpfik
vp�P�.���pk=�.}��zj¼}�±�xpf.k7¤�k@��xp}^���i|  HkD�zkD�.�Dk7{Vk�xy¾�kDkD�

pijkl
�b�.�K|Äx�v�vp�.�$xz|~���\�ikD|~��fu{V}���v

VXijkl
ÎM|�� xpk@�pj7vÁ}�±��bÔb¶º�D}��i�ikT�Ãxp|~¤u|�x¬tÂ|~�©�b¶º¹)Ï7���.�ª|Äx�vÁxpkDj9�V}^�z���:�ik@|��^fP{V}���v

Vtijkl
ÎM|�� xpk@�pj7vÁ}�±

�$¶º��}^�i�ikT�Ãxp|~¤u|ÄxytÁ|��·�@¹)ÏÃÍ

Γ2(p) =
1

ĨJ̃ K̃L̃

∑

ijkl

1

ṼXijkl

∑

i′j′k′l∈VX
ijkl

‖pijkl − pi′j′k′l‖
2

Γ3(p) =
1

ĨJ̃ K̃L̃

∑

ijkl

1

Ṽtijkl

∑

ijkl′∈Vt
ijkl

‖pijkl − pijkl′‖
2

¾�fik@�pk
ṼXijkl
���.�
Ṽtijkl
�b�zk½xzfik��pkTv¥�VkT�Ãxp|~¤�k��D�b���w|~�.�b��vn}b±�vpk�x�v

VXijkl
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Vtijkl
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egfik3§.�[�b�"���z|ÄxzkD�z|�}^�
±³}����b¶¬¹Ñj9}�xp|~}��²}��wxz|~j=|65@�bxp|~}��²|�vDÍ

Υ(p) = Ψ(p)− α1Γ1(p)− α2Γ2(p)− α3Γ3(p)

@)�i}bx)¤�kT�Ãxz}���v½�i�z}��VkD�pxp|~k@v)�b�.�K�w|~vz���zk�xz|B5T�$xz|�}^�,vz�zfik@j=k9�~k@���xp}¨�b�i�i�z}T¯w|~j7�$xzkD�~t·�@�²�wkD�^�pk@k@v½}�±
±³�zkDk@�i}�jË�b�~}��i�¨k@�^�zfµ��}u}����w|~�.�$xzk�®��¸�wkD�^�pk@k7}b±n±³�zkDkT�w}�j {VkD|~�i��²xz�p|��w|~j9kD�.vp|�}^�.�b�ä¤�k@�Ãxz}��T«²egfP�.v@®
¤�kT�Ãxp}^�

p
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��}�����7P¶º�:|�{i|~hD�zk:¤b�b�z|~���^xä}�±4xzfik½�i}^�i��|~�ikT�b�n��}^�$�y�i�^�bxpk/�^�z�^�w|�k@�^xn�b�~��}^�p|�xpf.j : G�Ü°Ò©�^�?>4���.�Á�.v¥kT�9xzfik
��o +3Ü°m +�|~j9�i��k@j9kD�^x��$xz|�}^�,�wkTvp���z|~{Vk@�¨|~� : <���� � �?>º«�o½�wxz|�j9|65@�bxp|~}���i�p}i��k@vzv/��kT���iv/xp}²���}��wxz|�j7�b�
�.���z��j9k�xpk@�p|65@�$xz|�}^�

p̂
�b�.���^vpvp}w��|��$xzk@��}��wxz|�j7�b�wj9}bxp|~}��

Φ(p̂, ., .) : R3×R −→ R
3 xpf.�bx�¾�|~�~�P±³�.�¥xzfikD�vp|�j9�i�~t¸{Vk7�wk@�i}bxzk@�,{Pt

Φ
«9egfik9j9}bxz|�}^�

Φ(t, .) : R
3 −→ R

3 ±³}^���²��|~¤�kD�,�i}^�pj7�b�~|65Dk@�¸xp|~j9k t |~v�wk@�i}bxzk@�
Φt
«���|��^�i�zk@v��T�7�b�.�·� �9�i�zk@vpkD�Px:xpfik���}^j=�[�b���$xp|~¤�k)�zk@vp�i�Äx�v�±³}��/j=}�xp|~}��¸��}^j=�.�wxz�bxp|~}��°{ut

�D}�j9�.�b�z|~�i�=�b¶º¹Æ��kD�Pxpk@�p�~|��.k@vg�i�z}b�yk@��xp|~}��²{Vk�±³}��zk��b�.�²�b±âxpkD�:�b¶¬¹Ñj9}bxz|�}^�°�b�i�i�~|��D�$xz|�}^��«
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��|~���i�zk,�T�iÍ²��k@vp�i��xzv=±³}��9��¶º¹�j9}�xp|~}��Ó��}^j=�.�wxz�bxp|~}���«¦���p}b�yk@��xp|~}��¦|~�Â±³}^�i�9|~j9����kTv²ÎM�^�D�P�i|~�pkT�Â�$x
±³}^�i�3�w|�v¥xp|~�.�Ãx)�i}��zj7�b�~|B5@k@�²xz|�j9k@v@®4�������w|! Vk@�p|~�i�Á±³�z}�j�xzfik��pkD±³kD�zkD�.�Dk�xz|�j9kFÏ:}�±\xpf.k=�$¶¬¹»�DkD�^xzkD�z��|~�ikTv
�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��{Vk�±³}��zk)��¶º¹1j9}bxz|�}^�°���i�i�~|~�@�$xp|~}��"«�egfik�vpfi|�±âx:}�±��D}��z}��.���ptÁ�b�pxpkD�z|~k@vg�i�ik)xp}7j9}�xp|~}��
|�v��D��kT�b�z��tÁ¤u|~vp|�{.��k^«
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m¬�°}��i�:��}^�^xzk�¯ux@®.�i�$x���vpk�x�vg�w|! HkD��±³�p}^j#|��wk@���Hxz}�j9}��^�z�b�.fi|~�3��}^�.�w|�xp|~}��.vg|~�²x¬¾�}7�V}�|~�^xzv@Í
� �i�bxz�:xp�z�i�.�D�bxp|~}���±³}^��{.�^��7u���z}��i�[��vyxz�p�.��xp�i�zk@v"xpf.�bx��b�zk��~}w�@�$xzk@�)±M�b��±³�p}^jÀxpfikn�^�b�Pxp�zt3�p}�xz�bxp|~}���DkD�^xzkD�:���.�
� �D}��z}��.���pt7�b�pxpk@�p|~k@vnj9}bxz|~}��²}w�D�D�i�p�z|~�i�=�w�.�p|~�i�=xpf.k��^�D�P�i|�v¥|�xz|�}^��«

����� ��� � ¡i¢ � �   Ú � 
 Û   Ö � Ú�� ¡�1
�w�ik3xz}�xpfik)|~j7�b��|~�i���i�z}bxz}w��}^�B®uv¥xp�z�.��xp�i�zk@v�xpf.�bx����pk½xp}u}�±M�b�n±³�z}�j xzfik)�^���^xp�zt9�z}bx��$xz|�}^�
�DkD�PxpkD�:�b�pk
�i}�x�¤u|~vp|~{i��k9|~�,xpf.k7�D}�j9�i�~k�xpk7vpk@�P�ik@�.��k^«9egfi|�v)j7�b|~�i�~t�b�i�.��|~k@v3xz}²�.}��K¤$�^vp�D�i�~���)vyxz�p�[�Ãxp�.�pkTv½xpf[�$x
���pk)��}w�@�$xzk@��|��²xpf.k�{.����7u���z}��i�.�4«\e�}7�wk@���4¾�|�xpf²xzfi|~v�xp�z�i�.�D�bxp|~}��²|�vpvp�ik�®i¾�k�v¥|~j��i���$xzk@�°v¥�i{wxz�����Ãxzk@�
���i��|~}��^�z�$j7v@«�m¬�.�wkDkT�4®w���z}bx��$xz|�}^�.�b�V���@�P�i|~vp|�xp|~}��Á¾�|�xpf.}��wx���}^�^xz�z�^vyxn����k@�^xn|��b�yk@�Ãxz|�}^�
xpf.�bxn�Vk@�¥±³kT�Ãxp�~t
vp�i�VkD�z|�j9�V}Pv¥kTv�¾�|�xpfÁ�3|~�$�yk@��xpkT�9vpk@�P�ik@�.��k^®������~}$¾�|��i��vp�i{wxp������xpkT�=�b�i�^|~}����z�b�ifut�®b|~v\�i�.�pkT�b�~|~v¥xp|��b«�egf.|~v
�~|�j9|�xz�bxp|~}��=�D}�j9k@v�±³�p}^jÑxzfikg|�j9�V}^vzvp|�{i|~�~|Äxyt�}�±[vptu�.��fi�p}^�i|65D|~�i�:xzfiknxpfi�zkDknj9}�xp|~}��.v�xpf[�$x\}w�D�D�i���w�i�z|~�i�
xzfik����D�P�i|�vp|Äxz|�}^��Í

� �P�b�^xz�ptÁ�z}bxz�bxp|~}���®
� �zk@vp�i|~�z�bxp}��pt7j9}bxz|�}^��®i�b�[�
� �@�b���w|~�^�½j=}�xp|~}���«
egfP�.v@®�¾�kÁf.�F¤�k=xz}¨�i�z}w�w�.�Dk9¤u|~�¥xz�.�b��j7��v�7,�b�i�^|�}^���z�bj7v½±³�z}�j }��z|��^|��.���\���i��|~}��^�z�bj7vD«Áegf.|~v�|~v

�w}^�ik)|~j9����kD¶Z¾�|�v¥k3|~��±³}^�i�:v¥xpk@�.vDÍ
� {i|~�.���ptÁ¤�kTvpvpkD���wk�xzk@��xp|~}���®
� ¤u|~�¥xz�.�b�4{.�^��7u�^�p}��i�[�Á|~j7�b��k���}^j9�i�wxz�bxp|~}���®
� ¤u|~�¥xz�.�b�4j7��v�7Á|~j9����k���}^j=�.�wxz�bxp|~}���®i���.�
� ¤u|~�¥xz�.�b��vp�i{wxz�z�^�ÃxpkT�
|~j7�b�^k)�D}�j9�i�wx��$xp|~}��"«
egfik¸§.��vyx²v¥xpkD�©|�v��w}^�ik¸{utª���i�i�~tu|��i�¦�b�©fPtwvyxzkD�zk@vp|~v7xzfi�pkTv¥f.}����w|��.�Ìxp}µxpfik,j��i��xp|�vp�@�b�~k¸§.�ÄxzkD�

�zk@vp�V}��.vpk�j7�b�.v@«�egfik��~}F¾·���.�)fi|��^f3xzfi�pkTv¥f.}����iv��b�zk��zfi}Pv¥k@�)k@�P�.���$xp}�xzfi}^vpk\�.vpk@���w�i�z|~�i�:�DkD�^xzkD�z��|~�ikTv
�wkDxpk@��xp|~}���«ne�}7j7�b�.����k)�V}bxzkD�Pxp|��b���wk�xzk@�Ãxz|�}^�¨�wkD±³k@�Ãx�v:�ik@���gxzfik�{i|�±³�i�z�@�$xz|�}^�.v�}��/�$x/�i|~v¥xz�����.���¥x�vg}�±
�D}��z}��.�b�ptÁ�b�pxpk@�p|~k@v@®Pxpfi|�v�{i|~�.�b�ztÁ|~j9����k)|~v:�w|~�~�bxpkT���.vp|��i�7j9�bxpfik@j7�$xp|��D���4j9}��z�ifi}��~}��^t=:ÊrukD���^�M>º«
egfikvpk@�D}��.� vyxzkD� |�v
�^�zf.|�k@¤�k@�Ó{utª�b�i�i�~tu|��.�µ�Ìj9}��z�ifi}^��}^��|��D�b�:�D��}Pv¥�i�zk°xp}µxpfik}��z|~��|~�.�b�:|�j=¶

����k=:ÊrukD���^�M>º®�xpfi|�v��~k@���.v)xp}�b�Ì���i�i�p}F¯w|~j9�bxp|~}��K}b±nxzfik
��}^�p�zk@vp�V}��.�w|~�i�²|~j7�b��k^®����D�P�i|~�zk@�,¾�|�xpfi}^�wx
�D}��^xz�z�^vyx:�b��k@�^x�|~�$�yk@�Ãxz|�}^��«
egfik�xzfi|����,v¥xpk@�,|�v3�VkD�p±³}��zj9k@��D}�j�{i|~�i|~�i��xpfikTv¥k=x¬¾�}²|~j7�b�^k@v½|~�xzfik=±³}��~��}$¾�|~�i��¾n�FtHÍ:±³}^���b�ut

�i|�¯wkD�Z®�|�xzv�¤u|~�¥xz�.�b��j7��v�7,|~j7�b��kÁ¤b�b�~�ikÁ|�v���|~¤�kD�Ì{ut,xpf.k
¤u|��pxp�[�b�äj7�^v�7K|�j7����kÁ¤$�����ik^®�|�±�xzfik
�i|�¯wkD�
{VkD�~}^�i�^v:xp}��Á¤^k@vpvpkD���^�D�D}����w|��i�7xp}
xpfik�{i|~�.���pt²¤�kTvpvpkD���wkDxpk@��xp}^�½|�j7����k�®V}��½{Pt²xzfik�}��z|~��|~�.�b�"|~j7�b��k
¤$���~�ik�®�|Ä±�xpf.kÁ�i|�¯wkD�n�w}uk@v��i}�x�{VkD�~}��.�°xp}�¨¤�kTvpvpkD�Z«°egfi|�v�xzfi|~�z�·|~j7�b�^k7|�v��¨¤P|~�pxp�.����j7�^v�7,}b±gxzfik
}^�p|~��|~�.�b�H|~j9����k^«
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egfikg����v¥x�v¥xpk@�=|�v�xpfik��~}��P�b�z|�xpfij9|��nv¥�i{ixp�����Ãxz|�}^��}�±[xpf.k�}��z|��^|��[�b�u|~j9����k
In
���.��xpf.k�¤u|��pxp�.���wj7��v�7

|~j7�b��k�xp}/�i�z}w�w�.�Dk\xpf.kä¤u|~�¥xz�.�b�~��t)vp�i{wxp������xpkT�)|~j9����k
Jn
xpf.�bx�¾�|~�~�^{Vk��^�Ãxp�[�b�~��t3�.vpk@���^v4xz}�j9}��^�z�b�.fi|~�

�i�bxz�.«���|��^�i�pk��b�=|��~�~�.v¥xp���$xpkTv�xzfik�¤u|��pxz�.�b��vp�i{wxp������xp|~}��²�i�p}w�Dk@vzvD«
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�D�~�^vpvp|~�@�b�ixp}�j9}^�����b�ifi|��g�zk@��}^�.vyxz�p�[�Ãxp|~}��7j=kDxpfi}w�.väj7��7�k�xzfik½fPtu�V}bxzfik@vp|~v�xpf[�$xäxzfik/}^{.vpkD�p¤^k@�=}^{u�ykT�Ãx
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�^|�}^�����$�.fPt�«�Ü¨���Pt9���i�i�p}P����fik@v��i�p}^�V}^vpkgxz}��pkTvyxz�z��|��Px�xpfik3v¥|~�i}^�����bjÆxz}�xpf.k½���i��|~}��^�z�bj9v�xzf.�$xn¾�kD�zk
�^�D�P�i|~�pkT�µ�$x9�^|�¤�k@�¦�D���z�i|~�^�Á�if.�^v¥k : � G @ + �^�M>:}���xz},�.f.��vpk@v�xpf.�bx9�pk@j7�b|~�¦���~}^vpk
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t = tn

Spn

Φtn(Vk)

pn

��|~���i�zk¸�i��ÍK��}��Pxp�z|�{.�wxp|~}��ª}b±�¤�}T¯wkD�
Vk
®��D}��.vp|~�ikD�zk@�Ó�$x
�i}��zj7�b�~|B5@k@�Âxz|�j9k

t = 0
®nxp}µ�i|�¯uk@�

pn
®

�D}��.vp|~�wk@�pkT�Ì�$x=�i}��zj7�b�~|B5@k@�Kxp|~j9k
t = tn

|~v���|~¤�kD�µ{PtKxzfik�¤�}��~�ij9k
}b±�xpf.k
|~�^xzkD��v¥kT�Ãxz|�}^�Ì{VkDx¬¾�k@kD�
vp}��~|~�²�b�.���~k

Spn

���.�²�wkD±³}��zj=kT��¤�}T¯wkD�
Φtn(Vk)

�$x�xp|~j=k
t = tn
«

o½�=xzfik/�D}��^xz�z���pt^®b¾�k:�.vpk/�b�~�[�T¤b�b|~�~��{i�~kn±³�z��j9k@vD®^fi}�j9}^��kD�.kD}��.vp�~t��b�.�9|~�.�wkD�Vk@�.�wkD�Pxp�~t�±³�z}�j�xzfik
�@�b���w|~�^���if[��vpk=xzfikDt,}^{.v¥k@�p¤�k^«7m¬� : l&@�� + ���?>º®"xzfikÁ���wxpf.}���v)�i�p}^�V}^vpk9���K|�xpk@�z�bxp|~¤�k7vz�zf.kDj9kÁ�b��xpk@�¥¶�.�bxp|~�i�7{Vk�xy¾�kDkD�¨j=}�xp|~}��°k@v¥xp|~j7�$xp|~}��¨�b�.��xz}�j9}��^�z�b�.fi|~�½�zk@�D}��.v¥xp�z�.�Ãxz|~}���®w|��°xpfik=�neY�D}��^xzk�¯uxT«no½�
xzfik�}��i�V}Pv¥|�xpk^®i¾nk��.vpk�� �
� �uÉ )�Ç!+ ���?�����pkT��}��[vyxz�p�.��xp|~}��²j9k�xpf.}w�4«gegfik�xp}^j=}^�����b�ifi|��3�pkT��}^�.vyxz�p�[�Ãxp|~}��
|�v:�w}��.k){Pt�|~�^xpk@�����$xz|��i�=xpf.k��b¶¬¹1j9}bxp|~}��°k@v¥xp|~j9�bxp|~}��°|��Pxp}9xpf.k)xp}^j9}������b�.fi|~�½�i�z}b�yk@��xp|~}��²}��Vk@�z�bxp}^�
j7�$xz�p|�¯4« G3|�¤�k@�9�3¤�}T¯wkD��v�vpk�x�xzf.�$xä�w|~vz���zk�xz|B5@k@v�xpfik:�$¶¬¹ª�pk@��|~}���}�±[|~�^xzkD�zk@v¥x@®bxpfik��i�z}b�yk@�Ãxz|�}^��}��Vk@�z�bxp}^�
j7�$xz�p|�¯��}wk!AÁ��|~kD�Px

Rpn,k

k@�.��}w�ik@v½xpf.k9�D}��Pxp�z|�{i�ixp|~}��,}b±�¤�}F¯wkD�
Vk
xz}²�i|�¯wkD�

pn
|~�K|�j7�b�^k

n
«=egfik

vp}��~|~�²�b�.���~k3¾�|�xpf°¤�kD�pxz|~�Dk@vnxpfik�´:¶º���Tt
v¥}^�i����k)�$x�±³�z��j=k
i
�b�[���i|Ä¯wk@�

pn
k@�w�^k@vg|�v��wk@�i}bxzk@�

Spn

«
m¬��xpf.k�vyx��$xp|��)�@��vpk�®i��}^�^xp�z|~{i�wxp|~}��[v��b�zk3��|~¤�kD�²{PtHÍ

Rpn,k = vol (Spn
∩ Vk)

Î¥�TÏ
Ý/v/v¥fi}$¾��°|�� ��|~���.�pk��w�^®i�b±âxpkD�½��±³k@¾Ñ�D�������i���$xz|�}^�.vg��|~¤�kD�°|�� : l/<)Ü¨Ý/�^�?>º®ixpf.k��D}��^xz�p|~{i�wxz|�}^�°|��

xzfik��wtu�.�bj9|��)�D�^v¥k)|~v�}�{wx��b|~�ik@��{utVÍ

RΦpn,k
= vol (Spn

∩ Φtn(Vk))
ÎZ��Ï

��|~�.�����~t�®^xpfik½k�¯i����x���}^�^xz�p|~{i�wxz|�}^�Á��}�j9�i�ixz�$xz|�}^�7|�v��b�i�i�z}T¯w|~j7�$xzk@�={Pt7v¥|~�i���~k/��}^�^xz�p|~{i�wxz|�}^�.vä���.�
�ik@���~k@�Ãx�vnxpf.k��pkD���bxp|~¤�k3¤�}��~�ij9k)¤$���p|��$xz|�}^�
k  Hk@��x@Í

RΦpn,k
=

{

vol (Vk) if Φtn(vk) ∈ Spn

0 else

¾�fik@�pk
vk
|~vgxpfik��DkD�^xzkD�:}b±�¤�}F¯wkD�

Vk
«

Ý/v�xpfik
�i�z}$�ykT�Ãxz|�}^�·}��Vk@�z�bxp}^�)j7�bxp�z|Ä¯
RΦ
f[��v�{VkDkD�Â��}^�p�zk@�Ãxzk@�,±³}����D���z�w|����9j9}bxz|�}^��®�¾�kÁ�i}$¾

�@�b�Y�.v¥kÌ�b�À�b�z{i|�xp���b�zt¦xz}�j9}��^�z�b�.fi|~��pkT��}^�.vyxz�p�[�Ãxp|~}���j9k�xpf.}w�4«(ÒKk·��fi}^vpk,xpfikÌ�^�i�w|�xp|~¤�k·Ý/��e
j9k�xzfi}w� : ¿/kD�����?>º«Kegfik�|~�i|�xp|��b�n�zk@��}^�.vyxz�z�.�Ãxp|~}^�·|�v=v¥kDx�xz}�u�i���g|��Pxpk@�.v¥|�xytK±³}^�=�b�~��¤�}F¯wkD��v@®�xzfikD�¦���
|�xpk@�z�bxp|~¤�k)�i�H�i�bxpk�|~v/�w}��ik��.|Ä¯wkD��¶º¾�|~vpk){ut²���i�w|�xp|~¤�k��w|�vyxz�z|�{i�wxz|~}��°}b±�xzfik��i�p}b�ykT�Ãxz|�}^�²�zk@v¥|��w�.���~vg±³}��/�
�^|�¤�k@���i|�¯wkD�Z«�Ü¨}��zkn�i�pkT��|�v¥k@��t^®b|Ä±

µl
|�v\�3¤�k@��xp}^���pk@�i�zk@vpkD�^xz|��.�/xzfik:���i�z�pk@�^x\�pkT��}^�.vyxz�p�[�Ãxp|~}��"®Fxpfik@��xzfik

vp�ij }b±���}^�^xz�p|~{i�wxz|�}^�.vä��vzv¥}w�D|~�bxpk@��xp}��i|�¯wkD�
pn
|~�7|~j9����k

n
|�v��^|�¤�k@�9{ut

< RΦpn,.
, µl >
®P¾�fikD�zk

RΦpn,.|�v�xzfik����T¾Ñ}b±\j7�$xz�p|�¯
RΦ
��}^�p�zk@vp�V}��.�w|~�i�=xz}Á�.|Ä¯wkD�

pn
��}^�^xz�p|~{i�wxz|�}^�.vD«:egfik��zk@vp|~�w�[�b��±³}��/�.|Ä¯wkD�

pn
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|�v:xpfu�.v½��|~¤�kD�¨{ut
Jn(pn)− < RΦpn,.

, µl >
���.�¨|~v½fi}�j9}��^kD�ik@}��.vp��t��.�b�pxpkT�°{Vk�xy¾�k@kD��D}��^xz�p|~{i�wxz|~�i�

¤�}F¯wkD��vDÍ Jn(pn)−<R
Φ

pn,.,µ
l>

‖RΦpn,.‖
2 RΦ T

pn,.

«äegfik��^�i�w|�xp|~}��²}�±��9�pk@�~�b¯i�$xp|~}����.���z��j=kDxpk@�
λ ∈]0, 2[

tP|~kD���ivgxpf.k
±³}^���~}F¾�|~�i�9�i�H�i�$xzk�vz��fikDj9k�Í

µl ←− µl + λ
Jn(pn)− < RΦpn,.

, µl >

‖RΦpn,.
‖2

RΦ T
pn,.

Ý:�Á|ÄxzkD���$xz|�}^�9}b±�Ý½��e �b�~��}^�p|�xpfij»|~vä��|~¤�kD�7{Pt=�VkD�p±³}��zj9|��i���.�H�i�$xzk@vä�^vpvp}w�D|~�$xzk@��xp}������[�F¤$��|����b{.��k
�i|�¯wkD��vD«�m¬�²�.�z�^�Ãxp|���k^®w¾�k��.vpk@�¨��|�xpkD���$xz|�}^�.vg}b±\Ý/��eÀ�b�~��}��z|�xpfij°«���|~���i�zk������i�zk@vpkD�^x�v��D}�j9�.�b���$xz|�¤�k
�zk@vp�i��xzv)±³}���v¥k@�.�b���$xzk9���.�·��}�j�{.|��ikT�Kk  Hk@�Ãx�v�}b±g¤u|��pxp�.����vp�i{wxz�z�^�Ãxz|�}^�·�b�.�Kj9}bxz|�}^�·�D}�j9�VkD�.vz�$xz|�}^�
}^�²�D}��z}��.���pt7���¥xzkD�z|�kTv�xp}�j9}^�����b�ifi|��/�zk@�D}��.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��«

����� � � � Ø�� � Ú � Ú �  $¡ � � �³¢²  Ö ��  Ö � Ö�
 �T¡w��� Ú 

xzfik/��{V}F¤�kgxz}�j9}��^�z���ifi|��n�pkT��}��[vyxz�p�.��xp|~}��9�����~}$¾:v�xp}�k@v¥xp|~j7�$xzk/���b¶º¹©|~j7�b�^k:�$xä}��.k:vp�Vk@�D|Ä§[�:�@�b���w|����
�if.�^v¥k^®w¾�fi|��zf°|�v���fi}^vpkD�°��vnxzfik��i}��zj7�b�~|B5@k@���D���z�w|��^�:xz|�j9k

t = 0
«äru|��[��k��=�b¶º¹1j9}bxp|~}^��®

Φ(p̂, ., .)
®

f.�^v3{VkDk@�·��}^j=�.�wxpk@��®"|Äx��D�b�K{Vk7�b�i�i�~|~k@�xp}²xpfi|�v��b¶º¹ |~j7�b��k9�^v3¾�k@����xz}°}�{wx��b|~�K�²�b¶º¹ |~j9����k9�$x
���Pt
���p{i|�xp���b�zt7�@�b���w|����½�if.�^v¥k�®itP|~kD���w|~�i�7�=��¶º¹Àxz}�j9}��^�z���ifi|��/�zkD�i�zk@vpkD�Pxz�bxp|~}���«
egfi|~v
kD�.��{i�~k@v7xpfik¤u|�v¥�.����|65@�bxp|~}��ª}b±)xpf.k�D}��z}��.���ptÌxp�zkDk¸�^kD}^j=kDxp�zt¦�$x����©�b�z{i|Äxz�z���ptÂ�@�b���w|����

�if.�^v¥k^®����.�,±³�p}^j �b�Ì�b�z{i|Äxz���b�pt¨�V}^|��Px�}�±n¤u|~kD¾�«
m¬�·�.�b�pxp|����i���b�T®"�¨vp|�j��i���$xzk@�·�wtu�.��j9|~�7vpk@�P�ikD�[��k
Î³xpfik3��}^�p}^�.�b�pt����¥xzkD�z|�kTv\�i�.�wk@��j9}bxp|~}��VÏ��D�b�Á{Vk/�pk@�.�wkD�zk@�=±³�z}�j ���Á�b�z{i|�xp���b�zt��V}�|~�^x�}�±4¤u|~kD¾�«���}^�w¶
vpk@�P�ikD�Pxp�~t�®4�D}�j9�.���pk@�°xp}
xzfik�}^�p|~��|~�.���"�z}bxz�bxp|~}��.����vpk@�P�ikD�[��k�®H|~�^xpk@�pkTvyxz|��.���^�i�w|�xp|~}��.����|~�w±³}��zj7�$xp|~}��
|�v��F¤$��|����b{i�~k)�b�.�²�=�.fPtwv¥|���|��b�°�@�b�²¤u|~vp�.�b�~|65Dk�Í

� xzfik3�zk@�D}��.v¥xp�z�.��xp|~}��7±³�z}�j xpfik�vp��j9k½�V}^|��Pxnxpf[�b�²���
}^�p|~��|~�.���V���i��|~}��^�z�$j°®P{i�wx:�bx��=�w|! VkD�zkD�Px�@�b���w|~�^�½�if.��vpk��b�.�
� xzfik
�zk@��}^�.vyxz�p�[�Ãxp|~}��Ì�bx�xpf.k�vp��j9kÁ�@�b���w|����9�if.�^v¥k7xzf.�b�Â�b�Ì}^�p|~��|~�.���ä�b�i��|~}^���z�bj°®�{i�wx�±³�z}�jxzfik=�w|! Vk@�pk@�^x3�V}^|��Px½}�±�¤u|�k@¾�®V|~�.���~�.�w|~�i��#7Ç�� � ���;������) ) �=����� �pÇ�� � � � �!)�Ç7�V}^|��Pxzv½}b±�¤u|~kD¾Ævp�.��f
�^vn|~�²xpfik��b¯u|��b���w|~�pkT�Ãxp|~}��"«

��|~���i�zk�����kD¯uk@j9�i��|�§.kTv�vp�.�zf°¤u|~vp�.�b�~|65@�$xz|�}^��«

� �(��	���*Ã��	

ÒKkg�i�zk@vpkD�^x�v¥}^j9kn�i�pk@��|~j9|~�.�b�zt)¤b�b�~|~�.�$xp|~}����pkTv¥�.�Äx�v�}�{wx��b|~�ik@��}��=�3vptu�^xzfik�xz|~�g�wtu�.��j9|~�g�i�$x���vpk�x\���.�
}^�²�[�$xp|~kD�Px½�i�$x���vpk�x�vD«nru}^j=k��V}bxzkD�^xz|~���"�D��|~�i|��D�b���b�i�.��|��D�bxp|~}��.v@®ikD�.��{i��kT�²{Pt
xzfik��w|! Vk@�pk@�^x½v¥xz�b�^k@vg}�±
xzfik��i�p}^�V}^vpk@�
j9k�xpf.}w�4®.�b�zk)���~vp}9v�7�k�xz��fikT�4«

�)��� ���)��% ��� %	�������)� � � ����� � % � � � %

ÒKkµvp�.�D�Dk@vzvy±³�i�~�~t xzk@v¥xpkT�À}��i�¨xp}�j9}^�����b�ifi|��,�pkT��}^�.vyxz�p�[�Ãxp|~}��Yj9kDxpfi}w�À}^�Ñ� v¥tu�^xzfik�xz|~�µ�wtu�.�bj9|��
�i�bxz�^v¥kDx\��}��[v¥|�vyxz|��.�½|~�9vp|�j��i���$xzk@�=�b�i�^|�}^���z�bj7v�}�{.vpkD�z¤u|��i�½�i|~�ik��Dtu��|~�.�wk@�zv�¾�|�xpf=x¬¾�}��w|! HkD�pk@�^xä�w|~��j=¶
kDxpkD��v@®"�b�.|�j7�$xzk@�,�i�.�ikD���²�VkD�p|~}w�w|��=fi}�j9}bxzfik�xz|~�7�w|����bxz�$xz|�}^���$�D}��Pxp�����Ãxp|~}��j9}bxz|�}^��«7Ý½v��i�pkTv¥k@�^xpkT�
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Ò |�xpf.}��wx/¤P|~�pxp�.����v¥�i{ixp�����Ãxz|�}^� Ò |�xpf¨¤P|~�pxp�.����v¥�i{ixp�����Ãxz|�}^�

� � �
��� �
�
���
� � �
	�
�

� �
��
� � �

� � �
�
���
� � �
	�
�

� �
��
� � �

��|~���i�zkn���iÍ"ruk@�.�b���$xzk��b�.����}^j�{i|��.k@��k  Hk@�Ãx�v�}�±i¤u|~�pxp�.���Pvp�i{wxp������xp|~}����b�[��j9}bxz|~}����D}�j9�VkD�.vz�$xz|�}^��}^�
�D}��z}��.�b�pt=���¥xzkD�z|�kTv\xp}^j9}������b�ifi|����zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��«�Ü°my�Â¤P|~kD¾:v�|~�
vz�b�^|Äxpxz���[�i|��zk@��xp|~}��Á}�±4±³}��i��xz}�j9}b¶
�^�z���ifi|����zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^�.v/}�{ixz�b|~�ikT�¨±³�z}�j!xpf.k9vz�bj9k�}^�p|~��|~�.�b���b�i�^|�}^���z�bj v¥k@�P�ik@�.��k^®4|��.�D���[�w|��.�²}��
�i}�xg¤P|~�pxp�.���Hv¥�.{wxp������xp|~}����b�.�
j9}bxp|~}��²��}�j9�VkD�[vp�bxp|~}���« <½|��pxp�[�b�4v¥�.{wxp�����Ãxz|~}��
�pk@j=}$¤�k@v�{.����7u���z}��i�.�
{.�^��7u�i�z}b�yk@��xp|~}��=���¥xz|Ä±M�^�Ãx�vD®�¾�fi|��~k�j9}�xp|~}��7��}�j9�VkD�[vp�bxp|~}��9�w����v¥xp|��D�b�~�~t��pk@�i�.��kTv\�D���z�i|~�^��j9}bxz|�}^�={i�~�i�
���¥xz|Ä±M�^�Ãxzv@«
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��|~���i�zk��b�.Í"Ý/�i�i�~|~�@�$xz|�}^�=}b±V�b¶º¹Óxz}�j9}��^�z���ifi|��ä�pk@�i�zk@vpkD�^x��$xz|�}^��«�e"}^��Í�Î³�~k�±âx�Ï�����}^�p|~��|~�.���u�b�.��|~}����z�bj°®
���.�ªÎ³�z|��^f^xÃÏ½xpf.k
Ü°my�Ñ¤u|~kD¾ }b±nxzfikÁ�b¶¬¹ xp}^j=}^�����b�ifi|����zkD�i�zk@vpkD�Pxz�bxp|~}��,}^{.vpkD�z¤�k@�±³�p}^j¼xpfik
vz�bj9k
�V}^|��Px�}b±n¤u|�k@¾�{i�ix��$x��°�w|  HkD�zkD�Px��@�b���w|~�^���.f.��vpk�«9ln}bxpxp}^j°Í9ÎM��kD±âx�Ï��b�K}��z|��^|��.�������i��|~}��^�z�bj²®����.�
ÎM�p|~��fPx�Ïgxpfik=Ü¨my� ¤P|~kD¾Ñ}�±�xpf.k��$¶¬¹1xp}^j9}������b�if.|~�)�pkT��}^�.vyxz�p�[�Ãxp|~}��°|~�¸�b¯w|~���"�w|~�zk@�Ãxz|�}^��Ín�Áj=kT�zf.���i|�¶
�@�b�~��tÁ�i}^�²�zk@����f.��{i��k3�V}^|��Px�}�±�¤u|�k@¾�«
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��|~���i�zk
�$�.Í=��}^j9�.�b�z|~vp}��K}b±g|��wk@���ä���.�Kj9k@�^v¥�i�zk@�·�w|~��j9k�xpk@�zv�}^�Ì�¨vptP�PxpfikDxp|��Á�wtu�.�bj9|��7�i�bxz��vpk�xT«
�.�p}^j¼�~k�±âx�xz}°�z|��^f^xT®"�wkD§.�i|�xp|~}��·}b±nxpfikÁv¥xz���¥x��b�.�KkD�.�K�V}�|~�^x�v)}�±�xpfikÁ�Dtu��|~�.�wk@��}b±n|~�^xzkD�zk@v¥x�|~�,xzfik
vptu�^xpf.k�xp|��7�wtu�.��j9|~�7�i�$x���vpk�x��zk@�D}��.v¥xp�z�.��xp|~}���®�j9k@���·�w|��bj9kDxpkD���i�z}b§.�~k7�b�~}��.�°��tu�~|~�.�wkD���$¯w|�v)��|~¤�k@v
�i« ��j9|��~�~|�j9k�xzkD��vn|~���F¤�kD���b�^k�®P�b�[�
��tu�~|~�.�wkD��v¥kT�Ãxz|�}^�.�b�H���pkT��|~vg�.« ��j9|~���~|~j=kDxpk@�zvgvz�P�.�b�zk@�7|~�²�F¤�kD���b��k�«

|~� ��|��^�i�zk��$�[®u¾�k��D}�j9�.���pkT�7xzfik)j9k@�^v¥�.�pkT�
�Dtu��|~�.�wk@�zv��w|��bj9k�xzkD��vD®w}�{wx��b|~�ik@��{PtÁxpfik��i�z}��V}Pv¥kT�7xp}�¶
j9}��^�z���ifi|��)�pkT��}^�.vyxz�p�[�Ãxp|~}��°j9kDxpfi}w��®H�b�P�b|~�.vyx:xpf.k.7u�i}$¾��¸�w|��bj9k�xzkD��vD«:Ò fi|~��k�xpf.k�|��wk@�����w|~��j9k�xpk@�
|�v��i« ��j9|��~�~|�j9kDxpkD��v@®^j9k@�^v¥�i�zk@�9¤$�����ikTvä�b�zk�{V}��.�.�wk@�7{Vk�xy¾�kDk@�¸��« �)j9|~���~|~j=kDxpk@�zv��b�.�
�w«~��j9|~���~|~j9k�xpk@�zv
���.�
�b�zk3�i« ��j9|��~��|~j9k�xzkD��v�|~�²�T¤�k@�z����k�«�egfik)v¥|~j9�i��k3}�{[v¥k@�p¤�kT�9j9}�xp|~}����b�~�~}F¾nk@�Á���
k  Hk@�Ãxz|�¤�k3j9}�xp|~}��
kTvyxz|�j7�$xz|�}^�={Pt�xzfik��i�z}��V}^vpk@��j9k�xzfi}w�4®�k@�.�b{i�~|~�i���b�9����j9}Pvyx\�VkD�p±³k@�Ãx\xz}�j9}��^�z���ifi|��ä�zk@��}^�.v¥xp�z�.�Ãxz|�}^��«

�)��� � � %	�.��� % � � %�� � � %	�
ÒKk�kD¯w�VkD�z|�j9kD�PxpkT�°}^�i�½j=kDxpfi}i�¨}��µ�TÔ7�.�$xz|�k@�^x)�i�$x���vpk�x�vD®.xzf.�$x3¾�k@�pk��P�.�b�~|Ä§[k@�¸��v/kD|�xpfik@�)É � � �¸}��
#7Ç ���  #��^�[�b�~|Äxyt
vpk@�P�ik@�.��kTvD®i�wk@�VkD�.�w|~�i�7}��²¤u|�v¥�.�����zf.���z�^�Ãxpk@�p|�v¥xp|��Dvnvp�.��f°��v@Í
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