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Chapitre 1

Le probleme biologique

1.1 Structure de ’ADN

La conformation spatiale de la molécule d’acide désoxyribonucléique (ou ADN) est
un facteur primordial pour la génétique. En effet, la forme de la macromolécule peut
nous aider & déterminer les sites de certaines réactions chimiques (par exemple 'ac-
crochage de protéines spécifiques) en nous permettant d’extraire les endroits facilitant
ces réactions. Des lors, il devient plus facile d’identifier le réle de ces sites.

Du point de vue chimique, PADN est une longue molécule formée par un en-
chainement de blocs appelés nucléotides et composés d’un sucre (la désoxyribose),
d’un groupement phosphate et d'une base nitrogénée parmi quatre bases possibles
(Padénine, la thymine, la guanine ou la cytosine). Les groupements phosphate et sucre
de deux nucléotides successifs se lient, formant un long polymere. Depuis 1953 [14], on
sait que les brins sont complémentaires, c¢’est-a-dire qu’a chaque base sur un brin cor-
respond une base analogue sur Pautre (’adénine correspond a la thymine, la guanine
a la cytosine), comme le montre 'image ci-apres.

ATGGTACGTTITGCC brina

TACCATGCAAACGG. brinb

F1G. 1.1 — Une séquence d’ADN

La forme de 'ADN est celle d’une échelle tordue en double hélice, les liaisons hy-
drogene entre les paires de nucléotides analogues formant les barreaux de I’échelle,
comme le montre 'image 1.2, propriété de I’ Image Library of Biological Macromole-
cules [15]. Les deux brins étant complémentaires, il suffit déja de connaitre la séquence
de bases d'un seul d’entre eux pour connaitre la composition chimique de la molécule.
Des lors, on peut représenter le code génétique par une suite de lettres caractérisant
les nucléotides, par exemple leurs initiales. C’est sous cette forme qu’on le stockera.



F1c. 1.2 — Une section d’ADN du virus bacteriophage lambda

Penser que la forme de ’ADN est identique quelle que soit la séquence est un peu
naif. En réalité, la double hélice est soumise a un polymorphisme structurel ainsi qu’a
des déformations locales. Le polymorphisme structurel implique que selon le milieu
dans lequel elle évolue, la méme séquence d’ADN existe sous trois formes, A, B et Z
qui différent par 'espacement des nucléotides et la forme générale de la double hélice.
La forme B étant de loin la plus répandue, nous ne nous intéresserons qu’a celle-ci.

Les déformations locales sont de petites variations de la structure de ’ADN mais
sans que celle-ci soit modifiée en profondeur. Or, représenter ces déformations dans
des segments d’ADN est difficile car elles sont trop vastes pour étre visibles & 1’échelle
atomique mais trop petites pour qu’on puisse les observer sur des modélisations faites
a I'aide de modeles élastiques, bons descripteurs de comportements macroscopiques.

Nous allons donc adopter un autre modele appelé modéle tubulaire (ou rod mo-
del [17] en anglais). Ces modeles ne s’intéressent qu’a la forme générale de ’ADN,
c’est-a-dire a la courbe formée par les milieux des paires de nucléotides, comme le
montre I'image 1.4. Il suffit alors de suivre 'axe du modele tubulaire pour obtenir les
déformations locales de la structure et donc la forme de la molécule.

Cependant, cette représentation bien épurée ne permet pas encore une analyse
automatique de la structure. En effet, pour qu’'un ordinateur puisse se consacrer a
cette tache, il faut que l'on en ait extrait des données chiffrées a partir desquelles
une machine pourra travailler. L’objectif de notre travail a donc été de trouver un
estimateur mathématique adapté a l'analyse de cette structure. Dans la prochaine
section, nous verrons les estimateurs adoptés par des équipes de biologistes au cours

de différents travaux.



Fia. 1.3 — La modélisation de PADN : les points extérieurs sont les emplacements
des nucléotides de chaque brin et les points intérieurs les points du modele tubulaire
(modélisation obtenue a 1’aide du logiciel CURVATURE)

C=a/L

| | L

F1G. 1.4 — Schématisation du modele tubulaire (C est la courbure du tube)



1.2 Les travaux des biologistes

1.2.1 CURVATURE

Pour calculer la structure d’un modele tubulaire, Alexander Bolshoy [1] [20] [12]
a divisé la taille du tubes en petits segments cylindrique dont le nombre de paire de
bases est constant (en l'occurence 2, on dit que son modele est dinucléotidique). Il y
a 16 combinaisons de deux lettres possibles, ou 10 si 'on admet qu’il y a symétrie des
bases complémentaires (c’est-a-dire que la déformation induite par un segment AA est
analogue & celle d'un segment TT). On peut alors diviser toute séquence en modules
dinucléotidiques et, puisqu’on connait la forme de chaque module, en déduire la forme
de la structure associée a la séquence.

Alexander Bolshoy a déterminé la forme de chaque segment & ’aide d’expériences
biologiques et en a déduit un modele dinucléotidique [1]. Il a ensuite écrit un pro-
gramme du nom de CURVATURE qui, a partir d’'une séquence entrée en parametre,
rend les coordonnées de chacune des extrémités de ces segments dinucléotidiques et
donc la forme du modele tubulaire [20].

Ce programme peut aussi approximer le rayon de courbure du modele tubulaire en
chaque point I,,. Pour cela, on lui donne un entier a qui représentera un parametre de
fenétre. Il prend les coordonnées du point I,,_, situé a bases en amont du point I,, et
les coordonnées du point I, situé a bases en aval du point I,. Il calcule le rayon r
du cercle passant par ces trois points et considere que r est le rayon de courbure au
point I,,.

Comme on peut 'imaginer, cette méthode de calcul n’est pas une treés bonne ap-
proximation du rayon de courbure réel du modele tubulaire. Ainsi, selon la valeur du
parametre de fenétre choisi, les résultats seront tres différents. De plus, I'auteur prend
des parametres de l'ordre de cent. Il va donc négliger les petites variations de la struc-
ture. Il a ainsi réussi & montrer la forte courbure de ’ADN dans certaines séquences
promotrices, particulierement celles de la bactérie E. Coli [12].

Le modele tubulaire fourni par CURVATURE est un modele réaliste qui a été utilisé
par de nombreux biologistes pour différents travaux [11] et que nous réutiliserons nous-
méme par la suite.

1.2.2 D’autres modeles de calcul

Le modele fourni par CURVATURE n’est pas le seul modele tubulaire existant.
En effet, selon les expériences, les biologistes n’ont pas tous obtenu la méme forme
pour les segments dinucléotidiques. Ainsi, Cacchione a obtenu des résultats différents
de ceux de Bolshoy dans le calcul des structures [2]. I a aussi établi un modele du
rayon de courbure, mais ses calculs n’étant pas basés sur des théories mathématiques
mais uniquement sur des calculs probabilistes, nous ne les étendrons pas ici.

Richard E. Dickerson a écrit un logiciel du nom de FREEHELIX [10], qui remplace
son ancien logiciel NEWHELIX, dédié a I’analyse de portions d’ADN tres courbées.
Seulement, au lieu de s’intéresser a I’évolution du rayon de courbure, Dickerson préfere
se pencher sur I’évolution des différents angles de la molécule par rapport a son axe
prinicipal. Il appelle ces trois angles roll, slide et twist et ils permettent de caractériser
entierement la molécule. Cependant, le principal désavantage de cette approche est
qu’elle oblige a considérer trois estimateurs a la fois et que le modele ne peut s’appliquer
qu’aux molécules fortement courbées.

Munteanu et al. [17] soulignent aussi que si les modeles actuels ne sont pas exacts,



on pourrait encore obtenir de meilleurs résultats en augmentant la taille des segments
considérés . Ainsi, ils considérent qu'un modele trinucléotidique (chaque segment de
la taille de trois paires de bases) devrait permettre d’obtenir des résultats trés proches
de ceux obtenus sur la molécule réelle, mais un tel modele n’existe pas encore.

Masotti et al. [16] ont récemment proposé une méthode pour retrouver la cour-
bure d’un brin I’ADN & partir d’un échantillon physique de la molécule (avec une
déviation de 1 pour cent), ce qui prouve que le probléme intéresse encore et toujours
les biologistes.

Différents visualisateurs de séquences d’ADN ont été créés, on citera entre autres
ADN-Viewer [13], qui présente la particularité de laisser le choix entre les modeles de
Cacchione et Bolshoy. De la méme maniere, DIAMOD [11] de Dlakic et Harrington
propose un visualisateur qui s’appuie sur différentes modélisations de la molécule. Les
auteurs proposent méme une comparaison de ces différents modeles.

1.2.3 Pertinence de notre approche

Il existe donc différents types de méthodes biologiques pour estimer la forme de
I’ADN :
Celles qui, telles la méthode de Bolshoy, nécessitent un parametre et donnent
des résultats tres approximatifs.

— Des méthodes exactes comme celle de Dickerson, mais dont les résultats sont si
complets qu’ils sont difficiles a analyser. En effet, cette méthode ne fournit pas
un mais trois estimateurs complémentaires et qu’il faut considérer les trois a la
fois pour pouvoir interpréter la courbe.

— Des méthodes probabilistes, comme celle de Cacchione qui ne permettent pas de
déterminer avec certitude la courbure de la molécule.

Cependant, aucune de ces méthodes n’est a la fois rigoureuse mathématiquement et
facile a exploiter. Le rayon de courbure semble approprié pour une bonne estimation
qualitative de la forme de la molécule, cependant, la nature des modeles tubulaires,
qui sont représentés par une série de points déconnectés, empéche le calcul par des
méthodes usuelles qui nécessiteraient la connaissance de 1’équation complete de la
courbe. Nous allons donc utiliser des méthodes liées a la géométrie discrete, a la fois
rigoureuses mathématiquement et pourtant appropriées pour I'étude de ce type de
courbe puisque comme nous allons le voir, la géométrie discrete se consacre a 1’étude
d’ensemble de points. Cependant, pour pouvoir mieux comprendre ces méthodes, nous
allons d’abord étudier quelques bases de la géométrie discrete avant de regarder com-
ment calculer le rayon de courbure.



Chapitre 2

Introduction a la géométrie
discrete

2.1 Géométrie discrete

Par définition, la géométrie discrete est 1’étude de l'espace discret et de ses ap-
plications. Mathématiquement, cela signifie qu’au lieu de se placer dans R™ comme
en géométrie usuelle, on s’intéressera aux phénomenes de Z™. Une fagon concréte de
comprendre ce nouvel espace est de se le représenter comme une grille dont chaque
point (que I'on appellera vozel dans I'espace tri-dimensionnel et pizel dans 1'espace
bi-dimensionnel) devient une case.

Le choix de cet espace n’est pas anodin : il est en effet mieux adapté aux raisonne-
ments informatiques puisque, du fait de sa structure physique, un ordinateur ne peut
travailler qu’avec des nombres finis, et donc dans un espace discret. Puisqu’on uti-
lise des méthodes mathématiques basées sur un espace analogue, notre raisonnement
sera plus facile & transcrire en algorithmes informatiques. Cependant, cette limitation
impose de redéfinir toutes les notions couramment admises.

En effet, le probléme principal posé par la transposition dans un espace discret
est la disparition de toute notion de continuité, notion intimement liée a la densité de
I’espace de travail. Il est donc nécessaire de trouver de nouveaux moyens de caractériser
les figures géométriques les plus élémentaires, et donc principalement les droites.

2.2 Droites discretes 2D

La notion de droite discrete arithmétique a été définie par JP Réveilles en 1991
[19].

Définition 1 Dans 72, une droite de pente % (avec b # 0 et pged(a,b) = 1), de
borne inférieure p et d’épaisseur arithmétique w est l’ensemble des points (x,y) de 7>
vérifiant la double inéquation :

w<ar—by < p+w (2.1)

On notera une telle droite D(a,b, u,w). Une droite discréte est donc définie par
le couple d'inéquations u < ax — by et ar — by < p + w, c’est I'ensemble des points



entiers compris entre les droites réelles d’équation ax —by = p et ax —by = p+w—1,
appelées respectivement droite d’appui supérieure et droite d’appui inférieure [6]. Les
points entiers de ces droites sont appelés points d’appui, respectivement supérieurs et
inférieurs, de la droite discréete.

F1G. 2.1 — Une droite discrete d’équation 0 < x — 4y < 4 accompagnée de ses droites
et points d’appui (supérieurs en rose et inférieurs en bleu)

On s’intéressera a deux types de droites discretes : les droites discretes épaisses et
les droites dites naives, vérifiant w = sup(|al, |b]). On notera une telle droite D(a, b, ).

F1c. 2.2 — La droite épaisse D(1,6,—42,17) et la droite naive D(1,6,0), accompagnées
de leurs droites et points d’appui

Ce sont les droites d’appui qui sont la base d'un algorithme incrémental de re-
connaissance de segments de droites naives, c’est-a-dire un algorithme qui, a partir
d’un segment Y. de la droite naive D et des coordonnées d’un point M connecté & une
extrémité de X, reconnait si X U M est un segment de droite naive. Il s’appuie sur le
théoréme suivant :



Théoréme 1 Considérons r(M) le reste au point M(z, y) en fonction de D défini
par :

r(M) =ax — by (2.2)
1. Sip <r(M) < pu+b, alors M € D(a,b, u)
Y UM est un segment reconnu de la droite D.
2. Sir(M)=p—1, alors M est faiblement extérieur a D
Y UM est un segment reconnu de la droite de pente donnée par le vecteur SoM
avec Sy premier point d’appui supérieur de D.
3. Sir(M)=p+0b, alors M est faiblement extérieur a D
X UM est un segment reconnu de la droite de pente donnée par le vecteur IoM
avec Iy premier point d’appui inférieur de D.
4. Sir(M)<p—1our(M)>u+b alors M est fortement extérieur & D
YU M n’est pas un segment de droite discreéte

Cet algorithme rapide, incrémental et linéaire est expliqué dans un article de Jean-
Pierre Réveilles et Isabelle Debled-Renneson [9], mais nous ne le détaillerons pas ici
car il nécessiterait l'introduction d’autres notions plus complexes.

Définition 2 On appellera vecteur de décalage positif (respectivement vecteur de
décalage négatif) de D(a,b,u,w) noté Viq (respectivement V_q), un vecteur qui re-
lie deuz points de D dont les restes sont différents de +1 (respectivement —1) et tel
que 0 < vy, < b (respectivement 0 < xy_, < b).

2114 7]10)13
013]6]9]12

Fic. 2.3 — Représentation du vecteur de décalage positif de la droite épaisse
D(3,8,—4,18). Les valeurs des restes sont indiqués sur chaque pixel du segment.

2.3 Code de Freeman

Pour représenter de maniere plus simple une séquence de points discrets 8-connexes
de Z? (par exemple une droite discréte naive), H. Freeman a proposé d’associer & chaque
direction principale un entier compris entre 0 et 7 d’apres le schéma suivant :



(o))

Fi1G. 2.4  Les valeurs du code de Freeman

On peut alors diviser ’espace en huit parties, appelées octants. Le premier octant
sera délimité par les directions 0 et 1, le deuxieme par les directions 1 et 2, etc.

Définition 3 On appelle code de Freeman d’une courbe, le point d’origine Py et la
suite (o) avec i variant de 0 d n, ot «; est la direction selon laquelle P,y est obtenu d
partir de P;. Ce code, qui représente de facon unique et exacte les courbes 8-connezes,
a un avantage certain : il permet en effet d’effectuer facilement des changements d’oc-
tants de ces droites, puisqu’une rotation est alors équivalente a une addition dans le
code. Dés lors, il devient trés facile de transposer tous les calculs dans le premier oc-
tant, et donc de limiter la complexité des algorithmes en ne considérant qu’un seul
cas.

F1G. 2.5 — Une droite discrete et son code de Freeman

2.4 Droites discretes 3D

Définition 4 Une droite discréte 3D est une courbe tri-dimensionnelle dont les pro-
jections dans deux plans orthogonaux sont des droites discrétes 2D. La droite discréte
3D, D, de vecteur directeur V(a,b,c) avec (a,b,c) € Z3 et a > b > ¢ est définie par
l’ensemble des points vérifiant les inéquations :



p<cr—az<pu-+e
R 23)

avec p, i’ e, e’ € Z. p et i’ sont les bornes inférieures de D et e et €' ses épaisseurs
arithmétiques.

Les droites qui ne vérifient pas a > b > ¢ peuvent étre définies de la méme fagon
en permutant a, b et ¢ dans la définition.

On appellera droite naive 3D une droite discréte qui vérifie e = ¢/ = a. On notera
une telle droite D(a,b,c, p, ).

F1a. 2.6 — Un segment de la droite discréte tridimensionnelle D(10,7, 3,0, 0)

Il existe des algorithmes simples pour construire la droite discrete tridimensionnelle
joignant deux points donnés de l'espace discret. Dans [6] et [4], un algorithme linéaire
pour construire une droite discréte 3D naive entre deux points A(x, y, z) et B(x’, y’,
(z—2)2W-y)=z(=-7)
x>
y=>y'
z> 2
cet algorithme, et I’avons étendu & tout I'espace en utilisant & chaque fois les rotations
et les symétries nécessaires pour se retrouver dans les conditions sus-nommeées.

Il est possible de montrer qu’un ensemble de points D est une droite discrete 3D
si et seulement si il existe au moins deux plans orthogonaux dans lesquels les projec-
tions de D sont des droites discretes 2D. On aura donc juste & appliquer ’algorithme
incrémental de reconnaissance de droite (mentionné dans la section précédente) en
parallele sur chacune des deux projections dans les plans principaux pour vérifier si
I’ensemble est une droite 3D. On remarquera donc que ’algorithme de reconnaissance
des droites 3D est un algorithme linéaire et incrémental.

7’) tels que a été présenté. Nous avons programmé
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2.5 Calcul de la courbure en un point d’une courbe
discrete 2D

En géométrie classique, la courbure en un point s’obtient a partir de ’équation de
la courbe. En géométrie discrete, nous n’avons que les coordonnées des points, et la
formule usuelle, basée sur des calculs différentiels n’est plus utilisable. Le plus simple
est donc de revenir a la définition premiere de la courbure.

Pour une courbe 8-connexe, ce cercle peut étre approximé en recherchant les plus
longs segments appartenant & la courbe a gauche et & droite du point considéré (ces
plus longs segments sont alors appelés demi-tangentes). Le cercle circonscrit au triangle
formé par les extrémités de ces segments constitue alors une bonne approximation du
cercle osculateur, comme David Coeurjolly ’a démontré dans sa these [3].

S

~

F1G. 2.7 Approximation d’un cercle osculateur

A partir des extrémités des segments de droite obtenus, on peut calculer une bonne
approximation de la courbure :

Théoréme 2 Soit P le point considéré, Py l'extrémité de la demi-tangente a gauche
et Py Uextrémité de la demi-tangente & droite. On note sy la distance ||PPy||, sz la
— —
distance |PPy|| et s3 la distance |PyPy||. On a alors :
S1 % 89 * S3

R, = (2.4)
\/(81 + 52+ 53) (51 — 52+ 53) (51 + 52 — 53)(52 + 53 — 51)

La courbure T' est telle que :

r=— (2.5)



Des méthodes de calcul de la courbure discréte ont aussi été mises en place pour
les courbes tridimensionnelles par David Coeurjolly [3] [5].

En revanche, pour une courbe non connexe, ce qui est souvent le cas si on travaille
sur des relevés expérimentaux, on ne peut pas calculer le plus long segment de droite
a gauche ou a droite. Par conséquent, nous avons contourné le probléme en rendant la
droite connexe en reliant chaque couple de points successifs par un segment de droite
discrete. Cependant, en faisant ainsi, on modifie les informations. En effet, dans le
plan discret, ce n’est pas parce que trois points A, B et C sont alignés que I'union des
segments [AB] et [BC] est un segment. Aussi, nous allons travailler avec des segments
flous qui tolerent du bruit dans les données.

12



Chapitre 3

Segments flous et courbure
d’ordre d

3.1 Segments flous 2D

Définition 5 Les segments flous sont une extension des segments de droite discréte
2D. On dit qu’un ensemble Sy (avec Card(Sy) > 2) de points 2D consécutifs et 8-
connezxes est un segment flou d’ordre d si et seulement si il existe une droite discréte
D(a,b, t,w) contenant tous les points de Sy telle que d < E On appellera une

smaz(laT o7y
telle droite droite englobante du segment flou. [8]

On remarquera qu’un segment flou d’ordre 1 est une droite discrete naive.

Soit Sy un segment flou d’ordre d qui couvre lintervalle [zg,zp] de I'axe des
abcisses. D(a, b, j1,w), une droite englobante de Sy, est dite strictement englobante en
haut (respectivement en bas) si :

— D contient au moins trois points d’appui dans l'intervalle [z¢, 2 p].

— S§ contient au moins un point d’appui supérieur (respectivement inférieur) de

D.
D sera dite strictement englobante si D est strictement englobante en haut et en bas.

e

F1a. 3.1 — Un segment flou de droite englobante D(1,6,—42,17)

De la méme fagon que pour les droites discretes, il existe un théoreme qui permet
de déterminer, & partir d'un segment flou Sy et d'un point connecté a Sy, M, si SyUM
est un segment flou [8] :
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Théoréme 3 Soit un segment flou Sy qui couvre Uintervalle [0,1 — 1] sur l'aze des x
et D(a, b, 1, w) une droite strictement englobante de Sy. Dans ce cas, l'ordre de Sy est
7+ Soit M un point entier connecté a Sy et d’abscisse égale a1 oul — 1.

1. Sip<r(M) < p+w, alors M € D.
SyUM est un segment flou d’ordre ¢ qui a D pour droite strictement englobante.

2. Sir(M) < p—1 alors M est extérieur a D.

Sy UM est un segment flou d’ordre % qui a D'(a’, b, 1/ ") pour droite stricte-

ment englobante avec

-V et d coordonnées du vecteur PT(M)HM, P.(ay+1 €tant le point de D de
reste r(M) + 1 et xp, 0,b—1].

-y =dzy —bym

-w =dzp, —Vyr, — ' +1 avec Lp(xr,,yr,) dernier point d’appui inférieur
de la droite D présent dans Sy

De plus, on peut aussi calculer les vecteurs de déplacement de D’ :

— (! / b o
V= (¥ - ba' = a) + [BV. )
Vi, = (ba) =[]V,
11 = (b,a) = [yt a)
3. Sir(M) > pu+w, alors M est extérieur a D.
Sy UM est un segment flou d’ordre “g—,’ qui a D' (a0, p',w") pour droite stricte-

ment englobante avec
b et a’ coordonnées du vecteur PT(M),JW, Pr(avy—1 €tant le point de D de
reste r(M) —1 et zp,,,, _, €[0,b—1].
-y = dzy, — Vyy, avec Ur(xy,,yu,) dernier point d’appui supérieur de la
droite D présent dans Sy
—w=dxy —Vyy—p+1
De plus, on peut aussi calculer les vecteurs de déplacement de D’ :
—
V2= (ba) =[]V, a)
T ’ ’ b o1
1= —bd —a)+ 5]V, ad)

an+1 € [

La aussi, on peut se baser sur ce théoreme pour déterminer un algorithme incrémental
et linéaire de reconnaissance de segment flou d’ordre d [8]. En effet, on observe qu’a
chaque ajout de point, les caractéristiques du segment flou peuvent étre entierement
recalculées. Il suffit donc d’exclure les points qui augmente 'ordre du segment flou au-
dessus de l'ordre désiré. Pour simplifier (et donc accélérer) encore 1’algorithme, on peut
méme prendre directement pour les valeurs de Uy et Ly les derniers points d’appui
de D sans méme vérifier s’ils sont dans Sy, mais la droite obtenue ne sera englobante
qu’en haut ou en bas. Nous avons programmé cet algorithme.

3.2 Segments flous 3D

De la méme fagon que la notion de droite discrete 2D a été étendue vers les droites
discretes 3D, nous avons introduit la notion de segment flou 3D :

Définition 6 Un segment flou 3D d’ordre d est une séquence de points 26-connezxe

telle qu’il existe deux plans orthogonauz dans lesquels la projection de la séquence de
points est un segment flou 2D d’ordre d.
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Nous avons aussi introduit un algorithme de reconnaissance des segments flous 3D.
De la méme facon que pour les droites discretes 3D, cet algorithme repose sur ’algo-
rithme de reconnaissance des segments flous 2D : il suffit de regarder si chacune des
projections dans les plans principaux est un segment flou 2D. En vérifiant les deux
projections simultanément, on a la aussi un algorithme incrémental et linéaire, exacte-
ment ’analogue de celui existant pour les droites discretes. Nous avons programmé cet
algorithme en nous appuyant sur le code de I’algorithme de reconnaissance de segment,
flou 2D.

1o

.

Fi1G. 3.2  Un segment flou 3d d’ordre 3 accompagné de ses droites englobantes

3.3 Courbure d’ordre d

Dans le cas de relevés physiques, la courbe obtenue est souvent bruitée. Des lors, la
technique de calcul de la courbure discréte usuelle ne fonctionne plus, elle nous donne
des résultats qui ne sont pas cohérents avec le domaine physique car I'algorithme de
détection de droite est sensible a la moindre perturbation. Il suffit donc de remplacer
I’algorithme de reconnaissance de droite par un algorithme de reconnaissance de seg-
ment flou pour ne plus étre géné par ces perturbations. On obtient alors une bonne
approximation de la courbure du phénomene, I'ordre d’approximation étant donné par
I'ordre des segments flous.

Nous avons introduit la notion de courbure d’ordre d en 3 dimensions :
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Définition 7 La courbure d’ordre d en un point d’'une courbe 26-connexe est obtenue
en approximant le cercle osculateur par le cercle circonscrit au triangle formé par les
plus longs segments flous d’ordre d (qu’on appellera alors demi-tangentes d’ordre d) a
gauche et a droite du point considéré.

De la méme fagon que pour la courbure usuelle, on obtient alors la valeur de I'g,
courbure d’ordre d, a 'aide de la formule suivante :

Théoreme 4 Soit P le point considéré, Py, Uextrémité de la demi-tangente d’ordre
d a gauche et Py, Uextrémité de la demi-tangente d’ordre d a droite. On note s1 la
distance ||PPy, ||, s2 la distance ||PPy.| et s3 la distance | Py, Py,]|- On a alors :
81 % 89 * S3
R, = (3.1)
\/(81 + o+ 83)(s1 — 82 + 53)(51 + 52 — 53) (52 + 83 — 51)

La courbure d’ordre d 'y est telle que :

;= (3.2)

R

cd

Cette nouvelle notion de courbure d’ordre d réduit la précision des calculs mais
présente trois avantages :
— Comme précisé précédemment, elle est plus adaptée a 'analyse de relevés phy-
siques, puisque les segments flous sont peu sensibles au bruit
— Elle permet de travailler avec des algorithmes de complexité réduite puisque,
comme [’algorithme de reconnaissance de droites ”exactes”, 'algorithme de re-
connaissance de segments flous est incrémental et linéaire. Notre algorithme de
calcul de courbure en un point sera donc la aussi linéaire.
— Cette nouvelle courbure permet de travailler sur des courbes non connexes. En
effet, on peut alors rendre les courbes connexes en joignant les points successifs
a l'aide de droites discretes 3D. Les perturbations induites alors en remplacant
les morceaux de courbes manquants par des droites ne sont plus limitants.
Elle avait déja été introduite dans l’espace bi-dimensionnel [7], mais jamais en
dimension 3.

3.4 Torsion discrete

Si la courbure est un bon estimateur de la forme d’une courbe bidimensionnelle,
elle ne suffit plus en trois dimensions. La meilleure fagcon de voir ce probleme est de
considérer une spirale. Le rayon de courbure R. (et donc la courbure I' = R%) d’une
spirale est constant et égal au rayon du disque associé a la spirale. La courbure ne
permet, donc pas de différencier une spirale d’un disque.

Pour pallier & ce probleme, nous avons introduit un nouvel estimateur des courbes
discretes : la torsion discréte. La torsion usuelle est un estimateur utilisé en géométrie
différentielle (la géométrie qui s’intéresse aux courbes de R™ avec n > 2). On définit

la torsion de fagon suivante (d’apres 1’Atlas des Mathématiques [18]) :

Définition 8 Soit b(s) le vecteur défini par b(si = t(s) An(s) ou t(s) est le vecteur
—
tangent a la courbe au point d’abscisse curviligne s et n(s) le vecteur normal principal

. . 7. T . N
a la courbe au point d’abscisse curviligne s. On appelle b(s) vecteur binormal a la
courbe au point d’abscisse curviligne s.
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On définit alors la torsion au point M(s) par

o a(b(s), b(s + 1))
7(s) = lim —

lim (3.3)

ot < est la fonction angle sphérique.

De maniere générale, on retiendra que la torsion est ’angle entre les vecteurs nor-
maux aux plans osculateurs a la courbe en deux points infiniment proches.

En géométrie discrete, on peut approximer le plan osculateur en un point d’une
courbe par le plan qui contient les deux demi-tangentes & droite et & gauche de ce point.
Des lors, on pourra considérer que la direction du vecteur binormal est donnée par le
produit vectoriel des vecteurs directeurs de ces deux segments. On peut directement
parler de torsion d’ordre d pour peu que les demi-tangentes soient des demi-tangentes
d’ordre d. Nous avons donc défini la torsion discrete d’ordre d de la fagon suivante :

Définition 9 Soit P, le point considéré, P,,1 son successeur dans la courbe, PndG
Uextrémité de la demi-tangente d’ordre d a gauche et P, Uextrémité de la demi-

tangente d’ordre d a droite. On appelle g, et CE) les vecteurs définis respectivement

par :
—_ —_

PTLP’I’LdG _— PnPndD

Gna = % ng = % (3.4)
On définit alors le vecteur binormal d’ordre d en P, par :
bng = G A, (3.5)
Deés lors, la torsion d’ordre d au point d’indice n est donnée par :
7a(n) = <Py D)) (3.6)
C’est-a-dire : L
T4(n) = arccos( bra-bnt1)a ) (3.7)

e —
[1Bra [ t2)a

Nous avons donc ainsi défini un nouvel estimateur pour une courbe discrete 3D. Cet
estimateur, dont I’analogue est couramment utilisé en géométrie différentielle depuis
le 19°¢ siecle (au début sous le nom de seconde courbure), est un bon complément
de la courbure et permet d’analyser des courbes tri-dimensionnelles 1a ou la courbure
n’était appropriée que pour les courbes bi-dimensionnelles.
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Chapitre 4

Expérimentations

4.1 Présentation du programme

Nous avons développé un programme en C++ qui permet, a partir d’'un fichier
contenant les coordonnées des points non forcément connectés d’'une courbe 3D, de
calculer la courbure de la courbe en chacun de ces points & ’aide des méthodes
précédemment expliquées dans ce document. Pour cela, & partir des points réels, il
obtiendra une courbe discréte en multipliant ces points par un entier qu’on appellera
grain puis en prenant la partie entiere du nouveau nombre entier obtenu. Il suffit alors
de relier les nouveaux points entiers par des droites discretes naives pour obtenir une
courbe discrete connexe.

PROGRAMME
points réels courbe connexe

y

SORTIES

ENTiEES
L ]

points discrets

FiG. 4.1 — Les transformations que le programme effectue sur les points réels

Les entrées sont les suivantes :
— Un fichier texte qui contient les coordonnées des points de la courbe considérée.
Ce fichier est formaté comme les fichiers en sortie du logiciel CURVATURE :
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chaque ligne représente un point, et sont données dans 1'ordre les coordonnées
X, Y et Z de ce point.

— Un entier représentant ce qu’on appelle le grain ou la résolution. C’est I'inverse
de la taille d’'une unité. Par exemple, si la résolution est 10, le point de coor-
données (5,432 6; 7,86) deviendra le point de coordonnées (54 ; 60; 79) pour le
programme. Cette notion a un sens dans la mesure ou les points obtenus en sor-
tie de CURVATURE ne sont de manieére générale, pas entiers. Les coordonnées
d’un point seront donc multipliées par ce grain et approximées par ’entier le plus
proche avant d’étre traitées par le programme.

— Un entier qui représente I'ordre des segments flous a considérer.

En échange, le programme rend les données suivantes :

— Un fichier texte qui contient sur chaque ligne I'indice du point, sa courbure, le
nombre de points considérés pour chaque demi-tangente ainsi que la torsion
Deux fichiers lisibles avec gnuplot ! qui représentent les graphes de courbure
et de torsion en fonction de I'indice du nucléotide. Ces fichiers ont en abscisse
Pindice du nucléotide (qui correspond & une abscisse curviligne) et en ordonnée
respectivement la courbure et la torsion.

— Eventuellement un fichier VRML 2 qui est une représentation en 3d (lisible avec
des programmes gratuits et répandus sous Linux et avec Internet Explorer sous
Windows) de la courbe rentrée en entrée. On peut éventuellement lui demander
de tracer les droites entre les points si la courbe est non connexe.

coordonnées

courbure et torsion
| wATTNE T

f
|

EEEEEE

e o i o ol
SHESCE
e T
BEEs
EN¥RETERY

3

@i
représentation

VRML

grain

ordre d

courbes GNUPlot

F1G. 4.2 — Les entrées et sorties du programme

Thttp ://www.gnuplot.info/
2http ://cic.nist.gov/vrml/vbdetect.html
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4.2 Courbure de courbes connues

Pour tester la validité du programme, nous avons commencé par lui faire analyser
des courbes simples dont le rayon de courbure est connu. Nous avons procédé a ces
tests pour différents grains et différents ordres.

Pour n’importe quelle droite naive 3D (nous avons analysé un panel d’une quinzaine
d’ensembles de points de droites naives, connexes, non connexes et dans différents
plans) quel que soit 'ordre ou le grain, le résultat est exact, puisque le programme
trouve une courbure nulle partout.

0 10 20 30 40 50 50 0

F1G. 4.3 — Le résultat du rayon de courbure discret sur une droite

On pourra aussi remarquer que pour toutes les courbes planes (cercles, droites,
assemblages de cercle et cela dans n’importe quel plan), la torsion est constamment
nulle ce qui était le résultat attendu puisque le plan osculateur est constant (et égal
au plan auquel la courbe appartient).

Pour une hélice circulaire, ¢’est-a-dire une courbe obéissant a 1’équation :

x = Rcost
y = Rsint (4.1)
z=1t

On a pour rayon de courbure R, = Rgi;_lz. Ce sont bien les résultats que nous consta-
tons sur les figures 4.6 , 4.4 et 4.5. Les différentes irrégularités ont deux sources :
I'approximation des points réels par des points entiers mais aussi 'approximation des
espaces entre points par des droites, les courbes d’origine étant non connexes. La figure
4.5 aide a se rendre compte de 'intérét de la torsion. En effet, la courbure d’un disque
de rayon 40 est identique a celle d’une hélice circulaire de rayon 40 et de pas 1. C’est
donc la torsion (nulle pour le premier et comprise entre 0 et 10° pour le second) qui
aidera & faire la différence.
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F1c. 4.4 — Torsion (en haut) et courbure (en bas) d’une hélice discréte de rayon constant
égal & 40 et de pas 1=1. La courbure est & peu prés constante égale & 0.025 (courbure
théorique : 0.0249) et la torsion oscille entre 0 et 10°. L'irrégularité des résultats a les
mémes sources que sur la courbe précédente

60— 0.028 = =
0.027, . g 3

50 > 4 .
0.02¢] . ¥

40 W3 ¢ ¥ " d P 5
0.025 . i +

30 0024 ; L Sae
o023t " : : .

20 - b i +
oozt *’ iam

10 . s = % ik
0.021 .

o 3

0 10 20 30 40 S0 B0 n a0 90 0 10 20 30 40 50 60 i 80 90 100

F1a. 4.5 — Torsion (& gauche) et courbure (a droite) d'un disque discret de rayon 40.
Comme on peut le voir, la courbure n’est pas discernable de la courbure de I'hélice de
rayon constant. C’est donc la torsion (ici nulle) qui permettra de faire la différence, ce
qui justifie 'introduction de ce nouvel estimateur

21



60,
50)
40|
30
20|

10f e Py B 2 % E T

+o ot 2k g u R v % W, o BE
s S S| at - w4 &
pms i i T E L o —y saif -
it g e Nt 8 bt ot Lt a0 B e P g S aind
0 50 100 150 200 250 300

0.1

0.09)
0.08 N
0.07 o . =

0.06] + ] +

0.05 s E: + > %

0.04 5 e b -
0.03f
0.02

ool ¢ %
de

F1G. 4.6 — Torsion (en haut) et courbure (en bas) d’une hélice discrete et elliptique de
demi-grand axe 55, demi-petit axe 15 et pas 15. La courbure est périodique, ce qui est
logique puisque les coordonnées sur les axes x et y le sont. L'irrégularité des résultats
vient de ’approximation des points réels par des points entiers mais aussi du fait que
la courbe d’origine était non connexe et donc que les "trous” ont été approximés par
des droites.
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4.3 Courbure de séquences d’ADN

Par manque de temps, nous n’avons pu faire tourner notre programme sur autant
de séquences d’ADN que nous l'aurions souhaité et donc le valider d'un point de
vue biologique. Cependant, '’exemple de la figure 4.7 confirme que nos estimateurs
réagissent aux points particuliers.

point d'inflexion 3

origine

18 0.006
160

0.005]
140
120] " 0.004
100

0003
80| »
sof : 0002
40

"l o001t
20
’ o 5 1'0 15 20 25 30 E 40 - 45 50 ¢ o 10 20 - 30 40 50 B0
Fia. 4.7 — Torsion (a gauche) et courbure (& droite) pour la séquence

TTTTTTTTTTTTTTTTATATATTATATATATATTATTTTTTTTTTTTTTTT fa-
briquée au hasard.ll y a trois points d’inflexion de la courbe 3D, le premier point
ne se traduit que sur la torsion, le second sur torsion et courbure et le troisieme prin-
cipalement sur la courbure (ce qui est lié au fait que comme on approche de la fin de
la courbe, on commence & manquer de points pour les calculs)

Nous avons désormais pour objectif de comparer les résultats obtenus par notre
programme avec ceux obtenus par les méthodes habituelles des biologistes (entre autres
CURVATURE).
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Au cours du stage de DEA, jai fait des recherches sur la structure de ’ADN,
recherchant entre autres quels étaient les estimateurs choisis par les biologistes pour
caractériser la forme d’une séquence. Je me suis aussi penché sur la géométrie discrete
pour comprendre un peu mieux les bases de celle-ci, et comprendre comment calculer le
rayon de courbure. Avec 'aide d’Isabelle Debled-Rennesson, ma responsable de stage,
j’ai étendu les notion de segments flous et de courbure discrete d’ordre d a la dimension
3. Nous avons aussi introduit la notion de torsion discrete et plus encore de torsion a
lordre d. J’ai programmé un logiciel qui regroupait toutes ces notions pour pouvoir
I’appliquer sur des séquences d’ADN, ce qui était le but premier de ce stage. J’ai aussi
appris a manipuler différents outils, en particulier VRML, xfig, gnuplot, IATEX et The
Gimp.

Malheureusement, par manque de temps, nous n’avons pu tester le code sur beau-
coup de séquences d’ADN ni méme nous pencher plus avant sur linterprétation des
résultats d’un point de vue biologique. Ceci est au moins en partie justifié par le fait
que, a cause de la fin un peu plus tardive des programmes & Supélec, j’ai commencé
mon stage en retard par rapport a mes collegues. Cependant, restant stagiaire deux
mois supplémentaires au Loria, je compte bien rattraper ce léger retard.

Méme si notre programme est d’ores et déja fonctionnel, il nous reste encore un
certain nombre de choses a faire pour améliorer ce programme :

— I1 faut que nous trouvions plus de séquences d’ADN remarquables par leurs

propriétés structurelles, dans 'optique de faire analyser ces molécules par notre
code pour confirmer (ou éventuellement infirmer) la validité de notre approche.
Pour cela, nous avons prévu de contacter différents biologistes spécialistes du
probléme pour qu’ils nous orientent dans notre recherche. Nous avons entre autres
la volonté de nous pencher sur certains sites de la bactérie E.Coli sur laquelle
Alexander Bolshoy dit avoir relevé des formes particulieres de courbure.
Nous pouvons aussi nous pencher sur un autre modele de calcul de la structure 3D
que celui d’Alexander Bolshoy (utilisé dans CURVATURE). En effet, nous avons
choisi celui-ci parce que la forme des résultats fournis par CURVATURE était
facilement, exploitable mais aussi parce que ce modele, cité dans de nombreux
articles, est un modele qui a fait ses preuves. Cependant, des modeles plus récents
existent, et il est possible que certains d’entre eux fournissent une structure plus
proche de la réalité. Notre calcul du rayon étant completement indépendant du
calcul du modele tubulaire, leur intégration dans notre programme ne devrait
pas poser trop de problémes.
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L’algorithme que nous utilisons pour le calcul de la courbure n’est pas encore
optimal. En effet, pour chaque nucléotide, nous recalculons le plus long segment
flou a gauche et a droite indépendamment des résultats déja obtenus. Il est sans
doute possible d’imaginer un algorithme plus rapide qui prendrait en compte
les résultats déja calculés. Cependant, par manque de temps, nous avons préféré
nous concentrer sur un algorithme un peu plus lent mais plus facile & mettre en
oeuvre.

L’outil que nous utilisons pour observer la forme des molécules ’ADN (le VRML)
a pour principal avantage d’étre multi-plateforme et d’utiliser des visualisateurs
standardisés. Cependant, il est principalement conc¢u pour l'interactivité avec un
univers tri-dimensionnel et non pas pour la restitution d’une forme en 3D sur le
papier. On pourrait donc développer un visualisateur non multi-plateforme mais
mieux approprié & notre probléme (par exemple avec un systéme qui permettrait
d’observer ’évolution de la courbure et de la torsion simultanément de la forme
de la molécule).

La forme de ’ADN change sensiblement selon le milieu dans lequel elle se trouve.
En effet, la molécule est flexible et, dans le milieu cellulaire, comme elle n’est pas
isolée, les interactions moléculaires font qu’elle n’est jamais tout a fait dans la
forme du modele tubulaire. Si I’étude de tous les cas possibles est bien trop com-
plexe pour étre envisagée, il pourrait en revanche étre intéressant de s’intéresser
a des cas tres particuliers comme la forme de PADN lors de sa réaction avec
certains enzymes ou protéines.

Le but final est de mettre a la disposition de la communauté biologique un
outil web complet et simple d’utilisation permettant & la fois la visualisation et
I’analyse de la structure 3D associée a la modélisation d’une séquence d’ADN.
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