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▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▲♦rr❛✐♥ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t s❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s



❘és✉♠é

❈❡ r❛♣♣♦rt ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ♦ù ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❡①♣r✐♠é❡s

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s♦♥t tr❛❞✉✐t❡s ❡♥ rè❣❧❡s ❛❞ ❤♦❝

♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s

❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❡t ❞❡ r❛✐s♦♥✲

♥❡r ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✈✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ r❛♠è♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

t❤é♦r✐❡ à ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡

❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞ér✐✈é ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳

▲❡ r❛♣♣♦rt ❡①♣♦s❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❞✉

s②stè♠❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é❜❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❆♣rès

q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛

❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ② ❡st ♣rés❡♥té✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲♦❣✐q✉❡ ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s♦♥t ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡s ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡r✲
t❛✐♥s t❤é♦rè♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s q✉❛tr❡s ❝♦✉❧❡✉rs✱ ♥✬♦♥t été ♣r♦✉✈és q✉✬à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡t ♦♥ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞✬❡♥ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✏❝❧❛s✲
s✐q✉❡✑ é❝r✐t❡ à ❧❛ ♠❛✐♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ✿ tr❛♥s♣♦rts✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s✱
❝❤✐r✉r❣✐❡✱ ❡t❝✳ r❡q✉✐❡rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛s♣❡❝t ♣r❡♥❞ s♦♥ s❡♥s à ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ q✉✐ ♠❡t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦✉t❡ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs
êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♥♦♥✲❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✐♥t❡r❞✐s❡♥t
❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❡♣✉✐s
✈✐♥❣t ❛♥s ❞❡s ❛ss✐st❛♥ts ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s
❈♦q ❬❈♦q✵✻❪✱ P❱❙ ❬❖❘❙✾✷❪ ♦✉ ■s❛❜❡❧❧❡ ❬P❛✉✾✹❪✳ ❈❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡
❞✬❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❡s ❛s♣❡❝ts tr✐✈✐❛✉① ♦✉ ré♣ét✐t✐❢s✳ ▲✬❛ss✐st❛♥t ❈♦q ♣r♦♣♦s❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ Pr❡s❜✉r❣❡r✳ ❈❡s ❞❡r✲
♥✐❡rs s♦♥t à ♣rés❡♥t ✉t✐❧✐sés ❛❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ✐❧
s❡ ♣r♦✜❧❡ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
✏♥♦❜❧❡✑ à ✉♥❡ èr❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❛ss✐s✲
t❛♥ts s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ s✬❛✈èr❡♥t
s♦✉✈❡♥t ♣❡✉ ❡①♣r❡ss✐❢s ❡t ♠❛❧ ❛❞❛♣tés ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✿ ♣r♦✉✈❡r
✉♥ t❤é♦rè♠❡ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❡♠♣s à ❥♦♥❣❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛ s②♥t❛①❡
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ♣❧✉tôt q✉✬à ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❧és ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❯♥ ❞❡s ❞é✜s à ✈❡♥✐r
♣♦✉r ❝❡s ❛ss✐st❛♥ts ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❝❛❞r❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢s ❡t
✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♦♥ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s✮✱ ✈❛✉t✲✐❧ ♠✐❡✉①

✷



r❡❧é❣✉❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡ à ✉♥ ♥♦②❛✉ ✐♠♠✉❛❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♦✉
❢❛✉t✲✐❧ ✐♥té❣r❡r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
rè❣❧❡s ❄ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛✈❛♥t❛❣❡s sé❞✉✐s❛♥ts✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
✭✐✳❡✳ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❞ér✐✈❡r à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡t s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✮ à ✉♥ ❝r✐tèr❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❛îtr✐s❡ ❜✐❡♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s à ✉♥ s②stè♠❡ ❞é✲
❞✉❝t✐❢ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♥❝✐❡♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧♦♥❣ ❡t ❢❛st✐❞✐❡✉① à ❞é♠♦♥✲
tr❡r✳ ❖♥ ✈♦✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ q✉✐ tr❛❞✉✐s❡ ✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞é❞✉❝t✐❢ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳

❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ q✉❡ s✬✐♥s❝r✐t ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❬❉❍❑✵✸❪ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
●✐❧❧❡s ❉♦✇❡❦✱ ❚❤érès❡ ❍❛r❞✐♥ ❡t ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✳ ❊♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✱ ❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱
✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲❛ ❢❛♠❡✉s❡ rè❣❧❡ ❞✉
♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ♣❧✉s

⇒E

Γ ⊢ A⇒ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B ♠❛✐s
⇒E

Γ ⊢ C Γ ⊢ A

Γ ⊢ B
C ≡ A ⇒ B

❈❡tt❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ q✉✐ ré✲
é❝r✐t ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ t❡r♠❡s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❝♦♠♠❡
✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ét❛♣❡s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ❞❡s ✈ér✐t❛❜❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
❧♦rs ❞✬✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ♦♥t
♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞✉❧♦ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❛ss✉ré❡✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦♠❜r❡♠❡♥t s②♥✲
t❛①✐q✉❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❧✉✐ ❝♦♥❢èr❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❞✐s❝❡r♥❡✲
♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❞✉❝t✐✈❡ ❡t ❝❡❧❧❡s
q✉✐ r❡❧è✈❡♥t ❞❡ ❧❛ ✏❜✉r❡❛✉❝r❛t✐❡✑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ à s✬❛❜str❛✐r❡ à ❧❛ ❢♦✐s
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛ssé❡s s♦✉s s✐❧❡♥❝❡✱

⇒E

⊢ P (n+ 4− 2)⇒ P (n) ⊢ P (n+ 2)

⊢ P (n)
P (n + 4 − 2) ≡ P (n + 2)

⇒E

⊢ a = b⇒ P ⊢ b = a

⊢ P
(a = b) ≡ (b = a)

s❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❡st ♣❧✉s ❞✐s❝✉t❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ tr❛❞✉✐t ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ♦✉
❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝❤❛r❣és ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❞é❞✉❝t✐❢ ✿

⇒E

⊢ (x = 0 ∨ y = 0)⇒ P ⊢ x× y = 0

⊢ P
(x × y = 0) ≡ (x = 0 ∨ y = 0)

■❧ ❢❛✉t ✐❝✐ ❢❛✐r❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✉♥ ❡✛♦rt ❞❡ rétr♦✲❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡♥❝♦❞❡ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞é❞✉❝t✐❢ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✉ ♣♦✐♥t

✸



❞❡ ✈✉❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡
❢♦rt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t
❢♦✉r♥✐r ❧❡ ❜♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭✐❝✐ x × y = 0✮ à ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳

❈❡ r❛♣♣♦rt ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ q✉✐ rés♦✉t ❝❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✿ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♠❛✐s ❞❡ tr❛❞✉✐r❡
❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❡♥ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❛❞ ❤♦❝ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥s ♠♦❞✉❧♦✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s tr❛❞✉✐s❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❡t s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é❞✉❝✲
t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s
♣r♦❝❤❡s ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✱ t❡❧❧❡s ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✿

⊆defE

Γ ⊢ X ⊆ Y Γ ⊢ t ∈ X

Γ ⊢ t ∈ Y

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧✱ ❝❡ s②stè♠❡ rés♦✉t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❧✐é à ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❡t s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❛❞❛♣té
à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❯♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❛r ❇❡♥❥❛♠✐♥
❲❛❝❦ ❬❲❛❝✵✺❪ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❡st ♣ré✲
s❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐
❢r❡✐♥❡♥t s♦♥ ❛❞♦♣t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rt à ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡♥ rè❣❧❡s
❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡t ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✮ ❧✐♠✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ ♣rés❡♥t❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ tr❛♥s♣♦sé❡ ❛✉ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ rés♦✉t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ◆♦✉s ❡♥ ♠♦♥✲
tr♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✿ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s séq✉❡♥ts ❡t ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✈✐❞❡✳ ❈❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡s
t❤é♦rè♠❡s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s✳

◆♦✉s ❡♥ ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉ss❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ séq✉❡♥ts ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♠♦✲
❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s✳ ❙✬❡♥s✉✐t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
♠❡tt❛♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ é❧é❣❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ✿ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡
❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳

❆♣rès ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ ❧❛
❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ♥♦s ré✢❡①✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛❝✉❧

✹



❞❡s séq✉❡♥ts ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t
♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬é❜❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r
❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ é❧❛❜♦ré ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❈❧é♠❡♥t ❍♦✉t✲
♠❛♥♥✱ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ s♦♥ st❛❣❡ ❞❡ ♠❛st❡r s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥
s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦♥❞é s✉r ♥♦tr❡
s②stè♠❡ ❡t é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚❖▼✳ ❆♣rès ✉♥❡ ❜rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡
❡t ❞❡ s❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♥♦✉s ❡♥ ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ♣r♦t♦t②♣❡✳ ▲❛
r❡tr❛♥sr✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ❡t ❝♦♠♠❡♥té❡
❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳

✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❊❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ❧❛
réé❝r✐t✉r❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r q✉✐ ② ❡st ❢❛♠✐❧✐❡r ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡✳

✷✳✶ ▲♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❧❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♠✉♥❡s à t♦✉t❡s ❧❡s
❧♦❣✐q✉❡s ❛❜♦r❞é❡s ✐❝✐✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭▲❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✮✳ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st
❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ✭✜♥✐❡ ♦✉ ♥♦♥✮ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡
tr♦✐s s♦rt❡s ✿

✕ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✕ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥

❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❛♣♣❡❧❧é ❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r✲
❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛r✐té ♥✉❧❧❡✳

✕ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥
❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❛r✐té à ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛r✐té ✉♥ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛r✐té ❞❡✉①✱ ❡t❝✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛r✐té ♥✉❧❧❡ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❚r❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱ sin ❡t + s♦♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✉♥❛✐r❡ ❡t ❜✐♥❛✐r❡✱ π ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③ér♦✲❛✐r❡✮✱ ❡t Pair ✉♥
s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s a✱ b✱ c ❡t ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s f ✱ g✱ h✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ V ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✱ y✱ z ✳ ✳ ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❚❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✮✳ ❙♦✐t L ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ T ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r L ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ L ❡t st❛❜❧❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ L à ❞❡s
t❡r♠❡s✳

✺



❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ sin(x)✱ π ❡t f(g(a, b)) s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛♣r♦✲
♣r✐é✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ♣❛r ❧❡s ❧❡ttr❡s s✱ t ❡t u✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛♥✐♣✉❧és ♣❛r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❋♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✮✳ ❙♦✐t L ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡✳

✕ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ n✲❛✐r❡ ❞❡ L à n
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ V✳ ❖♥ ♥♦t❡ Atom ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ L✳

✕ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭❛♣♣❡❧❧é❡s ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✮ ❞❡ L ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Φ ::= Atom | ⊥ | Φ ∧ Φ | Φ ∨ Φ | Φ⇒ Φ | ∀x.Φ | ∃x.Φ

♦ù x ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ L✳

❉❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ∀x.(x ∈ A ∪ B ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B)
❡t lim(s) = L ⇔ ∀ǫ.(ǫ > 0 ⇒ ∃n0.(∀n.(n > n0 ⇒ |s(n) − ǫ| < L))) s♦♥t
❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❖♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ A ⇔ B ♣♦✉r
A⇒ B ∧B ⇒ A✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t φ✱ ψ ♦✉ σ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ✐♥✈♦q✉❡r♦♥s s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲
t❡r♠❡ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱
♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭❙♦✉s✲t❡r♠❡✮✳ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡ t✱ ♥♦té ST (t) ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❙✐ t ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ST (t) = {t}✳
✕ ❙✐ t = f(t1, . . . , tn) ❛✈❡❝ n ≥ 0✱ ST (t) = {t}

⋃

i=1...n ST (ti)✳

■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✭❙♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡✮✳ ❙♦✐t φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ▲✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ φ✱ ♥♦té SF(φ) ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❙✐ φ ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✱ SF(φ) = {φ}✳

✕ ❙✐ φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡







φ1 ∧ φ2

φ1 ∨ φ2

φ1 ⇒ φ2

✱ SF(φ) = {φ} ∪ SF(φ1) ∪ SF(φ2)✳

✕ ❙✐ φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
{
∀x.φ1

∃x.φ1

✱ SF(φ) = {φ} ∪ SF(φ1)✳

▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❢♦♥t
❢réq✉❡♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ✭❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮✳ ❙♦✐t φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ▲✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ φ ♥♦té FV(φ) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

✕ ❙✐ φ = R(t1, . . . , tn) ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✱ FV(φ) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s t1, . . . , tn✳

✕ ❙✐ φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡







φ1 ∧ φ2

φ1 ∨ φ2

φ1 ⇒ φ2

✱ FV(φ) = FV(φ1) ∪ FV(φ2)✳

✻



✕ ❙✐ φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
{
∀x.φ1

∃x.φ1

✱ FV(φ) = FV(φ1) \ {x}✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ✏❝♦♥❝❡r♥é❡s✑ ♣❛r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡ s♦♥t ❞✐t❡s ❧✐é❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∀x.R(x, y)✱ x ❡st ❧✐é❡ ❡t y ❡st ❧✐❜r❡✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s s②stè♠❡s ❞é❞✉❝t✐❢s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ ✭❈♦♥t❡①t❡✮✳ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ♥♦♥✲♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✮✳ ❖♥ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ P1, P2, . . . , Pn ♦ù ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

❖♥ ♥♦t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t Γ ♦✉ ∆ ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳ ▲❛ ❧✐st❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t ❞❡ ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✿ Pair(0),∀n.(Pair(n)⇒ Pair(n+2))✳

❱♦②♦♥s ❡♥✜♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✭❘è❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡t s②stè♠❡ ❞é❞✉❝t✐❢✮✳
❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡

❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ✭♦✉ ♣ré♠✐ss❡s✮ H1, . . . ,Hn✱ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ C✱ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ C ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ e✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ rè❣❧❡

e
H1 . . . Hn

C
C

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛ss❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ♥✬❡st ♣❛s
❞é❝✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳

❯♥ s②stè♠❡ ❞é❞✉❝t✐❢ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✲
✈❡♥t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ rè❣❧❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❞❡s rè❣❧❡s ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r
t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ C ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❛♥s
✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é s✐ ✿

✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st C ❀

✕ ♦✉ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st C✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s✳

❯♥ ❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡ rè❣❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ C ❡st ❛♣♣❡❧é
❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

✷✳✷ ❘éé❝r✐t✉r❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❧✐é❡s à ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ q✉✐
♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ❞❡ s✉♣♣♦rt ❡♥ ✜❧✐❣r❛♥❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡t ❡①♣♦sé✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ✭❘è❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✮✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡st
✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ t❡r♠❡s l→ r✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ r ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❞❛♥s l✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
l → r✱ ♦ù l ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ r ❞♦✐✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s l✳

✼



❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡st x+ 0→ x✱ ❡t x ∗ 0 = 0→ x = 0∨ y = 0
❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ ✭❘éé❝r✐t✉r❡✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R✱ ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ P s❡ réé❝r✐t ❡♥ P ′ ❞❛♥s R✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ P →R P ′✱ s✐ P|ω = σ(l) ❡t
P ′ = P [σ(r)]ω ♣♦✉r ✉♥❡ rè❣❧❡ l → r ∈ R✱ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ❞❛♥s P ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ σ✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐✜é❡s ❞❡ r s♦♥t r❡♥♦♠♠é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ❝❛♣t✉r❡s✳

▲❛ ❝❧ôt✉r❡ ré✢❡①✐✈❡✲tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ →R ❡st ♥♦té❡ →∗
R✳ ▲❛ r❡❧❛✲

t✐♦♥ =R ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t →∗
R✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦ù s r❡♣rés❡♥t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ P❡❛♥♦ ✿

R =







s(x) + y → s(x+ y)
x+ 0 → x

x ∗ y = 0 → x = 0 ∨ y = 0

❖♥ ❛ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(s(0) + 0) ∗ 0 = 0 →R s(0 + 0) ∗ 0 = 0
s(0 + 0) ∗ 0 = 0 →R s(0) ∗ 0 = 0

s(0) ∗ 0 = 0 →R s(0) = 0 ∨ 0 = 0

❊t ❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r =R ✿

s(s(s(0))) + s(s(0)) =R s(s(s(s(s(0)))))

✸ ❉é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ♠♦❞✉❧♦

✸✳✶ ❉é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
♥✐st❡ ◆❏ ❛✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❏✉❣❡♠❡♥t✮✳ ❯♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ Γ ⊢ φ✱ ♦ù Γ ❡st ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❡t φ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ = P1, . . . , Pn ❞♦✐t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝✲
t✐♦♥ P1 ∧ · · · ∧Pn ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❡t s❡ ❧✐t ✏P1✱P2 ✳ ✳ ✳ ❡t Pn ♣r♦✉✈❡♥t φ✧

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❏✮✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❏
s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✭❝❢ ✷✳✽✮ ❞♦♥t ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❞❡s
❥✉❣❡♠❡♥ts✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳

Pr❡♥♦♥s ♣♦✉r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

⇒E

Γ ⊢ A⇒ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B

❊❧❧❡ s❡ ❧✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✏s✐ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ♣r♦✉✈❡ A⇒ B ❡t s✐ ❝❡ ♠ê♠❡
Γ ♣r♦✉✈❡ A✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Γ ♣r♦✉✈❡ B✑✳

✽



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭❆r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ◆❏✮✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ◆❏ ❡st ✉♥
❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❏✳ ■❧ ❛ ❞♦♥❝
✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ♣♦✉r r❛❝✐♥❡ ❡t ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ♣♦✉r ❢❡✉✐❧❧❡s✳

❊♥✜♥ ✈♦②♦♥s s✉❝❝✐♥t❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥
s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭❈♦✉♣✉r❡ ◆❏✮✳ ❯♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❞❛♥s ◆❏ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ rè❣❧❡
❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r✳

❯♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ✏❞ét♦✉r✑ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛
♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ⇒✳

Π1

Γ, P ⊢ Q
⇒I

Γ ⊢ P ⇒ Q

Π2

Γ ⊢ P
⇒E

Γ ⊢ Q

❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞ét♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ t✐❡♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r♦✉✈❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡✱ Γ ⊢ P ⇒ Q✱ ♣✉✐s
♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ✉♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t r❡♠♣❧❛❝❡r P
♣❛r s❛ ♣r❡✉✈❡ Π2 ❞❛♥s Π1 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s❛♥s ❞ét♦✉rs✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❡st ❛♣♣❡❧❧é❡ é❧♠✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❡t ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s✳

✸✳✷ ❉é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡

❈♦♠♠❡ ❞✐t ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ r❛✐s♦♥♥❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s ❡st ♦❜❧✐❣❛✲
t♦✐r❡ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞ér✐✈❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡t ♣r♦✉✈❡r ❛✉tr❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ❞❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✱ ♠❛✐s
♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬❛①✐♦♠❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦✲
♣r✐étés t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡
✈✐❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s
❡st ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ t✐❡♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ r❛✐✲
s♦♥♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

▲❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❢♦❧❞✐♥❣ ❡t ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r Pr❛✇✐t③ ❬Pr❛✻✺❪
rés♦✉t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ◆❏ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✱ ✉♥❢♦❧❞
❡t ❢♦❧❞✱ tr❛❞✉✐s❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡
♣❛r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ Th✱ ✉♥❡ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ P ❡t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ Q t❡❧❧❡s q✉❡ (P ⇔ Q) ∈ Th✱
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t

ax
Th,A, P ⊢ P ⇔ Q

∧E
Th,A, P ⊢ P ⇒ Q

ax
Th,A, P ⊢ P

⇒E
Th,A, P ⊢ Q

ax
Th,A, P ⊢ A

∧I
Th,A, P ⊢ Q ∧A

✾



❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t ❡t r❡♥❞✉ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❢♦❧❞✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

ax
A, P ⊢ P

unfold
A, P ⊢ Q

ax
A,P ⊢ A

∧I
A,P ⊢ Q ∧A

❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ◆❏✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡
♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ❢♦❧❞✐♥❣ ❡t ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ◆❏ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ✭❝❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✮ ❡t q✉❡ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ◆❏
♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s s❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ❢♦❧❞✐♥❣
❡t ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ s❛♥s ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳

▲❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❬❉❍❑✵✸❪ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●✐❧❧❡s ❉♦✇❡❦✱ ❚❤érès❡ ❍❛r❞✐♥
❡t ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛✉tr❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❛①✐♦♠❡s ❡t ✈❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R q✉✐ réé❝r✐t

✕ ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❀
✕ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s ❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

▲❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳
▲❡s rè❣❧❡s ∧I ❡t ⇒E ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

∧I

Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ C
C ≡R A ∧ B ⇒E

Γ ⊢ C Γ ⊢ A

Γ ⊢ B
C ≡R A ⇒ B

❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❞és✐ré❡s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✿ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱
❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✱ ❡t❝✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝❛♣t✉r❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✿ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ❢♦✉r♥✐r ❧❡ ❜♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝✲
t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣❧✉s ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❞❡ têt❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
X ⊆ Y → ∀x.(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ) q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ✈❛❧✐❞❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥
♠♦❞✉❧♦ ✿

∀I

⊢ x ∈ A⇒ x ∈ B

⊢ A ⊆ B
A ⊆ B ≡R ∀x.(x ∈ A ⇒ x ∈ B)

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ∀ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❡♥ têt❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ⊆ B
à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ∀I ✳ ■❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
∀x.(x ∈ A⇒ x ∈ B) q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❝♦♥❣r✉❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ s♦♥ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❞❡
têt❡✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s
♥♦r♠❛❧❡s ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡r❞ ❛❧♦rs ❧✬✐♥térêt ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ s✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳

❉❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❲❛❝✵✺❪✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❛❝❦ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥
♠♦❞✉❧♦ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

✶✵



♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❡s
❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P ≡ φ ❛✈❡❝ P ❛t♦♠✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ◆❏✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P ♣❛r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ φ ✭❝♦♠♠❡ ❡♥
❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❢♦❧❞✐♥❣ ❡t ✉♥❢♦❧❞✐♥❣✮ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❞❡ φ✳

Pr❡♥♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✉r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳

R =

{
⊆def : X ⊆ Y → ∀x.(x ∈ X ⇒ x ∈ Y )
∅def : x ∈ ∅ → ⊥

◆♦✉s tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ❝❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡♥ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♣r♦✲
❝é❞✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❛♣rès✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✿

∅defE

Γ ⊢ t ∈ ∅

Γ ⊢ φ

⊆defI

Γ, x ∈ X ⊢ x ∈ Y

Γ ⊢ X ⊆ Y
x /∈ FV(Γ) ⊆defE

Γ ⊢ X ⊆ Y Γ ⊢ t ∈ X

Γ ⊢ t ∈ Y

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡s rè❣❧❡s s♦♥t très ♥❛t✉r❡❧❧❡s ✿ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ rè❣❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣❡✉t s❡ ❧✐r❡ ✏❙✐ X ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Y ❡t t ❡st ❞❛♥s X✱ ❛❧♦rs t ❡st ❞❛♥s Y ✑✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ⊢ ∅ ⊆ A✳

⊆defI

∅defE

ax
x ∈ ∅ ⊢+ x ∈ ∅

x ∈ ∅ ⊢+ x ∈ A

⊢+ ∅ ⊆ A

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥❝✐s❡✱ ❧✐s✐❜❧❡ ❡t s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✈✐❞❡✳ ▲❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥
s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✳

❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝♦♠♠❡♥t ♣r♦❝è❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ φ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r t❛♥t
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ◆❏ à φ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♣ré♠✐ss❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐✲
♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été très ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❛❝❦✱ ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s s✉r✈❡♥✉❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ st❛❣❡ ❛②❛♥t
❛❜♦✉t✐ à s❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭❈❛❧❝✉❧ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✮✳ ❙♦✐t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ R : P → φ✳ ❖♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ φ

✶✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ R✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✭❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t✮
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ t❛♥t q✉✬✐❧ r❡st❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❝❡s rè❣❧❡s
s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳

✷✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ R✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✭❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✮
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ t❛♥t q✉✬✐❧ r❡st❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❝❡s rè❣❧❡s
s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳

❊♥✜♥ ♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❛✐♥s✐ ❢♦r♠é❡s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ φ ♣❛r P ♣♦✉r ❜✐❡♥ ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rè❣❧❡s q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡♥t P ✳

✶✶



Γ ⊢ φ Γ ⊢ ψ

Γ ⊢ (φ ∧ ψ)

Γ ⊢ φ

Γ ⊢ (∀x.φ)
x /∈ FV(Γ)

Γ, ψ ⊢ φ

Γ ⊢ (ψ ⇒ φ)

❋✐❣✳ ✶ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Γ ⊢ (φ ∧ ψ)

Γ ⊢ φ

Γ ⊢ (φ ∧ ψ)

Γ ⊢ ψ

Γ ⊢ (∀x.φ)

Γ ⊢ (φ[x/t])

Γ ⊢ (ψ ⇒ φ) Γ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ

Γ ⊢ ⊥

Γ ⊢ ϑ

❋✐❣✳ ✷ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r
rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ∧E ✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡
rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é✲
❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣✉✐s ❡♥ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭❙②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R = Rt ∪ RP t❡❧ q✉❡ Rt réé❝r✐t ❞❡s t❡r♠❡s ❡t RP réé❝r✐t ❞❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é à R ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ✿

✕ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❀
✕ ❧❡s rè❣❧❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ RP ❀

♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ♠♦❞✉❧♦ =Rt
✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Γ ⊢+ φ ❧❡s

❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈és ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✳

❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ ❧❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ◆❏✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✶ ✭➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮✳ P♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é à
✉♥ ❚❘❙ R✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ Th t❡❧❧❡ q✉❡ Γ ⊢+ φ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Γ, Th ⊢ φ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ Th ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞é❥à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞✬é❣❛❧✐té =✱ ♦♥ ❡♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ l→ r s❡ tr❛❞✉✐t ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ✿

✕ ∀x.(l = r) s✐ l→ r ∈ Rt

✕ ∀x.(l⇔ r) s✐ l→ r ∈ RP

♦ù x ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s l ❡t r✳
■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡

❡♥ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡
❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❬❲❛❝✵✺❪✳

✶✷



✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡✱ s♦♥t ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s
❧♦❣✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✳ ❊♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✱ ♦♥ ❧✬❡①♣r✐♠❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ rè❣❧❡

ǫ(α(∀̇, x)) → ∀yǫ(α(x, y))

❆♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡①❛❝t❡✲
♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✿

Γ ⊢+ ǫ(α(x, y))

Γ ⊢+ ǫ(α(∀̇, x))
y /∈ FV(Γ)

Γ ⊢+ ǫ(α(∀̇, x))

Γ ⊢+ ǫ(α(x, ϑ))

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ tr❛♥s✲
♣❛r❡♥t❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞♦♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❡r❛✐t
❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐✲
♥❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❈▲❲✵✸❪ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❲❛❝✵✺❪ ♣♦✉r ♠❡ttr❡
❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳
■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ❣é♥ér❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❛❞ ❤♦❝ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡
réé❝r✐t✉r❡✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣♦sé ✐❝✐✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ré✢❡①✐♦♥ s✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ é❧é✲
❣❛♥t❡ ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ rè❣❧❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✭♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❉❲✵✺❪✮ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ✿

n ∈ N → ∀P.(0 ∈ P ⇒ ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P )⇒ n ∈ P )

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Γ ⊢+ n ∈ N Γ ⊢+ 0 ∈ P Γ ⊢+ ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P )

Γ ⊢+ n ∈ P
P /∈ FV(Γ)

❖♥ ♣❡✉t ✏tr✐❝❤❡r✑ ❡t ♣♦✉ss❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡♥ ✐♥✲
tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❞❡ ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P )✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ét❡♥❞r❡
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts q✉✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ st❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡
✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

Γ ⊢+ n ∈ N Γ ⊢+ 0 ∈ P Γ,m ∈ P ⊢+ S(m) ∈ P

Γ ⊢+ n ∈ P
P ,m /∈ FV(Γ)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ rè❣❧❡ ❝♦♥❝✐s❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t
♦❜s❡r✈é s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ✈♦✐t ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♣♦✉rr❛✐t t✐r❡r ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢✳

✶✸



✹ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts

✹✳✶ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

▲❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♠♦❞✉❧♦ ❡t s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s
s♦♥t ✈❛r✐é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s✉❜s✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts à é❝❧❛✐r❝✐r ♦✉ à ❛♠é❧✐♦r❡r✳

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡♥t ❡♥❝♦r❡
❞❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣♦✉rs✉✐✈✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡⇒E ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♣ré♠✐ss❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❤❛✉t ❡♥
❜❛s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R : P → (A ⇒ B) ⇒ C à
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ✸✳✺✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s
❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

RI

Γ, A⇒ B ⊢+ C

Γ ⊢+ P
RE

Γ ⊢+ P Γ ⊢+ A⇒ B

Γ ⊢+ C

❖♥ ✈♦✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝♦♠♣♦s❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ⇒ B ❞❛♥s ❧❡s
♣ré♠✐ss❡s ❞❡ RE ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ rè❣❧❡ ✿

R′
E

Γ ⊢+ P Γ, A ⊢+ B

Γ ⊢+ C

❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦rr❡❝t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ◆❏ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡r❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉♣✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t ❛✈❡❝ RI ❡t RE ✿

RE

RI

Γ, A⇒ B ⊢+ C

Γ ⊢+ P Γ ⊢+ A⇒ B

Γ ⊢+ C

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❛✈❡❝ R′
E ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝♦♠♣♦s❡r A ⇒ B à

❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t q✉✐ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣ré♠✐ss❡ ❞❡ RI ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ❢❡r❛✐t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s séq✉❡♥ts✳

❈♦♥♥❡❝t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ❊♥s✉✐t❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ◆❏ ❡st ✉t✐✲
❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳
❊♥ ❡✛❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦sé❡s ✜❣✉r❡s ✶ ❡t ✷ ♥✬✐♥❝❧✉❡♥t ♣❛s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
◆❏ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ∨ ❡t ∃✳ ❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉✐
s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❡♥ têt❡✳ ❱♦②♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ∨ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré✲
é❝r✐t✉r❡ R : P → ∀x.(A(x) ∨B(x)) ❡t R′ : P ′ → ∀x.A(x) ∨ ∀x.B(x)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ∨I ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✺ ✭r❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉
♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✱

✶✹



♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r R ❡t R′ ✿

RI1

Γ ⊢+ A

Γ ⊢+ P
x /∈ FV(Γ) RI2

Γ ⊢+ B

Γ ⊢+ P
x /∈ FV(Γ)

R′
I1

Γ ⊢+ A

Γ ⊢+ P ′ x /∈ FV(Γ) R′
I2

Γ ⊢+ B

Γ ⊢+ P ′ x /∈ FV(Γ)

❖♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡❧❛ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥❡ s❡r❛✐t✲❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②tè♠❡✳ ❊ss❛②♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P ✐♠♣❧✐q✉❡ P ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✿

RI1

∀x.(A(x) ∨B(x))) ⊢+ A(x)

∀x.(A(x) ∨B(x)) ⊢+ P
RI2

∀x.(A(x) ∨B(x))) ⊢+ B(x)

∀x.(A(x) ∨B(x)) ⊢+ P

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s
❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❞✉ ∨ é❝❤♦✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❛✐s♦♥ ✿

∨E

∀E

ax
Γ ⊢+ ∀x.(A(x) ∨B(x))

Γ ⊢+ A(x) ∨B(x) Γ, A(x) ⊢+ P Γ, B(x) ⊢+ P

Γ = (∀x.(A(x) ∨B(x))) ⊢+ P

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r RI1 ♦✉ RI2 ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s❛♥s
✈✐♦❧❡r ❧❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭x /∈ FV(Γ)✮✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ♣rés❡♥t❛♥t ♣❧✉s ❞❡ s②♠étr✐❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s ♣❛r❛✐ss❛✐t ♣❧❛✉✲
s✐❜❧❡ q✉❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❡♥ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ s✉❝❝ès✳ ■❧ s✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❛✈éré q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❞✉❝t✐❢ ♥✬❡st
♣❛s ❡♥ ❝❛✉s❡ ♠❛✐s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

Pr♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡t ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❧❛
❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✱ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐✲
❝✐❡♥s ♠❛✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ ❧❡s
rè❣❧❡s ♥❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ✭❝❢ ✹✳✷✮✳

❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ♥♦✉s ♦♥t ♣♦✉ssé à ♥♦✉s ♣❡♥❝❤❡r s✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛♣♣r♦♣r✐és ❡t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ s②stè♠❡ à tr❛✈❡rs
❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ✲ r❛♣♣❡❧s

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❧❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s sé✲
q✉❡♥ts✱ s✉♣♣♦rt ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①t❡♥s✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ▲❑✱ ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✮✱ ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ét❛♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❜r✐è✈❡♠❡♥t ▲❏✱ s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳

✶✺



✹✳✷✳✶ ❙éq✉❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❙éq✉❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳ ❯♥ séq✉❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ Γ ⊢ ∆
♦ù Γ ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ∆ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳

❯♥ séq✉❡♥t P1, . . . , Pn ⊢ φ1, . . . , φm ❞♦✐t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
s♦rt❡ ✿ P1 ∧ · · · ∧ Pn ⊢ φ1 ∨ · · · ∨ φm✳ ❖♥ ❧❛ ❧✐t ❛✐♥s✐ ✿ ✏P1✱ P2 ✳ ✳ ✳ ❡t Pn ♣r♦✉✈❡♥t
φ1✱ φ2 ✳ ✳ ✳ ♦✉ φm✑✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❑✮✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❑
s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✭❝❢ ✷✳✽✮ ❞♦♥t ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❞❡s
séq✉❡♥ts✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✸✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢♦r♠✉❧❡r ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♠❛rq✉❡s à ❧❡✉r s✉❥❡t ✿
✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞r♦✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❣❛✉❝❤❡s s❡ ❧✐s❡♥t ♠♦✐♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❏✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ⇒L✳ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞
❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ◆❏ ✈❡rs ▲❏ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t
❞❛♥s ❬●▲❚✽✾❪✳

✕ ❚♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❣❛✉❝❤❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ tr❛❞✉✐t ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ✿ ♣r♦✉✈❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞ét♦✉r ♣❛r ✉♥ t❤é♦rè♠❡✳
❊❧❧❡ ❝❛♣t✉r❡ ❡♥ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❧❡s ❞ét♦✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧s ✐♥❤ér❡♥ts ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛
❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s❛♥s
❝♦✉♣✉r❡ ✭✐✳❡✳ s❛♥s ❞ét♦✉rs✮ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♠❛❥❡✉r❡ ❧♦sq✉❡ ❧✬♦♥ r❛✐s♦♥♥❡
❞❛♥s ▲❑✳

✕ ❚♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ✭cut✮ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s
séq✉❡♥ts ♣ré♠✐ss❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ séq✉❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦✲
♣r✐été ❛ ❞❡s ré♣❡r❝✉ss✐♦♥s ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣✉✐sq✉❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ✏❞❡✈✐♥❡r✑ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡ s❡r❛✐t ❧❡ ❝❛s
❞❛♥s ◆❏ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ⇒E ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❥♦✉❡ ✉♥
rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ▲❑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ cut ❡st s✉♣❡r✢✉❡
♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ Γ ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❛♠❡♥❡r t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉✐
♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tr❡r
q✉❡ Γ ⊢ ⊥ ♥✬❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ✭❝❢
❬●▲❚✽✾❪ à ♥♦✉✈❡❛✉✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛✈éré ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✈✐❞❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧
r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝♦✉❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭❆r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ▲❑✮✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ▲❑ ❡st
✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❑✳ ■❧ ❛
❞♦♥❝ ✉♥ séq✉❡♥t ♣♦✉r r❛❝✐♥❡ ❡t s❡s ❜r❛♥❝❤❡s s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
rè❣❧❡s ax✱ ⊥ ♦✉ ⊤✳

P♦✉r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ▲❑✳ ■❧ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ∅ ⊆ A ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ∅ ❡t ⊆✳

✶✻



❆①✐♦♠❡ ❈♦✉♣✉r❡

ax
Γ, A ⊢ A,∆

cut
Γ ⊢ B,∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆

❘è❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❣❛✉❝❤❡s ❘è❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞r♦✐t❡s

⊥L
Γ,⊥ ⊢ ∆

⊤R
Γ ⊢ ⊤,∆

∧L
Γ, A,B ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆
∧R

Γ ⊢ A,∆ Γ ⊢ B,∆

Γ ⊢ A ∧B,∆

∨L
Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ, A ∨B ⊢ ∆
∨R

Γ ⊢ A,B,∆

Γ ⊢ A ∨B,∆

⇒L

Γ ⊢ A,∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ, A⇒ B ⊢ ∆
⇒R

Γ, A ⊢ B,∆

Γ ⊢ A⇒ B,∆

∀L
Γ, A[t/x] ⊢ ∆

Γ,∀x.A ⊢ ∆
∀R

Γ ⊢ A,∆

Γ ⊢ ∀x.A,∆
x /∈ FV(Γ,∆)

∃L
Γ, A ⊢ ∆

Γ,∃x.A ⊢ ∆
x /∈ FV(Γ,∆) ∃R

Γ ⊢ A[t/x],∆

Γ ⊢ ∃x.A,∆

❘è❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❣❛✉❝❤❡s ❘è❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❞r♦✐t❡s

weakL
Γ ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
weakR

Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ A,∆

contrL
Γ, A,A ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
contrR

Γ, A ⊢ A,A,∆

Γ ⊢ A,∆

P♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ∀R ❡t ∃L✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x /∈ FV(Γ,∆) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧✐❜r❡ ♥✐ ❞❛♥s Γ✱ ♥✐ ❞❛♥s ∆✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ A[t/x]✱ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧✬♦♥ s✉❜st✐t✉❡ ✉♥ t❡r♠❡ t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ x ❞❛♥s
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳

❋✐❣✳ ✸ ✕ ❘è❣❧❡s ❞é❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ▲❑

✶✼



ax
x ∈ ∅ ⊢ x ∈ A, ∅ ⊆ A, x ∈ ∅

⊥L
⊥, x ∈ ∅ ⊢ x ∈ A, ∅ ⊆ A

⇒L
x ∈ ∅ ⇒ ⊥, x ∈ ∅ ⊢ x ∈ A, ∅ ⊆ A

∧L
x ∈ ∅ ⇔ ⊥, x ∈ ∅ ⊢ x ∈ A, ∅ ⊆ A

∀L
∀x.(x ∈ ∅ ⇔ ⊥), x ∈ ∅ ⊢ x ∈ A, ∅ ⊆ A

⇒R
∀x.(x ∈ ∅ ⇔ ⊥) ⊢ x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A, ∅ ⊆ A

∀R
∀x.(x ∈ ∅ ⇔ ⊥) ⊢ ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A), ∅ ⊆ A

...
ax

∀x.(x ∈ ∅ ⇔ ⊥), ∅ ⊆ A ⊢ ∅ ⊆ A
⇒L

∀x.(x ∈ ∅ ⇔ ⊥), ∅ ⊆ A ⇐ ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A) ⊢ ∅ ⊆ A
∧L

∀x.(x ∈ ∅ ⇔ ⊥), ∅ ⊆ A ⇔ ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A) ⊢ ∅ ⊆ A
∀L

∀x.(x ∈ ∅ ⇔ ⊥), ∀Z.(∅ ⊆ Z ⇔ ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ Z)) ⊢ ∅ ⊆ A
∀L

∀x.(x ∈ ∅ ⇔ ⊥), ∀Y.∀Z.(Y ⊆ Z ⇔ ∀x.(x ∈ Y ⇒ x ∈ Z)) ⊢ ∅ ⊆ A

❋✐❣✳ ✹ ✕ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ▲❑

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t très ✈❡r❜❡✉s❡s ❡t
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬ét❛♣❡s ✈✐❞❡s ❞✬✐♥térêt ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r
❡♥ q✉♦✐ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ séq✉❡♥ts ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ✿ ▲❑+ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳

✹✳✷✳✷ ❙éq✉❡♥ts ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s

▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ré❢✉t❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ✭tr❛❞✉✐t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ t✐❡rs✲❡①❝❧✉✱ A ∨ (A ⇒ ⊥✮✮ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧❛
❞ér✐✈❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈✐st❡s✱ ✐✳❡✳ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ té✲
♠♦✐♥ ✏t❛♥❣✐❜❧❡✑ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té ❞✬✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✓■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧s a ❡t b✱ t❡❧s q✉❡ ab ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡
r❛t✐♦♥♥❡❧✔ ✶ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ t✐❡rs ❡①❝❧✉ t❛♥❞✐s ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é
❞✬♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ❢♦✉r♥✐t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t ✉♥ ♦❜❥❡t
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ té♠♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ s♦♥ s❡♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✭❝❢ ❬❙❯✾✽❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡
✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡♥ t❤é♦r✐❡ ✭❡t ❛✉ss✐
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❬▲❡t✵✹❪✮ ❡①tr❛✐r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥
♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t✳

❱♦②♦♥s à ♣rés❡♥t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡
▲❑ ❞❡ ▲❏✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✭❙éq✉❡♥t ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✮✳ ❯♥ séq✉❡♥t ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
Γ ⊢ σ ♦ù Γ ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t σ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺ ✭❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❏✮✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❏ s♦♥t
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❑ ✭❝❢ ✷✳✽✮ ❞♦♥t ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t
❞❡s séq✉❡♥ts ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s✳

✶P♦s♦♥s b =
√

2✱ s✐
√

2
√

2
❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ ♣r❡♥♦♥s a =

√

2✱ s✐♥♦♥ ♣r❡♥♦♥s a =
√

2
√

2
❡t ♥♦✉s

❛✈♦♥s a
b = (

√

2
√

2
)
√

2 =
√

2
√

2×
√

2
=

√

2
2

= 2 q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣✉✐sq✉❡ ✷ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t

r❛t✐♦♥♥❡❧

✶✽



⊤L

Γ ⊢ ∆

Γ,⊤ ⊢ ∆
⊥R

Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ ⊥,∆

❋✐❣✳ ✺ ✕ ❘è❣❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑+

▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s séq✉❡♥ts ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❡t ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡st ❞♦♥❝
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥ts✳ ❈❡❧❛ s❡
❝♦♠♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✈✐r❣✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ∨✳

✹✳✸ ▲❑+✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❡①t❡♥s✐❜❧❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❝❛❧q✉é s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R ❢♦r♠é ❞❡
rè❣❧❡s réé❝r✐✈❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❡t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s ❡♥ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ♦♥ ❞ér✐✈❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ❢♦r♠❡♥t✱
❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❞✉❝t✐❢ ▲❑+✳

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ✏♥❛ï✈❡✑ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡t ❞❡ s❡s
♣r♦♣r✐étés ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠é❝❛♥✐s♠❡s q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❡♥
❥❡✉ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❧✉s
✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳

✹✳✸✳✶ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▲❑+

❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ ❞ér✐✈❡ ♣❧✉s ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❞❡s rè❣❧❡s ❞r♦✐t❡s ❡t ❣❛✉❝❤❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ s❡
r❡tr♦✉✈❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ séq✉❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❛♥tôt à ❞r♦✐t❡✱ t❛♥tôt à ❣❛✉❝❤❡
❞✉ s✐❣♥❡ ⊢+✳ ❱♦②♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✻ ✭❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑+✱ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥✮✳ ❙♦✐t
Calc ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❝♦♠♣♦sé ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑ ❢♦r♠é
♣❛r ax✱ ⊥L✱ ⊤R✱ ∨L✱ ∨R✱ ∧L✱ ∧R✱ ⇒L✱ ⇒R✱ ∀R ❡t ∃L ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ⊤L

❡t ⊥R ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳ ❙♦✐t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R : P → φ ♦ù P ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✳

✶✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞r♦✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à R✱ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛r
❧❡ séq✉❡♥t Γ ⊢ φ,∆✳ ❖♥ ② ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ Calc ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉✬❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣ré♠✐ss❡s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ φ
♣❛r P ♣♦✉r ❜✐❡♥ ♦❜t❡♥✐r ❧❛ rè❣❧❡ RR✳

✷✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛ss♦❝✐é❡ à R✱ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛r
❧❡ séq✉❡♥t Γ, φ ⊢ ∆✳ ❖♥ ② ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ Calc ❡t ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❛
♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛
rè❣❧❡ RL✳

❖♥ ♣❡✉t r❡❧❡✈❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ∨R ❡t ∧L ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ▲❑

❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞r♦✐t❡ ❡t ✉♥❡
❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡ ♣❛r rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡s rè❣❧❡s ❡st ❞✬❡♥ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s

✶✾



♣❛r ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s rè❣❧❡ ∨I ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✮ ♣♦✉r
é✈✐t❡r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉
♣❧✉s✐❡✉rs rè❣❧❡s ❞r♦✐t❡s ❡t ❣❛✉❝❤❡s à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❞❡ t❡❧❧❡s rè❣❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ▲❑+ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ▲❑✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐①✳

✕ ▲❡s rè❣❧❡s ∀L ❡t ∃R s♦♥t ❛❜s❡♥t❡s ❞❡ Calc✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û à ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡
❛s②♥❝❤r♦♥❡✱ ♥♦✉s r❡❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❝❡ ♣♦✐♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

✕ ▲❡s rè❣❧❡s ⊤L ❡t ⊥R ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺ ♦♥t été ❛❥♦✉té❡s ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
⊥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ⊤ ❞❛♥s ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞✬✉♥ séq✉❡♥t ♥✬❛♣♣♦rt❡
r✐❡♥ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ▲❑✱ ❡t ♦♥
❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐ét❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ▲❑ ❞❡
Γ ⊢ φ,∆ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❢❡✉✐❧❧❡s ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ RR ❡t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❛♥s ▲❑ ❞❡ Γ, φ ⊢ ∆ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❢❡✉✐❧❧❡s ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ RL✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♣rés❡♥t ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✼ ✭❙②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ▲❑+✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré✲
é❝r✐t✉r❡ R = Rt∪RP t❡❧ q✉❡ Rt réé❝r✐t ❞❡s t❡r♠❡s ❡t RP réé❝r✐t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ▲❑+ ❛ss♦❝✐é à R ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

✕ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❀
✕ ❧❡s rè❣❧❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ RP ❀

♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ♠♦❞✉❧♦ =Rt
✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Γ ⊢+ φ ❧❡s

❥✉❣❡♠❡♥ts ❞ér✐✈és ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✳

❘❡♣r❡♥♦♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ▲❑+✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st ❢♦r♠é ❞❡s ❞❡✉①
rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ q✉✐ tr❛❞✉✐s❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✿

R =

{
⊆def : X ⊆ Y → ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ Y )
∅def : x ∈ ∅ → ⊥

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ❛✐♥s✐ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞r♦✐t❡ ❡t ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✿

Γ,∀x.(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ) ⊢ ∆
∀R

⇒R

Γ, x ∈ X ⊢ x ∈ Y,∆

Γ ⊢ x ∈ X ⇒ x ∈ Y,∆

Γ ⊢ ∀x.(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ),∆
x /∈ FV(Γ, ∆)

↓ ↓

⊆defL

Γ,∀x.(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ) ⊢+ ∆

Γ, X ⊆ Y ⊢+ ∆
⊆defR

Γ, x ∈ X ⊢+ x ∈ Y,∆

Γ ⊢+ X ⊆ Y,∆
x /∈ FV(Γ, ∆)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ⊆defL
♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❞é❝♦♠♣♦sé❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ∀ ❡♥ têt❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡
tr❛❞✉✐t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ X ⊆ Y ♣❛r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❡st
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❢♦❧❞✐♥❣ ❡t ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❞❡ Pr❛✇✐t③ ❬Pr❛✻✺❪✱ q✉✐ ❡st
❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❡ ❞❡❣ré ✵ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✿

∅defL Γ, x ∈ ∅ ⊢+ ∆
∅defR

Γ ⊢+ ⊥,∆

Γ ⊢+ x ∈ ∅,∆

✷✵



❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝❡s
rè❣❧❡s tr❛❞✉✐s❡♥t ❛ss❡③ ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ∅ ∈ A ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✈✐❞❡ ✿

⊆defR

∅defL x ∈ ∅ ⊢+ x ∈ A

⊢+ ∅ ∈ A
x /∈ FV(Γ, ∆)

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s❡ ❡t ❡①♣r❡ss✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳
❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs à ❣❛✉❝❤❡ ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥ ♣❛s ❞❡ ♣❧✉s q✉✬❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ∅defL

✱ ❝❡ q✉✐ r❛❝❝♦✉r❝✐t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

Pr♦♣r✐étés ❞❡ ▲❑+ ❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ▲❑+✱ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ▲❑✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t é♥♦♥❝❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ▲❑ ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ✐✳❡✳ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ▲❑ ❡st
❝♦rr❡❝t❡ ❞❛♥s ▲❑+✱ ❡t t♦✉t séq✉❡♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ▲❑+ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ▲❑✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✷ ✭➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮✳ P♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❞é❞✉❝t✐❢ ▲❑+ ❞ér✐✈é ❞✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ Th t❡❧❧❡ q✉❡ Γ ⊢+ φ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ Γ, Th ⊢ φ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳✶✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡
❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ▲❑ à ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ▲❑+ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ Th ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞é❥à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞✬é❣❛❧✐té =✱ ♦♥ ❡♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❛①✐♦♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ l→ r s❡ tr❛❞✉✐t ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥
❛①✐♦♠❡ ✿

✕ ∀x.(l = r) s✐ l→ r ∈ Rt

✕ ∀x.(l⇔ r) s✐ l→ r ∈ RP

♦ù x ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s l ❡t r✳

❙✐ Γ ⊢+ φ ❛❧♦rs Γ, Th ⊢ φ ✿ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r Γ, Th ⊢ φ✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑ ❡t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ Γ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ ⊢+ φ✳ ■❧
s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s
▲❑ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✏s✉r✲rè❣❧❡✑ ❞r♦✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
R : P ⇔ φ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✹✳✻✳

RR

H1 . . . Hn

Γ ⊢+ P,∆
C

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ RR✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ▲❑ ❞♦♥t ❧❡s ♣ré✲
♠✐ss❡s s♦♥t H1 . . .Hn✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t φ ❡t q✉✐ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ C✳ ❊♥ ❛✛❛✐❜❧✐ss❛♥t ✭rè❣❧❡s weak✮ Γ ❡♥ Γ, Th ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
Γ, Th ⊢ P s✉✐✈❛♥t❡✳

✷✶



H1 . . . Hn
. . . . .

.

Γ, Th ⊢ φ,∆
ax

Γ, Th, P ⊢ P,∆
⇒L

Γ, Th, φ⇒ P ⊢ P,∆
∧L

Γ, Th, φ⇔ P ⊢ P,∆
Th = Th′ ∪ {φ⇔ P}

Γ, Th ⊢ P,∆

▲❡ ❝❛s ❣❛✉❝❤❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❞r♦✐t✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❣❛✉❝❤❡

RL

H1 . . . Hn

Γ, P ⊢+ ∆
C

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ▲❑ q✉✐ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ RL ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t φ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐✲
❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ, Th, P ⊢ ∆ s✉✐✈❛♥t❡✳

ax
Γ, Th, P ⊢ P,∆

H1 . . . Hn
. . . . .

.

Γ, Th, φ ⊢ ∆
⇒L

Γ, Th, P ⇒ φ, P ⊢ ∆
∧L

Γ, Th, φ⇔ P, P ⊢ ∆
Th = Th′ ∪ {φ⇔ P}

Γ, Th, P ⊢ ∆

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❑+ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ▲❑ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ét❛♥t
❝♦♥str✉❝t✐✈❡✱ ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ♠♦②❡♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❛♥s ▲❑+ ❡♥ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ▲❑✳ ❈❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r
❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ▲❑+ à ❞❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
t❡❧s q✉❡ ❈♦q ♦✉ ■s❛❜❡❧❧❡✳

❙✐ Γ, Th ⊢ φ ❛❧♦rs Γ ⊢+ φ ✿ ❙♦✐t Π ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ, Th ⊢+ φ✳ ❊❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡
tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
Γ, Th ⊢ φ✳ ❙♦✐❡♥t Ax1, . . . ,Axn ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ Th
❡t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ, Th ⊢ φ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡
s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ Γ ⊢+ φ✳

⊢+ Ax1

weak
Γ ⊢+ Ax1

⊢+ Axn
weak

Γ,Ax1, . . . ,Axn−1 ⊢+ Axn

Π

Γ,Ax1, . . . ,Axn ⊢+ φ
cut

. .
.

cut
Γ,Ax1 ⊢+ φ

cut
Γ ⊢+ φ

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ Th ❞❛♥s ▲❑ ♣♦✉r ♦❜✲
t❡♥✐r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ ⊢+ φ✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛①✐♦♠❡
Pi ⇔ φi ❞❡ Th✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r Pi ⊢+ φi ❡t φi ⊢+ Pi✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s φi✳

✷✷



❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✶ ✭❍②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ R ❞❡ R ❞é✲
✜♥✐❡ ♣❛r P → φ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P ⊢+ φ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ⊢+ P
❞❛♥s ▲❑+ q✉✐ ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s

Ax . . . Ax
. . . . .

.

RL . . .

Ax . . . Ax
. . . . .

.

RL
. . . . .

.

R∗

P ⊢+ φ

❡t
Ax . . . Ax

. . . . .
.

RR
Γ, φ ⊢+ P

♦ù RR ❡t RL s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑+ ❞ér✐✈é❡s ❞❡ R ❡t ♦ù R∗ s✐❣♥✐✜❡ ✏③ér♦
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ ▲❑✑✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ R : P → φ✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❞❡
têt❡ ❞❡ φ✳ ▲❡s ❝❛s ∀ ❡t ∃ s♦♥t tr❛✐tés ✐❝✐ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r
✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡✳ ▲❡s
❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t s♦♥t tr❛✐tés ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∀x.φ1(x) ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s R1 : P1(x)→ φ1(x) ❛✈❡❝ P1(x) ❛t♦♠✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ♣r♦✉✈❡r φ ⊢+ P ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RR

Γ,Γ1(x) ⊢ ∆1(x),∆ . . . Γ,Γn(x) ⊢ ∆n(x),∆
. . . . .

.
C

Γ ⊢ φ1(x),∆
∀R x 6∈ FV(Γ,∆)

Γ ⊢ φ,∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γ1(x) ⊢+ ∆1(x),∆ . . . Γ,Γn(x) ⊢+ ∆n(x),∆
RR C ∪ {x 6∈ FV(Γ, ∆)}

Γ ⊢+ P,∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γ1(x) ⊢+ ∆1(x),∆ . . . Γ,Γn(x) ⊢+ ∆n(x),∆
R1R C

Γ ⊢+ P1(x),∆

♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s Γ1(x), . . . ,Γn(x) ❡t ∆1(x), . . . ,∆n(x)✳
C ❡st ✐❝✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❡ φ1✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ1(x) ⊢+ P1(x)
❞❛♥s ▲❑+ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Π1(x)

φ1(x),Γ1(x) ⊢+ ∆1(x) . . .

Πn(x)

φ1(x),Γn(x) ⊢+ ∆n(x)
R1R

φ1(x) ⊢+ P1(x)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s Π1...n(x) ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ φ ⊢+ P

✷✸



Π1(x)

φ1(x),Γ1(x) ⊢+ ∆1(x)
∀L
∀x.φ1(x),Γ1(x) ⊢+ ∆1(x) . . .

Πn(x)

φ1(x),Γn(x) ⊢+ ∆n(x)
∀L
∀x.φ1(x),Γn(x) ⊢+ ∆n(x)

RR
∀x.φ1(x)
︸ ︷︷ ︸

φ

⊢+ P

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐♦❧é❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ RR ♣✉✐s✲
q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❡ φ1✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt x
❡st ❜✐❡♥ ❧✐é❡ ❞❛♥s ∀x.φ1(x)✳

Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t P ⊢+ φ✳ ❈❡ ❝❛s ❡st tr✐✈✐❛❧ ❝❛r ♦♥ ♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡
♣❛s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t ∀ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❞❡ têt❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡s séq✉❡♥ts ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t

RL

Γ,∀x.φ1(x) ⊢+ ∆

Γ, P ⊢+ ∆

❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ P ⊢+ φ

RL

ax
∀x.φ1(x) ⊢+ ∀x.φ1(x)

P ⊢+ ∀x.φ1(x)

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∃x.φ1(x) ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R1 :
P1(x) → φ1(x) t❡❧❧❡ q✉❡ P1(x) ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡✳ ❈♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣r♦✉✈❡r P ⊢+ φ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RL

Γ,Γ1(x) ⊢ ∆1(x),∆ . . . Γ,Γn(x) ⊢ ∆n(x),∆
. . . . .

.
C

Γ, φ1(x) ⊢ ∆
∃L x 6∈ FV(Γ,∆)

Γ, φ ⊢ ∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γ1(x) ⊢+ ∆1(x),∆ . . . Γ,Γn(x) ⊢+ ∆n(x),∆
RL C ∪ {x 6∈ FV(Γ, ∆)}

Γ, P ⊢+ ∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γ1(x) ⊢+ ∆1(x),∆ . . . Γ,Γn(x) ⊢+ ∆n(x),∆
R1L C

Γ, P1(x) ⊢+ ∆

♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s Γ1(x), . . . ,Γn(x) ❛♥❞ ∆1(x), . . . ,∆n(x)✳
C ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐é❡s ❞❡ φ1✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ φ1(x) ⊢+ P1(x) ❞❛♥s
▲❑+ t❡❧❧❡ q✉❡

✷✹



Π1 . . . Πm
. . . . .

.

R∗

P1(x) ⊢+ φ1(x)

♦ù Π1 . . .Πm s♦♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s

Π1,1(x)

Γ′
1(x),Γ1(x) ⊢+ ∆′

1(x),∆1(x) . . .

Π1,n(x)

Γ′
1(x),Γn(x) ⊢+ ∆′

1(x),∆n(x)
R1L

P1(x),Γ
′
1(x) ⊢+ ∆′

1(x)

...
Πm,1(x)

Γ′
m(x),Γ1(x) ⊢+ ∆′

m(x),∆1(x) . . .

Πm,n(x)

Γ′
m(x),Γn(x) ⊢+ ∆′

m(x),∆n(x)
R1L

P1(x),Γ
′
m(x) ⊢+ ∆′

m(x)

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ⊢+ P s✉✐✈❛♥t❡

Π′
1

∃R
Γ1(x) ⊢+ ∆1(x),∃x.φ1(x) . . .

Π′
n

∃R
Γn(x) ⊢+ ∆n(x),∃x.φ1(x)

RL
P ⊢+ ∃x.φ1(x)

♦ù ❧❡s Π′
1 . . .Π

′
n s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞r♦✐t❡s ❡t

❣❛✉❝❤❡ à φ1 ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡s Πi,j(x) s♦✐❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡
❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s

Π1,1(x)

Γ′
1(x),Γ1(x) ⊢+ ∆′

1(x),∆1(x) . . .

Πm,1(x)

Γ′
m(x),Γ1(x) ⊢+ ∆′

m(x),∆1(x)
. . . . .

.

Γ1(x) ⊢+ ∆1(x), φ1(x)

...

Πm,1(x)

Γ′
1(x),Γn(x) ⊢+ ∆′

1(x),∆n(x) . . .

Πm,n(x)

Γ′
m(x),Γn(x) ⊢+ ∆′

m(x),∆n(x)
. . . . .

.

Γn(x) ⊢+ ∆n(x), φ1(x)

❖♥ ♥❡ ✈✐♦❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t RL ❝❛r x ❡st ❧✐é❡ ♣❛rt♦✉t
❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s C ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s
❞❡ φ1✳

✷✺



Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t φ ⊢+ P ✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ∀✱ ❝✬❡st tr✐✈✐❛❧ ❝❛r
♦♥ ♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ♣❛s ❧❡s ∃ ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t ❞❡s séq✉❡♥ts ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

RR

Γ ⊢+ ∃x.φ1(x),∆

Γ ⊢+ φ,∆

❊t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ⊢+ P ✳

RR

ax
∃x.φ1(x) ⊢+ ∃x.φ1(x)

∃x.φ1(x) ⊢ P

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t tr❛✐tés ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t r❛♠è♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡ t❤é♦r✐❡ à ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ▲❑+✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✸ ✭❈♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✈✐❞❡✮✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞é❞✉❝t✐❢ ▲❑+ ❞ér✐✈é ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R✱ ✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ⊢+ ⊥ s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ⊢+ ⊥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ax ♦✉ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ▲❑+✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑+ s♦♥t ❝♦♠✲
♣♦sé❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑ ❡t ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s✳

✕ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ax ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ❞♦♥❝ ax ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é✳
✕ ▲❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ▲❑ q✉✐ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st cutR✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡s✳

✕ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞r♦✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ⊥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ s✐ ❡❧❧❡
tr❛❞✉✐t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ⊥ → φ✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s
❛✉t♦r✐sé✱ ⊥ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡✳

❊♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✱ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❛ été ♣r♦✉✈é❡ ♣♦✉r ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❬❉❲✾✽❪✱ ♣❛r♠✐s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥✢✉❡♥t✱ t❡r♠✐♥❛♥t ❡t s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ❈❡ ❣❡♥r❡
❞❡ ❝r✐tèr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ▲❑+✱ ♠❛✐s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡ à
❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✳

✹✳✸✳✷ ❱❡rs✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡

▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ▲❡ s②stè♠❡ ▲❑+ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ♣ré❝✁❞❡♠♠❡♥t s♦✉✛r❡ ❞❡
❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ∀L ❡t ∃R ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✸✳✸ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡s
❡♥t✐❡rs ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥✲
❞✉❝t✐❢s ✿

∈N: n ∈ N → ∀P.(0 ∈ P ⇒ ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P )⇒ n ∈ P )

✷✻



❈♦♠♠❡ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♦♥ ❡♥❝♦❞❡ ✐❝✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t
✉♥❛✐r❡ ✭P ✐❝✐✮ à ✉♥ t❡r♠❡ ✭✐❝✐ 0✱ n ♦✉ m✮ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐♥❛✐r❡
∈ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡ ❡t à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡✳ ❈❡t ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣✉r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣❧✉tôt q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
s❝❤é♠❛ ❞✬❛①✐♦♠❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❑✐r✵✻❪ ♣❛r
❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✳ ❖♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ tr❛❞✉✐s❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ∀ ❡♥ têt❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡
♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞é❝❡✈❛♥t❡ ✿

∈NL

Γ,∀P.(0 ∈ P ⇒ ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P )⇒ n ∈ P ) ⊢+ ∆

Γ, n ∈ N ⊢+ ∆

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡st ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳

Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ∀L ❡t ∃R ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s✉r✲
✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥♥❡❝✲
t❡✉rs s❛♥s ❞✐s❝❡r♥❡♠❡♥t✳ ❱♦②♦♥s ❝❡❧❛ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ R : P → ∀x∃y.φ(x, y)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s✐♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ∃R ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RR✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

RR

Γ ⊢ φ(x, t),∆

Γ ⊢ P,∆
x 6∈ FV (Γ,∆)

■❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ∀x∃y.φ(x, y) ⊢+ P ✭✐✳❡✳ P ❡st
✐♠♣❧✐q✉é ♣❛r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮ ❞❛♥s ▲❑+ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡✱ q✉❡❧ q✉❡
s♦✐t ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿

RR

∀L

∃L
φ(x, y) ⊢+ φ(x, t)

∃y.φ(x, y) ⊢+ φ(x, t)

∀x∃y.φ(x, y) ⊢+ φ(x, t)

∀x∃y.φ(x, y) ⊢+ P
∀L

∃L
φ(x, y) ⊢+ P

∃y.φ(x, y) ⊢+ P

∀x∃y.φ(x, y) ⊢+ P

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✐♥st❛♥❝✐é y ♣❛r y ♣❧✉tôt q✉❡ ♣❛r t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RR✱ ♥♦✉s ♥✬❛✉r✐♦♥s ♣❛s ♣✉ ❛♣♣❧✐q✉❡r ∃L✱ y ❛②❛♥t ❛❧♦rs été ❧✐❜r❡ ❞❛♥s
φ(x, y)✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ é❝❤♦✉❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r RR

s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ x 6∈ FV (Γ,∆)✳ ❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s rè❣❧❡s ∀L✱ AxR ♣✉✐s ∃L✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s r❛♠è♥❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s s②♠étr✐❡s ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts✱ ❛✉t♦r✐s❡r ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ∀L ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s r❡♠❡t ❡♥ ❝❛✉s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ▲❑+ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ▲❑✳

✷✼



■❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❛✣♥❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ∀L ❛✉① ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ∀ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭♦✉ ❞❡ ∃ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✲
s✐t✐✈❡✮ s♦✉s ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❛✉q✉❡❧ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✭❝❢ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✽✮✳ ■❧ ❡♥
✈❛ s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ∃R q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ q✉❡ s✐
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥é❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ∀ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ r❡❥♦✐♥t ❧❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡
♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈♦✐t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✐❣♥❡s ❞✬✐♥térêt ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs s❡♠❜❧❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉✲
♣❛rt ♣rés❡♥t❡r ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈❡ ♥✬❡st
♣❛s ét♦♥♥❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ rés✐❞❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡
♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞✉ ❜♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥ ∃ ♣♦✉r ✏♥♦✉rr✐r✑ ✉♥ ∀
✭❢♦✉r♥✐r ❧❡ ❜♦♥ ǫ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✽ ✭P♦❧❛r✐té ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡✮✳ ▲❛ ♣♦❧❛r✐té ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡
❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ¬ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✐♥✈❡rs❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té✳ ▲❛
♣♦❧❛r✐té ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❛❧♦rs ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❙♦✐t φ ✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❡t p s❛ ♣♦❧❛r✐té✳
✕ ❙✐ φ = φ1 ∨ φ2 ♦✉ φ = φ1 ∧ φ2✱ ❛❧♦rs φ1 ❡t φ2 s♦♥t ❞❡ ♣♦❧❛r✐té p✳
✕ ❙✐ φ = ∀x.φ1(x) ♦✉ φ = ∃x.φ1(x)✱ ❛❧♦rs φ1 ❡st ❞❡ ♣♦❧❛r✐té p✳
✕ ❙✐ φ = φ1 ⇒ φ2✱ ❛❧♦rs φ1 ❡st ❞❡ ♣♦❧❛r✐té ¬p ❡t φ2 ❡st ❞❡ ♣♦❧❛r✐té p✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❛ ♣♦❧❛r✐té ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ s✐❣♥❡ ⇒✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❘❛♠❡♥❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ∀ ❡t ∃ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♦r❞✐♥❛✐r❡♠❡♥t ❛❞♦♣té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ❢♦❝✉ss✐♥❣✱ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s
❬❆❈P✵✶❪ ♣❛r❛ît ✐❝✐ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡
❞❡ ♣ré❞✐❝❛t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❞❡ têt❡ ∀ ✭r❡s♣✳
∃✮ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐✈❡✮ s♦✉s ✉♥ ❛✉tr❡ ∀ ♦✉ ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❞❡ têt❡
∀ ✭r❡s♣✳ ∃✮ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ s♦✉s ✉♥ ❛✉tr❡ ∃✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s♦✉s✲
❢♦r♠✉❧❡ ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P ) ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ∈N ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t
H(P ) q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ P ❡st ❤éré❞✐t❛✐r❡ ✿

∈N: n ∈ N→ ∀P.(0 ∈ P ⇒ H(P )⇒ n ∈ P )

▲❛ rè❣❧❡ ∈N ♣❡✉t à ♣rés❡♥t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∈NL

Γ ⊢+ 0 ∈ P,∆ Γ ⊢+ H(P ),∆ Γ, n ∈ P ⊢+ ∆

Γ, n ∈ N ⊢+ ∆

▲❛ rè❣❧❡ tr❛❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❜✐❡♥ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ q✉✐ réé❝r✐t H(P ) ❡♥ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s rè❣❧❡s✳

✷✽



■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ✭❝à❞✳ ✉♥
❛①✐♦♠❡✮ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥♦♥ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té✱ ♦♥ ❛ ❢❛✐t ❥❛✐❧❧✐r ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ♦♥t ❞é❥❛ ♠✐s ✉♥ ♥♦♠ ✿ ❧✬❤éré❞✐té ❞✬✉♥❡
♣r♦♣r✐été✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s r❛♣♣❡❧❧❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❬▲❡s✽✻❪ tr❛❞✉✐s❛♥t
✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ■❧ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ rè❣❧❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t

✕ ✉♥ ∀ ✭r❡s♣✳ ∃✮ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐✈❡✮ s♦✉s ✉♥ ∀ ❀
✕ ✉♥ ∀ ✭r❡s♣✳ ∃✮ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ s♦✉s ✉♥ ∃✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥s❴♠❛✉✈❛✐s❴q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✲
♠♦✐♥s❴♣r♦❢♦♥❞ q✉✐ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡t q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs à ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡s ♠♦✐♥s ♣r♦❢♦♥❞s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∀x.(∀y.P (x, y) ⇒ Q(x))✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ∀y.P (x, y)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ prépare (P, φ)

positions← positions❴mauvais❴quantificateurs❴moins❴profond(φ)
res← ∅
❢♦r ❛❧❧ ω ∈ positions ❞♦
φ1 ← φ|ω
x← FV(φ1)
Q← nouveau❴symbole❴de❴prédicat
φ← φ[Q(x)]ω
res← res ∪ prépare(Q(x), φ1)

❡♥❞ ❢♦r
r❡t✉r♥ res ∪ {P → φ}

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▲❑+ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡
❢♦❝✉ss✐♥❣✱ ❡t q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ▲❑ ♣♦✉r
❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✾ ✭❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑+✮✳ ❙♦✐t Calc ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
rè❣❧❡s ❝♦♠♣♦sé ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑ ❢♦r♠é ♣❛r ax✱ ⊥L✱ ⊤R✱ ∨L✱
∨R✱ ∧L✱ ∧R✱ ⇒L✱ ⇒R✱ ∀L✱ ∀R✱ ∃L ❡t ∃R ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ⊤L ❡t ⊥R ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✺✳ ❙♦✐t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R : P → φ ♦ù P ❡st ❛t♦♠✐q✉❡✳

✶✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣ré♣❛r❡ à P ❡t φ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ✏♥❡tt♦②é❡s✑✳

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ Ri : Pi → φi ♦❜t❡♥✉❡ ✿

✭❛✮ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ Ri✱ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛r ❧❡
séq✉❡♥t Γ ⊢ φi,∆✳ ❖♥ ② ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ Calc ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉✬❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣ré♠✐ss❡s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡t ♦♥ r❡♠✲
♣❧❛❝❡ φi ♣❛r Pi ♣♦✉r ❜✐❡♥ ♦❜t❡♥✐r ❧❛ rè❣❧❡ ❞r♦✐t❡ RiR ✳

✭❜✮ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ Ri✱ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛r ❧❡
séq✉❡♥t Γ, φi ⊢ ∆✳ ❖♥ ② ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ Calc ❡t ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❛
♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t✳

✷✾



▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❡♥❝♦r❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ q✉❡❧q✉❡s ❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s s❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ✐❧ ❢❛✉t à ♣rés❡♥t tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs
∀ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ∃ à ❞r♦✐t❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❛s
❞❡ ♥♦♥ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s r❡♠❛rq✉❡s ✷✳✶
❡t ✷✳✷✱ ❡t ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳✷✳

✹✳✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s

❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝❛s ❝♦♥❝r❡t ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ▲❑+

❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ n ❡st ♣❛✐r ♦✉ ✐♠♣❛✐r✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❡st très ✈❡r❜❡✉① ❞❛♥s ▲❑✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✈✐❛
❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ✿

∈N: n ∈ N → ∀P.(0 ∈ P ⇒ ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P )⇒ n ∈ P )

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ prépare ♣❛ssé❡ ✿

∈N : n ∈ N → ∀P.(0 ∈ P ⇒ H(P )⇒ n ∈ P )
hered : H(P ) → ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P )

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ▲❑ ♣♦✉r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✿

∈NL

Γ ⊢+ 0 ∈ P,∆ Γ ⊢+ H(P ),∆ Γ, n ∈ P ⊢+ ∆

Γ, n ∈ N ⊢+ ∆

∈NR

0 ∈ P,H(P ) ⊢+ n ∈ P,∆

Γ ⊢+ n ∈ N,∆

▲❛ ré❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡ tr❛❞✉✐t ❜✐❡♥ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t
♠❡♥é s✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ▲❛ ré❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❤éré❞✐t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝✲
t✐♦♥s✳

heredL
Γ ⊢+ m ∈ P,∆ Γ, S(m) ∈ P ⊢+ ∆

Γ,H(P ) ⊢+ ∆

heredR
Γ,m ∈ P ⊢+ S(m) ∈ P,∆

Γ ⊢+ H(P ),∆

▲❛ rè❣❧❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t❡✱ ❡t tr❛♥s❝r✐t ❜✐❡♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬❤éré❞✐té✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♣❛✐r ❡t ✐♠♣❛✐r ♣❛r ❧❡s tr♦✐s rè❣❧❡s ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

zero : 0 ∈ Even → ⊤
even : S(n) ∈ Even → n ∈ Odd
odd : S(n) ∈ Odd → n ∈ Even

✸✵



q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ ❛✉① s✐① rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

zeroL
Γ ⊢+ ∆

Γ, 0 ∈ Even ⊢+ ∆
zeroR

Γ ⊢+ 0 ∈ Even,∆

evenL
Γ, n ∈ Odd ⊢+ ∆

Γ, S(n) ∈ Even ⊢+ ∆
evenR

Γ ⊢+ n ∈ Odd,∆

Γ ⊢+ S(n) ∈ Even,∆

oddL
Γ, n ∈ Even ⊢+ ∆

Γ, S(n) ∈ Odd ⊢+ ∆
oddR

Γ ⊢+ n ∈ Even,∆

Γ ⊢+ S(n) ∈ Odd,∆

❊♥✜♥✱ ♥♦tr❡ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à ♠❡ttr❡
✉♥ ♥♦♠ ✭✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✮ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣❛✐r ♦✉ ✐♠♣❛✐r✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧♦♥s Prop
❡t r❛❥♦✉t♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ✿

prop : n ∈ Prop → n ∈ Odd ∨ n ∈ Even

❈❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❛♥s LK+ ✿

propL
Γ, n ∈ Odd ⊢+ ∆ Γ, n ∈ Even ⊢+ ∆

Γn ∈ Prop ⊢+ ∆

propR
Γ ⊢+ n ∈ Odd, n ∈ Even

Γ ⊢+ n ∈ Prop,∆

❖♥ ♣❡✉t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ n ∈ N ⊢+ n ∈ Odd ∨ n ∈ Even✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r ❡st ♣❛✐r ♦✉ ✐♠♣❛✐r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻ ♣rés❡♥t❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ▲❑+✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❞é♠♦♥✲
str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ▲❑✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ❧❛r❣❡✱ ❡st ❧✐s✐❜❧❡ ✿ ♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ③ér♦ ❡st ♣❛✐r ♦✉ ✐♠♣❛✐r ✭Π1✮ ❡t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
♣❛✐r ♦✉ ✐♠♣❛✐r ❡st ❤éré❞✐t❛✐r❡ ✭Π2✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ é❞✉❝t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❞❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❛✐r✱ ✐♠♣❛✐r ❡t ③ér♦✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ∈NL

✳ ▲❛
s♦✉s✲♣r❡✉✈❡ Π3 ❡st ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✏❧✐♠✐té❡✑ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❜∈NL

✐❝✐ ❡t ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

✸✶



zeroR
⊢+ 0 ∈ Odd, 0 ∈ Even

weak+ propR
0 ∈ N ⊢+ 0 ∈ Prop, n ∈ Odd, n ∈ Even

Π1

ax
m ∈ Odd ⊢+ m ∈ Odd

weak+ evenR
m ∈ Odd ⊢+ S(m) ∈ Odd, S(m) ∈ Even

ax
m ∈ Even ⊢+ m ∈ Even

weak+ oddR
m ∈ Even ⊢+ S(m) ∈ Odd, S(m) ∈ Even

propL
m ∈ Prop ⊢+ S(m) ∈ Odd, S(m) ∈ Even

propR
m ∈ Prop ⊢+ S(m) ∈ Prop

weak+heredR
n ∈ N ⊢+ H(Prop), n ∈ Odd, n ∈ Even

Π2

ax
n ∈ Odd ⊢+ n ∈ Odd, n ∈ Even

ax
n ∈ Even ⊢+ n ∈ Odd, n ∈ Even

weak+ propL
n ∈ N, n ∈ Prop ⊢+ n ∈ Odd, n ∈ Even

Π3

Π1

0 ∈ N ⊢+ 0 ∈ Prop, n ∈ Odd, n ∈ Even

Π2

n ∈ N ⊢+ H(Prop), n ∈ Odd, n ∈ Even

Π3

n ∈ N, n ∈ Prop ⊢+ n ∈ Odd, n ∈ Even
∈NL

n ∈ N ⊢+ n ∈ Odd, n ∈ Even
∨R

n ∈ N ⊢+ n ∈ Odd ∨ n ∈ Even

❋✐❣✳ ✻ ✕ Pr❡✉✈❡ ❞❡ n ∈ N ⊢+ n ∈ Odd ∨ n ∈ Even

✸✷



▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ é❧é✲
❣❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❑+✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡st tr❛✐té❡
❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ r❡st❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞é❥à ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛r❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ à t❡st❡r ❞❛♥s ▲❑+✱ ❝♦♠♠❡
❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❬❉❲✵✺❪ ♦✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❩❡r♠❡❧♦ ❬❉▼✵✻❪✳

✹✳✹ ❱❡rs ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠✐s❡
❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ ▲❑+✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❛✈♦✐r tr♦✉✈é ❧❡ ❜♦♥
s②stè♠❡ ♠❛✐s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ✐♥❛❝❤❡✈é❡✳

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ st❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞❡ ▲❑+ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
❧❡s séq✉❡♥ts ♣r♦✉✈❛❜❧❡s ❞❡ ▲❑ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞✬❛✐s❛♥❝❡ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛
t❤é♦r✐❡ ✈✐❞❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ▲❑ ✭❡t ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ▲❑+✮ ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t
❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡tr❛✐❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✭❝❢ ✹✳✷✮✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t
❞♦♥❝ ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ✏▲❏+✑ ❝❛❧q✉é s✉r ▲❑+

❡t ❢♦♥❞é s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ▲❏✳

❖♥ ❛ ✈✉ ❡♥ ✹✳✸✳✷ q✉❡ ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❞❡ ♥♦♥ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s séq✉❡♥ts✱ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱
t❡♥❞❡♥t à r❡♠❡tt❡♥t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❡①t❡♥s✐❜❧❡s q✉✐ ❡♥
s♦♥t ❞ér✐✈és✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ∨ ♣♦s❛✐t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ◆❏
✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❧❛ rè❣❧❡
R : P → ∀x.(A(x) ∨B(x)) ♣❛r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
s❡✉❧❡♠❡♥t✱ P → ∀x.((A(x)⇒ ⊥)⇒ B(x))✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

RI

Γ, A(x)⇒ ⊥ ⊢+ B(x)

Γ ⊢+ P

❊t ♦♥ ♣❡✉t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞ér✐✈❡r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ∀x.((A(x)⇒ ⊥)⇒ B(x)) ⊢+ P ✿

ax
Γ ⊢+ ∀x.((A(x)⇒ ⊥)⇒ B(x))

∀E
Γ ⊢+ (A(x)⇒ ⊥)⇒ B(x)

ax
Γ ⊢+ A(x)⇒ ⊥

⇒E

Γ = (∀x.((A(x)⇒ ⊥)⇒ B(x)), A(x)⇒ ⊥ ) ⊢+ B(x)
RI

∀x.((A(x)⇒ ⊥)⇒ B(x)) ⊢+ P

■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥❤ér❡♥t à ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♠❛✐s à
s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ▲❏ ❝♦♠♣t❡ ✶✶ ❝❛s ❞❡ ♥♦♥✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♣♦✉r✲
r❛✐t ❞♦♥❝ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ▲❏+ ♠❛✐s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦rs ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s s❡r❛✐t très ❧✐♠✐té ❡t ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡r❛✐t à ▲❏ ❛✈❡❝ ❢♦❧❞✐♥❣
❡t ✉♥❢♦❧❞✐♥❣✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❏ ♥❡ s♦♥t
♣❛s t♦✉s ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡t s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
❞ûs à ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ▲❏ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s séq✉❡♥ts ♠♦♥♦✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞❡ séq✉❡♥ts t❡❧s q✉❡ ▲❇ ❬❲❲✾✾❪ q✉✐ ❝❛♣t✉r❡♥t ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐s♠❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❇ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ▲❑

✸✸



∀R
Γ ⊢ A

Γ ⊢ ∀x.A,∆
x 6∈ FV(Γ) ⇒R

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A⇒ B,∆
⊥L
⊥ ⊢ A

❋✐❣✳ ✼ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ▲❇ ❞✐✛ér❛♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ▲❑

∀L

∀R

∀L ♦✉ ∀R
∃L

⇒L

⇒R ♦✉ ∀R

❋✐❣✳ ✽ ✕ ❈❛s ❞❡ ♥♦♥ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ▲❇

♠✐s à ♣❛rt ❧❡s rè❣❧❡s ∀R✱ ⇒R ❡t ⊥L✱ r❡♣rés❡♥té❡s ✜❣✉r❡ ✼✱ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t
♣❛s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ∆✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té s♦♥t ❛❧♦rs ré❞✉✐ts ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✺✱ ❡t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ✜❣✉r❡ ✽✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té s❡ ❧✐s❡♥t ❞❡ ❜❛s
❡♥ ❤❛✉t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✈❡rs ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ∀R ♣✉✐s ∀L ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ∀L ♣✉✐s ∀R✳

❖♥ ♣❡✉t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡s ❝❛s ❡t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✐r
✉♥ s②stè♠❡ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ▲❇+✳ ■❧ s✉✣t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥s❴♠❛✉✈❛✐s✲
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs❴♠♦✐♥s❴♣r♦❢♦♥❞ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▲❑+ ♣♦✉r
q✉✬❡❧❧❡ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ tr♦✐s
❞❡s ❝✐♥q ❝❛s✱ ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✱ s♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ▲❑✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s r❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♣❛r❡
❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ ♥❡ ♣❛s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝❛s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ✉♥ ⇒ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ s♦✉s ✉♥ ⇒
✕ ✉♥ ⇒ s♦✉s ✉♥ ∀

❉ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡rç♦✐t ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t s❡s ❞ér✐✈és ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❢♦❧❞✐♥❣✴✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲♣r❡✉✈❡s✱ ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r s❛♥s ❞❛♥❣❡r q✉❡ ▲❇+ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❝♦rr❡❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ▲❇✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡st❡ à ❢❛✐r❡✳

✹✳✺ ❚❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♣♦✉r ▲❑+

▲❡ st❛❣❡ ❞❡ ♠❛st❡r q✉✐ ❛ ♠❡♥é ❛✉ ♣rés❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥t ❛ été ♠❡♥é ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❧❡
❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈é♠❡♥t ❍♦✉t♠❛♥♥ q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡
♣rés❡♥té ❡♥ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❢♦♥❞é s✉r ▲❑+ ❡t ♥♦♥ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s été ❛♠❡♥é à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s
♣♦✉r ▲❑+✳ ◆♦tr❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♥❡ s✬❡st ♣❛s ❛rrêté❡ ❧à ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✐♣é
❡♥s❡♠❜❧❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ré✉♥✐♦♥s ❛✈❡❝ ♥♦s ❡♥❝❛❞r❛♥ts ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥s✉❧t♦♥s
q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❛✜♥ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ♥♦s ❡✛♦rts✳ ❈❡
tr❛✈❛✐❧ ❝♦♠♠✉♥ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❝♦✲é❝r✐t ❛✈❡❝
❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❛❝❦ ❬❇❍❲❪✳

❈❡s t❡r♠❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts à ❞❡✉① t✐tr❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡✉r ✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t ♣❡r♠❡ttr❛✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❈♦q✱ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞✉ t❡r♠❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛
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êtr❡ ❧✐♠✐té❡ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❝❡rt✐✜é❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss♦❝✐é ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦✉♣✉r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❡t ❞♦♥❝ s❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r
❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts str✉❝t✉r❡❧s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❧❡♠❡♥t✱
q✉✐ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ s❡ rés✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐❡r❡
s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é❝r✐✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▲❑✱
✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❍✉❣♦ ❍❡r❜❡❧✐♥ ❬❈❍✵✵❪✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡s ét❡♥❞r❡ à ▲❑✳ ▲❑ ✈✉ ❝♦♠♠❡
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t
❞✐✈✐sés ❡♥ ❞❡✉① s♦rt❡s✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳ ▲❡s t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s
rè❣❧❡s ❞r♦✐t❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❣❛✉❝❤❡s✳ ■❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

t❡r♠s v ::= x | true | (v1, v2) | proj(α, β, 〈v|e〉) | λx.v | µα〈v|e〉
❝♦♥t❡①ts e ::= α | false | proj(x, y, 〈v|e〉) | (e1, e2) | v · e | µ̃x〈v|e〉

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t

axL
Γ;α : A ⊢ α : A,∆

axR
Γ, x : A ⊢ x : A;∆

⊥L
Γ; false : ⊥ ⊢ ∆

⊤R
Γ ⊢ true : ⊤;∆

∧L
Γ, x : A, y : B ⊢ v : C;∆ Γ, x : A, y : B; e : C ⊢ ∆

Γ; proj(x, y, 〈v|e〉) : A ∧B ⊢ ∆

∧R
Γ ⊢ v1 : A;∆ Γ ⊢ v2 : B;∆

Γ ⊢ (v1, v2) : A ∧B;∆
∨L

Γ; e1 : A ⊢ ∆ Γ; e2 : B ⊢ ∆

Γ; (e1, e2) : A ∨B ⊢ ∆

∨R
Γ ⊢ v : C;α : A, β : B,∆ Γ; e : C ⊢ α : A, β : B,∆

Γ ⊢ proj(α, β, 〈v|e〉) : A ∨B;∆

⇒L

Γ ⊢ v : A;∆ Γ; e : B ⊢ ∆

Γ; v · e : A⇒ B ⊢ ∆
⇒R

Γ, x : A ⊢ v : B;∆

Γ ⊢ λx.v : A⇒ B;∆

cutL
Γ, x : A ⊢ v : B;∆ Γ, x : A; e : B ⊢ ∆

Γ; µ̃x〈v|e〉 : A ⊢ ∆

cutR
Γ ⊢ v : B;α : A,∆ Γ; e : B ⊢ α : A,∆

Γ ⊢ µα〈v|e〉 : A;∆

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ axL✱ axR✱ ⊥L✱ ⊤R✱ ∨L✱ ∧R✱
⇒L✱ ⇒R✱ cutL ❡t cutR r❡tr❛♥s❝r✐✈❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑✳ ▲❡s rè❣❧❡s
∨R ❡t ∧L ♣rès❡♥t❡♥t ✉♥ ❧é❣❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡
❞ér✐✈❛t✐♦♥

∧L
Γ, A,B ⊢ ∆

Γ, A ∧B ⊢ ∆ ♣❛r
∧L

⊤R
Γ, x : A, y : B ⊢ true : ⊤;∆ Γ, x : A, y : B; e : ⊤ ⊢ ∆

Γ; proj(x, y, 〈true |v〉) : A ∧B ⊢ ∆

▲❡ ❝❛s ❞❡ ∨R ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ♦♥ ❛✉r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ ✉t✐❧✐s❡r false ♣❧❛❝é à
❣❛✉❝❤❡ ❞✉ séq✉❡♥t à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ true à ❞r♦✐t❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡s
t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s

(∗)R µα〈v|e〉 7→ µα〈v′|e′〉
❡t (∗)L µ̃x〈v|e〉 7→ µ̃x〈v′|e′〉
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♦ù (∗) 〈v|e〉 7→ 〈v′|e′〉 ♣❡✉t êtr❡

(∨) 〈proj(α, β, 〈v|e〉)|(e1, e2)〉 7→ 〈v|e〉[e1/α, e2/α]
(∧) 〈(v1, v2)| proj(x, y, 〈v|e〉)〉 7→ 〈v|e〉[v1/x, v2/y]
(⇒) 〈λx.v|v′ · e〉 7→ 〈v[v′/x]|e〉
(µ) 〈µα〈v|e〉|e′〉 7→ 〈v|e〉[e′/α]
(µ̃) 〈v′|µ̃x〈v|e〉〉 7→ 〈v|e〉[v′/x]

Prés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ♣♦✉r
❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑+ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ rè❣❧❡ R :
P → A ∨B ⇒ C ∨D✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑+ ❞ér✐✈é❡s ❞❡ R s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s

RR

Γ, A ⊢ C,D,∆ Γ, B ⊢ C,D,∆

Γ ⊢ P,∆

RL

Γ, C ⊢ ∆ Γ, D ⊢ ∆ Γ ⊢ A,B,∆

Γ, P ⊢ ∆

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❝❡s rè❣❧❡s ♥♦✉s ❛♠è♥❡r❛ à
❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✱
✈♦②♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❝❡tt❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛
❞ér✐✈❛t✐♦♥

cut
Γ ⊢ P,∆ Γ, P ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ Γ, P ⊢ ∆ ❡t Γ ⊢ P,∆ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❝♦♥str✉✐t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s RR ❡t RL✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡♥
❜r❛♥❝❤❛♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ Γ, C ⊢ ∆ ❡t Γ, D ⊢ ∆ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ Γ, A ⊢
C,D,∆ ❡t Γ, B ⊢ C,D,∆✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ Γ, A ⊢ ∆ ❡t Γ, B ⊢ ∆
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❜r❛♥❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ Γ ⊢ A,B,∆ ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ ⊢ ∆✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

RR

Γ; eA : A ⊢ αC : C,αD : D,∆ Γ; eB : B ⊢ αC : C,αD : D,∆

Γ ⊢ δ(αC , αD).[eA, eB ] : P ;∆

❡t

RL

Γ; eC : C ⊢ ∆ Γ ⊢ v : M ;αA : A,αB : B,∆
Γ; eD : D ⊢ ∆ Γ; e : M ⊢ αA : A,αB : B,∆

Γ; [eC , eD].δ(αA, αB).〈v|e〉 : P ⊢ ∆

❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥

(∗)R µα〈v|e〉 7→ µα〈v′|e′〉
❡t (∗)L µ̃x〈v|e〉 7→ µ̃x〈v′|e′〉

♦ù (∗) 〈v|e〉 7→ 〈v′|e′〉 ❡st

(R) 〈δ(αC , αD).[eA, eB ]|[eC , eD].δ(αA, αB).〈v|e〉〉
7→ 〈v|e〉[eA/αA, eB/αB ][eC/αC , eD/αD]

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ♥♦tr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s ♣♦✉r
▲❑+ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ⇒ ❡t ∨ ② s♦♥t tr❛✐tés ❡t

✸✻



❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ∧ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❛✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ∨✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✈✐s✐♦♥
❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ ▲❑+✳

▲✬❛✈❛♥❝é❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥t✐❡r ét❛✐t ❜❧♦q✉é❡ ♣❛r ❧✬❛s②♠étr✐❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▲❑+ ❞✉❡ à ❧✬♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ∀L ❡t ∃R✳ ❈❡❧❛
❡♠♣ê❝❤❛✐t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▲❑+

❛✈❡❝ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ❞❡✈r❛✐t ré❣❧❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✹✳✻ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡

❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❞❛♥s ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❑+✱ ❧❡s ❞✐✈❡rs ❛s♣❡❝ts
❞✉ s②stè♠❡ ♦♥t été ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ é❝r✐t
♣♦✉r ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚❖▼✳ ➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ❧✬❛ss✐st❛♥t s❡ s✐t✉❡ à ♠✐✲❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ▲❑+ ❡①♣♦sé❡s
❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt ✿ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s
♠❛✐s ❧❡ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❜r✐è✈❡♠❡♥t
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚❖▼ ❛✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ❛rrêt❡r s✉r q✉❡❧q✉❡s ❛s♣❡❝ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t✳ ❯♥ ❧♦❣ ❝♦♠♠❡♥té ❞✬✉♥❡
s❡ss✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t ❡st ❢♦✉r♥✐ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳

✹✳✻✳✶ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚❖▼

❚❖▼ ❬▼❘✵✻❪ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡
Pr♦t❤❡♦ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉ ❡t ❆♥t♦✐♥❡s ❘❡✐❧❧❡s✳ ■❧ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣❛r ❞❡ss✉s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❏❛✈❛✱ ❈ ❡t
❖❈❛♠❧✳ P❛r♠✐ s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♦♥ ♣♦✉rr❛ r❡❧❡✈❡r ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❋✐❧tr❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐❛t✐❢s✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❞❡s
❧✐st❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❖❈❛♠❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ rè❣❧❡

[X∗, a, b, Y ∗] −→ [X∗, a, b, Y ∗] s✐ a < b, [X∗, b, a, Y ∗] sinon

❛♣♣❧✐q✉é❡ ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥ tr✐ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳

❋✐❧tr❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ▲✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡
♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦r✐sé❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ réé❝✐t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✿

f(x, g(x)) −→ h(x)

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r str❛té❣✐❡s ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r str❛té❣✐❡s ❝♦♥st✐t✉❡
✉♥ ♣♦✐♥t ❢♦rt ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ✿ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ str❛té✲
❣✐❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ✭t❡r♠❡✮ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❜❛s❡s✱
❝♦♠♠❡ ❡♥ ❙tr❛t❡❣♦ ❬❱✐s✵✶❪✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡
q✉✐ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✈❡rs ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

TopDown(S) = Sequence(S,All(TopDown(S)))

♦ù S ❡st ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❛ssé❡ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✭✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❥❛✈❛ q✉✐ réé❝r✐t
❧❡s x ❡♥ y ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ All ❡st ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ ❛♣♣❡❧❧❡ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t

✸✼



s✉r t♦✉s ❧❡s ✜❧s ❞✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t ❡t Sequence ❡st ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ ❛♣♣❡❧❧❡
s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t✱ ♣✉✐s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♥✬é❝❤♦✉❡ ♣❛s✳

P❛rt❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ▲❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♠❛♥✐♣✉❧és ♣❛r ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❚❖▼ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❝♦♠♠✉♥ à
♣❧✉s✐❡✉rs t❡r♠❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ❥❛♠❛✐s ❞✉♣❧✐qés ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳

❚r❛♥s♣❛r❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❚♦♠ s✬✐♥tè❣r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡
❤ôt❡✳ ■❧ ♦✛r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❏❛✈❛ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s②♥t❛①❡ ✉♥✐✜é❡✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ st❛❣❡✱ ❥✬❛✐ été ❛♠❡♥é à ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❛✈❡❝ ❧✬éq✉✐♣❡ ❚❖▼ à ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♣r✐s❡s✱ ❛✉t❛♥t ♣♦✉r ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉❡
♣♦✉r ♠❡ t❡♥✐r ✐♥❢♦r♠é ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡t ❡①♣r✐♠❡r ♠❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✳

✹✳✻✳✷ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥

▲❡ ♣r♦t♦t②♣❡ t✐r❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡s s♣é❝✐✜❝✐tés✱ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ s❡ ♣rê✲
t❛♥t ❜✐❡♥ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❙❛♥s s✉r♣r✐s❡✱ ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✿ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❡r♠❡s✱ séq✉❡♥ts✱ ❛r❜r❡s✱ ❡t❝✳ ❱♦②♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ q✉❡❧q✉❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s
❥✉❞✐❝✐❡✉s❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t ✿ ❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑ q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ❥❛♠❛✐s ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡s ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡s ❢❛❝✐❧✐tés ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ♦✛❡rt❡s ♣❛r ❚♦♠ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ à ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞✬✉♥
❛r❜r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❝♦♥❝✐s❡ ✿

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❙❡q▲✐st

❛♣♣❧②■♠♣❧✐❡s❘✭❙❡q✉❡♥t s❡q✱ Pr♦♣ ❛❝t✐✈❡✮ t❤r♦✇s ❊①❝❡♣t✐♦♥ ④

✪♠❛t❝❤✭❙❡q✉❡♥t s❡q✱ Pr♦♣ ❛❝t✐✈❡✮ ④

s❡q✉❡♥t✭❝t①t✱✭❳✯✱❛❝t❅✐♠♣❧✐❡s✭♣✶✱♣✷✮✱❨✯✮✮✱ ❛❝t ✲❃ ④

r❡t✉r♥ ❵❝♦♥❝❙❡q✭s❡q✉❡♥t✭❝♦♥t❡①t✭❝t①t✯✱♣✶✮✱

❝♦♥t❡①t✭❳✯✱♣✷✱❨✯✮✮✮❀

⑥

⑥

t❤r♦✇ ♥❡✇ ❊①❝❡♣t✐♦♥✭✧❝❛♥✬t ❛♣♣❧② r✉❧❡ ❂❃ ❘✧✮❀

⑥

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ séq✉❡♥t ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛❝t✐✈❡ ✭❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ ❧❡ ❢♦❝✉s✮
❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣ré♠✐ss❡s ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ⇒R

❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ▲❑✳ ❖♥ t✐r❡ ✐❝✐ ♣❛rt✐ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t✐❢✱ ✉♥ séq✉❡♥t
ét❛♥t r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ❧✐st❡s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❡t ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❝t q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
p1⇒ p2 sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✳

❘❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r
str❛té❣✐❡s ❡st ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠♣❧❛❝❡r
t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❊♥ ❧✬❛❜✲
s❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r str❛té❣✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡
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q✉✐ ❞❡s❝❡♥❞r❛✐t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❡t q✉✐ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r❛✐t ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ r❡♥✲
❝♦♥tré✳ ▲❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t ❛❧♦rs à ✏❛✐❣✉✐❧❧❡r✑ ❧❡s ❛♣♣❡❧s
ré❝✉rs✐❢s✳

❊♥ ❚♦♠✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✈✐s✐t❡✉r q✉✐ tr❛✐t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✐♠♣♦rt❛♥ts ✿
❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐t❡ s✐ ❧✬♦♥ t♦♠❜❡ s✉r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r q✉✐ q✉❛♥t✐❢❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ à
r❡♠♣❧❛❝❡r ❡t ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡✳

✪str❛t❡❣② ❘❡♣❧❛❝❡❋r❡❡❱❛rs

✭♦❧❞❴t❡r♠✿ ❚❡r♠✱ ♥❡✇❴t❡r♠✿ ❚❡r♠✮ ❡①t❡♥❞s ❵■❞❡♥t✐t②✭✮ ④

✈✐s✐t Pr♦♣ ④

r❡❧❛t✐♦♥❆♣♣❧✭r✱ t❧✮ ✲❃ ④

❚❡r♠▲✐st r❡s ❂ r❡♣❧❛❝❡❚❡r♠✭❵t❧✱ ♦❧❞❴t❡r♠✱ ♥❡✇❴t❡r♠✮❀

r❡t✉r♥ ❵r❡❧❛t✐♦♥❆♣♣❧✭r✱ r❡s✮❀

⑥

r❅❢♦r❆❧❧✭①✱❴✮ ✲❃ ④

✐❢ ✭❵① ✦❂ ♦❧❞❴t❡r♠✳❣❡t♥❛♠❡✭✮✮ ④

r❡t✉r♥ ❵r❀

⑥

❡❧s❡

t❤r♦✇ ♥❡✇ ❱✐s✐t❋❛✐❧✉r❡✭✮❀

⑥

r❅❡①✐sts✭①✱❴✮ ✲❃ ④

✐❢ ✭❵① ✦❂ ♦❧❞❴t❡r♠✳❣❡t♥❛♠❡✭✮✮

r❡t✉r♥ ❵r❀

❡❧s❡

t❤r♦✇ ♥❡✇ ❱✐s✐t❋❛✐❧✉r❡✭✮❀

⑥

⑥

⑥

■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐
❛♣♣❧✐q✉❡ ❘❡♣❧❛❝❡❋r❡❡❱❛rs ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❡t q✉✐ ❛rrêt❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥❞r❡
❞❛♥s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ✈✐s✐t❡ é❝❤♦✉❡ ✿

µx.try(sequence(ReplaceFreeV ars(a, b), all(x)))

µ ❡st ✐❝✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥ ❛♣♣❡❧ ❞❡ ré❝✉rs✐❢ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡
s❡ tr♦✉✈❛♥t s♦✉s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳ tr② ❡st ✉♥❡ tr❛té❣✐❡ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡♥ ❝❛s
❞✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ all ❡t sequence s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉ ré❛❧✐st❡ ✿ ♦♥
✈❡✉t ♣♦✉✈♦✐r ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ s♦✉s✲❜✉t ❝♦✉r❛♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❛✣❝❤❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ r❡♣♦rt❡r à ♣❧✉s t❛r❞ ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s❛♥s
♣❡r❞r❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é✱ tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣✉r❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s
▲❑✱ ❡t❝✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ✈❡rs ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♦✉✈❡rt❡s✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r✲
✈✐❡♥❞r❛✐t ❛❧♦rs ✿ ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♠❛♥✐♣✉❧és ♣❛r ❚♦♠ ét❛♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s

✸✾



♥♦♥✲♠✉t❛❜❧❡s ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥ ♥♦✉✲
✈❡❧ ♦❜❥❡t à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ▲❡s ré❢ér❡♥❝❡s ✈❡rs ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s
❜r❛♥❝❤❡s ♦✉✈❡rt❡s s❡r❛✐❡♥t ❛❧♦rs ♣❡r❞✉❡s✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❞❡♣✉✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ❚♦♠ ♦✛r❡ ✉♥ t❡❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s
♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛❜str❛✐ts ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥♥é✱ r❡♠♣❧❛❝❡r ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡
à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❡t❝✳ ❆✐♥s✐✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
à ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ♦✉✈❡rt❡s s❛♥s
r❡♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t ❧✬❛r❜r❡ ✿

❝✉rr❡♥tP♦s✳❣❡t❖♠❡❣❛✭❵❚♦♣❉♦✇♥✭❣❡t❖♣❡♥P♦s✐t✐♦♥s✭♦♣❡♥●♦❛❧s✮✮✮

❣❡t❖♠❡❣❛ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ✈✐s✐t❡✉r ♣❛ssé ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛✉
♥÷✉❞ ♣rés❡♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✉rr❡♥tP♦s✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡
❞❡s❝❡♥t❡ ❡♥ O(h) ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r h ♣✉✐s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡
TopDown(getOpenPositions(openGoals))✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✺✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✏s✉r❞é❞✉❝t✐♦♥✑ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ré❣❧é❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡♥ ♣♦s❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❡t ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈✐❛❜❧❡ ❡t é❧é❣❛♥t❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ s❡✉❧❡
❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❏✬❡s♣èr❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✈♦✐r ✉♥ ❥♦✉r ✉♥ ❛ss✐st❛♥t
❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧❡t q✉❡ ❈♦q ♠ê❧❛♥t ♠♦❞✉❧♦ ❡t s✉r❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ❡♥ ❜♦♥♥❡
✈♦✐❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉ ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▲♦❣✐❈❛❧ ❞✉ ▲■❳✳

❏✬❛✐ ♣r✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧❛✐s✐r à ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡ st❛❣❡ ❡t à ❝♦t♦②❡r ❧✬éq✉✐♣❡ Pr♦✲
t❤é♦✳ ❏✬② ❛✐ ❛❝❝♦♠♣❧✐ ✉♥ ❜♦♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ♠♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ♠❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❛
❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❛✉①q✉❡❧s ❥✬❛✐ ♣❛rt✐❝✐♣é ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♣❡❝t❛t❡✉r ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥
t❛♥t q✉✬❛❝t❡✉r à tr❛✈❡rs ❞❡✉① ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s✉r ❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞❡ ❢♦❧❞✐♥❣✴✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❡t ❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ♠✬♦♥t été ❞✬✉♥❡ ❛✐❞❡
♣ré❝✐❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡t ❞❡s ❡♥❥❡✉① ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❏✬❛✐ ❡✉
❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬② r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❡s ✜❣✉r❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ❋r❛♥❦ P❢❡♥♥✐♥❣✱ ●✐❧❧❡s
❉♦✇❡❦✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡ ▼✐q✉❡❧✱ ❚❤érès❡ ❍❛r❞✐♥ ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s✳ ❏❡ t✐❡♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐è✲
r❡♠❡♥t à ❢❛✐r❡ ♣❛rt ❞❡ ❧✬❛❞♠✐r❛t✐♦♥ q✉❡ ♠✬✐♥s♣✐r❡ ●✐❧❧❡s ❉♦✇❡❦ ♣♦✉r s♦♥ s❡♥s
❞❡ ❧❛ ♣é❞❛❣♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❝❧❛rté ❞❡ s❡s ❛rt✐❝❧❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r ♣♦✉r s♦♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s
q✉✬✐❧ ❛ s✉ ♠✬❛❝❝♦r❞❡r ♠❛❧❣ré s♦♥ ❡♠♣❧♦✐ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t ♣♦✉r s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❝♦♠✲
♠✉♥✐q✉❡r s❛ ✈✐s✐♦♥ très s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ♣r❡♥❞ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❛❝❦ ♣♦✉r s♦♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✱
s❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦✉❥♦✉rs très ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s✱ s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ s❛♥s
❧✐♠✐t❡s✳ ❏❡ ♥❡ ♣❡✉① q✉❡ r❡❣r❡tt❡r s♦♥ ❞é♣❛rt ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❥❡ ❧✉✐
s♦✉❤❛✐t❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ s♦♥ s❡♥s ❞❡ ❧✬é❞✉❝❛t✐♦♥ à ♣r♦✜t ❛✈❡❝ ♣❧❛✐s✐r ❡t s✉❝❝ès ❞❛♥s
s❛ ❢✉t✉r❡ ❝❛rr✐èr❡ ❞❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❈❧é♠❡♥t ❍♦✉t♠❛♥♥ q✉✐ ❛
❝♦❧❧❛❜♦ré à ♠❡s tr❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t ❤✉♠♦✉r✱ ❡t à ❈♦❧✐♥ ♣♦✉r s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s

✹✵



très é❝❧❛✐r❛♥t❡s ❡t s♦♥ ✐♥térêt ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ q✉✐ t♦✉❝❤❡ ❞❡ ♣rès ♦✉
❞❡ ❧♦✐♥ à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ▼❡r❝✐ ❡♥s✉✐t❡ ❛✉ r❡❧❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ♣♦✉r ❧❛ ♣❛t✐❡♥❝❡
❞♦♥t ✐❧ ❛ ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡ r❡❝❡✈♦✐r✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ st❛❣❡✱ ❥✬❛✐ ❝♦t♦②é q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t P✐❡rr❡✲❊t✐❡♥♥❡ ▼♦r❡❛✉
❞♦♥t ❧❛ ♣❛ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❚♦♠ ❡st ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t❡✱ ❡t ❆♥t♦✐♥❡ ❘❡✐❧❧❡s
q✉✐ ♥✬❤és✐t❡ ♣❛s à ♣❛ss❡r ❞❡✉① ♥✉✐ts à ❛❥♦✉t❡r ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❞♦♥t
❥✬❛✐ ❜❡s♦✐♥✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛✉❞❡♠❡♥t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡
❝♦♠♠❡ s✐ ❥✬② ét❛✐s ❞❡♣✉✐s t♦✉❥♦✉rs✳

▼❡r❝✐ ❡♥✜♥ à ❋❧♦r❡♥t✱ ➱♠✐❧✐❡ ❡t ●❡r♠❛✐♥✱ ❘❛❞✉✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❡t ❆♥❞❡rs♦♥
♣♦✉r ❧❡✉r ❛❣ré❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡✱ à ♠❡s ❝❛♠❛r❛❞❡s ❞❡ ❧✬❊s✐❛❧ q✉✐ s❡ s♦♥t ♦r✐❡♥tés
❝♦♠♠❡ ♠♦✐ ✈❡rs ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❛✉① ❛✉tr❡s é❧è✈❡s ❞✉ ♠❛st❡r ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛ssé
❞❡ ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts✳

✺✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❡t ❞✬✉♥
♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✐ r❡♣♦s❡ ❞❡ss✉s✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ❧♦♥❣
t❡r♠❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉✐♣❡ ▲♦❣✐❈❛❧✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧
❛ss✐st❛♥t q✉✐ ♠❛r✐❡ ♠♦❞✉❧♦✱ ✏s✉r❞é❞✉❝t✐♦♥✑ ❡t ❧❡ s❛✈♦✐r✲❢❛✐r❡ ❛❝❝✉♠✉❧é s✉r ❈♦q✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ r❡st❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ à ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡
❡t s❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❛✈❛♥t ❞✬❡♥ ♠❛îtr✐s❡r t♦✉s ❧❡s ❛s♣❡❝ts✱ t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦✲
r✐q✉❡ q✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❈❡ st❛❣❡ s✬❛rrêt❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▲❑+ s✬é❝❧❛✐r❝✐t
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t✱ ♥♦t❡♠♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉ ♣❛r❛❧❧è❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡✱ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t LK+ ❡t LB+ s♦♥t ❞♦♥❝ ♥♦♠❜r❡✉①
❡t ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ② ✈♦✐r ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❡♠❛✐♥❡s à ✈❡♥✐r ✿

❘❛✣♥❡r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ▲❑+ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s q✉❛tr❡ ❝❛s ❞❡
♥♦♥✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❛❧♦rs q✉❡ ▲❑ ♥✬❡♥ ♣ré✲
s❡♥t❡ q✉❡ tr♦✐s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ tr❛✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ❧❡s
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❢♦❝✉ss✐♥❣✳

▼♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ▲❇+ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ▲❇ ▲❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ▲❑+ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣r✐s❡ ❡♥
❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t tr❛✐t❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛s ❞❡ ∀ ❡t ⇒✳

➱t✉❞✐❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ▲❡s
ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❛❝❦ ❡t ●✐❧❧❡s ❉♦✇❡❦ s✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡ ❧❡s ❛♠è♥❡♥t à ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît s✉r ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦✉♣✉r❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t tr❛♥s♣♦s❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts à ▲❑+✳

▼❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧❡t ▲✬é❜❛✉❝❤❡
❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✹✳✺ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ st❛❣❡ ❞❡
♠❛st❡r ❞❡ ❈❧é♠❡♥t ❍♦✉t♠❛♥♥✳ ❈❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t ❢❛❝✐❧✐t❡r
❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳

❚❡st❡r ▲❑+ s✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ét✉❞✐é❡s ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡s ❝♦❞❛♥t
❧✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❬❉❲✵✺❪ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❩❡r♠❡❧♦ ❬❉▼✵✻❪✳

✹✶



❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❝❡s ❛✈❛♥❝és
❞❡✈r❛✐❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s
ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s s❡♠❛✐♥❡s à ✈❡♥✐r ✿
●❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s P♦✉r

✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r à ❧❛
❢♦✐s ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s t❡r♠❡ ❡t ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❡st ❞é❥❛ ♣r♦❣r❛♠♠é❡ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡
❝❤♦✐s✐r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡✳

●❡st✐♦♥ ❞✉ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t ❡st s✐t✉é❡ à ♠✐✲❝❤❡♠✐♥
❡♥tr❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▲❑+ ✿ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♠♣♦r✲
t❛♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥✲
♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ♣❛s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡♥ ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s❡❧♦♥ ❝❡s ❝r✐tèr❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❥✉st❡ ✐❝✐ ❞❡ ré♦r❣❛✲
♥✐s❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ♣♦✉r r❛❥♦✉t❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té✳

❚❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ■❧ ❡st ♣ré✈✉ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ♠ê♠❡
t❡♠♣s q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞ès q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ s❡r❛ ✜①é✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❛ été
♣❡♥sé ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ ✈✉❡✳

❊①♣♦rt❛t✐♦♥ ✈❡rs ❞✬❛✉tr❡s ❛ss✐st❛♥ts ❈❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t✲
tr❛✐❡♥t ❞✬❡①♣♦rt❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t ✈❡rs ❞✬❛✉tr❡s
♣r♦✉✈❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❋❡❧❧♦✇s❤✐♣ ❬❑✐r❪ ♦✉ ❈♦q✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳✶✳ ❋❡❧✲
❧♦✇s❤✐♣ ❧✐t ❧❡s λ̄µµ̃✲t❡r♠❡s ❡t ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❝♦♥✈❡rt✐r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
♣r❡✉✈❡ ❧✐s✐❜❧❡s ♣❛r ❈♦q ♦✉ ❡♥ str❛té❣✐❡s ♣♦✉r P❱❙✳ ❖♥ ♥✬❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛s
❜❡s♦✐♥ ❞✬❡♥❝♦❞❡r ♥♦s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ✭❝à❞✳ tr❛❞✉✐r❡ ♥♦s ♣r❡✉✈❡s
❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ✈❡rs ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✮ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ♠❛✐s ♥❡
s❡r♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s q✉✬❛♣rès ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① q✉✐ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❡♥❣❛❣é❡✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s✬♦r✐❡♥t❡
❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s sé✲

q✉❡♥ts ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣♦✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞é❞✉❝t✐❢ ❡①t❡♥s✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✭s✉r✮♥❛t✉r❡❧❧❡
s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉ ❢❛♠✐❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ▲❑✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ s❡r❛✐t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞❡ q✉✐ s✐♠✉❧❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s
❧✬❛ss✐st❛♥t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡

cut
Γ ⊢ A⇒ B

⇒L

Γ ⊢ A
ax

Γ, B ⊢ B

Γ, A⇒ B ⊢ B

Γ ⊢ B

s✐♠✉❧❡ ❧❛ rè❣❧❡

⇒E

Γ ⊢ A⇒ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛❝❤❡ tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ◆❏ ❡♥ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ▲❑✱
✐❧ r❡st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡
❡♥ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ▲❑+✳

✹✷



❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ rè❣❧❡s ❛❞ ❤♦❝ ♣♦✉r ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❢r✉❝t✉❡✉s❡ ❬❉♦❧✵✻❪✳ ▲❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♦✉ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ tr❛♥s✲
♣♦sé❡ à ▲❑+ ♣♦✉rr❛✐t ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❞♦♥♥é❡✳ ●râ❝❡ à ❬❇♦♥✵✹❪✱ ♦♥ s❛✐t ❞é❥❛ q✉❡ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥
♠♦❞✉❧♦✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s
t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ▲❑+✳

❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ s✉r✲s②stè♠❡ ▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉✐ s✬✐♥st❛❧❧❡ ❡♥ ✜♥
❞❡ st❛❣❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ▲❑+ à ♣❛rt✐r ❞❡
♥✬✐♠♣♦rt❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ✭▲❏✱ ▲❇✱ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✳ ✳ ✳✮ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉❡
❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ❧❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r
✉♥ ❛ss✐st❛♥t q✉✐ ♣r❡♥♥❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❡♥ ❡♥tré❡
❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ♥♦♥✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐té ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❧❡ s✉r✲s②stè♠❡ ❛ss♦❝✐é✳

❈❡ st❛❣❡ ♦✉✈r❡ ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ✈♦✐❡s à ❡①♣❧♦r❡r✱ t❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲❡s ❢❛❝✐❧✐tés ♦✛❡rt❡s ♣❛r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t
▲❑+ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥❡ ♣✐st❡
♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ♠♦❞✉❧♦✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❬❆❈P✵✶❪ ❆✳ ❆❜❡❧✱ ❇✳✲❨✳ ❊✳ ❈❤❛♥❣ ❡t ❋✳ P❢❡♥♥✐♥❣✱ ✓ ❍✉♠❛♥✲r❡❛❞❛❜❧❡✱
♠❛❝❤✐♥❡✲✈❡r✐✜❛❜❧❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❧♦❣✐❝ ✔✱ ❞❛♥s Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ Pr♦♦❢ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ Pr♦♦❢ Pr❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ Pr♦♦❢s ✭P❚P✬✵✶✮✱ ❙✐❡♥❛✱ ■t❛❧②✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✶✳

❬❇❍❲❪ P✳ ❇r❛✉♥❡r✱ ❈✳ ❍♦✉t♠❛♥♥ ❡t ❇✳ ❲❛❝❦✳ ✓ ❆♥ ❡①t❡♥❞✐❜❧❡ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s ✔✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴⑦❜r❛✉♥❡r✴❡①t❡♥❞✐❜❧❡✳♣s✳❣③✳

❬❇♦♥✵✹❪ ❘✳ ❇♦♥✐❝❤♦♥✱ ✓ ❚❛♠❡❞ ✿ ❆ t❛❜❧❡❛✉ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✳ ✔✱
❞❛♥s ■❏❈❆❘✱ ♣✳ ✹✹✺✕✹✺✾✱ ✷✵✵✹✳

❬❈❍✵✵❪ P✳✲▲✳ ❈✉r✐❡♥ ❡t ❍✳ ❍❡r❜❡❧✐♥✱ ✓ ❚❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✔✱ ❞❛♥s
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■❈❋P ✬✵✵✱ ❝♦❧❧✳ ✓ ❙■●P▲❆◆ ◆♦t✐❝❡s ✸✺✭✾✮ ✔✱ ♣✳ ✷✸✸✕✷✹✸✳
❆❈▼✱ ✷✵✵✵✳

❬❈▲❲✵✸❪ ❍✳ ❈✐rst❡❛✱ ▲✳ ▲✐q✉♦r✐ ❡t ❇✳ ❲❛❝❦✱ ✓ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤
✜①♣♦✐♥ts ✿ ❯♥t②♣❡❞ ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r s②st❡♠s ✔✱ ❞❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
❚❨P❊❙✱ ✈♦❧✳ ✸✵✽✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✳

❬❈♦q✵✻❪ Pr♦❥❡t ▲♦❣✐❈❛❧✱ ■◆❘■❆ ❘♦❝q✉❡♥❝♦✉rt✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐s✲
t❛♥t✱ ✷✵✵✻✳ ❤tt♣✿✴✴❝♦q✳✐♥r✐❛✳❢r✳

❬❉❍❑✵✸❪ ●✳ ❉♦✇❡❦✱ ❚✳ ❍❛r❞✐♥ ❡t ❈✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ✓ ❚❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ♠♦✲
❞✉❧♦✱ r❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✔✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ♥♦ ✹✽✻✶✱ ■♥st✐t✉t ◆❛✲
t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❏✉❧② ✷✵✵✸✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♥r✐❛✳❢r✴rrrt✴rr✲✹✽✻✶✳❤t♠❧✳

❬❉▼✵✻❪ ●✳ ❉♦✇❡❦ ❡t ❆✳ ▼✐q✉❡❧✳ ✓ ❈✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ③❡r♠❡✲
❧♦✬s s❡t t❤❡♦r② ✔✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣♣s✳❥✉ss✐❡✉✳❢r✴⑦♠✐q✉❡❧✴♣✉❜❧✐s✴

③♠♦❞✲❧♦♥❣✳♣s✳❣③✱ ✷✵✵✻✳

❬❉♦❧✵✻❪ ❉✳ ❉♦❧✐❣❡③✳ ✓ ❩❡♥♦♥ ✿ ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ✔✱ ✷✵✵✻✳ ❤tt♣✿✴✴

♠♦❞✉❧♦❣✐❝✳✐♥r✐❛✳❢r✴❡①♣♦s❡s✲✷✵✵✻✲✵✻✲✵✼✴❞♦❧✐❣❡③✳♣❞❢✳

✹✸



❬❉❲✾✽❪ ●✳ ❉♦✇❡❦ ❡t ❇✳❲❡r♥❡r✱ ✓ Pr♦♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ✔✳ ❘❛♣♣♦rt
❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ♥♦ ✸✺✹✷✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
❡t ❡♥ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✾✽✳

❬❉❲✵✺❪ ●✳ ❉♦✇❡❦ ❡t ❇✳❲❡r♥❡r✱ ✓ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❛s ❛ t❤❡♦r② ♠♦❞✉❧♦ ✔✱ ❞❛♥s ❏✳
●✐❡s❧✱ é❞✐t❡✉r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❘❚❆✬✵✺✱ ✈♦❧✳ ✸✹✻✼ ✭❝♦❧❧✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✮✱ ♣✳ ✹✷✸✕✹✸✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✳

❬●▲❚✽✾❪ ❏✳✲❨✳ ●✐r❛r❞✱ ❨✳ ▲❛❢♦♥t ❡t P✳ ❚❛②❧♦r✱ Pr♦♦❢s ❛♥❞ ❚②♣❡s✱ ✈♦❧✳ ✼
✭❝♦❧❧✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❚r❛❝ts ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✮✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✽✾✳

❬❑✐r❪ ❋✳❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❡❧❧♦✇s❤✐♣ ♠❛♥✉❛❧✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧✐①✳♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❢r✴▲❛❜♦✴❋❧♦r❡♥t✳❑✐r❝❤♥❡r✴❢❡❧❧♦✇s❤✐♣✴❞♦❝✴❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳♣s✳

❬❑✐r✵✻❪ ❋✳ ❑✐r❝❤♥❡r✳ ✓ ❆ ✜♥✐t❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r② ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✔✳ ✷✵✵✻✳

❬▲❡s✽✻❪ P✳ ▲❡s❝❛♥♥❡✱ ✓ ❘❡✈❡ ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✔✱ ❞❛♥s ❏✳ ❙✐❡❦♠❛♥♥✱
é❞✐t❡✉r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❉❡✲
❞✉❝t✐♦♥✱ ❖①❢♦r❞ ✭❯❑✮✱ ❝♦❧❧✳ ✓ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✔✱
♣✳ ✻✾✻✕✻✾✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✻✳

❬▲❡t✵✹❪ P✳ ▲❡t♦✉③❡②✱ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❡rt✐✜é❡ ✕ ▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t ❈♦q✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té
P❛r✐s✲❙✉❞✱ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✹✳

❬▼❘✵✻❪ P✳✲❊✳▼♦r❡❛✉ ❡t ❆✳ ❘❡✐❧❧❡s✳ ✓ ❚❤❡ t♦♠ ❤♦♠❡ ♣❛❣❡ ✔✳ ❤tt♣✿✴✴t♦♠✳
❧♦r✐❛✳❢r✱ ✷✵✵✻✳

❬❖❘❙✾✷❪ ❙✳ ❖✇r❡✱ ❏✳ ▼✳ ❘✉s❤❜②✱ ❡t ◆✳ ❙❤❛♥❦❛r✱ ✓ P❱❙ ✿ ❆ ♣r♦t♦t②♣❡
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✔✱ ❞❛♥s ❉✳ ❑❛♣✉r✱ é❞✐t❡✉r✱ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✭❈❆❉❊✮✱ ✈♦❧✳ ✻✵✼ ✭❝♦❧❧✳ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✮✱ ♣✳ ✼✹✽✕✼✺✷✱ ❙❛r❛t♦❣❛✱ ◆❨✱ ❥✉♥ ✶✾✾✷✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬P❛✉✾✹❪ ▲✳ P❛✉❧s♦♥✱ ■s❛❜❡❧❧❡ ✿ ❆ ●❡♥❡r✐❝ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈❡r✱ ✈♦❧✳ ✽✷✽ ✭❝♦❧❧✳
▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✮✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✹✳

❬Pr❛✻✺❪ ❉✳ Pr❛✇✐t③✱ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ Pr♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❙t✉❞②✳ ✶✾✻✺✳

❬❙❯✾✽❪ ▼✳ ❍✳ ❙ør❡♥s❡♥ ❡t P✳ ❯r③②❝③②♥✱ ✓ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr②✲❤♦✇❛r❞
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✔✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❉■❑❯ ❘❛♣♣♦rt ✾✽✴✶✹✱ ✶✾✾✽✳

❬❱✐s✵✶❪ ❊✳ ❱✐ss❡r✱ ✓ ❙tr❛t❡❣♦ ✿ ❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛✲
s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❙②st❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❙tr❛t❡❣♦ ✵✳✺ ✔✱
❞❛♥s ❆✳ ▼✐❞❞❡❧❞♦r♣✱ é❞✐t❡✉r✱ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✭❘❚❆✬✵✶✮✱ ✈♦❧✳ ✷✵✺✶ ✭❝♦❧❧✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✮✱
♣✳ ✸✺✼✕✸✻✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ▼❛② ✷✵✵✶✳

❬❲❛❝✵✺❪ ❇✳ ❲❛❝❦✱ ❚②♣❛❣❡ ❡t ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡
❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ◆❛♥❝② ✶✱ ✷✵✵✺✳

❬❲❲✾✾❪ ❆✳❲❛❛❧❡r ❡t ▲✳❲❛❧❧❡♥✱ ✓ ❚❛❜❧❡❛✉① ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s ✔✱ ❞❛♥s
▼✳ ❉✬❆❣♦st✐♥♦✱ ❉✳ ●❛❜❜❛②✱ ❘✳ ❍ä❤♥❧❡ ❡t ❏✳ P♦s❡❣❣❛✱ é❞✐t❡✉rs✱
❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❚❛❜❧❡❛✉ ▼❡t❤♦❞s✳ ❑❧✉✇❡r✱ ❉♦r❞r❡❝❤t✱ ✶✾✾✾✳

✹✹



❆ ❘è❣❧❡s ❞❡ ◆❏

❆①✐♦♠❡ ❘è❣❧❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡

ax
Γ, A ⊢ A

weak
Γ ⊢ A

Γ, B ⊢ A

❘è❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

⊥E

Γ ⊢ ⊥

Γ ⊢ φ
⊤E

Γ ⊢ ⊤

∧E1

Γ ⊢ A ∧B

Γ ⊢ A
∧E2

Γ ⊢ A ∧B

Γ ⊢ B
∧I

Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧B

∨E

Γ ⊢ A ∨B Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
∨I1

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨B
∨I2

Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨B

⇒E

Γ ⊢ A⇒ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B
⇒I

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A⇒ B

∀E

Γ ⊢ ∀x.A

Γ ⊢ A[t/x]
∀I

Γ ⊢ A

Γ ⊢ ∀x.A
x /∈ FV(Γ)

∃E

Γ ⊢ ∃x.A Γ, A ⊢ C

Γ ⊢ C
x /∈ FV(Γ, C) ∃I

Γ ⊢ A[t/x],∆

Γ ⊢ ∃x.A,∆

P♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ∀E ❡t ∃I ✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x /∈ FV(Γ,∆) s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧✐❜r❡ ♥✐ ❞❛♥s Γ✱ ♥✐ ❞❛♥s ∆✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ A[t/x]✱
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉❜st✐t✉❡ ✉♥ t❡r♠❡ t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s
❞❡ x ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳

❇ Pr❡✉✈❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt
❛✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t

Γ ⊢ Q1, R1,∆ . . .Γ ⊢ Q1, Rm,∆

Γ ⊢ Q1,∆ . . .

Γ ⊢ Qn, R1,∆ . . .Γ ⊢ Qn, Rm,∆

Γ ⊢ Qn,∆

Γ ⊢ P,∆

♦ù ❧❡s Rj s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s Qi✱ ❝à❞ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s✱
s❡r❛ ❛❜❜ré❣é ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ✿

Γ ⊢ Qi, Rj ,∆

Γ ⊢ Qi,∆
j = 1 . . . m

Γ ⊢ P,∆
i = 1 . . . n

✹✺



❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ R∗ ✭r❡s♣✳ L∗✮ r❡♣rés❡♥t❡ ③ér♦ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ rè❣❧❡s ❞r♦✐t❡s ✭r❡s♣✳ ❣❛✉❝❤❡s✮ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ▲❑✳

❇✳✶ ▲❑+ ✈❡rs✐♦♥ ✶

❚❤❡♦rè♠❡ ✷ ✭❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮✳ P♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❞é❞✉❝t✐❢ ▲❑+ ❞ér✐✈é ❞✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ Th t❡❧❧❡ q✉❡ Γ ⊢+ φ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ Γ, Th ⊢ φ✳

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ Th ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❞é❞✉❝t✐♦♥
♠♦❞✉❧♦✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞é❥à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞✬é❣❛❧✐té =✱ ♦♥ ❡♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ l→ r s❡ tr❛❞✉✐t ❛❧♦rs ❡♥
✉♥ ❛①✐♦♠❡ ✿

✕ ∀x.(l = r) s✐ l→ r ∈ Rt

✕ ∀x.(l⇔ r) s✐ l→ r ∈ RP

♦ù x ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s l ❡t r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ Γ ⊢+ φ✱ ❛❧♦rs Γ, Th ⊢ φ ✭❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥✮✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ré❝✐♣r♦❝q✉❡ ✭❝♦♠♣❧ét✉❞❡✮✳

❙✐ Γ ⊢+ φ ❛❧♦rs Γ, Th ⊢ φ ✿ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r Γ, Th ⊢ φ✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑ ❡t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ Γ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ ⊢+ φ✳ ■❧
s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s
▲❑ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✏s✉r✲rè❣❧❡✑ ❞r♦✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
R : P ⇔ φ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✹✳✻✳

RR

H1 . . . Hn

Γ ⊢+ P,∆
C

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ RR✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ▲❑ ❞♦♥t ❧❡s ♣ré✲
♠✐ss❡s s♦♥t H1 . . .Hn✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t φ ❡t q✉✐ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ C✳ ❊♥ ❛✛❛✐❜❧✐ss❛♥t ✭rè❣❧❡s weak✮ Γ ❡♥ Γ, Th ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
Γ, Th ⊢ P s✉✐✈❛♥t❡✳

H1 . . . Hn
. . . . .

.

Γ, Th ⊢ φ,∆
ax

Γ, Th, P ⊢ P,∆
⇒L

Γ, Th, φ⇒ P ⊢ P,∆
∧L

Γ, Th, φ⇔ P ⊢ P,∆
Th = Th′ ∪ {φ⇔ P}

Γ, Th ⊢ P,∆

▲❡ ❝❛s ❣❛✉❝❤❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❞r♦✐t✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❣❛✉❝❤❡

RL

H1 . . . Hn

Γ, P ⊢+ ∆
C

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ▲❑ q✉✐ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ RL ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t φ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐✲
❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ, Th, P ⊢ ∆ s✉✐✈❛♥t❡✳

✹✻



ax
Γ, Th, P ⊢ P,∆

H1 . . . Hn
. . . . .

.

Γ, Th, φ ⊢ ∆
⇒L

Γ, Th, P ⇒ φ, P ⊢ ∆
∧L

Γ, Th, φ⇔ P, P ⊢ ∆
Th = Th′ ∪ {φ⇔ P}

Γ, Th, P ⊢ ∆

❙✐ Γ, Th ⊢ φ ❛❧♦rs Γ ⊢+ φ ✿ ❙♦✐t Π ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ, Th ⊢+ φ✳ ❊❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡
tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
Γ, Th ⊢ φ✳ ❙♦✐❡♥t Ax1, . . . ,Axn ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ Th
❡t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ, Th ⊢ φ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡
s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ Γ ⊢+ φ✳

⊢+ Ax1

weak
Γ ⊢+ Ax1

⊢+ Axn
weak

Γ,Ax1, . . . ,Axn−1 ⊢+ Axn

Π

Γ,Ax1, . . . ,Axn ⊢+ φ
cut

. .
.

cut
Γ,Ax1 ⊢+ φ

cut
Γ ⊢+ φ

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ Th ❞❛♥s ▲❑ ♣♦✉r ♦❜✲
t❡♥✐r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ ⊢+ φ✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛①✐♦♠❡
Pi ⇔ φi ❞❡ Th✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r Pi ⊢+ φi ❡t φi ⊢+ Pi✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s φi✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✶ ✭❍②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ R ❞❡ R ❞é✲
✜♥✐❡ ♣❛r P → φ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P ⊢+ φ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ⊢+ P
❞❛♥s ▲❑+ q✉✐ ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s

Ax . . . Ax
. . . . .

.

RL . . .

Ax . . . Ax
. . . . .

.

RL
. . . . .

.

R∗

P ⊢+ φ

❡t
Ax . . . Ax

. . . . .
.

RR
Γ, φ ⊢+ P

♦ù RR ❡t RL s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ▲❑+ ❞ér✐✈é❡s ❞❡ R ❡t ♦ù R∗ s✐❣♥✐✜❡ ✏③ér♦
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ ▲❑✑✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ R : P → φ✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❞❡
têt❡ ❞❡ φ✳

φ ❡st ❛t♦♠✐q✉❡ ✿ ❈❡ ❝❛s ❡st é✈✐❞❡♥t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

RR

Γ ⊢+ φ,∆

Γ ⊢+ P,∆
RL

Γ, φ ⊢+ ∆

Γ, P ⊢+ ∆

✹✼



❡t ♦♥ ❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ φ ⊢+ P ❡t P ⊢+ φ✳

RR

ax
φ ⊢+ φ

φ ⊢+ P
RL

ax
φ ⊢+ φ

P ⊢+ φ

φ ❡st ⊥ ✿ ❈❡ ❝❛s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ⊢+ P ❡st ✐♠♠é✲
❞✐❛t❡✳

⊥L
⊥ ⊢+ P

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣❛✉❝❤❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ RL q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ P ⊢+ φ✳

RL
Γ, P ⊢+ ∆ ❞♦♥❝

RL
P ⊢+ ⊥

φ ❡st ⊤ ✿ ❈❡ ❝❛s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P ⊢+ φ ❡st
✐♠♠é❞✐❛t❡✳

⊤R
P ⊢+ ⊤

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞r♦✐t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ RR q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ φ ⊢+ P ✳

RR
Γ ⊢+ P,∆ ❞♦♥❝

RR
⊤ ⊢+ P

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∀x.φ1(x) ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s R1 : P1(x)→ φ1(x) ❛✈❡❝ P1(x) ❛t♦♠✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ♣r♦✉✈❡r φ ⊢+ P ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RR

Γ,Γi(x) ⊢ ∆i(x),∆
R∗, L∗ C, i = 1 . . . n

Γ ⊢ φ1(x),∆
∀R x 6∈ FV(Γ,∆)

Γ ⊢ φ,∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi(x) ⊢ ∆i(x),∆
RR C ∪ {x 6∈ FV(Γ,∆)}, i = 1 . . . n

Γ ⊢+ P,∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi(x) ⊢ ∆i(x),∆
R1R

C, i = 1 . . . n
Γ ⊢+ P1(x),∆

♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s Γi(x) ❡t ∆i(x) ♣♦✉r i = 1 . . . n✳ C ❡st
✐❝✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❡ φ1✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ1(x) ⊢+ P1(x)
❞❛♥s ▲❑+ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

✹✽



Πi(x)

φi(x),Γi(x) ⊢ ∆i(x)
R1R i = 1 . . . n

φ1(x) ⊢+ P1(x)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s Π1...n(x) ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ φ ⊢+ P

Πi(x)

φ1(x),Γi(x) ⊢+ ∆i(x)
∀L
∀x.φ1(x),Γi(x) ⊢+ ∆i(x)

RR i = 1 . . . n
∀x.φ1(x)
︸ ︷︷ ︸

φ

⊢+ P

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐♦❧é❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ RR ♣✉✐s✲
q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❡ φ1✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt x
❡st ❜✐❡♥ ❧✐é❡ ❞❛♥s ∀x.φ1(x)✳

Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t P ⊢+ φ✳ ❈❡ ❝❛s ❡st tr✐✈✐❛❧ ❝❛r ♦♥ ♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡
♣❛s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t ∀ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❞❡ têt❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡s séq✉❡♥ts ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t

RL

Γ,∀x.φ1(x) ⊢+ ∆

Γ, P ⊢+ ∆

❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ P ⊢+ φ

RL

ax
∀x.φ1(x) ⊢+ ∀x.φ1(x)

P ⊢+ ∀x.φ1(x)

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∃x.φ1(x) ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R1 :
P1(x) → φ1(x) t❡❧❧❡ q✉❡ P1(x) ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡✳ ❈♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣r♦✉✈❡r P ⊢+ φ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RL

Γ,Γi(x) ⊢ ∆i(x),∆
R∗, L∗ C, i = 1 . . . n

Γ, φ1(x) ⊢ ∆
∃L x 6∈ FV(Γ,∆)

Γ, φ ⊢ ∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi(x) ⊢ ∆i(x),∆
RL C ∪ {x 6∈ FV(Γ,∆)}, i = 1 . . . n

Γ, P ⊢+ ∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi(x) ⊢ ∆i(x),∆
R1L

C, i = 1 . . . n
Γ, P1(x) ⊢+ ∆

✹✾



♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s Γi(x) ❡t ∆i(x) ♣♦✉r i = 1 . . . n✳ C ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❡ φ1✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ φ1(x) ⊢+ P1(x) ❞❛♥s
▲❑+ t❡❧❧❡ q✉❡

Πi,j(x)

Γi(x),Γj(x) ⊢+ ∆i(x),∆j(x)
R1L i = 1 . . . n

P1(x),Γj(x) ⊢+ ∆j(x),∆
R∗ j = 1 . . .m

P1 ⊢+ φ1(x)

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ⊢+ P s✉✐✈❛♥t❡

Πi,j(x)

Γi(x),Γj(x) ⊢+ ∆i(x),∆j(x)
R∗, L∗ j = 1 . . .m

Γi(x) ⊢+ ∆i(x), φ1(x)
∃R

Γi(x) ⊢+ ∆i(x),∃x.φ1(x)
RL i = 1 . . . n

P ⊢+ ∃x.φ1(x)

❖♥ ♥❡ ✈✐♦❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t RL ❝❛r x ❡st ❧✐é❡ ♣❛rt♦✉t
❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s C ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s
❞❡ φ1✳

Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t φ ⊢+ P ✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ∀✱ ❝✬❡st tr✐✈✐❛❧ ❝❛r
♦♥ ♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ♣❛s ❧❡s ∃ ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t ❞❡s séq✉❡♥ts ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

RR

Γ ⊢+ ∃x.φ1(x),∆

Γ ⊢+ φ,∆

❊t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ⊢+ P ✳

RR

ax
∃x.φ1(x) ⊢+ ∃x.φ1(x)

∃x.φ1(x) ⊢ P

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ φ1 ∧ φ2 ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R1 :
P1 ⇔ φ1 ❡tR2 : P2 ⇔ φ2 ♦ù P1 ❡t P2 s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣r♦✉✈❡r φ ⊢+ P ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RR

Γ,Γi ⊢ ∆i
R∗, L∗ C1, i = 1 . . . n

Γ ⊢ φ1,∆

Γ,Γj ⊢ ∆j
R∗, L∗ C2, j = 1 . . . m

Γ ⊢ φ2,∆
∧R

Γ ⊢ φ,∆

❧❛ rè❣❧❡

RR

Γ,Γi ⊢+ ∆i,∆ Γ,Γj ⊢+ ∆j ,∆

Γ ⊢+ P,∆
C1 ∪ C2

✺✵



❧❛ rè❣❧❡

R1R

Γ,Γi ⊢+ ∆i,∆

Γ ⊢+ P1,∆
C1

❡t ❧❛ rè❣❧❡

R2R

Γ,Γj ⊢+ ∆j ,∆

Γ ⊢+ P2,∆
C1

❛✈❡❝ i = 1 . . . n ❡t j = 1 . . .m ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s Γi✱ ∆i✱ Γj ❡t ∆j ✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ φ1 ⊢+ P1

❡t φ2 ⊢+ P2 ❞❛♥s ▲❑+

Πi

φ1,Γi ⊢+ ∆i
R1R i = 1 . . . n

φ1 ⊢+ P1

Πj

φ2,Γj ⊢+ ∆j
R2R

j = 1 . . .m
φ2 ⊢+ P2

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ⊢+ P ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

Πi

φ1, φ2,Γi ⊢+ ∆i
∧L

φ1 ∧ φ2,Γi ⊢+ ∆i

Πj

φ1, φ2,Γj ⊢+ ∆j
∧L

φ1 ∧ φ2,Γj ⊢+ ∆j
RR

φ1 ∧ φ2 ⊢+ P

❛✈❡❝ i = 1 . . . n ❡t j = 1 . . .m✳
▲❛ rè❣❧❡ RR ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s❛♥s ✈✐♦❧❡r s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❝❛r C1 ❡t C2 ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❡ φ1 ❡t φ2✳

Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t P ⊢+ φ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RL ✿

Γ,Γi1 ,Γi2 ⊢ ∆,∆i1 ,∆i2
R∗, L∗ i2 = 1 . . . m

Γ,Γi1 , φ2 ⊢ ∆,∆i1
R∗, L∗ i1 = 1 . . . n

Γ, φ1, φ2 ⊢ ∆
∧L

Γ, φ ⊢ ∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi1 ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i1 ,∆i2
RL i1 = 1 . . . n, i2 = 1 . . . m

Γ, P ⊢+ ∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi1 ⊢+ ∆,∆i1
R1L

i1 = 1 . . . n
Γ, P1 ⊢+ ∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i2
R2L

i2 = 1 . . . m
Γ, P2 ⊢+ ∆

✺✶



♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s Γi1 ✱ Γi2 ✱ ∆i1 ❡t ∆i2 ♣♦✉r i1 = 1 . . . n
❡t i2 = 1 . . .m✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ P1 ⊢+ φ1

❡t P2 ⊢+ φ2

Πj1,i1

Γj1 ,Γi1 ⊢+ ∆j1 ,∆i1
R1L

i1 = 1 . . . n
Γj1 , P1 ⊢+ ∆j1

R∗ j1 = 1 . . . p
P1 ⊢+ φ1

Πj2,i2

Γj2 ,Γi2 ⊢+ ∆j2 ,∆i2
R2L

i2 = 1 . . . m
Γj2 , P2 ⊢+ ∆j2

R∗ j2 = 1 . . . q
P2 ⊢+ φ2

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P ⊢+ φ s✉✐✈❛♥t❡✱

Πj1,i1

Γj1 ,Γi1 ,Γi2 ⊢+ ∆j1 ,∆i1 ,∆i2
RL

Γj1 , P ⊢+ ∆j1
R∗

P ⊢+ φ1

Πj2,i2

Γj2 ,Γi1 ,Γi2 ⊢+ ∆j2 ,∆i2 ,∆i2
RL

Γj2 , P ⊢+ ∆j2
R∗

P ⊢+ φ2

P ⊢+ φ1 ∧ φ2

♦ù i1 = 1 . . . n✱ i2 = 1 . . .m✱ j1 = 1 . . . p ❡t j2 = 1 . . . q✳ ❈♦♠♠❡
♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❞é❥❛ Γi1 ✱ Γi2 ✱ ∆i1 ❡t ∆i2 ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♣❤❛✲
❝♦♥✈❡rt✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s Γj1 ✱ Γj2 ✱ ∆j1 ❡t ∆j2

❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t ❞❡ R∗ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬✐❧ ♥✬②
❛✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ Γi1 ✱ Γi2 ✱ ∆i1 ❡t ∆i2 ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ RL q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡
Γi1 ✱ Γi2 ✱ ∆i1 ❡t ∆i2 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐♦❧é❡s✳

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ φ1 ∨ φ2 ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R1 :
P1 → φ1 ❡t R2 : P2 → φ2 t❡❧❧❡s q✉❡ P1 ❡t P2 s♦♥t ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ▼♦♥✲
tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ φ ⊢+ P ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RR ✿

Γ,Γi1 ,Γi2 ⊢ ∆,∆i1 ,∆i2
R∗, L∗ i2 = 1 . . . m

Γ,Γi1 ⊢ φ2,∆,∆i1
R∗, L∗ i1 = 1 . . . n

Γ ⊢ φ1, φ2,∆
∨R

Γ ⊢ φ1 ∨ φ2,∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi1 ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i1 ,∆i2
RR i1 = 1 . . . n, i2 = 1 . . . m

Γ ⊢+ P,∆

✺✷



❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi1 ⊢+ ∆,∆i1
R1R

i1 = 1 . . . n
Γ ⊢+ P1,∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i2
R2R

i2 = 1 . . . m
Γ,⊢+ P2,∆

♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s Γi1 ✱ Γi2 ✱ ∆i1 ❡t ∆i2 ♣♦✉r i1 = 1 . . . n ❡t i2 =
1 . . .m✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ φ1 ⊢+ P1

❡t φ2 ⊢+ P2✳

Πi1

φ1,Γi1 ⊢+ ∆i1
R1R

i1 = 1 . . . n
φ1 ⊢+ P1

Πi2

φ2,Γi2 ⊢+ ∆i2
R2R

i2 = 1 . . . m
φ2 ⊢+ P2

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ φ ⊢+ P

Πi1

φ1,Γi1 ,Γi2 ⊢+ ∆i1 ,∆i2

Πi2

φ2,Γi1 ,Γi2 ⊢+ ∆i1 ,∆i2
∨L

φ1 ∨ φ2,Γi1 ,Γi2 ⊢+ ∆i1 ,∆i2
RR

φ1 ∨ φ2 ⊢+ P

♦ù i1 = 1 . . . n ❡t i2 = 1 . . .m✳ ❖♥ ♥❡ ✈✐♦❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝té❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RR ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡
❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❡ φ1 ❡t φ2 ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

Pr♦✉✈♦♥s P ⊢+ φ à ♣rés❡♥t✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RL

Γ,Γi1 ⊢ ∆,∆i1
R∗, L∗ i1 = 1 . . . n

Γ, φ1 ⊢ ∆

Γ,Γi2 ⊢ ∆,∆i2
R∗, L∗ i2 = 1 . . . m

Γ, φ2 ⊢ ∆
∨L

Γ, φ1 ∨ φ2 ⊢ ∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi1 ⊢+ ∆,∆i1 Γ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i2
RL i1 = 1 . . . n, i2 = 1 . . . m

Γ, P ⊢+ ∆

❧❛ rè❣❧❡

✺✸



Γ,Γi1 ⊢+ ∆,∆i1
R1L

i1 = 1 . . . n
Γ, P1 ⊢+ ∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i2
R2L

i2 = 1 . . . m
Γ, P2 ⊢+ ∆

♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s Γi1 ✱ Γi2 ✱ ∆i1 ❡t ∆i2 ♣♦✉r i1 = 1 . . . n
❡t i2 = 1 . . .m✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ P1 ⊢+

φ1 ❡t P2 ⊢+ φ2

Πj1,i1

Γj1 ,Γi1 ⊢+ ∆j1 ,∆i1
R1L

i1 = 1 . . . n
Γj1 , P1 ⊢+ ∆j1

R∗ j1 = 1 . . . p
P1 ⊢+ φ1

Πj2,i2

Γj2 ,Γi2 ⊢+ ∆j2 ,∆i2
R2L

i2 = 1 . . . m
Γj2 , P2 ⊢+ ∆j2

R∗ j2 = 1 . . . q
P2 ⊢+ φ2

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ P ⊢+ φ

Πj1,i1

Γj1 ,Γj2,Γi1 ⊢+ ∆j1 ,∆j2 ,∆i1

Πj2,i2

Γj1 ,Γj2,Γi2 ⊢+ ∆j1 ,∆j2 ,∆i2
RL

Γj1 ,Γj2, P ⊢+ ∆j1 ,∆j2
R∗

Γj1 , P ⊢+ ∆j1 , φ2

R∗

P ⊢+ φ1, φ2
∨R

P ⊢+ φ1 ∨ φ2

♦ù i1 = 1 . . . n✱ i2 = 1 . . .m✱ j1 = 1 . . . p ❡t j2 = 1 . . . q✳ P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s
r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s P ⊢+ φ1 ∧ φ2✱ ♦♥ ♣❡✉t é✈✐t❡r ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ RL ❡♥ ❛❧♣❤❛✲r❡♥♦♠♠❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❢r❛✐❝❤❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ∀✳

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ φ1 ⇒ φ2 ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ R1 :
P1 → φ1 ❡t R2 : P2 → φ2 t❡❧❧❡s q✉❡ P1 ❡t P2 s♦♥t ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ▼♦♥✲
tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ φ ⊢+ P ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RR ✿

Γ,Γi1 ,Γi2 ⊢ ∆,∆i1 ,∆i2
R∗, L∗ i2 = 1 . . . m

Γ,Γi1 ⊢ φ2,∆,∆i1
R∗, L∗ i1 = 1 . . . n

Γφ1 ⊢ φ2,∆⇒R
Γ ⊢ φ1 ⇒ φ2,∆

✺✹



❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi1 ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i1 ,∆i2
RR i1 = 1 . . . n, i2 = 1 . . . m

Γ ⊢+ P,∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi1 ⊢+ ∆,∆i1
R1L

i1 = 1 . . . n
Γ, P1 ⊢+ ∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i2
R2R

i2 = 1 . . . m
Γ,⊢+ P2,∆

♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s Γi1 ✱ Γi2 ✱ ∆i1 ❡t ∆i2 ♣♦✉r i1 = 1 . . . n ❡t i2 =
1 . . .m✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ φ1 ⊢+ P1

❡t φ2 ⊢+ P2

Πj1,i1

Γj1 ,Γi1 ⊢+ ∆j1 ,∆i1
R1L

i1 = 1 . . . n
Γj1 , P1 ⊢+ ∆j1

R∗ j1 = 1 . . . p
P1 ⊢+ φ1

Πi2

φ2,Γi2 ⊢+ ∆i2
R2R

i2 = 1 . . . m
φ2 ⊢+ P2

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ φ ⊢+ P

Πi2

φ2,Γi2 ,Γi1 ⊢+ ∆i2 ,∆i1

Πj1,i1

Γi2 ,Γi1 ,Γj1 ⊢+ ∆i2 ,∆i1 ,∆j1
R∗, L∗

Γi2 ,Γi1 ⊢+ φ1,∆i2 ,∆i1⇒L
φ1 ⇒ φ2,Γi2 ,Γi1 ⊢+ ∆i2 ,∆i1

RR
φ1 ⇒ φ2 ⊢+ P

♦ù i1 = 1 . . . n✱ i2 = 1 . . .m ❡t j1 = 1 . . . p✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ RR✱
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❡ φ1 ❡t φ2✱ ❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✈✐♦❧é❡s ✐❝✐✳

Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t P ⊢+ φ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RL

Γ,Γi1 ⊢ ∆,∆i1
R∗, L∗ i1 = 1 . . . n

Γ ⊢ φ1,∆

Γ,Γi2 ⊢ ∆,∆i2
R∗, L∗ i2 = 1 . . . m

Γ, φ2 ⊢ ∆
∨L

Γ, φ1 ⇒ φ2 ⊢ ∆

✺✺



❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi1 ⊢+ ∆,∆i1 Γ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i2
RL i1 = 1 . . . n, i2 = 1 . . . m

Γ, P ⊢+ ∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi1 ⊢+ ∆,∆i1
R1R

i1 = 1 . . . n
Γ ⊢+ P1,∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi2 ⊢+ ∆,∆i2
R2L

i2 = 1 . . . m
Γ, P2 ⊢+ ∆

♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s Γi1 ✱ Γi2 ✱ ∆i1 ❡t ∆i2 ♣♦✉r i1 = 1 . . . n
❡t i2 = 1 . . .m✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ φ1 ⊢+ P1

❡t P2 ⊢+ φ2

Πi1

φ1,Γi1 ⊢+ ∆i1
R1R

i1 = 1 . . . n
φ1 ⊢+ P1

Πj2,i2

Γj2 ,Γi2 ⊢+ ∆j2 ,∆i2
R2L

i2 = 1 . . . m
Γj2 , P2 ⊢+ ∆j2

R∗ j2 = 1 . . . q
P2 ⊢+ φ2

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ P ⊢+ φ

Πi1

φ1,Γi2 ,Γi1 ⊢+ φ2,∆i1

Πj2,i2

φ1,Γi2 ,Γj2 ⊢+ ∆i2 ,∆j2
R∗, L∗

φ1,Γi2 ⊢+ φ2,∆i2
RL

P, φ1 ⊢+ φ2
⇒R

P ⊢+ φ1 ⇒ φ2

♦ù i1 = 1 . . . n✱ i2 = 1 . . .m✱ j1 = 1 . . . p ❡t j2 = 1 . . . q✳ ❖♥ ♥❡ ✈✐♦❧❡ ♣❛s
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ RL ❝❛r ❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐é❡s ❞❡ φ1 ❡t φ2 ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✺✻



❇✳✷ ▲❑+ ✈❡rs✐♦♥ ✷

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▲❑+ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
rè❣❧❡s ∀L ❡t ∃R ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
tr❛✐t❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ❝❛s ♦ù φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∀x.φ1(x) ❡t ∃x.φ1(x)✳

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∀x.φ1(x) ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥s R1 : P1(x)→ φ1(x) ❛✈❡❝ P1(x) ❛t♦♠✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ⊢+ P
❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✶✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r P ⊢+ φ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳ ▲❛ rè❣❧❡ P → φ ❛②❛♥t été ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∀x.φ1(x) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ∀ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ♦✉ ❞❡ ∃ ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ RL

♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RL ✭SC = ∅ s②♠❜♦❧✐s❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮ ✿

Γ,Γi(t) ⊢ ∆i(t),∆
R∗, L∗ SC = ∅, i = 1 . . . n

Γφ1(t) ⊢ ∆
∀L

Γ,∀x.φ1(x) ⊢ ∆

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi(t) ⊢ ∆i(t),∆
RL SC = ∅, i = 1 . . . n

Γ, P ⊢+ ∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi(x) ⊢ ∆i(x),∆
R1L SC = ∅, i = 1 . . . n

Γ, P1(x) ⊢+ ∆

♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s Γi(t) ❡t ∆i(t) ♣♦✉r i = 1 . . . n ❛✉ r❡♥♦♠✲
♠❛❣❡ t→ x ♣rès✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P1(x) ⊢+ φ1(x) ❞❛♥s
▲❑+ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Πi,j(x)

Γj(x),Γi(x) ⊢+ ∆j(x),∆i(x)
R1L i = 1 . . . n

P1(x),Γj(x) ⊢+ ∆j(x)
R∗ j = 1 . . .m

P1(x) ⊢+ φ1(x)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s Πi,j(x) ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡
❞❡ P ⊢+ φ

✺✼



Πi,j(x)

Γj(x),Γi(x) ⊢+ ∆j(x),∆i(x)
RL t← x

P,Γj(x) ⊢+ ∆j(x)
R∗

P ⊢+ φ1(x)
∀R x ❡st ❜✐❡♥ ❧✐é❡

P ⊢+ ∀x.φ1(x)
︸ ︷︷ ︸

φ

❆✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ✈✐♦❧é❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ ♣❛s✳

φ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∃x.φ1(x) ✿ ❈❡ ❝❛s ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❛✉ ♣ré❝é✲
❞❡♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥sR1 : P1(x)→ φ1(x)
❛✈❡❝ P1(x) ❛t♦♠✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P ⊢+ φ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ❇✳✶✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r φ ⊢+ P ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳ ▲❛ rè❣❧❡ P → φ ❛②❛♥t été ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∃x.φ1(x) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ∀ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ❞❡ ∃ ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ RR

♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RR ✿

Γ,Γi(t) ⊢ ∆i(t),∆
R∗, L∗ SC = ∅, i = 1 . . . n

Γ ⊢ φ1(t),∆
∃R

Γ ⊢ ∃x.φ1(x)

❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi(t) ⊢ ∆i(t),∆
RL SC = ∅, i = 1 . . . n

Γ ⊢+ P,∆

❡t ❧❛ rè❣❧❡

Γ,Γi(x) ⊢ ∆i(x),∆
R1L SC = ∅, i = 1 . . . n

Γ ⊢+ P1(x),∆

♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s Γi(t) ❡t ∆i(t) ♣♦✉r i = 1 . . . n ❛✉ r❡♥♦♠✲
♠❛❣❡ t→ x ♣rès✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ1(x) ⊢+ P1(x) ❞❛♥s
▲❑+ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Πi,j(x)

Γj(x),Γi(x) ⊢+ ∆j(x),∆i(x)
R∗, L∗ j = 1 . . .m

P1(x),Γi(x) ⊢+ ∆i(x)
R1R i = 1 . . . n

φ1(x) ⊢+ P1(x)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s Πi,j(x) ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡
❞❡ φ ⊢+ P

✺✽



Πi,j(x)

Γj(x),Γi(x) ⊢+ ∆j(x),∆i(x)
R∗, L∗

φ1(x),Γi(x) ⊢+ ∆i(x)
RR t← x

φ1(x) ⊢+ P
∃L x ❡st ❜✐❡♥ ❧✐é❡
∃x.φ1(x) ⊢+ P

❆✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ✈✐♦❧é❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ ♣❛s✳

❈ ❙❡ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥té❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦t②♣❡✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
♣r♦✉✈❡r x ∈ A △ B ⊢+ x ∈ A∩B ⇒ ⊥✱ ♦ù △ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡
♣❛r △def : x ∈ A △ B → ((x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ ((x ∈ A ∧ x ∈ B) ⇒ ⊥))✳ ▲❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❛♥s ▲❑+ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

△defR

Γ ⊢+ x ∈ A, x ∈ B,∆ Γ, x ∈ A, x ∈ B ⊢+ ⊥,∆

Γ ⊢+ x ∈ A △ B,∆

△defL

Γ, x ∈ A ⊢+ x ∈ B,∆ Γ, x ∈ B ⊢+ x ∈ A,∆

Γ, x ∈ A △ B ⊢+ ∆

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ∩def ✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✿

∩defR

Γ ⊢+ x ∈ A,∆ Γ ⊢+ x ∈ B,∆

Γ ⊢+ x ∈ A ∩B,∆

∩defL

Γ, x ∈ A, x ∈ B ⊢+ ∆

Γ, x ∈ A ∩B ⊢+ ∆

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ❞❛♥s ▲❑+ ✿

ax
x ∈ A, x ∈ A, x ∈ B ⊢+ x ∈ B,⊥

∩defL

x ∈ A, x ∈ A ∩B ⊢+ x ∈ B,⊥
⇒R

x ∈ A ⊢+ x ∈ B, x ∈ A ∩B ⇒ ⊥

ax
x ∈ B, x ∈ A, x ∈ B ⊢+ x ∈ A,⊥

∩defL

x ∈ B, x ∈ A ∩B ⊢+ x ∈ A,⊥
⇒R

x ∈ B ⊢+ x ∈ A, x ∈ A ∩B ⇒ ⊥

x ∈ A △ B ⊢+ x ∈ A ∩B ⇒ ⊥

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❧✉tôt ✏♥❛t✉r❡❧❧❡✑ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❝❡ q✉✬♦♥
❛✉r❛✐t ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ▲❑ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
△ ❡t ∩✳

▲❛ s❡ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥té❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ♣❛r
❧✬❛ss✐st❛♥t ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛s à ♣❛s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥tr❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ❧❤s ❛tt❡♥❞ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t r❤s s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✺✾



♣♦❧✉①❅❜❡tt②✿⑦✴❧❡♠✉✴❜✉✐❧❞✩ ❥❛✈❛ Pr♦♦❢❇✉✐❧❞❡r

❃ r✉❧❡

❧❤s✳ ✭❛t♦♠✮ ❃ ■♥✭①✱s②♠❞✐❢❢✭❛✱❜✮✮✳

r❤s✳ ❃ ✭■♥✭①✱❛✮ ❭✴ ■♥✭①✱❜✮✮ ✴❭ ✭✭■♥✭①✱❛✮ ✴❭ ■♥✭①✱❜✮✮ ❂❃ ❭❇✮✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ✿

⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✮✱ ■♥✭①✱ ❜✮ ■♥✭①✱ ❛✮✱ ■♥✭①✱ ❜✮ ⑤✲ ❋❛❧s❡

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

⑤✲ ■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✱ ❜✮✮

■♥✭①✱ ❜✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✮ ■♥✭①✱ ❛✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❜✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✱ ❜✮✮ ⑤✲

❃ r✉❧❡

❧❤s✳ ✭❛t♦♠✮ ❃ ■♥✭①✱✐♥t❡r✭❛✱❜✮✮✳

r❤s✳ ❃ ■♥✭①✱❛✮ ✴❭ ■♥✭①✱❜✮✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ✿

⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❜✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

⑤✲ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✱ ❜✮✮

■♥✭①✱ ❛✮✱ ■♥✭①✱ ❜✮ ⑤✲

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✱ ❜✮✮ ⑤✲

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ❞é♠♦♥❞tr❛t✐♦♥ ❡♥ ❡♥tr❛♥t ❧❡ ❜✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t
♣r♦✉✈❡r✳

❃ ♣r♦♦❢

s❡q✉❡♥t✳ ❃ ■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ⑤✲ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮✳

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ⑤✲ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

❤✶✿ ■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✯❝✶✿ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

➚ t♦✉t ♠♦♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❧❡ ❢♦❝✉s s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ séq✉❡♥t ♣♦✉r ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s❡r✳

♣r♦♦❢❃ ❢♦❝✉s ❤✶

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ⑤✲ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

✯❤✶✿ ■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

▲❡ ♠♦t ❝❧é r✉❧❡s ❄ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ❛ ❧❡ ❢♦❝✉s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳

✻✵



♣r♦♦❢❃ r✉❧❡s❄

✲ r✉❧❡ ✶ ✿

■♥✭①✱ ❜✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✮ ■♥✭①✱ ❛✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❜✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✱ ❜✮✮ ⑤✲

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ⑤✲ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

✯❤✶✿ ■♥✭①✱ s②♠❞✐❢❢✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

♣r♦♦❢❃ r✉❧❡ ✶

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

■♥✭①✱ ❛✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

✯❤✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

❝✷✿ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

♣r♦♦❢❃ ❢♦❝✉s ❝✷

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

■♥✭①✱ ❛✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

❤✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

✯❝✷✿ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

♣r♦♦❢❃ ❡❧✐♠

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ❋❛❧s❡

❤✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

❤✷✿ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✯❝✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

❝✷✿ ❋❛❧s❡

♣r♦♦❢❃ ❢♦❝✉s ❤✷

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ❋❛❧s❡

✻✶



❤✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

✯❤✷✿ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

❝✷✿ ❋❛❧s❡

♣r♦♦❢❃ r✉❧❡s❄

✲ r✉❧❡ ✸ ✿

■♥✭①✱ ❛✮✱ ■♥✭①✱ ❜✮ ⑤✲

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✱ ❜✮✮ ⑤✲

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ❋❛❧s❡

❤✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

✯❤✷✿ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

❝✷✿ ❋❛❧s❡

♣r♦♦❢❃ r✉❧❡ ✸

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ❋❛❧s❡

❤✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

✯❤✷✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

❤✸✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

❝✷✿ ❋❛❧s❡

▲✬❛ss✐st❛♥t ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✣❝❤❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✉ ❢♦r✲
♠❛t ❧❛t❡① à t♦✉t ♠♦♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s♣❧❛②✳

In(x, b()) ⊢ In(x, a()), (In(x, inter(a(), b())) ⇒ F alse)

(open)

In(x, a()), In(x, b()), In(x, a()) ⊢ In(x, b()), F alse

(open)

In(x, a()), In(x, inter(a(), b())) ⊢ In(x, b()), F alse

(rule 3)

In(x, a()) ⊢ In(x, b()), (In(x, inter(a(), b())) ⇒ F alse)

(⇒ R)

In(x, symdiff(a(), b())) ⊢ (In(x, inter(a(), b())) ⇒ F alse)

(rule 1)

♣r♦♦❢❃ ❛①✐♦♠

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

✻✷



❤✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✯❝✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

❝✷✿ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

♣r♦♦❢❃ ❢♦❝✉s ❝✷

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

❤✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

✯❝✷✿ ✭■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ❂❃ ❋❛❧s❡✮

♣r♦♦❢❃ ❡❧✐♠

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ❋❛❧s❡

❤✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

❤✷✿ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✯❝✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

❝✷✿ ❋❛❧s❡

♣r♦♦❢❃ ❢♦❝✉s ❤✷

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ❋❛❧s❡

❤✶✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

✯❤✷✿ ■♥✭①✱ ✐♥t❡r✭❛✭✮✱ ❜✭✮✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

❝✷✿ ❋❛❧s❡

♣r♦♦❢❃ r✉❧❡ ✸

❖♣❡♥ ❣♦❛❧s ✿

■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮✱ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮ ⑤✲ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮✱ ❋❛❧s❡

❤✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

✯❤✷✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

❤✸✿ ■♥✭①✱ ❜✭✮✮

✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

❝✶✿ ■♥✭①✱ ❛✭✮✮

❝✷✿ ❋❛❧s❡

♣r♦♦❢❃ ❛①✐♦♠

Pr♦♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

✻✸



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷

✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✺
✷✳✶ ▲♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✷✳✷ ❘éé❝r✐t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✸ ❉é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ s✉r♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ♠♦❞✉❧♦ ✽
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