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ε log ε
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i.j��³z z�jl����|
~l��|hn&��z
��~E|hn�~��{nQ�7|h�¾�{�³zh���5z�z
z���mon\�E�lnQz}|h����~�zä��nc�³��|�nQ�¾|��,|hjlno�5nc�²|h�l��®5�©|��³��~3��~�����x{z��³z
��°����{|h��m����O����~E|��h���5�l����®l�³n�m�zJµ4j�n�~�|hjlnr�³��¡E���h�¶|hjlmo�³�r�5nc~�����|}xo�³z%��z�nc��°Ë���J�³~lnQ���5���³�¶|}x�����~�z²|������³~�|�z�·
4æ~����h�{nc��|��.5l±
���{nQ��zc´{��n�|@��z4����~�z²���{nc�@��~,���{|h��m���������~E|��h���^�l�h��®���ncm ��°0|�jln
°Ë����m

Min
u

∫ T

0

`(y(t), u(t))dt + Φ(y(T ));







ẏ(t) = f(y(t), u(t)),
��· n�·

t ∈ [0, T ];
0 ≤ g(y(t), u(t)),

�l· n�·
t ∈ [0, T ];

y(0) = y0,

º}�Q»

µ4j�n��hn
f : R

n×R
m → R

n
´
g : R

n×R
m → R

r
´
` : R

n×R
m → R

´���~5�
Φ : R

n → R
���hn.��zhz²�lmonQ�

|h�o®5n�z�mo�E��|�j,°Ë�l~���|��³��~�zc·­i.jln
�³��¡�������|�j�m\���ä�5nc~�����|}x¤����~�z��³z²|hz.�³~���~E|h���{�{������~�¡o�\�����h��mon�|�nc�
ε > 0|h��¡�n�|�j�n��.µ4�¶|hj,|�jln �On�~������76�nc�4����~l~l�³~l¡����Ez}|

`ε(y, u) :=

{

`(y, u) − ε
∑r

i=1 log[gi(y, u)]
��°

g(y, u) > 0,
+∞,

��|hjln��hµ4��z²n
.

ºG��»

pr��|h�³����~l¡¤|�j���|
`ε(y, u) ↓ `(y, u)

��z
ε ↓ 0

°Ë���än ¹ nc��x
�����³� (y, u)
z�����j�|�j���|

g(y, u) > 0
´5|�jln&�³�lnc�

®On�j���~��
|hjln mon�|�j��y�,��z.|���z���� ¹ nt|�jln �On�~5���³�*6cnc�,���{|h��m���������~E|h�����O������®l��ncm

Min
u

∫ T

0

`ε(y(t), u(t))dt + Φ(y(T ));

{

ẏ(t) = f(y(t), u(t)),
�l· n�·

t ∈ [0, T ];
y(0) = y0,

ºM �»

°Ë�����=z�m����³�
ε > 0

´%��~��$|���8�n
|�j��³z��On���|�����®Onc� z²�����l|��³��~���zo��~����l�l�h��±{��m��©|h����~+��°t|�jln����{|��³m����
����~E|��h����°Ë���t|�j�n\�����³¡��³~����(�l�h��®l�³n�m º²�Q»�·#i.jl��zt��z
��~9
����:�;!�
���!�<7����
����/�=�;�����>&&��~=|�j�n\z�n�~�z�n&|�j���|
�����
|hjln�°Ënc��z²�³®l�³n¾�5����~E|�z���°7ºM E»�zh�©|���z²°Ëx$|�j���|

log[gi(y(t), u(t))]
�³z@?(n�®Oncz�¡��ln��³~E|�n�¡��h��®l�³n���~�� jln�~5��n

gi(y(t), u(t)) > 0
�l· n�·.�³~

[0, T ]
°Ë���r�����

i = 1, . . . , r
·BA%x�����~E|��³~E������z���x
��n�|²|h��~l¡

ε
|hn�~��,|h�¤�l´5|�jl��z

�����{��nQ�{�l�hn4�³zJn�±{�Onc�1|hnc�\|h��¡�nc~ln����©|hn.��~C�D�'�E
��=���F�������y´�|�j���|%��z�´E� ��������mon�|�n��h�76�nc�#°M��mo�³��x
ε 7→ uε(·)��°0���l�l�h��±y�³m��©|hnäz����³�{|��³��~5z�|�j���|r��z�xEmo�{|h��|h�³�c���³��x�����~ ¹ nc��¡�n@|��©µ.�����¤��~
n�±l���1|@z����³�{|��³��~���°
º²�Q»�·

vy�³mo�������%��~E|hn��h����� �ð�5����~E|Cmon�|hjl�{�lz­���hn4µ4���{n��³x&�5z²nQ�&µ4��|�j¤¡��hnc�©|­z�������nczhzC�³~����³~lnc���J��~5�&~���~l�³��~�nc���
������¡�����momo��~l¡5· ¬ �¶|hjl�³~\�G5�~l��|�n��ð�{�³mon�~�z��³��~�����°Ë����moncµ%���"8^´c|�jln%|����©�}nQ�1|������³ncz(|�������nc� ®yx
|hjln%���{|��³m����
�5�©|�j5zCj�� ¹ n4®On�nc~���~E|hn�~�z�� ¹ n��³x��³~ ¹ ncz²|��³¡���|�nc��·0i.jlnc���%��~�����xE|����4��~5�&¡�n���m\n�|��h�³�.�������5nc�²|h��nQz)j�� ¹ n4®On�nc~
n�±{�l�����¶|hnc�3|h�Z�{n ¹ ��z²n=�������%<0�;�����*��HI
��,+����³¡�������|�j�moz |�j���|&j�� ¹ n�n;J����³n�~E|#�On���°Ë���hm���~���ncz �³~+�l������|�����n�·
�)����xy~l��m\������®5���l~��lzä��~¾|�jlno����mo�l�{|h��|��³��~����0����mo�l�³n�±{��|}x
��°­|�jlnQz²n\���³¡�������|�jlm�zrj�� ¹ n&®5ncn�~ZnQz}|���® �
�³��z²jlnQ�e·LK����o�{n�|����³��nQ�+n�±{�O��z��¶|h����~�z\��°@|hjln
|�jlnc���hx+��~�� ��nQ��n�~E|o�{n ¹ n��³���lmon�~E|�z\z�n�n�´C°Ë���\�³~�z}|���~���n�´
M ����´��)Nl´%N(O���~5��|hjln ��n�°Ën��hn�~���ncz%|�j�n��hn��³~�·

K����¤���{|��³m����ä����~E|h�����@�l�h��®l�³n�m�z�|hjlnZ�³~E|�nc���³��� �I�O���³~E|¤���l�����E����j z²ncn�m�z�|h� ®OnZ�E�l�¶|hnZn)POnQ�1|�� ¹ n
z��³~���n.|hjln@��zhz²�{���³��|�nc�&�³��~lnQ���J����¡�n�®l���tmo��x#|h�(8�n4��� ¹ ��~�|���¡�n���°5|hjln@®���~��oz}|h���5�1|�����n4��°5|hjln@�hncz��l�¶|h��~�¡
m���|��h�³��nczc· Ä �{|��³mo�*6Q�©|��³��~¾����¡����h�¶|hjlm�z%®5��z�nc�
��~���~E|hn��h����� �ð�5����~E|@���³¡�������|�j�moz�j�� ¹ n
®5ncn�~¾���l�����³nc�
|��
���{|��³m���������~E|��h���O�l�h��®l�³n�m�z.®yx ¬ �h�³¡�jE| M �Q QOI´�Rr����n�~E|hn M �Q�QOI´�?(n��³®{°Ë����|"6 ��~��,vl����j�z M �SOð´�T��{��8�n�~lj�U ¹ n��I´
A��³n�¡���nc�.��~�� ¬WV ��jE|�nc� M ��OI·
�r�¶|hjl���l¡�j |�jlnc��n���z�� ¹ ��z}|��³�¶|hn����©|�����n,��~�|�jln¾m���|�jlncmo��|��������.°Ë���l~����©|��³��~5z&��°ä�³~E|�nc���³��� �I�O���³~E|

mon�|�jl�{�lzä°Ë���B55~l�¶|hn��æ�{�³m\nc~�z�����~����)m��©|hjln�m��©|h�³�c���)�l�h��¡��h��m\mo�³~l¡�´5|�j�noz���|�����|��³��~3�³z
�E�l��|�n��{�*POnc��nc~�|
°Ë���­���l|��³mo��������~E|��h���l�l�h��®���ncmozc·�i.j�n@��~l�³x#�hn�°Ënc��nc~���n4µ�nX8y~l�©µ �³z M �>Oð´Eµ4jln��hn.|�jlnt���{|hjl����z0|��hnc��|­|�jln
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�³��¡E���h�¶|hjlmo�³�t�On�~����¶|}x¤°Ë���.|�j�n�z²�³mo�l��nc�@����z²n
��°)®O���l~�������~�z²|������³~E|hz���°0|�jln
|}xy�On
ai ≤ u(t) ≤ bi

· 4æ~
°M���1|Q´5�l~5�{n��
z²�5��jZ����~�z}|h�h����~E|�z@��~��¾°Ë���tz²|��h��~�¡��³x,����~ ¹ n�±
�³��~lnQ���ä���5���{���©|h�³� ������®l��ncm�z�´5|�jlncx��l��� ¹ n
����~ ¹ nc��¡�n�~���n#��°����{|��³m����­����~E|��h���C��~�� z²|h��|�ncz�ºG��~�� ���³z��,����z²|h��|�ncz�»t��~ L2 ��~�� L∞

´���nQz²�Onc��|�� ¹ n��³x�·
i.j�n�x=z�jl�©µ |�j���|#z²�³mo������� �hncz��l��|hz jl���³�=°Ë�������³����¡�n�� ������zhz
��°.�l�h��®l�³n�m�z
µ4jlnc��no|hjln�
r��m\�³��|���~��³��~
°Ë��~��1|h����~3��z�����~ ¹ n�±Zµ4�¶|hj ��nQz²�Onc��| |���|�j�n�����~E|h����� ¹ ��������®���n�·��@��z²�5´�|�j�n�xZnQz}|���®l�³��z²j=|�j���|&����~E|��h����z
�hn�m�����~���~l�¶°Ë����mo�³x��©|4�&�l�³z²|h��~���nä��°���|��³nc��z}|

cε
°Ë�h��m ��|hz�®5���l~��lzc´yµ4jln��hn

c > 0
��z.�l~l��°Ë���hm °Ë���.���³�

z�m����³�en�~l���l¡�j
ε
·

�%��~ ¹ n��h¡�nc~���n���nQz²���¶|�zJ��zC|�jl�Ez²n4��®{|h����~lnQ�\��~ M �QO5����n4�³mo�5���²|���~E|­®Onc������z�n4|�jlncx#n�±y���³����~o|hjln4|}xy�5n
��°J����~ ¹ n��h¡�nc~���n
��~�n#z²j����l���¾n�±{�Onc��|r°Ë�h��m |�jln&�5nc~�����|}x�mon�|�j��y��·tp@n ¹ nc�²|hjln��³nczhz�´�°Ë���t|�jln\�{n ¹ n��³��� �
monc~�|\��~�� z²|����{x3��°4~lncµ¯��~�� n;J�����nc~�|\���³¡����h��|�jlm�zc´e|�jln
��~�����x{z��³z m&��z²|�®5n,z²�l���l��ncmon�~E|�nQ�=µ4��|�j
�,mo���hno����mo�l�³n�|hno��~ ¹ nQz}|h��¡E�©|h����~7��°%|�jln���z²xymo�{|���|����\®5ncj�� ¹ �����t��°%���l|��³mo���C���©|hj�zc·�K����
�³~�z}|���~���n�´
¡�n�~lnc�h���(�hncz��l��|hzä��~Z|�jln\�h��|�n\��°%����~ ¹ nc��¡�n�~���n µ%���l���7®On 8�n�x�|��y���³zr°Ë���ä|�j�n\����~�z²|��h���1|h����~Z��°J¡��y�{�
���O�l��|�n��h�l�³ncz#��~ |�j�n¤�On�~����¶|}x3��������mon�|�n��Q´���~��$z�jl���l���$�l����x=�Z��n�~E|h�h���­������n¤��~+��~Ex ����mo�l��n�±{�¶|}x
��~����³x{z²��z­��°�|�j�nä��z�z��{�����©|�nQ�o���©|hj �I°Ë���³���©µ4�³~l¡#����¡����h�¶|hjlm�z�·)i(�&���l��®Oncz²| 8y~l�©µ4�³nc�{¡�n�´�|�jlnQz²nä���hnr���5nc~
������®l��ncm�z.n ¹ nc~¤°Ë���4��nc�³��|�� ¹ nc��x�z���mo�l�³n�z��l®O���³��z�z�ncz���°)����~�z²|������³~lnc�¤���{|h��m���������~E|h�����O������®l��ncm�z�·

4æ~$|hjl��z#~l��|�n�´0µ�n��³���³��z²|����©|hn�|�jl�h����¡�j$� ¹ nc��x3z²�³mo�l�³n¤n�±l��m\����n�|hjln
����mo�l�{|��©|h����~$��°@��� 5��hz²| �
���h�ln����ä��z�xym\�l|���|h�³�än�±y�5��~�z�����~¤��°�|hjln ���{|h��m����e���©|hj�z.��~,|hn��hmoz.��°�|hjln �On�~����¶|}x��5������mon�|hn��Q·

� � /#�4�
�.')��" ')�4�e	�� ')�
	������>	��,�4� ')�@�

4æ~o|hjlnrn�±l��mo�l�³n4|�j���|%µ�n@µ4�³���Oz}|h���{xo��~�|�jln@~�n�±y|�z�nc��|��³��~�´Eµ%nrµ4���³�5�{nQ���5µ4�¶|hj¤��~��³mo�l��������|.nc�E���©|h����~
|hj��©|\�³z\~l��|\�{�*P^n��hn�~E|�����®l�³n¤µ4��|�j���nQz²�Onc��|#|h�7|�j�n¤�On���|��l�h®��©|h����~+�����h��m\n�|�nc�c·3�rz\�Z����~�z�nc�E�ln�~5��n�´
��|&��z�~���|#�O��zhz²�³®l�³n�|��=���l�l�³x=|�jln,z}|���~��l���h�
4æmo�l�³�³���¶|�Kl�l~5�1|��³��~�i.jln�����ncm,· 4æ~�z²|�nQ���e´)µ�n�µ4�³���%��z²n
|hjln�°Ë�����³�©µ4��~�¡7i.jln�����ncm ��´C��~��e´0m\����n�����nQ����z²nc��x�´(|hjln��%�������������hxZ�{·¾i.jlnQz²n¤����n ¹ ��������~E|hz���°.|�jln
z²|h��~��l���h�+z��l�G�}nc��|�� ¹ n¤m����l�l�³~l¡Z|hjln�����ncm���°��ä��� ¹ nQz¤ºMz�n�n M�� OI´���~�� ����z²� M  �Oô»�·+�@��|�jl���l¡�j °Ë���o���l�
���l���O��z�nczt��|
z��%J���nQz@|h�
j�� ¹ n 5�~��¶|hn��æ�{��monc~�z²�³��~5��� ¹ n���z�����~�z@��°­|�jlnQz²n\�hncz��l�¶|�z�´^µ�n&z²|h��|�no��~��Z�l��� ¹ n
|hjln�m °Ë���.��®�z²|�������| A.��~�����j¤z�������ncz%|��oz}|h��nQz�zJ|�j�nt°M���1|�|�j���|.|�jlncx����hn ¹ ���³�³�
µ4��|�jl�³~,z�����j,��¡�nc~ln������
°Ë����moncµ%���"8^´y��~��,®Onc������z�nt|hjln�x
m���x�®5n ��°0�³~��{nc�5nc~��{n�~E|@�³~E|�n��hncz²|c·
��� ½yÂ § ½ ����� � 	
½ ¥�¦ Â §©¨{¦"! Â$# ¦ � ½yÂ § ½ �&% 
 �;�

X
����&

Y ' �(�B�����F�D� 	����(����	�) E
� ���)�E!�
���	����(���

����&
F : U ⊂ X × E → Y

� ����� �E
�� #���#-	@�=�D�F��
��,+L���W���W�D���)�9	)�)�
U * 
 �)� (x̂, ε0) ∈ U ' �	�#����L�������

F (x̂, ε0) = 0 * � 	�	�#%�=� �������������)!"� �D�F
 	���	 � 	�#%!,+)���)�E
,��� �0
��'�D��! ��������
���#���#-	@�=�D�F��
��-+
A : X → Y

����& �/��#%�'�;��
����
c : R+ → R+

HI
����
c(β) ↓ 0

H ���)�
β ↓ 0

	�#��D� �������-)�
 �
x ∈ B(x̂, β)

)
x′ ∈ B(x̂, β)

���'&
ε ∈ B(ε0, β)

) �����;�

‖F (x′, ε) − F (x, ε) − A(x′ − x)‖ ≤ c(β)‖x′ − x‖. º�NE»
.'���;� �����)!"�=�"�F
 	��E	

η > 0
	�#����C�������-)'�;��!������

(x, ε)
�)�*�Q	)�@�)����#(+>�C�:�

(x̂, ε0)
) �����)!"�=�D�F
 	��E	

x̄
	�#��D�

�������
F (x̄, ε) = 0

���'&
‖x̄ − x‖ ≤ η‖F (x, ε)‖. º � »

	
½ �+¨{§0/1� �%��~��{��|��³��~ º�NE»omonc��~�zo|hj��©|
A = DxF (x̂, ε0)

��~���|�j���|
z}|h�����1|¤�l� P^n��hn�~E|�����®����³�¶|}x �³~
¹ ��������®l�³n x

jl�����lzc´l�l~l��°Ë���hmo��x��³~
ε
·

òËç0ß�òôó



����������	�
����
����������������
������ ��������!"���$#%�'&(�)!��*�"+,��!�
����-�.
��/���)�����0��1 �

� § Â�Â�� � A%x7|�jlno���On�~ m������l��~�¡¤|hjln�����ncm,´�|�jlnc��non�±{��z}|�z �,®5���l~��{nQ�Z�h��¡�jE|
�³~ ¹ nc�hz�n#��° A
´�µ4jl����j

µ�n �{n�~���|�n ®yx
B
´l�I· n�·%��ºË�O��zhz���®l�³x¤~���~l�³��~�nc���1»%m����l�l�³~l¡

B : Y → X
z²����j,|hj��©|

ABy = y
°Ë���@�����

y ∈ Y
´l��~��

‖B‖ := sup{‖By‖/‖y‖ | y ∈ Y, y 6= 0} ºM�E»
��z 5�~l��|�n�· K0�¶±

β > 0
z²�5��j¤|hj��©|

Lβ := c(β)‖B‖ < 1.
ºI��»

?(n�|
ρ0 > 0

��~��¾|���8�n
x ∈ B(x̂, ρ0)

´
ε ∈ B(ε0, ρ0)

·.A�x¾|h�(8E�³~l¡
ρ0 > 0

z�mo�����)nc~l���l¡�j�´���z
F
��z

����~E|��³~y�l���5z�´yµ�näm���x¤��z�z��lmonä|�j���|

ρ0 + (1 − Lβ)−1‖B[F (x, ε)]‖ ≤ β.
º��E»

?(n�| {xn}
´
n ∈ N

´�®5n
|hjln�z²nQ�E�ln�~���n �{n;5�~�nc�,®yx
x0 = x

��~��
|hjln�ºËmo�{�{�*5�nc��p@ncµ.|���~,�³�78�nQ»�z²|�nc�

xn+1 = xn − BF (xn, ε).
º���»

i.j�n�~
‖xn+1 − xn‖ = ‖B[F (xn, ε)]‖ ≤ ‖B‖ ‖F (xn, ε)‖. º}�Q��»

�@n����©|��³��~ º��E»���mo�l�³�³ncz
F (xn, ε) + A(xn+1 − xn) = 0.

º}���Q»
¬ nrz�jl�©µ ®yx&��~��l���1|h����~o|�j���| {xn}

��ncmo����~5zC��~
B(x̂, β)

·IA�x,º���»�´�|hjl�³zJ�³zC|��h�ln4�¶°
n = 0

· K����
n = 1

´
µ�n
j�� ¹ näµ4��|�j$º}�Q��».��~5�=º���»

‖x1 − x̂‖ ≤ ‖x1 − x0‖ + ‖x0 − x̂‖ ≤ ‖B[F (x0, ε)]‖+ ρ0 ≤ β.

i.j�n�~,�¶°
xi ∈ B(x̂, β)

´{°Ë���@���³�
1 ≤ i ≤ n

´(º�NE»���~�� º²���Q»%�³mo�l��x

‖F (xn, ε)‖ ≤ c(β)‖xn − xn−1‖.
º²�Q��»

�%��m#®l�³~l�³~l¡oµ4�¶|hj$º}�c�E»�´lµ�n
¡�n�|

‖xn+1 − xn‖ ≤ Lβ‖xn − xn−1‖ ≤ · · · ≤ (Lβ)n‖x1 − x0‖,
º²�c �»

��~��
jln�~���n�´lµ4��|�j$º���»1´

‖xn+1 − x0‖ ≤ (1 − Lβ)−1‖x1 − x0‖ ≤ (1 − Lβ)−1‖B[F (x0, ε)]‖ ≤ β − ρ0.

v{��~���n ‖x0 − x̂‖ < ρ0
´yµ�nt�{nQ�{����nr|�j���|

xn+1 ∈ B(x̂, β)
´l��~5��jln�~5��n�´E|hjlnäz�nc�E�lnc~���n {xn}

�hn�m�����~�z
�³~

B(x̂, β)
· ¬ �¶|hj7º}�Q��»0��~��,º}�Q �»1´�µ%n.��®{|h����~&|�j���|

xn

����~ ¹ n��h¡�nQz�|h��z²��mon x̄
z�����j&|�j���|

F (x̄, ε) = 0��~�� ‖x̄ − x0‖ ≤ (1 − Lβ)−1‖B‖‖F (x0, ε)‖
´{µ4jl����j��l�h� ¹ nczäº � »�µ4�¶|hj¾����~5z}|���~E| η

¡�� ¹ nc~¤®yx

η = (1 − Lβ)−1‖B‖. º}�SNE»

�

ß�ß Í�Y�ZQã�â�á



� �B������!"�������B��� ������		��
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��

	
½ �+¨{§0/1� p@��|�n%|�j���|c´��³~�|hjln4��®O� ¹ n%�l���y��°}´©µ%n%j�� ¹ n%��®{|����³~lnc��|�jln.ncz²|��³m��©|hnäº²�)NE»�°Ë����|�j�n.����~�z²|h��~E|
η
�³~+º � »�´�µ4jlnc��n

B
��zr�o®O����~��{nc���h�³¡�jE|@��~ ¹ n���z²n
��° A

��~��
Lβ = c(β)‖B‖ ·4�@��z²�5´{|�j�n#jyxy�5��|�jlnQz²��z|hj��©|

(x, ε)
�³z �����³��z�nrnc~l���l¡�j �r��z�zh�©|h�³z�5�nQ��µ4jlnc~ln ¹ n�� x ∈ B(x̂, ρ0)

��~��
ε ∈ B(ε0, ρ0)

µ4jln��hn
ρ0
�³z

z�����j
|�j���|#º��E»�jl�����lzc·
� Â § Â � �M¨{§ ¿�� � 
 �)�$�������-1D���������;	)��	G� �(.'������!D�;��� �����*&�) ���'&�&(�)����� � ' 1 B

� ' ��#%��&F�D& !�
 +Q�-� 
�� ���;!�	)����
A * .'���)� �;��! ε

�)�*��	;� �:�
ε0
)
F (·, ε) ����	�) 
��
�@���)
 +>� ' ��!"���>�S& ��� x̂

) � �S�)!"� &(�)�����:��& ' 1 xε

	�#��D�
�������

xε = x̂ − BF (x̂, ε) + r(ε),
º²� � »

H ���;!D� ������!"�)����
���&(�)!
r(ε)

	)���E
 	�� �;	

‖r(ε)‖ ≤ c(β)(1 − c(β)‖B‖)−1‖B‖2‖F (x̂, ε)‖. º}�Q��»
�;��! 	)���=�

β > 0
	�������� �;�'��#(+Q� *

� § Â�Â�� � ?�n�|
x̂(ε) := x̂−BF (x̂, ε)

· ¬ n@j�� ¹ n�|hj��©| F (x̂, ε)+A(x̂(ε)− x̂) = 0
��~�� ‖x̂(ε)− x̂‖ ≤

‖B‖‖F (x̂, ε)‖ ·W4æ~ ¹ ��ncµ ��°¾º�NE»�´ ‖F (x̂(ε), ε)‖ ≤ c(β)‖B‖‖F (x̂, ε)‖ · ¬ n7����~����³���{n¾µ4��|�j |hjln|hjln�����ncm�·
�

	
½ �+¨{§0/1� �4�������h�l��~l¡¤|��$º}�Q��»�´�°Ë���ä|�jln����l�l�³�³�c�©|��³��~5zr��°4�%���h���³�����hx��l´e®5n�|²|�nc� ncz²|��³m��©|�nQzä��~
c(β)xy�³n����
z�j������On��4®O���l~5�lz.��~,|�j�n ��ncmo����~5�{n��.�³~ º²� � »�·­i.jln ®Oncz²|r����~5z}|���~E|

c(β)
��z4¡�� ¹ nc~¤®yx

c(β) := sup
x,x′

‖F (x′, ε) − F (x, ε) − A(x′ − x)‖
‖x′ − x‖ ,

º²����»

µ4j�n��hnt|hjln�z��l�l�hn�m#��m �³z�|���8�n�~,� ¹ n��4����� x 6= x′
´l®O��|hj,�³~

B(x̂, β)
·

� � ��-
�4" �����#����"��

�%��~�z��³�{nc��|�jln
°Ë�����³�©µ4��~�¡\nc��ncmon�~E|h����x�zh�����³�������{|��³m���������~E|��h���e�l�h��®���ncm






Min 1
2

∫ 1

0

(u(t) − 2t)2dt + 1
2y(1)2,

ẏ(t) = u(t); u(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1]; y(0) = 3
4 .

º²� ��»

�4�c�����h�{�³~l¡¤|��,�­����~E|��hx���¡��l�³~�� zrmo��~l�³m#��m �l�h��~���������n�´e|�jlno��zhz��y���³��|�nQ� 5���z}| �I���h�{nc�t���{|��³m����³�¶|}x7����~ �
�l�¶|h����~,��z.¡�� ¹ nc~
®yx�|hjln
°Ë���³�³�©µ4��~l¡oz�xyz²|�ncm
	



























ẏ(t) = Hp(u(t), y(t), p(t), t), t ∈ [0, 1], y(0) = 3
4 ,

ṗ(t) = −Hy(u(t), y(t), p(t), t), t ∈ [0, 1], p(1) = y(1),

u(t) ∈ Argmin
v≥0

H(v, y(t), p(t), t), t ∈ [0, 1].

º²� ��»

òËç0ß�òôó



����������	�
����
����������������
������ ��������!"���$#%�'&(�)!��*�"+,��!�
����-�.
��/���)�����0��1 �

A�x
��~E|��h�{�{������~l¡��o~l��~l�O��z��¶|h� ¹ n ?���¡��h��~l¡�näm#�l��|��³�l�³��nc�c´�|�jln ����z²|r����~��{��|��³��~��³~+º}� �E»%mo��x
®5n#nc�E�l� ¹ �
����nc~E|��³x�µ4����|²|hn�~¾��z







Hu(u(t), y(t), p(t), t) + λ(t) = 0,

u(t) ≥ 0, λ(t) ≤ 0, λ(t)u(t) = 0.

ºI����»

4æ~,|�j�n�z²�Onc��� 55� �c��z�nt��°0������®l��ncm2º}� ��»J|�j�n������h�hncz��5��~��{�³~l¡ 
t��mo�³�¶|h��~l����~
°Ë�l~���|��³��~��³z.¡�� ¹ n�~,®yx

H(u, y, p, t) = 1
2 (u − 2t)2 + pu.

i.jy��z�°Ë���.|�jln������}���³~E|@z}|��©|�n
p(t)

µ�nä¡�n�|

−ṗ(t) = 0, t ∈ [0, 1]; p(1) = y(1) = 3
4 +

∫ 1

0

u(t)dt.
ºG�l�Q»

v{n�|²|h��~�¡
p0 := p(1) = p(t)

´
t ∈ [0, 1]

´{µ%n
��®{|h����~,|�j5�©|4|�j�nä���{|��³m����(����~E|��h���^��z.¡�� ¹ nc~
®yx

u0(t) = max{2t− p0, 0} = [2t − p0]+, t ∈ [0, 1],
ºG����»

µ4j�n��hn
p0
z²��� ¹ ncz�|�j�n nc�E���©|h����~

p0 = y(1) = 3
4 +

∫ 1

0

[2t − p0]+dt,
ºI�� �»

µ4j���z�nä��~l�³�E�ln z����³�{|��³��~,��z4¡�� ¹ nc~
®yx
p0 = 1.

i.j�n��hn�°Ë���hn�´E|hjln ���{|h��m���������~E|h�����e�³z

u0(t) = [2t − 1]+ =

{

0
�¶°

t ≤ 1
2 ,

2t − 1
��°

t ≥ 1
2 .

ºI��NE»

i.j�no����~�z²|������³~E|t��~Z|hjln�����~E|h������j���zä��~l�³x7��~�nr�}�l~5�1|��³��~3�O���³~�|���|ä|h��mon
τ0 = p0/2 = 1/2

·#i.jl��z
�}��~��1|h����~3��z
�hn�¡����³���c´e�³~Z|hjln�z�n�~�z�n\|�j���|

u̇0(t)
j���z �,~l��~�6�nc���,���³mo�¶|�µ4j�n�~

t ↓ 1/2
·\p@��|h�³��no|�j���|

��~ln
j���z�|hjln��������hncz��O��~��{�³~l¡&m#�l��|��³�l�³��nc�

λ0(t) = −[1 − 2t]+ =

{

2t − 1
��°

t ≤ 1
2 ,

0
��°

t ≥ 1
2 .

µ4j��³��j zh�©|���z�5�ncz�z²|��h���1|¤����mo�l��ncmon�~E|h����x�´J|hj��©|¤��zc´
λ0(t) < 0

µ4j�n�~
u0(t) = 0

´�n�±l��n��l|�°Ë����|hjln
�}��~��1|h����~
|h��mon

τ0 = 1/2
·

K����t|�jl��zän�±l��mo�l�³n�|hjln#°Ë����m&�l���©|��³��~Z��°C|�j�n&�³��¡E���h�¶|hjlmo�³�c���³��x,�5nc~����³�76�nc�7�l����®l�³n�m��³zc´^°Ë���ä¡�� ¹ nc~
ε > 0

´






Min 1
2

∫ 1

0

[

(u(t) − 2t)2 − ε log(u(t))
]

dt + 1
2y(1)2,

ẏ(t) = u(t), t ∈ [0, 1]; y(0) = 3
4 ,

ß�ß Í�Y�ZQã�â�á



� �B������!"�������B��� ������		��
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µ4j�n��hn&��| �³z
�³mo�l��������|��³xZ�hnc�E�l�³�hnc�¾|hj��©|
u(t) > 0

°Ë��� ��· n�·
t ∈ [0, 1]

·\i.jln��������hncz��5��~��{�³~l¡
�����}���³~E|
z²|h��|�n4zh�©|���z�5�nczC��¡����³~
ºI�{��»1´���~��&µ%n4�{nc~l��|hn4®Ex

pε

�¶|�z­����~�z}|���~E| ¹ ���³�ln�·)�4���������{��~�¡r|h�t|hjln4mo��~���m&�lm
�����³~����³�l�³n�´y|hjln ���{|h��m����(����~�|h�����G´yµ4jl����j,µ%n��{nc~l��|hn
®Ex

uε(t)
´5zh�©|h�³z�5�ncz

uε(t) > 0; uε(t) − 2t + pε − ε/uε(t) = 0.
ºG� � »

pr��|h�³��n
|hj��©|�®yx+��~5���³��¡�x µ4��|�j ºG����»1´%µ%n�����~��³~E|��h�{�{����n���~ ������|��*55����������m&�l�¶|h�������³n�� ¹ ���h����®l�³n¤®yx
z�n�|�|��³~l¡

λε(t) = −ε/uε(t),
ºG����»

µ4j��³��j,�³z@~ln�¡E�©|�� ¹ n
��~5�,zh�©|h�³z�5�nQzJ|hjln
°Ë���³�³�©µ4��~l¡o�On���|��l�h®Onc�,����mo�l�³n�monc~�|����hx¤����~��{��|��³��~ 	

λε(t)uε(t) = −ε.

i.j�nä��~l�³�E�ln�z����³�{|h����~
��° ºI� � »J��z4¡�� ¹ n�~,®Ex

uε(t) = φε(2t − pε),
ºI����»

°Ë���

φε(x) := 1
2 (x +

√

x2 + 4ε) =







√
ε

�¶°
x = 0,

[x]+ + ε/|x| + O(ε2)
�¶°

x 6= 0.

ºI� ��»

v{��~���n
φε(−x)φε(x) = ε

´{µ�n �{nc�{�5��n
|�j5�©|

λε(t) = −ε/uε(t) = −φε(pε − 2t).

4ð|4�hn�m����³~�z%|��o����m\���{|�nä|�j�n ¹ �����ln pε

��°�|hjln �����}����~E|4z}|��©|hn�·­qrz��³~l¡¾ºG�{��»J��~��3ºG����»�´{µ�nt¡�n�|.|�jln
°Ë�����³�©µ4�³~l¡&nQ�E���©|h����~¤°Ë���

pε

	

pε = 3
4 +

∫ 1

0

φε(2t − pε)dt = 3
4 + 1

2 [Φε(2 − pε) − Φε(−pε)] ,
ºI� ��»

µ4j�n��hn
Φε

��z4�o�l���³mo�¶|h� ¹ n
��° φε

´�~���mon��³x

Φε(x) = Φ1,ε(x) + Φ2,ε(x).
ºM ���»

µ4j�n��hn
Φ1,ε(x) = 1

4x2 + 1
4x

√

x2 + 4ε
ºM ��Q»

��~��
Φ2,ε(x) = ε log

(

x +
√

x2 + 4ε
)

.
ºG ���»

4æ~����h�ln��e|h�@��®{|����³~��@���³��z�nc�ä°Ë����m °Ë���
uε(t)

µ%n%z²jl���l��� 5�~��
pε

®yxäz���� ¹ ��~l¡&ºG� �E»1·0q@~{°Ë���²|h�l~��©|hn��³x�´
|hjl��z­|h�h��~�z���n�~��ln�~E|%nQ���5�©|��³��~¤�³z����l�5���hn�~E|��³x\�l� J������¶|�|��\z²��� ¹ nr�{�³��nQ�1|��³x�· 4æ~�z²|�nQ���e´Eµ�nrµ4�³���e����mo�l�{|�n
��~,��z²xymo�{|h��|����än�±{����~�z²�³��~,��°

pε

°Ë���
ε
�����Ez²nä|h�

0
·Ci(�\|�j��³z4nc~��e´lµ�n �{n;55~ln

F (x, ε) =







x − 3
4 − 1

2Φε(2 − x) + 1
2Φε(−x)

��°
ε > 0,

x − 3
4 − 1

4 [2 − x]2+ + 1
4 [−x]2+

��°
ε = 0,

ºG � �»

òËç0ß�òôó
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µ4j��³��j�|h�l��~5zr���{|r|h��®5nr�}���³~E|��³x�����~E|��³~y�l���5z@��~��Zz²mo�y��|hj¾µ4�¶|hj7��nQz²�Onc��|r|h�
x
��~7��~lnc��¡�jE®O���hjl�y�{�

��°
(p0, 0) = (1, 0)

· ¬ n j�� ¹ nä|hj��©|4°Ë���4n ¹ nc��x ε ≥ 0
´
pε

zh�©|���z�5�ncz

F (pε, ε) = 0.
ºM (NE»

Ä ®5z²nc� ¹ n¾|�j���|,µ�n=�c��~l~���|¾���l�l�³x |�� ºM (NE»o|hjln ������zhz²�������B4æmo�l�³�³���¶| Kl��~��1|h����~ i.jlnc���hn�m�®5nQ������z²n
(x, ε) → F (x, ε)

�³z¤~l��|
����~E|��³~y�l���5z²�³x �l� P^n��hn�~E|�����®���nZ��|
(p0, 0) = (1, 0)

· 4æ~ °M���1|Q´r����|�jl���l¡�j
x → F (x, ε)

��z.�³~��{n�nQ��z²mo�y��|hj,�������l~��
p0 = 1

��~��
mo���hn�� ¹ nc�

DxF (p0, 0) = 3
2 ,

ºG  � »
��~\|�jln4��|�jlnc�Cj���~���´�|�j�n@������|������l�ln��h� ¹ �©|h� ¹ n DεF (p0, 0)

��zC~l��|­µ%nc�����ln;5�~lnQ�o®5nQ������z²n.µ�n4j�� ¹ n�|hj��©|

1

ε
[F (p0, ε) − F (p0, 0)] =

1

ε
F (p0, ε) = 1

2 log ε − 1
2 + O(ε).

ºM ���»
K����
� ¹ n�������mo��~l¡ |hjl��z¤|hnc��jl~��³�c���t�l� J������¶|}x�´rµ�nZµ4�³���
���l����x �%���h���³�����hx �$��°&vync��|��³��~ �$|�� ºG� �E»1´
���onc�E�l� ¹ ����nc~E|��³x�´C|h� ºG �Ny»1·9K0�³�hz²|c´%®yx ¹ �³��|��ln���°t|�jln¾�{nQ����m\�O��z���|��³��~ ºG ��E»���ºG ���»���° Φε

´%µ%n,µ4����|�n
F (x, ε) = F1(x, ε) + F2(x, ε)

µ4jlnc��n

F1(x, ε) =







x − 3
4 − 1

2Φ1,ε(2 − x) + 1
2Φ1,ε(−x)

��°
ε > 0,

x − 3
4 − 1

4 [2 − x]2+ + 1
4 [−x]2+

�¶°
ε = 0,

ºG E��»

��~��

F2(x, ε) =







− 1
2Φ2,ε(2 − x) + 1

2Φ2,ε(−x)
��°

ε > 0,

0
�¶°

ε = 0.

ºG  ��»

A���|�j\°Ë�l~���|��³��~�z­����n@����~E|��³~y�l���5zC��~��oz�m\�y��|�joµ4�¶|hj���nQz²�Onc��|C|��
x
��~��
~ln��³¡�jy®O���hjl�y�y�&��°

(p0, ε0) =
(1, 0)

·­vyn�|²|��³~l¡
A = DxF (1, 0)

��~��
Ai = DxFi(1, 0)

´
i = 1, 2

´yµ%n j�� ¹ n

A2 = 0, A = A1 = 3
2 .

ºG  ��»
v{��~���n

F1
�³ztz²mo�y��|hj ºË°Ë���@µ4j5�©|4°Ë���³�³�©µ@z.�¶|tz��%J���nQz

F1
��°C������zhz

C2 »4��~¾�o~ln��³¡�jy®O���hjl�y�{�¤��° (1, 0)
´

µ�n#j5� ¹ n�|hj��©|oº�Ny»@jl���³��zr°Ë��� F1
µ4�¶|hj

c1(β) = c′1β
°Ë���äz���mon&���l�l�h���l�h���©|�n&����~5z}|���~E|

c′1
·�Kl���

F2
´

�5z²�³~l¡7º}�©��»���~5�3ºG  �E»�´{|�j�n ®5nQz}|r����~�z²|h��~�|4��z

c2(β) := sup
x,x′

|F2(x
′, ε) − F2(x, ε)|
|x′ − x| ,

º�N���»

µ4j�n��hn�|�j�n\z��l�l�hn�m&�lm��³zä� ¹ nc� x 6= x′
´e®O��|�j=��~Z|�jln\�³~�|hn�� ¹ ��� [1 − β, 1 + β]

· A��{|ä°Ë���ä�5�Ez²��|�� ¹ n y��~��
z
µ%n
j�� ¹ n

Φ2,ε(−y) − Φ2,ε(−z) := ε log
−y +

√

y2 + 4ε

−z +
√

z2 + 4ε

= ε log
z +

√
z2 + 4ε

y +
√

y2 + 4ε
= O(ε|y − z|).

º�N��Q»

ß�ß Í�Y�ZQã�â�á
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i.j�n��hn�°Ë���hn�µ�n&m���x,|h�(8�n
c2(β) = c′2ε

��~�� 5�~����³�³x�´ez²�³~���n
ε
��zä��j���z�n�~Zz���|hj��©|

ε ≤ β
´�µ�n#��®{|h����~

|hj��©|#º�NE»%jl���³�lz4°Ë���
F
µ4��|�j

c(β) = (c′1 + c′2)β.
º�NE��»

i.j�n��hn�°Ë���hn i.jln�����ncm � ��~��7�%�������������hx¤�o���l����x�· ¬ n m���x,��jl�y��z�n
ρ0 = ε

´5��~���z���~���n |F (p0, ε)| =
O(ε log ε)

´(º���»��³mo�l���³ncz
β = O(ε log ε)

·­i.jy��z�´{�5z²�³~l¡ZºG ���»%µ�n
��®{|����³~¤|hjln
°Ë���³���©µ4�³~l¡o�hncz��l�¶| 	
� § Â��JÂ ¥ !M¦ ! Â$#�� � .'���.�D��	�� ��� � �;��! ����� �*�D+F��!�
����%� 
�������� 1 ���;�'���0
 �>��&���!"� ' �*�)� 	)����
 	 � ��	

pε = p0 − A−1F (p0, ε) + O
(

(ε log ε)2
)

= 1 − 1
3ε log ε + 1

3ε + O(ε2) + O
(

(ε log ε)2
)

,

= 1 − 1
3ε log ε + 1

3ε + O((ε log ε)2)

º�N� �»

i.jl��z&�³z�|��Z®On
����mo������nQ�=µ4��|�j+|�jln,z}|���~��l���h�$�c��z�nZºË��°r�7z�m\�y��|�j$�On���|��l�h®��©|h����~5» µ4j�n��hn�|�jln
n�±{����~�z��³��~¤µ������³�
®5n ��°�|hjln
|}xy�5n

p0 + dε + O(ε2)
°Ë���@��~����l�l�h���l�h���©|�nä����~�z}|���~E|

d
·

�4nQ�������^|hj��©|Q´l®yx ¹ ����|���nä��°�ºG����»���~�� ºG� ��»�´�µ%n
j�� ¹ nr°Ë��� ε > 0

uε(t) = φε(2t − pε) =







√
ε

��°
t = 1

2pε,

[2t − pε]+ + ε/|2t − pε| + O(ε2)
��|hjln��hµ4�³z�n

,

º�N(NE»

µ4j����³n
u0(t) = [2t − 1]+.

v{n�|²|h��~�¡
tε = 1

2pε = 1
2 − 1

6ε log ε + O(ε),
|hjln�~,°Ë���@���³�

ε > 0
z�m����³�en�~l���l¡�j
|���zh�©|���z²°Ëx

tε > t0 = 1
2

´{µ%n
¡�n�|

uε(tε) − u0(tε) =
√

ε − (2tε − 1) =
√

ε + 1
3ε log ε + O(ε) = O(

√
ε).

v{��~���n °Ë���
t 6= tε

µ�n�j�� ¹ n |uε(t) − u0(t)| ≤ O(ε log ε)
��~l�¶°Ë����mo�³x
µ4��|�j¾�hncz��Onc�1|4|h�

t
´�µ�n#�{nQ�{����n

|hj��©|
‖uε − u0‖L∞ = O(

√
ε).

Ä ~
|�j�n ��|�j�n��4j���~��e´l��|@�³z.~���|r�{�*J����l��|4|�� ¹ nc����°Ëx�|hj��©|

‖uε − u0‖L1 = O(ε log ε).

4æ~,°M���1|c´

‖uε − u0‖L1 ≥
∫

1
2

0

φε(2t − pε)dt = 1
2 [Φε(1 − pε) − Φε(−pε)] = − 1

2ε log ε + O(ε).

òËç0ß�òôó
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Ä ~
|�j�n ��|�j�n��4j���~��

‖uε − u0‖L1 ≤
∫ 1

0

[φε(2t − pε) − [2t − pε]+]dt +

∫ 1

0

[[2t − 1]+ − [2t − pε]+]dt

= 1
2 [Φε(2 − pε) − Φε(−pε)] − 1

4 (2 − pε)
2 + 1

4 − 1
4 (2 − pε)

2

= 1
2 [Φε(2 − pε) − Φε(−pε)] − 1

4 − 1
3ε log ε + o(ε log ε).

A�x3ºG� �E»1´{µ�n j�� ¹ nt|�j5�©| 1
2 [Φε(2 − pε) − Φε(−pε)] = pε − 3

4 = 1
4 − 1

3ε log ε + O(ε)
· 
@n�~5��n

‖uε − u0‖L1 ≤ − 2
3ε log ε + o(ε log ε).

vy�³mo�������@����mo�l�{|��©|h����~�z4��~��,nQz}|h��m��©|hncz.jl���³�¤°Ë���
λε(·)

·

� � � 8 ��'0-,� ���=�#�(�(��?,"���/��4�,�.')��"������
	����#�

s7��|�� ¹ �©|hnc�
®Exo|hjln
�l�hn ¹ ������z�n�±l��mo�l�³n�´y�³n�|@��z.����~�z��³�ln���|�jln
mo���hnä¡�n�~�n������^���³~lnQ��� �ð�E�����{�h��|����4�l�h��® �
�³n�m







































min
u

1

2
‖y(T )‖2 +

1

2

∫ T

0

‖u(t) − r(t)‖2dt

{

ẏ(t) = Ay(t) + Bu(t), t ∈ [0, T ],
y(0) = y0,

u ∈ L2(0, T ; U),

º�N � »

µ4j�n��hn
r : [0, T ] → R

m
��z@z²��monä¡�� ¹ n�~
��n�°Ën��hn�~���n
����~E|��h���I´ A ∈ R

n×n
´
B ∈ R

n×m
´���~��

U := R
m
+ = {u ∈ R

m | u ≥ 0}.

rn��hn�´y|hjln 
r��m\�³��|���~��³��~¤°Ë�l~5�1|��³��~���z4¡�� ¹ nc~
®yx

H(u, y, p, t) =
1

2
‖u − r(t)‖2 + p>(Ay + Bu),

��~��¤|�jln���z�z��{�����©|�nQ���)��~E|h��xE��¡�����~
mo��±{��m&�lm �l�h��~5���³�l��n ��z










































ẏ(t) = Hp(u(t), y(t), p(t), t) = Ay(t) + Bu(t), t ∈ [0, T ],

ṗ(t) = −Hy(u(t), y(t), p(t), t) = −A>p(t), t ∈ [0, T ],

y(0) = y0, p(T ) = y(T ),

u(t) ∈ Argmin
v∈R

m

+

H(v, y(t), p(t), t), t ∈ [0, T ],

ß�ß Í�Y�ZQã�â�á
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i.j�n��hn�°Ë���hn�´E|hjln����Ez}|��©|�n ��~��¤���{|��³m����(����~E|��h���e����nä��nQz²�Onc��|�� ¹ nc��x�¡�� ¹ n�~,®yx

p(t) = e−tA>

p(0) = e(T−t)A>

p(T )

��~��
u0(t) = [r(t) − B>p(t)]+ = [r(t) − B>e(T−t)A>

p(T )]+,
µ4j�n��hn

p(T )
�³z%�³m\����������|��³x���j���������|�n��h�76�nc�\®yx\|�jlntnc�E����|��³��~

p(T ) = y(T )
· Ä ~�|�jlnt��|�j�n��Jj5��~��e´E|hjln

�³~E|��h�{�{���1|h����~
��°(|hjln ����¡�������|�jlmo���ä�5nc~�����|}x�xy��nc�³��z�|�jln ���{|��³m����(����~E|��h���

uε(t) = φε(r(t) − B>pε(t)) = φε(r(t) − B>e(T−t)A>

pε(T )),

µ4j�n��hn
φε(x)

�³z
¡�� ¹ n�~7®yx ºI� ��»ä��~��7��z
���l�l�³�³nc�=jln��hn\����mo�O��~lnc~�|}µ4��z�n�·��rz
®On�°Ë����n�´e�¶| �hn�m����³~�zr|��
55~��

pε(T )
®yx
z���� ¹ ��~�¡#|hjln nc�E����|��³��~

pε(T ) = yε(T )
º�NE��»

= eTAy0 +

∫ T

0

e(T−s)ABuε(s)ds
º�N{��»

= eTAy0 +

∫ T

0

e(T−s)ABφε(r(s) − B>e(T−s)A>

pε(T ))ds.
º�N ��»

qr~{°Ë����|���~��©|hn��³x�´���|��³z
~���|����³nc���äj��©µ |��¾�{nQ���Cµ4��|�j=|�jln����©|�|�nc� ��~3�����{n��ä|h�,®On���®���n\|��¾���l�l�³x¾|�jln
¡�n�~lnc�h���^��nQz}|h�����©|��³��~�|�jlnc���hn�m ��z.��~,|�j�n �l��n ¹ ������z.n�±l��mo�l�³n�·

� � ���,�%"�*,-,���
/ '0�@�!� '09��

K����4�³��~�nc���r���@�E�����l�h��|����
�l����¡�����momo��~�¡&�l�h��¡��h��m�zJ��|r��z4�5�Ez�z��³®l��n
|h������m\���{|�n#��~¾��z�xEmo�{|h��|h�³�än�± �
�5��~�z�����~#|hjln.|�j�n@��n�~E|h�h���{���©|hj�´�z�n�n4s¾��~�|hn��³���
��~5�\i0z�����jl�³x�� M �Q�QOI´Es¾�76��l~l�5´FTE���h��n.��~5�\vE|h�yn�� M �{´ ��OI´
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