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Résumé

Nous définissons un systeme général de coercions implicites dans les types simples et donnons

un algorithme d’inférence de type. Ceci est réalisé grace a une logique adéquate, inspirée de la
logique linéaire, pour laquelle nous prouvons I’élimination des coupures.

1.

Introduction

Les notions de coercion implicite et de sous-typage sont devenues importantes durant les

dix derniéres années, ceci a cause d’une motivation double. Les mathématiques telles qu’elles sont
pratiquées font trés souvent appel a la capacité de voir un méme objet sous plusieurs points de vue
différents ; il est probable que tout résultat profond utilise ce genre de changement de point de vue.
Les preuves mathematiques contiennent évidamment aussi énormément d’information implicite.
De fagon paralléle, en informatique, il est intéressant que certains objets d’un type puissent étre
vus comme des objets d’un type différent, 'exemple fondateur étant celui de I’héritage, mais il se
trouve également ’enjeu de l'utilisation modulaire de mémes morceaux de code.

La bonne compréhension des coercions implicites est donc nécessaire pour continuer a

développer 'objectif actuel de formalisation. Nous presentons un systéme général de coercions
implicites dans les types simples et donnons un algorithme d’inférence des types en présence de
coercions. Ceci est réalisé en appliquant I'isomorphisme de Curry-Howard et en presentant le sous-
typage comme un theoreme d’une certaine logique. L’élimination des coupures dans cette logique
correspond & la preuve de transitivité de la relation de sous-typage et nous permet de donner un
algorithme d’inférence du sous-typage. Il est alors possible de donner un algorithme de typage en
présence de coercions, qui dépend d’une notion de “type principal”. Nous donnons alors des idées
de développements futurs, notamment en ce qui concerne la cohérence du systéme.

Ce travail est issu du travail de Master de ’auteur. Nous voulons remercier M. Loic Pottier

pour son exellent travail d’encadrement, et toute ’equipe Marelle, en particulier Ioana Pasca pour
son support.

2.

La notion de sous-typage

Dorénavant, nous nous plagons dans le A-calcul simplement typé (4 la Church) défini de la

maniére suivante :

— L’ensemble des types :

T:=V|T-T

ol V est un ensemble de variables de types

— L’ensemble des termes :

A=V |AV:TA|(AA)

oul V est un ensemble de variables de termes

— les régles de typage :
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Tx: Abx: A
T'Ff: A—>B F'Ft: A
'-(ft): B
Ix: A-t: B
T'FAx: At: A—B

Comme de coutume, nous noterons A1 —Ay ... A,_1—A, pour A1—(Az...(An_1—A4,)...)et
tuy...un aulieude (... (¢t u1)...)u,. Nous définissons de plus ¢[z < u] pour la substitution de la
variable z par le terme u dans le terme ¢t. Comme souvent dans de telles situations, nous adopterons
la convention de Barendregt [2], qui permet de laisser toutes les questions d’a-conversion comme
exercice au lecteur.

La définition du sous-typage peut s’exprimer comme une relation de préordre < sur les types
ainsi que la régle de typage suivante :

F'kFt: A A<B
I'Ht: B

Il est naturel d’imposer & cette relation d’étre une relation de préordre. Cependant, cette
relation peut trés bien ne pas étre antisymétrique; on a alors A = B sans avoir pour autant
A = B. Ceci ne pose en général pas de probléme, sauf quand le sous-typage est défini en termes
de coercions implicites, ol il se pose la question de la cohérence. Nous en reparlerons dans la
section 6.

La motivation informatique est déja claire dans ce qui précéde : nous voulons étre capable
de manipuler un objet en fonction de ses capacités calculatoires. Si cet objet présente les mémes
aspects calculatoires qu’un objet d’un type différent, nous voulons étre capables d’effectuer les
mémes opérations sur lui que nous aurions pu effectuer sur un objet du deuxiéme type. Un exemple
phare de ce type de motivation est I'héritage.

La motivation mathématique est issue de la pratique quotidienne et informelle des mathé-
matiques. Lorsque nous parlons d'un objet mathématique, il peut souvent étre vu comme ayant
deux aspects trés différents. On peut par exemple voir un morphisme de structure comme une
simple fonction (cet aspect rejoint alors la notion d’héritage mentionnée ci-dessus), ou un poly-
néme comme soit une liste (finie) de coefficients soit comme une fonction. Ce genre d’ambiguité
est omniprésente en mathématique, et avoir la capacité de formaliser ce genre d’ambiguités semble
étre un enjeu important pour la capacité de formaliser de facon acceptable le corpus des mathé-
matiques scolaires (un enjeu qui commence a devenir réaliste).

Il nous reste maintenant & trouver une définition de la relation de sous-typage et a
donner lalgorithme de typage correspondant. nous allons pour cela utiliser le concept de
coercion implicite. Malheureusement, nous verrons qu’il n’est pas facile de donner une définition
intéressante et effective.

3. Des Coercions dans les Types Simples

Les types dépendants étant trop complexes pour avoir un algorithme simple de typage prenant
en compte les coercions implicites nous nous intéressons au A-calcul simplement typé. Ce genre de
probléme est abordé dans [14] avec une restriction sur les jugements de sous-typages possibles :
les contraintes de sous-typage ne peuvent se faire entre deux types construits, nous ne pouvons
par exemple avoir A—B < C—D sans avoir C < A et B < D, nous pensons qu’il est intéressant
de lever cette restriction, notamment pour les exemples issus de motivation mathematiques. Une
présentation des algorithmes utilisés dans cette situation peut se trouver dans [15].

Nous avons décidé d’adopter un point de vue proche de celui de [11] et de faire intervenir la
notion d’isomorphisme de Curry-Howard. Rappelons en quoi consiste ce concept pour le A-calcul
simplement typé : I'isomorphisme de Curry-Howard construit une bijection entre les propositions
de la logique implicative minimale et les types d’une part, et entre les preuves de ces propositions
et les termes des types correspondants d’autre part.

Rappelons les régles de la logique minimale :
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Inférence de types simples en présence de coercions

T.AFrA %
I A+ B
T A-B

' A—B T'HA
'kB
Sous cet isomorphisme, les coercions définies par 1'utilisateur sont vues comme des hypotheéses
qui constituent un contexte C et construire une coercion du terme ¢t de type A vers un terme de
type B revient alors & donner une démonstration de

Abs

Cut

C,AF B

dans une logique a définir, mais dont les régles doivent étre admissibles en logique minimale
implicative. Il sera alors possible, grace & 'isomorphisme, de reconstruire un terme ¢’ de type B
a partir du terme ¢, c’est ce terme qui sera le coercé de A vers B. De quoi doit avoir air cette
logique ? Certaines conditions s’imposent.

1. L’hypothése A doit forcément étre “consommeée” une et une seule fois par la preuve. Il est
en effet impensable qu’une coercion d’un terme t de type A vers un terme t’ de type B ne
fasse pas intervenir ¢. En particulier, si une des coercions f est de type U—V et B =U—V
alors le terme t' ne doit pas étre constitué du seul terme f.

2. L’ordre des arguments ne doit pas étre dérangé : si par exemple A = U—U—V, B =
U—U—V' et qu’il y a dans C une coercion f de type V—V’, le terme t’' formé ne doit pas
étre Ax: UNy: U.f (t y x), mais Ax: UNy: U.f (t z y).

3. Il ne doit pas non plus étre possible de “dupliquer” I’hypothése A. Nous ne voulons pas, par
exemple, former de coercion entre les types A—A—B et A— B sans avoir défini de coercion
appropriée.

Il est intéressant de noter que ces restrictions sont sujettes a discussion. Nous savons, par
exemple, qu’un étudiant confronté a une notation fonctionnelle dont les arguments ont étés inversés
peut nénmoins comprendre le sens de ’expression dans le cas ol 'expression vue n’aurait pas de
sens. Il est possible qu’un relachement des conditions ci-dessus permettent de simuler ce genre de
comportement et donc de simplifier 'interaction d’un utilisateur avec un prouveur de théorémes
par exemple.

Il est également naturel de demander a la partie C du contexte de ne contenir que des coercions
(définies par l'utilisateur par exemple), c’est a dire des types fonctionnels. Cependant, il est
possible d’imaginer un contexte qui contient des types non fonctionnels, qui pourraient représenter
des arguments a appliquer de fagon implicite dés que possible, par exemple 'univers dans lequel
on se place. Nous aurions alors, si U représente le type de cet univers, une coercion entre toutes les
fonctions U—A et A. Encore une fois, ce genre de convention est adoptée de fagon systematique
en mathématiques. Nous n’explorons pas plus en avant ce point de vue dans la suite du papier,
et dorénavent, on suppose que C ne contient que des arguments fonctionnels.

3.1. Les régles de la logique des coercions

Certaines de ces conditions sont remniscientes de la logique linéaire [9] et de la relevance lo-
gic|1]. Cependant ces logiques sont encore un peu trop expressives. Aprés plusieurs tentatives,
nous avons choisi de définir le systéme qui suit.

Nous séparons le contexte en deux parties. Une partie contient les coercions, l'autre contient
une unique hypothése, qui correspond au type du terme dont on veut donner une coercion. On
définit :

Définition 1 Une proposition est un terme sur la signature P :=V | P—P Avec V un ensemble
de variables.

Définition 2 Un contexte est un couple (C, H) avec C un ensemble de propositions de la forme
Pi—P> et P, P>, H des propositions.
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On notera C; H au lieu de (C, H) et C,T au lieu de CU {T'}.

On définit ensuite la logique des coercions Fcoer avec les régles suivantes :
—— Ax
C;H beoer H

C,A—B; H Feoer A
C,A—B;H Fcoer B

C;C Feoer A C; B tcoer D
C; A—B teoer C—D

C; Abcoer B C; B Feoer C
C;AFcoer C

Nous écrirons F au lieu de Fceoer lorsque le contexte sera clair.

La premiére régle permet de former la coercion identité. On remarque qu’elle ne s’applique que
4 la partie droite du contexte : c’est ceci qui permet de remplir la condition numéro 1 détaillée dans
la section précédente. La seconde régle est la régle fondamentale, c’est elle qui permet d’appliquer
les coercions. La troisiéme régle permet d’obtenir la propriété de contravariance, sa forme nous
donne les garanties de la seconde et la troisiéme condition.

Enfin la coupure garantit la transitivité de la relation. Il n’est pas évident que cette régle soit
nécessaire ; en effet, beaucoup de logiques admettent un théoréme d’elimination des coupures, c’est
a dire que la régle Cut est admissible dans cette logique. Ici cependant la régle n’est pas admis-
sible; ceci vient d’'un manque de symétrie dans les régles, il n’est pas possible de les appliquer a
gauche du - comme dans un calcul des séquents. Il est possible de compléter les trois autres régles
afin d’avoir un véritable calcul des séquents et de prouver I’élimination des coupures, ce sera I’objet
de la section 4. Ceci est nécessaire pour prouver la décidablilité de la déduction dans cette logique.

App

Contr

Cut

Nous pouvons faire la remarque suivante : la notation C; H n’est pas sans rappeler les systémes
a bénitier (voir par exemple [10]) dans lesquels une partie du séquent est mise a I’écart du reste
des hypotheéses. Le but de ces systémes est de mieux gérer la recherche de preuve. Cependant nous
n’avons ici aucune régle qui permet de “remplir” le bénitier, et nos motivations sont différentes.
Nous reviendrons sur cette analogie plus tard.

Définition 3 Nous dirons qu’un séquent est dérivable si il existe une preuve de ce séquent dans
la logique des coercions.

3.2. les termes

Examinons la forme des termes produits par ces régles sous les lumiéres de 'isomorphisme de
Curry-Howard : les régles correspondantes avec les annotations de A-termes sont

Ct-HFt:H X
C,f:A-B;t: HFu: A
C,f: A=B;t: H+ (fu): B

App

Cix:Chla: A Ciy: BFd: D

C;t: A»BF \x: Cdly—(ta)]: C—D

Cix: AFb: B Ciy: BFc: C
Ciz: AF cly<b]: C

Donnons un exemple. Soit A une variable de type et C ’ensemble de coercions {A—(A—A)}.
Nous voulons montrer C; A+ A—A— A. Nous pouvons effectuer la dérivation suivante :

Contr

Cut

o mArA ™

CAFA CAFA ™ CAFASA Cpp

C:AF A=A PP CASAF ASA—A ontr
u

CAF ASA—A
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Inférence de types simples en présence de coercions

En rajoutant les annotations, on obtient le terme suivant :
¢ A—(A—A)t: A dx: Ady: Ad[(ot)z]y: A—A—A

Cela correspond au terme que 'on désire avoir lorsqu’une coercion est éffectuée entre A et
A—A—A. On remarque que, si on efface les annotations de type et la fonction ¢, on obtient le
terme (non typé) Az.\y.txy —, t. Il semble naturel que, une fois effacée I'information de typage
ainsi que les coercions employées, le terme obtenu soit le terme de départ, modulo n-équivalence.
Nous verrons qu'il en est ainsi (théoréme 1) de toutes les coercions construites dans notre systéme.

Dans toute la suite, soit C un ensemble de coercions (variables de type U—V), t une variable
de type A, et v un terme de type B.

Lemme 1 Si dans la logique des coercions C;t: A F w: B est dérivable alors toute occurrence
d’une variable de coercion f € C dans u est en partie gauche d’une application. De plus u est de
la forme Az: T.u' ou (f u') avec f € C.

Démonstration
Induction évidente sur la dérivation de u. O

Lemme 2 Avec les notations précédentes, si C;t: At u: B est dérivable alors l'unique occurrence
de t dans u est soit & gauche soit & droite d’une application, soit u = t.

Démonstration
Encore une induction immédiate sur la dérivation de w. O

Définition 4 On définit Ueffacement eff : A—=AP*" inductivement sur la structure d’un terme de
la fagon suivante :

- eff(r) =z si x est une variable

- eff \x: At) = dz.eff (1)

- eff (ft) = eff (t) st f € C, (eff (f)eff (t)) sinon.
Nous pouvons alors énoncer le théoréme évoqué ci-dessus :
Proposition 1 Supposons que C;t : A b u : B. Alors Veffacement eff (u)est n-réductible a la
variable t.
Tout terme de cette forme sera dit sous forme coercive.

Démonstation : Par induction sur la dérivation de C;t: A u: B.

— Si la derniére régle utilisée est Ax alors ¢ = u et donc eff (u) —, t.

— Si la derniére régle utilisée est App alors u = (fu’) et on a eff (u) = eff (u') —», t.

— Si la derniére régle est Contr alors u = Az : T'.u/(tu”(z)) et donc par hypothése d’induction

eff (u) =y, Ax.tx—yt.
— Si la derniére régle est Cut alors le résultat est clair.

On a méme une réciproque :

Proposition 2 Soit u un A-terme typé avec une variable libre t: A tel que :
1. le terme u est de type B dans le contexte C,t: A
2. u est de forme coercive, c’est & dire eff (u) —q, ¢

alors C;t: At u: B est dérivable.

Démonstration : Nous raisonnons par induction sur la structure du terme u. Le terme u est

soit ¢, soit une abstraction, soit une application.

— Si u = ujuz est une application, alors eff (u) —», ¢ implique w1 = f pour un certain f € C.
Par hypothése d’induction, on peut prouver le jugement de typage C;t: A+ uz: B’ et donc
C;t: AF fu: B par application de la régle App.

- Siu = Az: Tw' alors on a eff(u’) —», tz et donc v’ est de la forme wuj(uz(t)us(x))
avec ui,uz,us sous forme coercive. On peut alors appliquer ’hypothése d’induction pour
construire Az: T.u1(t us(x)) grace a Contr, puis utiliser Cut pour construire u.

O
Ceci nous permet de comprendre la structure des coercions que produit notre systéme logique.
Cette structure est stable par réduction 3 et 7, et les termes produits sont fortement normalisants :
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Lemme 3 Si avec les notations précédentes u est sous forme coercive alors
1. u est fortement normalisant

2. pour tout A\-terme v, u g, v = v est sous forme coercive.

Démonstration : Le terme u étant typable dans le A-calcul simplement typé avec le contexte
C,t: A, il est fortement normalisant d’aprés le théoréme de normalisation forte (voir [3]). D’autre
part, supposons que lon ait eff (u) —, t avec t une variable. Alors, grace a la propriété de
Church-Rosser de la n-réduction du A-calcul [2], on a pour tout terme v n-équivalent & u :

eff (u) — eff (0)

n
n

Ce qui montre la seconde partie du lemme.

Remarquons que toute la puissance de la normalisation forte du A-calcul simplement typé n’est
pas neccesaire : les termes n’ayant ici qu’une seule occurence pour chaque variable, la normalisation
est bien plus simple & montrer.

4. L’Elimination des Coupures

Il reste maintenant & donner une procédure de décision, ce qui permettra, étant donné C, A, B
de voir si il existe une coercion de A vers B. Pour cela, il est nécessaire d’éliminer la régle Cut,
car celle-ci peut s’appliquer a chaque étape d’une preuve et rend donc difficile la recherche d’un
algorithme de décision. Nous ’avons précisé, il faut pour cela rajouter des régles a notre logique
pour donner un symétrique a droite de chaque régle qui s’applique a gauche, c’est & dire App et
Contr, la régle Ax étant déja symétrique. Ceci est analogue & 'utilisation des symmetries pour
montrer I'élimination des coupures dans le calcul des sequents de Genzen (mais de fagon bien plus
simple, puisque nous utilisons déja un théoréme de normalisation forte).

On rajoute donc les régles suivantes (annotées) a Coer :

C,f: A—»B;t: BFc: C
C,f: A=Bsu: Ak clt—(fu)]: C

Avec u une variable fraiche c’est a dire non liée dans c.

Appin

Cix: AF-d: D C;y:EFb: B Ciz:CrFh: H
C'st: D—E & hz—(f Ax: Ably—(td)])] : H
Avec C' =C, f: (A—B)—C.
Nous pouvons vérifier que ces régles sont admissibles dans la logique des coercions avec la
coupure.

Contrin

On veut alors montrer :
Théoréme 1 Soit un séquent C;t: A + w: B dérivable. Il existe une dérivation du séquent
Cit: A+ u': B avec ' la forme normale de u qui n'utilise pas la régle Cut.

Nous allons utiliser notre connaissance de la forme du terme u pour prouver ce théoréme.
Comme notre calcul défini est un sous-calcul du lambda calcul simplement typé, le théoréme de
“subject reduction” du lambda calcul simplement typé s’applique et nous assure que tout terme
coercif, si il est mis sous forme normale, garde le méme type que celui de départ. Etant donné
une coercion u, on peut la normaliser d’aprés le lemme 3, puis construire le terme normal dans la
logique des coercions en utilisant la proposition 2. Il suffit donc de démontrer le théoréme ci-dessus
pour les termes u en forme S-normale.

Lemme 4 Supposons, avec les notations précédentes, que u = c(t) et c(t) = co(do(t)), avec co et
do sous forme coercive. Alors si on peut construire co(x) et do(t) sans la régle Cut, et que c(t) est
en forme normale, on peut construire le terme c(t) sans la régle Cut.
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Inférence de types simples en présence de coercions

Démonstration : Nous procédons par induction sur la taille du terme do. Si do(t) = ¢ alors
c(t) = co(t) peut étre construit sans coupure par hypothése. Sinon d’aprés la forme des régles
d’inférence de la logique des coercions, do(t) peut étre de deux formes possibles :

— do(t) = (fdi(t)) avec f € C d’aprés le lemme 1. On peut alors appliquer la régle appin au
terme co(t) pour obtenir le terme co(ft) sans coupure. On peut alors appliquer ’hypothése
d’induction appliquée a di et co(ft) pour obtenir le terme c(t) = co(fdi1(¢))

— do(t) = Az : T.di(d2(t)d3(z)). Nous pouvons en effet observer que la seule fagon de construire

un terme de la forme Ax: T.u est par application de la régle Contr puis d’application des
seules régles Appin et Contrin. Aprés application de la régle Contr le terme est égal a
Az : T.dy(t d3(x)), puis les régles Appin et Contrin n’effectuent que des remplacements
sur la variable t.
Alors d’aprés le lemme 2, soit ¢o(t) = ¢ et on peut conclure, soit occurrence de ¢ dans co(t)
est en partie droite d’une application, soit elle est en partie gauche. Elle ne peut en fait pas
étre en partie gauche d’une application, car alors co(do(t)) contiendrait un redex enjendré
par l'abstraction dans dy. Cette occurrence est donc en partie droite d’une application, et
d’aprés le lemme 1, on peut écrire co(t) = c1(ft) pour un certain f € C. Il est donc possible
d’appliquer la régle contrin pour construire le terme

c2(t) = c1(f Az : T.d1(t d3(z)))

On peut alors conclure grace a ’hypothése d’induction appliquée a ds et cs.

Ceci nous permet de démontrer le théoréme 1 : par induction sur la taille du terme en utilisant
le lemme 4. O
A partir de maintenant, nous noterons A - B au lieu de C; A I B si ’ensemble de coercions n’est
pas ambigu.

5. L’Algorithme d’Inférence de Type

Nous pouvons maintenant remarquer la chose suivante : en regardant les régle de déduction du
bas vers le haut (bottom-up) la taille des types diminue pour les régles Contr et Contrin, et elle
est bornée par la taille des types dans C pour les régles App et Appin. Seule la régle Cut posait
probléme, il suffit d’appliquer le théoréme 1 pour s’en débarasser. Lorsque nous voulons démontrer
un séquent de la forme C; A F B en appliquant les régles ci-dessus, les types apparaissant dans
les séquents seront de taille bornée. Nous nous déplagons donc dans un ensemble fini de séquents
possibles; ceci nous donne un moyen de construire une procédure de décision pour cette logique.

5.1. La décidabilité de coer

Etant donné un ensemble de coercions C on peut donner I’algorithme suivant pour décider,
étant donné deux types A et Bsi C; A+ B et, le cas échéant, donner le terme de coercion associé :
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CorocG(A: TYPE, B: TYPE, L: SEQLIST,t: VAR): TERM
if (A,B)eL
then return FAIL
else L—(A,B):: L

try
Ax(A=B)
return t

App(f: C—B€C)
return f(Coroc(A4,C, L,t))
Contr(A = A1*>A2, B = BlﬂBz)
return let y = (t CoLoG(Bi, 41, L,x)) in Az: B1.CoLOG(Az, B2, L, y)
Appin(g: A—C €C)
return let y = (g ¢) in Coroc(C, B, L,y)
Contrin(A = A1—A,, f : (Bi—B2)—C € ()
return
let z =
(let y = (t CoLoG(Bi1, A1, L,x)) in (f Az: B1.CoLoG(Az, B2, L, y)))
in CoroG(C, B, L, z)

On décide alors si C; A F B en appelant Colog(A, B, [],t), si c’est le cas alors 'algorithme
renvoie un terme de preuve, sinon il renvoie FAIL.

Le try dans cette procédure n’est pas déterministe : il faut essayer toutes les possibilités afin
de construire un arbre d’appels récursifs. Une branche de cet arbre est alors élagué si un appel se
termine en échec (c’est le fail). On veut alors récuperer les noeuds non coupés de cet arbre. Cette
méthode de programmation peut rappeler les méthodes déclaratives présentes dans le langage
PROLOG par exemple.

Il n’est pas évident que cet algorithme termine. Cependant, la terminaison est garantie par le
fait que la taille des types d’entrée dans les appels de la procédure sont bornées, et que la liste
passée en argument grandit strictement & chaque appel. Il arrive donc un endroit dans chaque
branche dans lequel soit le séquent (A, B) est présent dans la liste, soit A = B. L’arbre des appels
est donc & chemins finis et chaque arréte a un nombre de fils fini, 'arbre est donc fini, I’algorithme
termine.

5.2. L’Algorithme de Typage

Supposons donné un A-terme avec annotations de types et un ensemble de coercions. Nous
voulons donner un algorithme qui détermine si le terme est typable dans notre systéme de types
avec coercions et si c’est le cas, donner son type.

Remarquons d’abord que notre systéme est suffisamment puissant pour modéliser la surcharge
de fonctions. Par exemple, considérons deux fonctions, +r: R—R—R et +n: N—=N—N que
nous voulons dénoter avec un seul symbole de fonction, 4. Il suffit alors de créer un type
“intersection” I habité par le seul terme + ainsi que deux coercions c;: I —-R—R—R et
co: I -=N—-N—N qui & + associent +r et +n~ respectivement. I étant un type atomique
n’apparaissant nulle part d’autre que dans le type du terme + il est clair que dans tout terme
bien typé contenant + appliqué a des arguments une des deux coercions aura étée utilisée. Notons
que I peut étre vu comme le type N—=N—N A R—R—R, ce qui permet de donner une idée
de l'intérét d’étendre la logique des coercions avec des connecteurs A, V etc, ou d’utiliser une
extension du A-calcul du type de celui étudié dans [5].

Pour typer un terme du A-calcul il est nécessaire de procéder inductivement sur la structure du
terme. Dans le cas sans coercions (et sans inférence de types a la curry) l’algorithme est simple :
dans le cas d’une abstraction Az: A.t, il suffit de typer le terme t avec le contexte z: A et de
renvoyer le type A— B si t est de type B. Dans le cas d’une application (¢ u), il faut typer ¢ et u.
Le terme est bien typé dans le cas ou le type de t est de la forme A—B et le type de u est A. Le
type du terme est alors B.

86



Inférence de types simples en présence de coercions

Les choses sont évidemment plus compliquées en présence de coercions, un terme pouvant
avoir éventuellement une infinité de types possibles. Par exemple dans le cas d’une unique coercion
fi+ A—(A—A), tout terme t auquel on peut attribuer le type A peut également étre attribué le
type A—A, A—A—A, A—A—A—A, etc.

Il n’est donc a-priori pas possible d’énumérer tous les types possibles des sous-termes d’un
terme afin de pouvoir choisir les types permettant de typer le terme complet. Il faut cependant
chercher a effectuer cette énumération, car en effet il peut arriver que la premiére coercion trouvée
ne soit pas la bonne pour pouvoir typer le terme complet. Par exemple, si on considére ’ensemble
de coercions {¢1: H—A—B,c;: H—-A—A—B} et le terme f a1 as avec f: H et ai,az: A alors
on peut typer le sous terme f a; grace a la coercion c¢; pour lui donner le type B. Il est alors
impossible de typer le terme complet sans revenir en arriére pour donner un type différent au
terme f a1, (faire du backtracking).

Une solution naive serait de chercher a typer une série d’applications en une étape, c’est a dire
(pour cet exemple) chercher a typer ai et a2 (ici seul le type A est possible) et ensuite chercher
a trouver un type pour f de la forme A—A—X pour X un certain type. Cependant ceci pose
encore probléme, comme le montre ’exemple suivant :

On se donne les coercions ¢1: I+ —(N—-N—N),c2: I+ —(D—D—R),c3: N—D et on se donne
les variables +: Iy, x: R—R—R,n: N,m: N,r: R. Nous voulons typer le terme X (+ n m) r.
Pour typer ce terme avec l’idée ci-dessus, nous cherchons & typer + n m, ce qui est possible et
donne le type N puis nous cherchons une coercion de R—R— R vers N—R— X pour un certain
X. Cette coercion n’existe pas. Il faut donc un algorithme qui permette de revenir en arriére afin
d’essayer tous les types possibles pour les arguments des fonctions.

Il existe en général une infinité de types possibles dans ce cas. Cependant, il suffit de considérer
un nombre fini de types grace au lemme suivant :

Lemme 5 Soit C un ensemble de coercions et F un type. Soit I un ensemble d’indices (I C N)
et (F)ier et (Fi)ier Pensemble des types tels que F Feoer Fi—Fi.

Il existe J C I fini tel que Vi € 1,35 € J tel que

Flz l_coer Flj

et
ng I_coer F;

Nous pouvons méme donner explicitement la famille (Fg)jgj,ezl,g : On peut évidemment
supposer qu’il existe un entier naturel n tel que J = {k € N | k < n}. Si F = A—B alors
F! = A et F3 = B; pour tout j > 1 les Ff sont les types V et les FQJ sont les types W tels que
af € C avec f: U—(V—W); si F est atomique, alors les Ff et FQJ sont de la deuziemme forme
pour tout j € J.

Les F? ne dépendent donc que de C, & part éventuellement F} et Fy qui pewvent dépendre de
F.

Ces types correspondent a une certaine notion de “type principal” c’est a dire qu’il suffit de
connaitre ces types pour effectuer le typage.

Démonstration : Nous démontrons le lemme par induction sur la longeur de la dérivation
de F - Fi—F% dans le systéme avec les trois régles Ax, App, Contr et la coupure :

— Cas Ax: F} »Fy = F = F{—Fi, donc F{ F F} et F3y - F% de facon triviale.

Cas App : 3f €C tel que f: H—F{—Fj, donc i € J et on peut conclure.

— Cas Contr : F = F} —F] et on a Fi - F{ et Fy - F%.

— Cas Cut:Ona F+ H et H Fi—Fé. Par hypothése d’induction appliquée & H + Fi —F%,
on asoit H = Hi—Hj et Fi - Hy, soit H= Hy—Hs et 3j € J,j > 1 tel que F} - H{, soit
H atomique et 3j € J tel que F} H{. Dans les deux derniers cas, il existe j' € J (' = j
ou j + 1) tel que Flj/ = HJ.
Il suffit donc de traiter le premier cas. Dans ce cas, par hypothése d’'induction appliquée
a F F Hi—H,, il existe k € J tel que H; + FF et donc Fi + Ff par transitivité du
sous-typage. On vérifie sans difficultés que FJ "k FL

L’algorithme proposé est le suivant : on se donne un contexte avec une liste VAR de variables
x indexées par leur type T,. Etant donné un type T, les éléments des familles finies (Tf Vies
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et (T])jcs définies dans le lemme précédent seront notées, pour j € J, Ari(T) et Ar}(T)
respectivement.

COTYPE(t: TERM, VAR)

match ¢ with
T € VAR return 7T,
Az: T.t' return T—CoTYPE(Y, (z,T) :: VAR)
(tl t2) try
local = CoLoG(COTYPE(t2, VAR), Ar] (COTYPE(t1, VAR)), [], ) with j € J
if local # FAIL return Ar}(COTYPE(t1, VAR))
else return FAIL

Le try ici est encore non déterministe : il essaye toutes les possibilités pour j € J. C’est en
ceci que ’algorithme effectue du backtracking. La correction de cet algorithme est facile & vérifier.
Il faut vérifier que cet algorithme est complet c’est & dire qu'un terme est typable en présence
de coercions seulement si 'algorithme renvoie un résultat (différent de FAIL). La complétude de
cet algorithme est garantie par le lemme 5, pour typer (¢1 t2), il suffit de vérifier que le type de
I’argument se coerce vers un des Flj pour déterminer si I’application est typable, pour tous les
types possibles de t;; en effet si il existe une coercion du type de t; vers un type de la forme
T:,—X avec T}, un type possible de t2. Par le lemme 5, si un tel type existe, alors T3, F{ pour
un certain j € J. L’ensemble J étant toujours fini, nous pouvons énumeérer tous les cas.

6. La cohérence

Lorsqu’on introduit un systéme de coercions, il est nécessaire de garantir que toute coercion
entre deux types A et B est unique, c’est a dire

Vei,c2: A—B coercions, ¢1 =gy, c2

Ceci est clairement faux dans notre systéme, en effet il est possible de définir C =
{f: A—»B,g: A—B} ou encore C = {f: A—A} dans lequel cette unicité n’est pas présente. Il
est cependant intéressant de se demander quelles limitations sur les éléments de C permettent
d’avoir cette propriété.

Définition 5 Soit C un ensemble de coercions. On dit que C est cohérent si pour tout types U,V
et toute dérwation t: Ul ui: V et t: U u2: V dans la logique des coercions, alors ui =g, us.

Nous conjecturons ce résultat initial :
Conjecture 1 Supposons que C = {f: A—B} et que A Z B. Alors C est cohérent.

La démonstration de cette proposition nous échappe pour l'instant, elle semble cependant acces-
sible ; dans le cas o A n’est pas un sous terme de B qui n’est lui-méme pas un sous terme de A,
le résultat découle du résultat de cohérence dans [11].

Une conjecture un peu plus ambitieuse dont la vérité est moins certaine peut se formuler ainsi :
On considére un ensemble C de coercions, et on remplace les coercions de la forme
f: (A—>B)—(C—D) par les coercions fi: C—A et fa: B—D ainsi de suite jusqu’a qu’il n’y
ait plus que des coercions de type A—B ou A—(B—C) ou (A—B)—C avec A, B,C atomiques.
On note C* 'ensemble de coercions ainsi obtenu et on regarde C* comme un graphe dans lequel
les sommets sont les sources et buts des coercions et les arrétes sont les coercions. On formule
alors la conjecture :

Conjecture 2 C est cohérent si et seulement si C* est sans cycles.

La seconde conjecture implique trivialement la premiére, et il est clair que C* sans cycles est
une condition neccesaire (tout cycle dans C* permet de construire deux coercions distinctes). 11
suffirait donc de montrer qu’elle est suffisante. Certains résultats concernant la cohérence ont étés
démontrés dans [4] et [6], ils se généralisent peut-étre a la situation présente.
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Il est également remarquable que les systémes a bénitier évoqués plus haut ont étés cr’e’es dans
le but d’identifier certaines preuves 8n-équivalentes. Certains résultats dans ce domaine pourraient
donc peut-étre s’appliquer dans cette situation.

Il peut aussi étre intéressant d’étudier la situation lorsqu’il existe des équations entre coercions,
par exemple f o g =1id avec f,g € C et id 'identité, ou d’essayer de voir quelles équations il faut
rajouter & un ensemble de coercions afin de le rendre cohérent. Ces questions sont la continuation
logique du présent travail.

7. Conclusion

Nous avons détaillé un systéme de sous-typage dans le cas du A-calcul simplement typé, et
montré la décidabilité de la relation de sous-typage, et donné un algorithme de typage en présence
de coercions. Il est cependant désirable de donner des méthodes de sous-typage coercif dans des
cadres plus généraux ainsi que des systémes plus puissants de coercions, par exemple en présence
d’une infinité de coercions.

Ce types de généralisations a déja été étudié (par exemple dans [4] et [6]) avec des résultats
intéressants, mais le typage devient rapidement indécidable dés que le systéme de coercions devient
trop expressif (voir [8]). Une extension possible de notre travail serait d’essayer d’incorporer du
polymorphisme ou de la dépendance dans notre logique ou encore des types inductifs, par exemple
en s’appuyant sur les travaux dans [7],[12].

Nous pensons que le point de vue du sous-typage comme une inférence logique peut
potentiellement se généraliser afin d’intégrer des procédures de décision éventuellement complexes
au systéme d’inférence de types, pour d’un coté alléger les définitions et faciliter les preuves dans
un systéme de preuve interactif basé sur la théorie des types (Coq, Agda, Epigram...), et de l'autre
faciliter la programmation dans les languages fortement typés (OCaml, Haskell...).

Un autre axe intéressant serait d’essayer de donner une extension du systéme de typage en
présence de types tmplicites inférés a partir des arguments explicites des fonctions. Un exemple
important est le probléme suivant : typer le terme eq x y avec eq: VT': Type, T—T— Prop, x: A,
y: B et une coercion c¢: A—B. Les algorithme de typages habituels inférent le type T' grace au
type de x, et tentent alors de typer (eq A) = y, ce qui est impossible. Pour pouvoir typer ce terme,
il faudrait un systéme qui résolve les inéquations A < T, B < T dans le systéme de sous-typage
défini par les coercions (la solution ici serait 7' = B). Ce genre de situation semble (& notre
connaissance) échapper aux études actuelles sur le sous-typage coercif.

Enfin, il serait possible d’étudier ce qui se passe dans le cas d’un typage a la Curry. L’absence
d’information de types ou une information partielle peut permettre de définir une notion naturelle
de sous-typage, comme celui détaillé dans [13]. La question est de savoir quelles sont les relations
entre ce sous-typage et celui engendré par des coercions implicites.
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