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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t✐r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✐♥❞✉str②✱ t✐r❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ t✇♦✲st❛❣❡
♣r♦❝❡ss✳ ❋✐rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡s r❡♣r❡s❡♥t t✐r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞ t✐r❡ ❝✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚✐r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭s✐❞❡✇❛❧❧s ❛♥❞ tr❡❛❞✮ ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞
♦♥ r♦✉♥❞ ❞r✉♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ r❛❞✐❛❧ t✐r❡s✳ ❚❤❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ♣r♦❞✉❝t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❣r❡❡♥ t✐r❡

♦r ✉♥❝✉r❡❞ t✐r❡✳ ❚✐r❡ ❝✉r✐♥❣ ✐s ❛♥ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ❜❛t❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❣r❡❡♥ t✐r❡s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠♦❧❞ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢
t✐r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝✉r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐❢ t❤❡② s❤❛r❡ ❛ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❝✉r✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❧❞
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♣❡♥❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝✉r✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜♦t❤ ❣r❡❡♥ t✐r❡s ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ ♠♦❧❞✳

❚❤✐s ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ n

❥♦❜s ❛r❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✜rst ❛t st❛❣❡ 1 ❛♥❞ t❤❡♥ ❛t st❛❣❡ 2✳ ❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ m1

♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s m2 ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❛t❝❤✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❊❛❝❤ ❥♦❜ j

✭j = 1, . . . , n✮ ❤❛s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ pj ❛t st❛❣❡ 1 ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ qj ❧✐❡s ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ [aj , bj ]
❛t st❛❣❡ 2✳ ❆t st❛❣❡ 2 ❥♦❜s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ❜❛t❝❤✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❥♦❜s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛t❝❤ st❛rt ❛♥❞
✜♥✐s❤ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❆ ♣❛✐r ♦❢ ❥♦❜ ✭i, j✮ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡② s❤❛r❡
❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ❛t s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ✐✳❡✳ [ai, bi]∩ [aj , bj ] 6= ∅✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❜❛t❝❤ k ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♣♦✐♥t aj ♦❢ ❥♦❜s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
❜❛t❝❤ k✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❧❛t❡st ❜❛t❝❤✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t❡❞ FH2(m1, m2)|p❴batch(II), GP = INT, k < n|Cmax

❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●r❛❤❛♠✱ ✭✶✾✼✾✮✳

❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡①❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇s❤♦♣ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❈❛r❧✐❡r✱ ✭✷✵✵✵✮✱ ▼♦✉rs❧✐✱ ✭✷✵✵✵✮✱ ❍♦✉❛r✐✱ ✭✷✵✵✻✮✮✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❤②❜r✐❞ ✢♦✇s❤♦♣ ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❑✐s✱ ✭✷✵✵✹✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❇r❛♥❝❤ ✫ ❇♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇s❤♦♣ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

✷ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞

■♥ ♦✉r ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ st❛❣❡ ♦❢ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇s❤♦♣ s❡♣❛r❛t❡❧②✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ tr❡❛ts t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❛t❝❤✐♥❣
♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s rj ✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ tr❡❡
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ PB(m2)|rj |Cmax✳



▲❡t Σ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡✳ ❊❛❝❤ σ ∈ Σ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥
t✐♠❡ C1

j (σ) ❢♦r ❡❛❝❤ ❥♦❜ j ∈ J ✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ σ ∈ Σ✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

PB(m2)|rj , GP = INT, k < n|Cmax ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ rj = C1
j (σ)✱ ∀j ∈ J ✳ ▲❡t Cmax(σ)

❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ PB(m2)|rj , GP = INT, k < n|Cmax ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
σ ∈ Σ✱ t❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ✢♦✇s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡
σ∗ ∈ Σ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ C̃max(σ∗) = minσ∈Σ C̃max(σ)✳

✷✳✶ ❋✐rst st❡♣

■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡t Σ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r
t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ s❡t Σ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♥♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞
s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❊❛❝❤ s❝❤❡❞✉❧❡ σ ♦❢ Σ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧✐st σ = (σ1, . . . , σn)✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②
❡❛❝❤ ❧✐st r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✉♥✐q✉❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧✐st✱ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❛s❦ t♦ t❤❡ ✜rst ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤❡♥ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤✐s t❛s❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st
❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ❧✐st t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ tr❡❡✱ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ N0 ✐s s❡t t♦ ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st✳ ❆ ♥♦❞❡
N1

l ♦❢ ❧❡✈❡❧ l ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ σ(Nl) = (σ1, . . . , σl) ♦❢ l ❥♦❜s ❛t t❤❡ ✜rst
st❛❣❡✳ ❊❛❝❤ ◆♦❞❡ ♦❢ ❧❡✈❡❧ n ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r✉❧❡s ❛♥❞
❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❋❆P ✭❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❆❞❥✉st♠❡♥t Pr♦❝❡❞✉r❡✮ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❤❛r❜✐✱ ✭✷✵✵✷✮✳

▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦❞❡ Nl✱ ❧❡t J ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❥♦❜s ❛♥❞ ❧❡t J̄ ❜❡
t❤❡ s❡t ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❥♦❜s✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② t1, . . . , tm1 t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② t✐♠❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡s
1, . . . ,m1 ❜❡❝♦♠❡ r❡❛❞② ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❥♦❜s ♦❢ J̄ ✳ ❚❤❡ ✜rst ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❛ ❥♦❜✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳ LB1 = maxi∈J̄(tk + pi + ai) ✇❤❡r❡ tk = min{ti|i = 1, . . . ,m1}✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳ LB2 = tk + pk +
CF BCLP T

max
(J̄)

m2

✇❤❡r❡

pk = min{pj |j ∈ J̄} ❛♥❞ CFBCLPT
max (J̄) ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ♦♥ ❜❛t❝❤✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s ♦❢

✉♥s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❥♦❜s J̄ ✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❇❈▲P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❖✉❧❛♠❛r❛✱ ✭✷✵✵✼✮✳

❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❚♦ ❤❡❧♣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥ ♦✉r ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❏♦❤♥s♦♥ r✉❧❡s ✭❏♦❤♥s♦♥✱ ✭✶✾✺✹✮✮ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♣❡❞ ✐♥ ❇❡❧❧❛♥❣❡r✱ ✭✷✵✵✼✮✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❛ ❜❡tt❡r s❝❤❡❞✉❧❡
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳

❉♦♠✐♥❛♥❝❡ r✉❧❡s ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r✉❧❡s t♦ r❡♠♦✈❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♥♦❞❡s t♦ ❜❡ ❜r❛♥❝❤❡❞✳
■♥ ♦✉r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ♦♥ ❜♦t❤ st❛❣❡s✱
• ■❢ t✇♦ ❥♦❜s jk ❛♥❞ jk+1 ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦♥ ❜♦t❤ st❛❣❡s✱ t❤❡♥ ❥♦❜ jk+1 ✐s
♥♦t ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞✳

• ■❢ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❛❝❤✐♥❡ st❛rts ❜② t❛s❦ jk✱ t❤❡♥ ❝✉rr❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s t♦ st❛rt ❜② ❛ t❛s❦ jl

✇✐t❤ l > k✳

✷✳✷ ❙❡❝♦♥❞ st❡♣

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ N ′ ♦❢ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❝❤❡❞✉❧❡
♦❢ t❤❡ ❥♦❜s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❥♦❜ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐ts ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ❛t ✜rst st❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞



❜♦✉♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ PB(m2)|rj , GP = INT, k < n|Cmax✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡
N ′ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❧✐st
♦❢ ❜❛t❝❤❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ♥♦❞❡ N2

l ♦❢ ❧❡✈❡❧ l ♦❢ t❤❡ st❡♣ t✇♦✱ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❧✐st ♦❢ ❜❛t❝❤❡s
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❜❛t❝❤ BN2

l

♦❢ ✉♥s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❥♦❜s✱ t❤✉s ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❥♦❜s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚♦ ❧✐♠✐t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✇❡ ✉s❡ s✐♠✐❧❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛t❝❤
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
• ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❥♦❜✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❛t❝❤ B ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
❝❤❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ B✱ B ✐s ♥♦t ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❜❛t❝❤❡s✳

• ▲❡t cbj = max{tk, rj} + aj ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❛t❡ ❜❛t❝❤ B̄

❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❥♦❜s ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✉♥s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❥♦❜ j✱ ✐❢ ❛♥ ♦t❤❡r ❜❛t❝❤
B ❤❛s ❛ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ ❣r❡❛t❡st t❤❛♥ cbi✱ t❤❡♥ B ✐s ♥♦t ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢
❜❛t❝❤❡s✳

✸ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t s❡r✐❡s ♦❢ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ r✉♥s
♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ P❡♥t✐✉♠ ▼ ✶✱✺ ●❍③ ❛♥❞ ✺✶✷ ▼❇ ❘❆▼✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ❥♦❜s ❛t t❤❡
✜rst st❛❣❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ [5, 100]✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♣♦✐♥ts aj ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ [5, 100]✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❡♥❞♣♦✐♥ts bj ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s bj = aj + 0.05 × aj ✳ ❲❡
t❡st❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ✺ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❜❛t❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✳
❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ✶✷ t❛s❦s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❡❛s✐❧② ✐♥ ❛ ❢❡✇
s❡❝♦♥❞s✳ ▼♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳❆✳ ❇❡❧❧❛♥❣❡r✱ ❡t ❆✳ ❖✉❧❛♠❛r❛✳ ✭✷✵✵✼✮ ❋❧♦✇s❤♦♣ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ ♠❛❝❤✐♥❡s à tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❜❛t❝❤
❡t ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ❋❘❆◆❈❖❘❖ ❱ ✴ ❘❖❆❉❊❋✬✵✼✱ ▲✐✈r❡ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ✿ ✷✶✲✸✺✳

✷✳❏✳ ❈❛r❧✐❡r ❛♥❞ ❊✳ ◆ér♦♥✳ ✭✷✵✵✵✮ ❆♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ✢♦✇s❤♦♣✳
❘❆■❘❖✲❖♣❡r ❘❡s✳ ✼✽ ✿ ✶✹✻✲✶✻✶✳

✸✳❆✳ ●❤❛r❜✐✱ ▼✳ ❍❛♦✉❛r✐✳ ✭✷✵✵✷✮ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❧❡❛s❡
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