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❉✐❝❡ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t♦ ✉t✐❧✐③❡
✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❣♠❡♥t ▼❘■s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ❘❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ♣❡r❢♦r♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r✈✐③❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛tr✐①
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▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❝❧❡r♦s✐s ✭▼❙✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥
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♣❡r❢♦r♠ ▼❙ ❧❡s✐♦♥s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤❛♥t♦♠ ❞❛t❛
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❯s✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣s②❝❤♦✲✈✐s✉❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧
❢♦r t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ♥❡✇ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡ t❤❛t
♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❛♥❞ t♦ ✉t✐❧✐③❡❞ t❤✐s ♥❡✇ s♣❛❝❡
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■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙♣❡❝tr❛❧ ●r❛❞✐❡♥t✱ t❤❡ ❣r❛♣❤
❝✉t ♣❛r❛❞✐❣♠ ✉s❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❡❞
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✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❡✉s❡❜r♦❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✱ ❛s ❜♦r❞❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❜✉✐❧t ❛ ❘●❇✲
❝♦❧♦r✲❧✐❦❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ▼❘ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ❬✶✷❪ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✭e✮ ❛♥❞ ✐ts ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭eλ✱ eλλ✮✳ ❚❤♦s❡ t❤r❡❡ t❡r♠s✱ s❡❡♥ ❛s
❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r E✱ ❛r❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❘●❇
✈❛❧✉❡s ✭s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r V✮ ❜② ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① M✿

E = M · V ✭✶✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❧♦r ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✿

ℵ =
√

(∂xε)2 + (∂yε)2 + (∂zε)2 + (∂xελ)2 + (∂yελ)2 + (∂zελ)2 ✭✷✮

❛♥❞ ✿

ε =
1

e
·

∂e

∂λ
=

eλ

e
❛♥❞ ελ =

∂ε

∂λ
=

e · eλλ − e2

λ

e2
✭✸✮

✷✳✷ ❙♣❡❝tr❛❧ ●r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❜② ❇♦②❦♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✱ ✽❪✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ s❡t
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡s ❝❛❧❧❡❞ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ✲ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✏s♦✉r❝❡✑
❛♥❞ ✏s✐♥❦✑ ✲ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❧❛ss❡s ✏♦❜❥❡❝t✑ ❛♥❞ ✏❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✑✱
t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡ ✈♦①❡❧s✱ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡❞❣❡s ❝♦♥✲
♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s✳



▲❡t t❤❡ s❡t P ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈♦①❡❧s p ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ s❡t N ❜❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs
{p, q} ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ❛♥❞ V = (V1, V2, ..., V|P|) ❜❡ ❛ ❜✐♥❛r②
✈❡❝t♦r ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Vp ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧❛❜❡❧s ✏♦❜❥❡❝t✑ ♦r ✏❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✑✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r V ❞❡✜♥❡s ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts B ❛♥❞ O ❛r❡
t❤❡ s❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✇❡ ✇❛♥t t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ ❜② t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝✉t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E(V) = α ·
∑

p∈P

Rp(Vp) +
∑

{p,q}∈N
Vp 6=Vq

B{p,q} ✭✹✮

❚❤❡ t❡r♠ Rp(·)✱ ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ t❡r♠✱ ❡①♣r❡ss❡s ❤♦✇ t❤❡
✈♦①❡❧ p ✜ts ✐♥t♦ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ■t ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡
❣r❛♣❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✲❧✐♥❦s✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤❡ ♥♦❞❡s t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦
♥♦❞❡s✳

❚✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ✇❡✐❣❤t Wso ♦❢ t❤❡ t✲❧✐♥❦ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
✏s♦✉r❝❡✑ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t Wsi ♦❢ t❤❡ t✲❧✐♥❦ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✏s✐♥❦✑ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Wso =





0 ✐❢ p ∈ B

∞ ✐❢ p ∈ O

− lnP (Ψp|B) ❡❧s❡✇❤❡r❡

Wsi =





∞ ✐❢ p ∈ B

0 ✐❢ p ∈ O

− lnP (Ψp|O) ❡❧s❡✇❤❡r❡

✭✺✮

✇❤❡r❡ Ψp ✐s ❛ ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧ p

✐♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❛❧✐t②✱ P (Ψp|O) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ✈♦①❡❧ p t♦ ❜❡ ❛ ♠❡♠❜❡r
♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ P (Ψp|B) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ✈♦①❡❧ p t♦ ❜❡ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡ts ♦❢ s❡❡❞s ✇✐t❤
●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡ t❡r♠ B{p,q}✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠✱ r❡✢❡❝ts t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡
✈♦①❡❧s p ❛♥❞ q✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥✲❧✐♥❦s✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧s✱ ❛r❡ ❧❛r❣❡
✇❤❡♥ p ❛♥❞ q ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤♦s❡ n✲❧✐♥❦s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✿

B{p,q} ∝ exp

(
−

(ε(p) − ε(q))2 + (ελ(p) − ελ(q))2

2σ2

)
·

1

dist(p, q)
✭✻✮

✇❤❡r❡ ε ❛♥❞ ελ ❛r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳

✷✳✸ ▼✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❙♣❛❝❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ●❡✉s❡❜r♦❡❦ ✐♥ ❬✶✷❪✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣s②❝❤♦✲
✈✐s✉❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ s✐♥❝❡ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❞♦ ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ ❛s
♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦❧♦r s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s



❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡ t❤❛t ❞✐✛❡rs
❢r♦♠ ✭e✱ eλ✱ eλλ✮✳ ❚❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ▼❘
♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳

❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭❡✐t❤❡r
♣❤❛♥t♦♠s ♦r ♠❛♥✉❛❧ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✮✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛r♥s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♥❡✇ sq✉❛r❡❞ 3 ① 3 ♠❛tr✐①
M̃ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳ ■♥ t❤✐s ♥❡✇ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐s
♥♦t t❤❡ ❘●❇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ✏❝♦❧♦r ▼❘■✑ ❜✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳

❆s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❉✐❝❡ ❙✐♠✐❧❛r✐t②
❈♦❡✣❝✐❡♥t ✭❉❙❈✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉❙❈
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

DSC = 2 ·
Card(Res ∩ GT )

Card(Res) + Card(GT )
✭✼✮

Res ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ GT t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳
❋♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡ts ♦❢ s❡❡❞s B ❛♥❞ O ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭t❤❡ ▼❙ ❧❡s✐♦♥s

❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❉❙❈ s❝♦r❡ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ●r❛♣❤ ❈✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦
✜♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤✐s ❉❙❈✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿

M̃ = arg max
M

DSC = arg max
M

f(M) ✭✽✮

❋♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ P♦✇❡❧❧✬s ◆❊❲❯❖❆ ❬✶✹✱ ✶✺❪ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ ❛s ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛tr✐① ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥s✱ ❡✐t❤❡r ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦r t❤❡ s❡ts ♦❢ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦
s❡❡❞s ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ●r❛♣❤ ❈✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛
❧♦❝❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❤❡r❡✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡
❉❙❈✮ ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ♥✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ❛ t✐♠❡✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❘■s ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✉s❡s
t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛tr✐① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❣♠❡♥t ▼❘■s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r✉♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ n s✉❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡s✱ ❤❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ n ♦♣t✐♠❛❧
♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ st✉❞②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r n− 1 s✉❜❥❡❝ts✱
❡r❣♦ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ n × n ❉❙❈ s❝♦r❡s ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤♦s❡ n ✈❡❝t♦rs ♦❢ s❝♦r❡s
✇✐t❤ ❛♥ ❆◆❛❧②s✐s ❖❢ ❱❆r✐❛♥❝❡ ✭❆◆❖❱❆✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦❧♦r s♣❡❝tr❛❧
❣r❛❞✐❡♥t✳

✸ ▼❛t❡r✐❛❧

❲❡ ❤❛✈❡ r✉♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ❋✐rst✱ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛
✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s ❧❡s✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❇r❛✐♥❲❡❜ ❬✶✻❪ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ♠✐❧❞✱ ♠♦❞❡r❛t❡ ♦r s❡✈❡r❡ ❧❡s✐♦♥ ❧♦❛❞✳ ❲❡ ❜✉✐❧t
t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r V ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❚✶✲✇✱ ❚✷✲✇ ❛♥❞ P❉✲✇ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡



✐♠❛❣❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜❥❡❝t✱ ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛r❡
❝♦♥s✐st ♦❢ ✷✶✼ s❧✐❝❡s ♦❢ ✶✽✶ ① ✶✽✶ ✐s♦♠❡tr✐❝ ✶ ♠♠ ✈♦①❡❧s ✇✐t❤ ✸✪ ♥♦✐s❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st t✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ ❛♥❞ ✷✵✪ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s
❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣♦ss❡ss ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠
❛♥ ❡①♣❡rt✳ ❲❡ ✉s❡❞ ✶✹ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❚✶✲✇✱ ❚✷✲✇ ❛♥❞ ❋▲❆■❘ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛❧❧
t❤r❡❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ ❛ ✸❚ P❤✐❧✐♣s
❆❈❍■❊❱❆ ✇✐t❤ ✸❉ ✶♠♠ ✐s♦♠❡tr✐❝ ❚✶✲✇✱ ✷❉ ✸♠♠ ❛①✐❛❧ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❉✉❛❧
❊❝❤♦ ✭❚✷✲✇ ✫ P❉✮ ❛♥❞ ✷❉ ✸♠♠ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❋▲❆■❘✳ ■♥t❡♥s✐t② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❬✶✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡
✈♦❧✉♠❡s ♣r❡s❡♥t ✈❛r✐♦✉s ❧❡s✐♦♥ ❧♦❛❞s✳

✹ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ♦♥❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞
❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s✉❜❥❡❝t ✐s ❛❜♦✉t 500 s❡❝♦♥❞s ♦♥ ❛
❧❛♣t♦♣ ✭❉✉❛❧ ❈♦r❡ ❛t ✷✳✶✻ ●❍③ ❛♥❞ ✷●❇ ♦❢ ❘❆▼ r✉♥♥✐♥❣ ▲✐♥✉①✮✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✳

✹✳✶ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜❥❡❝ts i✱ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛tr✐① M̃i t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❉❙❈✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✏♦♣✲
t✐♠❛❧✑ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧
r❡s✉❧t✳ ❚♦ t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❉❙❈ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❙✉❜❥❡❝t ✶ ✷ ✸

▲❡s✐♦♥ ❧♦❛❞ ▼✐❧❞ ▼♦❞❡r❛t❡ ❙❡✈❡r❡

M ✵✳✼✼✽✼ ✵✳✼✻✵✷ ✵✳✼✽✵✹

fM1 0.8612 0.8417 0.8301

fM2 0.8514 0.8852 0.8528

fM3 0.8316 0.8224 0.8903

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❉❙❈ s❝♦r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ fM
3

i=1 ✭♦♣t✐♠❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s✉❜❥❡❝t i✮ ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥
t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ M ✭♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❧♦r s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛tr✐①✮✳ ◆✉♠❜❡rs ✐♥ ❜♦❧❞ ❛r❡
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❉❙❈ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t



❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛tr✐① ❛❧❧♦✇s ❛ ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s ❧❡s✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✼✶✳✺ s❡❝♦♥❞s ♣❡r s✉❜❥❡❝t✳

✹✳✷ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧ ❛s ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥
♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛tr✐① ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ♦✉r ✶✹ s✉❜❥❡❝ts✳ ❆♥ ❡①♣❡rt ♠❛♥✉❛❧❧② ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ t❤❡
❧❡s✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡s❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛s ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❡❛❝❤
♠❛tr✐① ❢♦r ❡✈❡r② ♦t❤❡r s✉❜❥❡❝t✱ ❤❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✶✾✻ ❉❙❈ s❝♦r❡s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡✬✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❧♦r ❙● ♠❛tr✐①✳

❋✐❣✳ ✶✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛

❋✐❣✳ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✉s✉❛❧❧②
❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❢♦r ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✻✾✳✺ s❡❝♦♥❞s ♣❡r s✉❜❥❡❝t✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ♦♥ ✜❣✳ ✷ ❛♥❞ ✸ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦rr❡❝ts
♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣✐①❡❧s✱ ❡✐t❤❡r ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

✹✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❞❛t❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ r❛♥ ❛♥ ❆◆❖❱❆ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜❡✐♥❣



❋✐❣✳ ✷✳ ❚♦♣ ✐♠❛❣❡ ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❇♦tt♦♠ ✐♠❛❣❡ ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
●r❡❡♥ ❂ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❀ ❇❧✉❡ ❂ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❀ ❨❡❧❧♦✇ ❂ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❋✐❣✳ ✸✳ ▲❡❢t ✐♠❛❣❡ ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❘✐❣❤t ✐♠❛❣❡ ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
●r❡❡♥ ❂ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❀ ❇❧✉❡ ❂ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❀ ❨❡❧❧♦✇ ❂ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡ p✲value ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❣r♦✉♣s t♦❣❡t❤❡r ✐s
8.3.10−3 ✭F = 8.084✮ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ p✲value ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ✉s✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛tr✐❝❡s
✐s 0.75 ✭F = 0.3080✮✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❧♦r s♣❡❝✲



tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r♠
❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✉♣✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛
❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤✐s t♦ ♥❡✇ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤♦✉t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ r❛♥❣❡✳

❆❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡s✉❧ts✱ ✇❡ r❛♥ ❛♥ ❆◆❖❱❆ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ p✲value ♦❢ t❤❡ ✜❢t❡❡♥ ❣r♦✉♣s ♦❢
❉❙❈ ✐s 2.10−7 ✭F = 4.724✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❣r♦✉♣s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ p✲value ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❡❡♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ✐s 0.89 ✭F = 0.5368✮✳

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ♣❡r❢♦r♠ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛ ▲❡❛✈❡ ❖♥❡ ❖✉t ❈r♦ss ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥
✭▲❖❖❈❱✮ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❡st ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛tr✐❝❡s s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ♦♥❡ ✈♦❧✲
✉♠❡ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛s ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ✐ts ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛tr✐① ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
s❡q✉❡♥❝❡s✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t
✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❝✉t ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛tr✐① t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❞
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s❡❣♠❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢
s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✇♦r❦s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❢♦r t❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ❧♦✇ ✭r♦✉❣❤❧② ✼✵ s❡❝♦♥❞s ♦♥ ❛ ❧❛♣t♦♣✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✜♥❡❞✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦ s❡❡❞s ✇♦✉❧❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡
❝✉t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♦r ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥
s❡❝♦♥❞s✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t❤✐s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
t♦ st❛rt ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛t❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛❧✇❛②s
❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❛❧❧♦✇s t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ 3 ♠♦❞❛❧✐✲
t✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐①M✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ sq✉❛r❡ 3 ① 3 ♠❛tr✐①✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
t♦ ❛ n ① 3 ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛❧♠♦st r❛♥❞♦♠❧②
✭❡✳❣✳ ✇✐t❤ 0 ✈❛❧✉❡s✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ t♦ ❡①❤✐❜✐t t❤✐s ❝❛♣❛❜✐❧✲
✐t②✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s t♦
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