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❆❜str❛❝t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦♥❡s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛✲
tr✐❝❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r ✐❢ ❛❧❧ s❝❛❧❛r ♠❛tr✐❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ❤❛✈❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✐♥❣✉✲
❧❛r ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❘❡❣✉❧❛r✐t② ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ s②st❡♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r✈❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙❡✈❡r❛❧ t❡sts ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐t② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞✱ ❜✉t s♦♠❡t✐♠❡s r❡❧② ♦♥ r❛t❤❡r ✐♥✈♦❧✈❡❞ r❡s✉❧ts✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥
❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢②✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t②✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ s❡t t❤❡
❜❛s✐s ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✿ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❈♦q✱ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞
s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❢♦r♠❛❧
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❈♦q✱ ❙❙❘❡✢❡❝t

✶ ■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ✐ts ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♦❢ ✉s❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦r ❡rr♦r
❜♦✉♥❞s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ x ❛s t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t✉✲
✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r x̃ ❦♥♦✇♥ t♦ ❧✐❡ ✐♥ x✳ ■♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡
❞♦ ♥♦t s❛② t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t ✇❡ s❛② t❤❛t ❛
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
✇r♦♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r♦✉♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs ♦r ♠❡t❤♦❞ ❡rr♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ❜②
❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s ✈❡r② ❜✐❣✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧✲
②s✐s ♦♥❡ ♦❢t❡♥ s❛②s t❤❛t t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t♦ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
t❤❛t ❥✉st✐✜❡s t❤❡✐r ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✿ s✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t r❡s✉❧ts t❤❛t
❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡
t❤❡♠ ❛❝t ❛s t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❛ ❧♦t ♦❢ ♣r♦♦❢s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡
❢♦r ❜❛s✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✿ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r st❛♥❞❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✺❪✮✳



❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r✳ ❆♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ✐s s❛✐❞
t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛r ✐❢ ❛❧❧ s❝❛❧❛r ♠❛tr✐❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ❤❛✈❡ ♥♦♥✲
♥✉❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❜✉♥❝❤ ♦❢ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❡st✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧
♠❛tr✐❝❡s✳ ❋♦rt② ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ♦❢ ❘♦❤♥ ❬✷✶❪✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠
t❤❡r❡ ❛r❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ♦♥❧② ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❝❛❧❧
❜❛s✐❝ ❝r✐t❡r✐❛✮ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
✭❜✉t ♥♦t ❛❧✇❛②s✮ ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t
♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✳
■t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧
♠❛tr✐❝❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❘❡① ❛♥❞ ❘♦❤♥ ✐♥ ❬✷✵❪✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t♦ ✉s ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
r♦❜♦t✐❝s ❬✶✻❪✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✷✵❪ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧
♠❛tr✐① ✐s r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s②st❡♠ t♦ ❣❡t t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❙✉❝❤ s❛❢❡t② ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ ❛ ❜❛s✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢
❛ss✐st❛♥t ❈♦q ❬✶✱✺❪ ❛♥❞ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❬✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡s t❤❛t ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❝♦♥❝❡♣ts
❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ ✇❡ st❛rt t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t s②s✲
t❡♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r✈❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♠❛✐♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛
✇❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥s
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ♦✇♥ ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ■t ❛❧s♦
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✳

❖✉r ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ✐♥t❡r✈❛❧s ✇✐t❤ r❡❛❧ ❜♦✉♥❞s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ✉s❡
✐♥t❡r✈❛❧s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞s ✐♥ s♦♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱
❧✐❦❡ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛
r♦✉♥❞✐♥❣ st❡♣✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧s ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ♦♥ ❤♦✇ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧
❢♦r ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧s✳

✷ ■♥t❡r✈❛❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✶✼❪ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❈♦q ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡♠✳

✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

R ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❆ r❡❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❛ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

x = [x, x] := {x̃ ∈ R | x ≤ x̃ ≤ x}



✇❤❡r❡ x, x ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ R ✇✐t❤ x ≤ x✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞
❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜s❡ts ♦❢ R ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ r❡❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② IR✳ ❲❡ ✉s❡ x ❛s ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧✱
x ♦r inf(x) ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ x ❛♥❞ x ♦r sup(x) ❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ x✳

❆♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤✐♥ ✐❢ x = x ❛♥❞ t❤✐❝❦ ✐❢ x < x✳ ❚❤✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❝♦♥t❛✐♥
♦♥❧② ♦♥❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ t❤✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♥✉♠❜❡r
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧❧②
❢r♦♠ ✐♥t❡r✈❛❧s✳

◆♦✇ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ✇❛♥t
t♦ ❝❛♣t✉r❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿

✕ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✉❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s✿ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❛ ♣❛✐r ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❜♦✉♥❞s❀

✕ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛s ❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs
✐♥❢ ❛♥❞ s✉♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳

❙tr✉❝t✉r❡ ■❘ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ❈❧♦s❡❞■♥t ④ ✐♥❢ ✿ ❘ ❀ s✉♣ ✿ ❘ ❀ ❧❡q❴♣r♦♦❢ ✿ ✐♥❢ ≤b s✉♣ ⑥✳

❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡q❴♣r♦♦❢ ✐s ✐♥❢ ≤b s✉♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❝♦❡r❝✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ✐♥❢ ≤b s✉♣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐♥❢ ≤b s✉♣✮ ❂ tr✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣r♦♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❬✶✶❪✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤✐s ❧❛st s❡♥t❡♥❝❡
❤✐❞❡s ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r✳ ❚❤✐s ♥❡①t s❡❝t✐♦♥
❞❡t❛✐❧s ❈♦q✬ s ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ♣❧❛②❡❞ ❛ r♦❧❡ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡
♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r s♦
t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❦✐♣ ✐t ❛♥❞ ❣♦ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥t✐t❧❡❞ ✏●❡tt✐♥❣
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✏✳

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❈♦q ♠❡❛♥s ✇❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❢❡❛t✉r❡s✳

❚❤❡ t②♣❡ Pr♦♣ ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐ts ❢❡❛t✉r❡s
t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ❚❤❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡♥❡✜t ♦❢ str♦♥❣ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❚♦ ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡ ❝❧❡❛r✱ ✐♥ ❈♦q ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛♥❞
❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t②♣❡ Pr♦♣✳ ❉❛t❛ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❧✐✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❞❛t❛ t♦ ❜✉✐❧❞
❛♥♦t❤❡r ❞❛t❛ ♦r ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❜✉✐❧❞ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜✉✐❧❞ ♦t❤❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ P ∨ Q ✐♥ Pr♦♣ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❜✉✐❧❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ❝❡rt❛✐♥
♣✐❡❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r P ♦r Q ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳



❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛s❡s ✇❡ ✉s❡ ❛
s✐♠✐❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❚②♣❡✿ {P} + {Q} ✐s ❛ s❡t ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t s✉❝❤
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐s P ♦r Q✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐s✲
❥✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛t r❡t✉r♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r P ♦r Q ✐s tr✉❡✳

✕ Pr♦♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❢♦r t❤❡ t②♣❡ Pr♦♣✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡♠❡♥t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡r♠s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r♦♦❢s✳
■t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❛ tr✐♣❧❡t ✭✐♥❢✱ s✉♣✱ ❧❡q❴♣r♦♦❢✮✱
✇❤❡r❡ ❧❡q❴♣r♦♦❢ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ t❤✉s ❜❡❧♦♥❣s t♦ t②♣❡ Pr♦♣✳ ◆♦✇✱ t❛❦❡ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧s x = (1, 2, ❧❡q①) ❛♥❞ z = (1, 2, ❧❡q③✮✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t x = z ✇❡ ♥♦t ♦♥❧②
❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t 1 = 1 ❛♥❞ 2 = 2 ❜✉t ❛❧s♦ t❤❛t ❧❡q① ❂ ❧❡q③✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ♣r♦✈❛❜❧❡ ✉♥❧❡ss ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ✇❡❛❦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢
✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡
♣r♦♦❢✳ ■t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t✇♦ ❜♦♦❧❡❛♥s ✭♦r✱
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s ♦❢ ❛ t②♣❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❡q✉❛❧✐t②✮
❬✶✶❪✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② ❘❡❛❧s

❈♦q ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✶✼ ❛①✐♦♠s ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❛❧s ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛r❝❤✐♠❡❞❡❛♥✱
♦r❞❡r❡❞ ✜❡❧❞ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧❡❛st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ tr❡❛t r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❛ ♠❛♥✲
♥❡r ❝❧♦s❡ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❡①t❜♦♦❦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥ ♦♥
❝❛s❡s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ tr✐❝❤♦t♦♠② ❛①✐♦♠✿ ❢♦r t✇♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs x, y ❡①❛❝t❧② ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞s✿ x < y ♦r x = y ♦r x > y✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❛❧❧ t②♣❡ Pr♦♣ ❜✉t t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣✉t ✐♥ ❚②♣❡ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ❛ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡
{x < y}+{x = y}+{x > y}✮ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❞❛t❛ ❜② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣
❝❛s❡s ✐♥ t❤✐s ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ♠❡❛♥s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
(x, y) 7→ x ≤b y t❤❛t ✐s tr✉❡ ✇❤❡♥ x ≤ y ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❆s ✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ① ≤b ② ❂ tr✉❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡
♣r♦♦❢✳

❚❤❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦q ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❛② ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡
✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡✳ ❆ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜t②♣❡ t♦ t❤❡
t②♣❡ t❤❛t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥s❡rt❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛
♥❛t✉r❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛s ❛ ❝♦❡r❝✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱
❡✈❡r②t✐♠❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡①♣❡❝ts ❛ r❡❛❧ ❜✉t ❣❡ts ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥st❡❛❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥s❡rt t❤✐s ❝♦❡r❝✐♦♥ t♦ ❣❡t ❛ r❡❛❧✳ ❆ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡tt②✲♣r✐♥t❡r✱ s♦ ✐ts ✉s❡ ✐s ♠♦st❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t t♦ t❤❡ ✉s❡r✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ✉s ✐s t❤❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❢r♦♠ ❜♦♦❧❡❛♥s t♦ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦❡r❝❡ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❜ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜ ❂ tr✉❡ ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❈♦q ✮✳



❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣✱ ✐♥❢ ≤b s✉♣ ✭t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡q❴♣r♦♦❢ ✐♥ ♦✉r ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s✮ ✐s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦❡r❝✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ✐♥❢ ≤b s✉♣

t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐♥❢ ≤b s✉♣✮ ❂ tr✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥② t✇♦
♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧✳

●❡tt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r

❚❤❛♥❦s t♦ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t✇♦
✐♥t❡r✈❛❧s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜♦✉♥❞s✳ ■t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✐♥❢ ≤b s✉♣✳

▲❡♠♠❛ ❡q❴✐♥t❡r✈❛❧P ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ③ ✿ ■❘✱ ① ❂ ③ ↔ ✐♥❢ ① ❂ ✐♥❢ ③ ∧ s✉♣ ① ❂ s✉♣ ③✳

❙♦ ♦✉r ✐♥t❡r✈❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♣❛✐rs ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✈✐❡✇ t❤❡♠
❛s s❡ts ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❜② ✉s✐♥❣ ❈♦q✬s ❝♦❡r❝✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❙❡ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♠❡❛♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❲❡ ❝♦❡r❝❡ ❛♥
✐♥t❡r✈❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦♥ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❛ss❡rts t❤❛t ❛ r❡❛❧ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s ❝♦❡r❝✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ tr❛♥s♣❛r✲
❡♥t❧② ✉s❡ ♦✉r ✐♥t❡r✈❛❧s ❛s s❡ts ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❢r♦♠
❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡ r❡❛❧
♥✉♠❜❡rs ❛s ✐♥t❡r✈❛❧s✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✿

xc = ♠✐❞(x) :=
x + x

2
; ∆x = r❛❞(x) :=

x − x

2

❆♥ ✐♥t❡r✈❛❧ x ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [xc−∆x, xc−∆x]✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ r❡❧❛t✐♦♥
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

x̃ ∈ x ⇔ |x̃ − xc| ≤ ∆x

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈♦q ❧❡♠♠❛ ✐s

▲❡♠♠❛ ✐♥❴♠✐❞❴r❛❞ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭① ✿ ■❘✮ t①✱ t① ❭✐♥ ① ↔ ❘❛❜s ✭t① − ♠✐❞ ①✮ ≤ r❛❞ ①✳

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡♠❡♥t✱ \✐♥ ✐s ❛♥ ✐♥✜① ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ♦r✱
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❛t ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐❧✲
❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❧❡ts ✉s tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ✉s❡ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛s ❛
s❡t✳

✷✳✷ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✮ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❤❡❛✈②
♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✳

x + z := [x + z, x + z]

−x := [−x,−x]

xz := [min(xz, xz, xz, xz),max(xz, xz, xz, xz)]



❲❡ ❞❡✜♥❡ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜② ❛ s❝❛❧❛r✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❛ t❤✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✿

ax := [min(ax, ax),max(ax, ax)]

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜② ❛ s❝❛❧❛r ❡♥❥♦②s
♠♦r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥
t❤❛♥ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s t❤✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ✉s❡
t❤❡♠✳

■♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ♦✉r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
✐♥t❡r✈❛❧s ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳
❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s ❜❡❢♦r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❜✐❣ ❡✛♦rt ❛s t❤❡② ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛❜♦✈❡✿

▲❡♠♠❛ ❛❞❞❴✐❴✇❞ ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ③✱ ✐♥❢ ① ✰ ✐♥❢ ③ ≤b s✉♣ ① ✰ s✉♣ ③✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❞❞❴✐ ① ③ ✿❂
❅❈❧♦s❡❞■♥t ✭✐♥❢ ① ✰ ✐♥❢ ③✮ ✭s✉♣ ① ✰ s✉♣ ③✮ ✭❛❞❞❴✐❴✇❞ ① ③✮✳

❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r✈❛❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②✿

x + z = {x̃ + z̃ | x̃ ∈ x, z̃ ∈ z} ✭✶✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜②
♣r♦✈✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t
✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿

{x̃ + z̃ | x̃ ∈ x, z̃ ∈ z} ⊆ [x + z, x + z] ✭✷✮

❛s ❡✈❡r②t✐♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs x̃, z̃ ✇✐t❤ x̃ ∈ x ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s x ≤ x̃ ≤ x✮
❛♥❞ z̃ ∈ z ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s z ≤ z̃ ≤ z✮ t❤❡♥ t❤❡✐r s✉♠ x̃ + z̃ ∈ [x + z, x + z] ✇❤✐❝❤
✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ x + z✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❧❡ss str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿

[x + z, x + z] ⊆ {x̃ + z̃ | x̃ ∈ x, z̃ ∈ z}

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r✈❛❧s
x ❛♥❞ z✱ t❤❛♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts x̃ ∈ x ❛♥❞ z̃ ∈ z s✉❝❤ t❤❛t ♦✉r ♥✉♠❜❡r ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
x̃+ z̃✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♠❡s ❢♦r♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❛
s✉♠ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ s ∈ x+ z ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
s✉♠ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

s =

{

x + (s − x) ✱ ✐❢ s ∈ [x + z, x + z] ✇✐t❤ x ∈ x, (s − x) ∈ z

(s − z) + z ✱ ✐❢ s ∈ [x + z, x + z] ✇✐t❤ (s − z) ∈ x, z ∈ z

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ✭✶✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❜♦♦❦s ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧✲
②s✐s✱ ❛s ✐t ✐s ❝❧❡❛r ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✐s tr✐✈✐❛❧❧②



tr✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❣♦ ✐♥t♦ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧ t♦ s❤♦✇
t❤✐s ❡q✉❛❧✐t②✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ ❛❧s♦ t❤❛t ❡q✉❛❧✐t② ✭✶✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧
❛r✐t❤♠❡t✐❝ t❤❛t ✉s❡s ♦✉t✇❛r❞ r♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜♦✉♥❞s✱ ❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❤♦❧❞s
✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✮✮✳

❆❞❞✐t✐♦♥ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❡♥❥♦②s ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿ ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱
❛❝❝❡♣ts t❤❡ t❤✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✵ ❛s ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧
✐♥t❡r✈❛❧s ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠♦♥♦✐♦❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❡❛s❡ ♦✉r
✇♦r❦✱ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠♦♥♦✐❞ str✉❝t✉r❡ ❛r❡
❞✐r❡❝t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
✉s❡ ❧❡♠♠❛s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✐♥❞❡①❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧
♠❛tr✐❝❡s ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳

Pr♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ✉s✉❛❧❧② s✐♠♣❧✐❢② t♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳
❙✉❝❤ ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❧✐❦❡ r✐♥❣ ♦r ✜❡❧❞

❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❢♦✉r✐❡r ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧
♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❈♦q✳

✸ ▼❛tr✐❝❡s

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t②♣❡ ❚✳ ❋♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♦♥ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ✭❡✳❣ ❞❡❧❡t✐♥❣ ❛ r♦✇✱ s✇❛♣♣✐♥❣ t✇♦ r♦✇s ❡t❝✮ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❚✳ ❖♥❝❡ ♦♥❡ st❛rts t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❛✲
tr✐❝❡s ❧✐❦❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❚ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ r✐♥❣✳
❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❧✐❜r❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✱✸❪✳ ❆s
✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥t❡r✈❛❧s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧
♥❡❡❞ t♦ r❡❞❡✜♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♠❛tr✐① ❧✐❜r❛r② ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❛❧
♠❛tr✐❝❡s✱ ❛s r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❤❛✈❡ ❛ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♦t❤❡r ♥♦t✐♦♥s✱
s♣❡❝✐✜❝ t♦ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶ ▼♦r❡ r❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s

❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥❝❡♣ts t♦ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✇✐s❡
♠❛♥♥❡r✳ ■❢ A = [Aij ]m×n ✐s ❛ r❡❛❧ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ |A| =
[|Aij |]✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ω ∈ {≤, <,≥, >} ❢♦r t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s A ❛♥❞
B ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② A ω B ⇔ ∀ij, Aij ω Bij ✳

❲❡ ♥❡❡❞ ♥♦r♠s ❢♦r ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✇❡ r❡✉s❡ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❛tr✐① ♥♦r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈❡s
❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤✐s ♥♦r♠ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r♦✇
s✉♠ ♥♦r♠✿ ‖A‖ = max

i

∑

j

|Aij |✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡✿



✕ s②♠♠❡tr✐❝ ✿ ∀ij, Aij = Aji

✕ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✭❢♦r sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s✮ ✿ ∀x ∈ R
n, x 6= 0 ⇒ xT Ax > 0

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ❛s t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r✐❡s
❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐❣❡♥✈ ✭❆✿ ✬▼❬❘❪❴♥✮ ✿❂ r♦♦t ✭❝❤❛r❴♣♦❧② ❆✮✳

❚❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ✉s❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✿ λ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞
ρ(A) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ A✳ ❆ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❢♦r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿

✕ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✭❛ ✈❡❝t♦r x 6= 0 s✉❝❤
t❤❛t Ax = λx✮✱

✕ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱
✕ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱
✕ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❙♦♠❡ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ❜✉t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦r♠❛❧✐③❡❞
②❡t ❛r❡ t❤❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❘❛②❧❡✐❣❤✬s q✉♦t✐❡♥t✳ ❚❤❡
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s t❤❡♦r❡♠ ✐s ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ t♦♣✐❝
♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st✉❞②✳ ❘❛②❧❡✐❣❤✬s q✉♦t✐❡♥t ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② xT Ax/xT x ❢♦r ❛ ♥♦♥✲
♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r x ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s ∀x, x 6= 0, λmin ≤ xT Ax/xT x ≤ λmax✳
❚❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■t r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❤❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✶✾❪✳

✸✳✷ ■♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s

❆♥ ✐♥t❡r✈❛❧ m × n ♠❛tr✐① ✐s ❛ m × n ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts

A = [Aij ]m×n, Aij ∈ IR.

■♥t❡r✈❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛ ✈❡❝t♦r ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛tr✐①✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡② ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ n × 1 ♠❛tr✐❝❡s✳
❆♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥

A = {Ã ∈ M(R)m×n | Ãij ∈ Aij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❙❡t♠ ✭❆ ✿ ✬▼❬■❘❪❴✭♠✱ ♥✮✮ ✭t❆ ✿ ✬▼❬❘❪❴✭♠✱ ♥✮ ✿❂
❢♦r❛❧❧ ✐ ❥✱ t❆ ✐ ❥ ❭✐♥ ❆ ✐ ❥✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✉s✉✲
❛❧❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✇✐s❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❧❛t❡ ❝❡rt❛✐♥ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧
♠❛tr✐①✳

A = inf(A) := [Aij ] A = sup(A) := [Aij ]

Ac = ♠✐❞(A) := [♠✐❞(Aij)] ∆A = r❛❞(A) := [r❛❞(Aij)]

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈♦q ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♠✐♥❢ ✭❆ ✿ ✬▼❬❘❪❴✭♠✱ ♥✮✮ ✿❂ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱ ❥✮ ✐♥❢ ✭❆ ✐ ❥✮✳

❚♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t②♣❡✳ ❇✉t ✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t r❡❛❧
✐♥t❡r✈❛❧s ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❢♦r♠ ❛ r✐♥❣✳ ❙♦ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
❞❡✜♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥
❈♦q ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ❜② ❛ ✈❡❝t♦r✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♠♠✉❧❴✐ ✭❆ ✿ ✬▼❬■❘❪❴✭♠✱ ♥✮✮ ✭① ✿ ✬▼❬■❘❪❴✭♥✱ ✶✮✮ ✿❂
❭❝♦❧❴✐ ❭❜✐❣❬❛❞❞❴✐ ✴ ✵ ❪❴❥ ♠✉❧❴✐ ✭❆ ✐ ❥✮ ✭① ❥✮✳

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❭❝♦❧❴ ✐s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r✱ ❭❜✐❣❬❛❞❞❴✐✴✵❪❴ ✐s ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞
s✉♠ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s✿

∑

j

Aijxj ✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐♥❞❡①❡❞ ♦♣✲

❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❧✐❜r❛r② ❬✷❪✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥t❡r✈❛❧
❛❞❞✐t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠♦♥♦✐❞ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠❡s ✐♥ ❤❛♥❞②✱ ❛s ♠❛♥② t❤❡♦r❡♠s
♦♥ ✐♥❞❡①❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ❜② ❛ r❡❛❧ ✈❡❝t♦r✳

Ax̃ = {Ãx̃ | Ã ∈ A} ✭✸✮

❍❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐ss✉❡s ❛r✐s❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s
r❡s✉❧t ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ❜② ❛♥
✐♥t❡r✈❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❚❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

A =

(

1 1
0 1

)

❛♥❞ x =

(

[−1, 0]
[1, 2]

)

t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

(

0
2

)

∈ Ax =

(

[0, 2]
[1, 2]

)

❜✉t

(

0
2

)

♥♦t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ãx̃ ✇✐t❤ Ã ∈ A, x̃ ∈ x ❜❡❝❛✉s❡ A ✐s ❛ t❤✐♥ ♠❛tr✐①✱

t❤❡r❡❢♦r❡ ∀Ã ∈ A, Ã = A ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ Ax̃ =

(

0
2

)

❣✐✈❡s x̃ =

(

2
−2

)

/∈ x✳

✹ ❘❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ■♥t❡r✈❛❧ ▼❛tr✐❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s②st❡♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r✈❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ❜❛s✐❝ ❛s♣❡❝ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✼✱✷✵❪✳

✹✳✶ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r✈❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

❆ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r✈❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① A ∈ M(IR)m×n ❛♥❞
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ b ∈ IR

m ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

Ãx̃ = b̃ ✇✐t❤ Ã ∈ A, b̃ ∈ b

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s❡t ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Σ(A, b) := {x̃ ∈ R
n | ∃Ã ∈ A,∃b̃ ∈ b s✉❝❤ t❤❛t Ãx̃ = b̃}



❉❡✜♥✐t✐♦♥ s✐❣♠❛❴s♦❧ ❆ ❜ ✿❂ ❢✉♥ ① ⇒
❡①✐sts t❆✱ ✐♥❙❡t♠ ❆ t❆ ∧ ❡①✐sts t❜✱ ✐♥❙❡t♠ ❜ t❜ ∧ t❆ ∗♠ ① ❂ t❜✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t✿

Σ(A, b) = {x̃ ∈ R
n | Ax̃ ∩ b 6= ∅} = {x̃ ∈ R

n | 0 ∈ Ax̃ − b}

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦♦❢✱ ❜✉t ✇❡ ❣✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ st❡♣ ✇❤❡r❡
❡q✉❛❧✐t✐❡s ❧✐❦❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✮ ♦r ✭✸✮ ✐♥t❡r✈❡♥❡✿
✑✐❢ Ax̃ ∩ b 6= ∅ t❤❡♥ Ax̃ ∩ b ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ b̃ ∈ R

m; ❝❧❡❛r❧② b̃ ∈ b ❛♥❞ ❜② r❡❧❛t✐♦♥
✭✸✮✱ b̃ = Ãx̃ ❢♦r s♦♠❡ Ã ∈ A ✏✳

❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r❡s✉❧t ❜② ❖❡tt❧✐ ❛♥❞ Pr❛❣❡r ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t✿

x̃ ∈ Σ(A, b) ⇔ |Acx̃ − bc| ≤ ∆A|x̃| + ∆b.

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s A ∈ M(IR)n×n✳
■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ Σ(A, b) t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① A ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
r♦❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t Σ(A, b) ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✳

✹✳✷ ❇❛s✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛

❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① A ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r ✐❢ ❡❛❝❤ s❝❛❧❛r ♠❛tr✐① Ã ∈ A ✐s ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r
✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s det Ã 6= 0✮✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r ✭❆ ✿ ✬▼❬■❘❪❴♥✮ ✿❂ ❢♦r❛❧❧ t❆✱ ✐♥❙❡t♠ ❆ t❆ → ❭❞❡t t❆ <> ✵✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ s✐♥❣✉❧❛r ✭❆ ✿ ✬▼❬■❘❪❴♥✮ ✿❂ ❡①✐sts t❆✱ ✐♥❙❡t♠ ❆ t❆ ∧ ❭❞❡t t❆ = ✵✳

❲❡ ✜rst r❡♠✐♥❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ❢♦r r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♠❛tr✐① ❧✐❜r❛r②✿

∀Ã ∈ M(R)m×n,det Ã 6= 0 ⇔ ∀x̃ ∈ R
n, Ãx̃ = 0 ⇒ x̃ = 0. ✭✹✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢s ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢
✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✶ A ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀x̃ ∈ R
n, 0 ∈ Ax̃ ⇒ x̃ = 0.

❈r✐t❡r✐♦♥ ✷ A ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀x̃ ∈ R
n, |Acx̃| ≤ ∆A|x̃| ⇒ x̃ = 0.

■♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠s ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss s✐♥❣✉❧❛r✐t②✿

❈r✐t❡r✐♦♥ ✸ A ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∃x̃ ∈ R
n, x 6= 0 s✉❝❤ t❤❛t

|Acx̃| ≤ ∆A|x̃|. ✭✺✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳
▲❡t x̃ 6= 0 ❜❡ s✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦rs y, z ∈ R

n ❞❡✜♥❡❞ ❜②

yi =

{

(Acx̃)i/(∆A|x̃|)i ✱ ✐❢ (∆A|x̃|)i 6= 0,

1 ✱ ✐❢ (∆A|x̃|)i = 0
zj =

{

1 ✱ ✐❢ x̃j ≥ 0,

−1 ✱ ✐❢ x̃j < 0



❚❤❡♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① Ã ❣✐✈❡♥ ❜②

Ãij = (Ac)ij − yizj(∆A)ij

✇❡ ❤❛✈❡ Ã ∈ A ❛♥❞ Ãx̃ = 0 ❢♦r x̃ 6= 0✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ ✹ ✇❡ ❣❡t det Ã = 0✳
❚❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♠✲

♣♦rt❛♥t ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛s t❤❡② ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❜❛s✐s ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣
✈❡r✐✜❛❜❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❤❡r❡ ❜② ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✹✳✸ ❱❡r✐✜❛❜❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢
❛ ♠❛tr✐①✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳

●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦❧❧♦✇ r❛t❤❡r ♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ♦♥ ❜❛s✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡✲
r✐❛✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❡st❛❜❧✐s❤❡s r❡❣✉❧❛r✐t② ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ✐ts ♣r♦♦❢✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✹ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐①

AT
c Ac − ‖∆T

A∆A‖I

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛tr✐① ♥♦r♠ ‖ · ‖✱ t❤❡♥ ❆ ✐s r❡❣✉❧❛r✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞♦ ❛ ♣r♦♦❢ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t A ✐s s✐♥❣✉❧❛r✱ s♦ ❜②
❈r✐t❡r✐♦♥ ✸ ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ x 6= 0 s✉❝❤ t❤❛t |Acx| ≤ ∆A|x|✳ ❲❡ ♠❛②
♥♦r♠❛❧✐③❡ x t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ‖x‖2 = 1✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

xT AT
c Acx ≤ |Acx|

T |Acx| ✲ ❜② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ tr❛♥s♣♦s❡ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡

|Acx|
T |Acx| ≤ (∆A|x|)

T ∆A|x| ✲ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s

(∆A|x|)
T ∆A|x| = |x|T ∆T

A∆Ax ✲ ❜② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡

|x|T ∆T
A∆Ax ≤ λmax(∆

T
A∆A) ✲ ❜② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❘❛②❧❡✐❣❤✬s q✉♦t✐❡♥t

λmax(∆
T
A∆A) ≤ ρ(∆T

A∆A) ✲ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s

ρ(∆T
A∆A) ≤ ‖∆T

A∆A)‖ ✲ ❜② ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s t♦ ♥♦r♠

‖∆T
A∆A)‖ = ‖∆T

A∆A)‖(xT x) ✲ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t 1 = (‖x‖2)
2 = xT x✳

❘❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ❣❡t

xT AT
c Acx ≤ ‖∆T

A∆A)‖(xT x)



❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

xT (AT
c Ac − ‖∆T

A∆A)‖I)x ≤ 0

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① (AT
c Ac − ‖∆T

A∆A)‖I) ✐s ♥♦t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✱ ❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ◗❡❞✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦✇ ✇❡ ♣r♦✈❡ s✉❝❤ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡t❛✐❧
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s✳
❲❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ✐♥✈❡rs❡ R✳
❚❤✐s ✐s ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛✛❡❝t ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❝r✐t❡r✐❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ♠✐❞♣♦✐♥t ✐♥✈❡rs❡ A−1

c ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❛❧s♦✱ ❛s
❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✺ ■❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s

ρ(|I − RAc| + |R|∆A) < 1

❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♠❛tr✐① ❘✱ t❤❡♥ ❆ ✐s r❡❣✉❧❛r✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ R ✐s t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ✐♥✈❡rs❡ A−1

c t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ■❢ Ac ✐s r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ρ(|A−1

c |∆A) < 1 t❤❡♥ ❆ ✐s r❡❣✉❧❛r✳

❙✐♠✐❧❛r❧② ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ✐♥✈❡rs❡✳

❈r✐t❡r✐♦♥ ✻ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♠❛tr✐① ❘ s✉❝❤ t❤❛t

(I + |I − AcR|)j ≤ (∆A|R|)j

❢♦r s♦♠❡ j ∈ {1, . . . , n}✱ t❤❡♥ ❆ ✐s s✐♥❣✉❧❛r✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷ ■❢ Ac ✐s r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ max
j

(∆A|A
−1

c |)jj ≥ 1✱ t❤❡♥ ❆ ✐s s✐♥❣✉❧❛r✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❡♥s✉r❡s r❡❣✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✿

❈r✐t❡r✐♦♥ ✼ ■❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s

λmax(∆T
A∆A) < λmin(AT

c Ac)

t❤❡♥ ❆ ✐s r❡❣✉❧❛r✳

❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛❧❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬✷✵❪ ❛♥❞ ♦♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♠♦r❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♦❢s ❛s ✐t ✐s ♥♦t ♦❢ ♠✉❝❤
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳



✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✿ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞
✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱
✇❡ ♣r♦✈❡❞ ❝♦rr❡❝t r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✿ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❖✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✇❛s t♦ s❤♦✇
♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❤♦✇ ❢❛r ✇❡ ❣♦t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❛t s♦rt ♦❢ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡
♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ✈❡r✐❢②✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ✜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥✲
❧✐♥❡ ✿ http://www-sop.inria.fr/marelle/Ioana.Pasca/interval

❆ ❜✐❣ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ❡✛♦rt ✇❛s s♣❡♥t ♦♥ ✿ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧
✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ✈❡r② s✉r♣r✐s✐♥❣
❛s ♠♦st ❝r✐t❡r✐❛ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥ s♦♠❡ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts t❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❜♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇♦r❦ ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ✐♥ ❍❖▲ ▲✐❣❤t ✐♥ ❬✶✵❪✳ ❆
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❈♦q ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ✉s❡❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳ ■♥t❡r✈❛❧
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐♥ ❈♦q ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✐♥ ❬✼✱✶✺❪✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ P❱❙ ✇❡ ❤❛✈❡ ❬✻❪ ❛♥❞
✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡ ❬✶✷❪✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❤❛✈❡ ❛s ♣r✐♠❛r② ❝♦♥❝❡r♥ ❞♦✲
✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❖✉r ✇♦r❦ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❛t ✐ts ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦
❡st❛❜❧✐s❤ ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ♥♦✇ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s
❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s t♦ ✈❡r✐❢② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t
✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❤❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥ ❛ ❛❜str❛❝t ♠♦❞❡❧ ♦❢
r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦r ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ r❡❛❧ ♦r ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ t♦♦❧ ●❛♣♣❛
❞♦❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ❈♦q ❧✐❜r❛r②
♦♥ ❛❜str❛❝t r❡❛❧s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❬✹❪✳ ■♥ ❬✶✸❪ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥
❛❜str❛❝t r❡❛❧s ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ r❡❛❧s✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♥❡❡❞s ♦❢ r❡✲
s❡❛r❝❤❡rs ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r♦❜♦t✐❝s ✇❤♦ ✉s❡ s✉❝❤ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ t❤❡✐r ❞❛✐❧② ✇♦r❦✳ ❲❡
♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② ❝r✐t❡r✐❛ ❧✐❦❡ ✺✱ ✼✱ ✹ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❣❡t ❢✉❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❲♦r❦ ✐♥ t❤✐s
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❜❡✐♥❣ ❞♦♥❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✽❪ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▲❯P ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦♦❧s t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ss✉❡s ♦♥
r❡❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ✐♥ t✉r♥ ♦♣❡♥ t❤❡ r♦❛❞ t♦ ✈❡r✐❢② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦
✐s t♦ ❛❜str❛❝t ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❋♦r ♥♦✇ ❛❧❧ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧s
✇✐t❤ r❡❛❧ ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ❤❛✈❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧
❜♦✉♥❞s ♦r ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r✱ ✇✐t❤ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❜♦✉♥❞s✳ ❙✐♥❝❡ ✢♦❛ts ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧s ❛r❡

http://www-sop.inria.fr/marelle/Ioana.Pasca/interval


t❤❡♠s❡❧✈❡s r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♦✉t✇❛r❞ r♦✉♥❞✐♥❣✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ F ❛♥
✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ✇❡
♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r F ✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ s❛②s t❤❛t ❛❧❧
r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ F ❛r❡ r❡❣✉❧❛r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❧ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♠❛tr✐❝❡s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ F ❛r❡ r❡❣✉❧❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✐ss✉❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✿ t♦ ✇❤✐❝❤
❞❡❣r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r ✐❞❡❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛r❡ st✐❧❧ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t
✇♦r❧❞✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❨✈❡s ❇❡rt♦t ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❈❛stér❛♥✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠ ❉❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t✱ ❈♦q✬❆rt✿t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✹✳

✷✳ ❨✈❡s ❇❡rt♦t✱ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❙✐❞✐ ❖✉❧❞ ❇✐❤❛✱ ❛♥❞ ■♦❛♥❛ P❛➩❝❛✳ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❇✐❣
❖♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✶st ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣
✐♥ ❍✐❣❤❡r ❖r❞❡r ▲♦❣✐❝s ✭❚P❍❖▲s✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✶✼✵ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✽✳

✸✳ ❙✐❞✐ ❖✉❧❞ ❇✐❤❛✳ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✿ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳ ■♥ ❏♦✉r♥é❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❞❡s ▲❛♥❣❛❣❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐❢s✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✹✱
✷✵✵✽✳

✹✳ ❙②❧✈✐❡ ❇♦❧❞♦✱ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❋✐❧❧✐âtr❡✱ ❛♥❞ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ▼❡❧q✉✐♦♥❞✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣
❈♦q ❛♥❞ ●❛♣♣❛ ❢♦r ❈❡rt✐❢②✐♥❣ ❋❧♦❛t✐♥❣✲P♦✐♥t Pr♦❣r❛♠s✳ ■♥ ✶✻t❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
t❤❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✻✷✺
♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✾✕✼✹✱ ●r❛♥❞ ❇❡♥❞✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❏✉❧②
✷✵✵✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

✺✳ ❈♦q ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❡❛♠✳ ❚❤❡ ❈♦q Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧✱ ✈❡rs✐♦♥ ✽✳✷✱
✷✵✵✾✳

✻✳ ▼❛r❝ ❉❛✉♠❛s✱ ❉❛✈✐❞ ▲❡st❡r✱ ❛♥❞ ❈és❛r ▼✉ñ♦③✳ ❱❡r✐✜❡❞ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✿
❆ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs✱ ✺✽✭✷✮✿✷✷✻✕✷✸✼✱ ✷✵✵✾✳

✼✳ ▼❛r❝ ❉❛✉♠❛s✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ▼❡❧q✉✐♦♥❞✱ ❛♥❞ ❈és❛r ▼✉ñ♦③✳ ●✉❛r❛♥t❡❡❞ ♣r♦♦❢s ✉s✐♥❣
✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ■♥ P❛♦❧♦ ▼♦♥t✉s❝❤✐ ❛♥❞ ❊r✐❝ ❙❝❤✇❛r③✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✶✼t❤ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❆r✐t❤♠❡t✐❝✱ ♣❛❣❡s ✶✽✽✕✶✾✺✱ ❈❛♣❡ ❈♦❞✱
▼❆✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✺✳

✽✳ ❋r❛♥ç♦✐s ●❛r✐❧❧♦t✱ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✱ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❘✐❞❡❛✉✳ P❛❝❦✲
❛❣✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✷♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ✐♥ ❍✐❣❤❡r ❖r❞❡r ▲♦❣✐❝s ✭❚P❍❖▲s✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✻✼✹ ♦❢
▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✸✷✼✕✸✹✷✱ ✷✵✵✾✳

✾✳ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r ❛♥❞ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✳ ❆ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝♦q s②st❡♠✳ ■◆❘■❆ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
http://hal.inria.fr/inria-00258384✳

✶✵✳ ❏♦❤♥ ❍❛rr✐s♦♥✳ ❆ ❍❖▲ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❊✉❝❧✐❞✐❛♥ ❙♣❛❝❡✳ ■♥ ❏♦❡ ❍✉r❞ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ❋✳
▼❡❧❤❛♠✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚P❍❖▲s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✻✵✸ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✶✶✹✕✶✷✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✳

✶✶✳ ▼✐❝❤❛❡❧ ❍❡❞❜❡r❣✳ ❆ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✬s ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✽✭✹✮✿✹✶✸✕✹✸✻✱ ✶✾✾✽✳

✶✷✳ ❏♦❤❛♥♥❡s ❍♦❧③❧✳ Pr♦✈✐♥❣ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦✈❡r ❘❡❛❧s ✇✐t❤ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ■s✲
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