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Université Bordeaux 1, INRIA MC2 et IMB, 351 Cours de la Libération, F–33405 TALENCE cedex, France

François MOLINO
Institut de Génomique Fonctionnelle, Départment of endocrinology, CNRS,
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Nous décrivons les conditions d’apparition d’un écoulement inhomogène en régime stationnaire
(bande cisaillée et bande bloquée) dans un modèle mécanique continu de matériau visco-plastique
mou tel qu’une mousse ou une émulsion concentrée en géométrie de cisaillement imposé. Habituel-
lement, la possibilité d’apparition de bandes de cisaillement dans un fluide complexe résulte d’une
évolution structurale du matériau sous écoulement qui se traduit, d’un point de vue théorique, par
l’existence d’une courbe d’écoulement stationnaire non monotone. Notre modèle mécanique prédit
une courbe d’écoulement non monotone mais a priori pas d’évolution physique intrinsèque via un pa-
ramètre couplé à l’écoulement tel que la concentration ou l’enchevêtrement. Pourtant nous prédisons
l’apparition de bandes de cisaillement. Dans notre cas, courbe d’écoulement non monotone et ap-
parition de bandes résultent spécifiquement du caractère tensoriel du modèle (2D ou 3D). Pour un
écoulement en géométrie de Couette, l’introduction d’un formalisme tensoriel 3D permet d’incorpo-
rer une liberté supplémentaire de relaxation du système dans la troisième direction qui modifie la
fluidité du matériau.

PACS numbers: 47.57.Bc Foams and emulsions 83.10.Gr Constitutive relations - 83.80.Iz Emulsions and

foams in Rheology - 83.50.AxSteady shear flows, viscometric flow

I. INTRODUCTION

Il peut sembler paradoxal que le même matériau,
soumis à une contrainte de cisaillement σxy uniforme,
entre deux plaques parallèles ou deux cylindres co-
axiaux, puisse se trouver simultanément dans deux états
distincts dans des régions différentes de l’écoulement.
C’est pourtant ce qui est observé couramment depuis le
début des années 1990 dans différents fluides complexes :
des “bandes de cisaillement” apparaissent et se main-
tiennent [5, 10, 34] ou fluctuent [1, 26, 39, 40], chacune
étant le siège d’un écoulement du fluide à un taux de
cisaillement différent. Ces bandes sont le plus souvent
parallèles aux plaques [5].
La compréhension de ces phénomènes s’appuie

généralement sur deux ingrédients essentiels : une
évolution structurale du matériau sous écoulement et une
réponse en contrainte qui est décroissante en fonction du
taux de déformation dans une certaine gamme. Cette
décroissance est la signature mécanique de l’évolution
structurale et est le moteur de l’instabilité mécanique
conduisant à l’apparition des bandes [27].
Ainsi, dans les polymères fondus ou dans les solutions

de polymères enchevêtrés [42] ou les micelles géantes [27],

l’écoulement a pour effet d’étirer les objets, ce qui modi-
fie la viscosité apparente du milieu (se méfier cependant
du glissement aux parois [17]). Le fait que cette viscosité
diminue tient notamment à l’orientation moyenne des ob-
jets dans l’écoulement de cisaillement.
Dans les phases lamellaires lyotropes, la transition

peut s’accompagner de la réorganisation des films de
tensioactifs sous formes de vésicules multilamellaires
(onions) [11, 12, 39, 40].
Dans les phases cubiques de micelles, la transition

consiste en une transition d’alignement des plans du cris-
tal [13, 14].
Dans ces deux derniers cas, une interprétation micro-

scopique de la baisse de viscosité effective qui accom-
pagne la transition structurale n’est pas connue explici-
tement.
Dans les milieux granulaires, les écoulements de surface

sont un cas particulier de bandes de cisaillement dans les-
quelles la bande profonde est bloquée (écoulement nul).
Sans qu’une description structurale complète soit en-
core disponible, il est admis que le phénomène de di-
latance, par lequel les grains doivent s’écarter pour se
déplacer les uns par rapport aux autres [36], est à l’ori-
gine d’une différence de fraction volumique entre la région
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en écoulement et la région bloquée. Cette moindre frac-
tion volumique a tendance à faciliter encore l’écoulement
de la région en écoulement par rapport à celui de la
région bloquée. Lorsqu’elle est présente, la gravité est
évidemment essentielle ; elle permet de déterminer le pro-
fil de concentration [25].
Dans les mousses et les émulsions, la situation est

moins claire. Des bandes de cisaillement ont été ob-
servés [9] mais le rôle des parois dans ces effets est encore
controversé [20, 23, 24]. Pour ces matériaux également,
aucune description structurale complète ne rend compte
de façon satisfaisante de la localisation de l’écoulement.
Comme pour les granulaires, la dilatance, qui corres-
pond à un changement local de la concentration φ en
eau, joue certainement un rôle important, en facilitant
les déplacements relatifs des bulles. Le désordre struc-
tural est également invoqué comme paramètre couplé à
l’écoulement [22]. Dans les deux cas, c’est la fluidité lo-
cale (quotient du taux de déformation par la contrainte)
qui est renforcée.
Le modèle que nous proposons n’incorpore aucun

ingrédient de ce type. Nous écrivons les équations
tensorielles tridimensionnelles de l’élasticité en régime
linéaire et non linéaire [3]. Nous montrons que cela est
suffisant pour faire apparaite des bandes de cisaille-
ment (un modèle bidimensionnel est en fait également
suffisant [35]). Cependant, on sait par ailleurs qu’un
événement plastique local a pour conséquence un re-
port élastique de contraintes sur le voisinage [15, 28].
En géométrie de cisaillement, cela favorise la localisa-
tion de l’écoulement [21, 32, 33]. De manière statis-
tique, cela augmente alors la fluidité du matériau dans
le voisinage [7] et conduit à une rhéologie non locale du
matériau. Ce caractère non local avait été observé dans
les émulsions concentrées s’écoulant dans des canaux
microfluidiques [16] Ces effets de non-localité sont in-
trinsèquement présents dans notre modélisation puisque
les propagateurs élastiques qui les sous-tendent [7, 21,
32, 33]. résultent directement des équations du milieu
continu élastique que nous utilisons.
Dans ces conditions, comment la fluidité locale du

matériau peut-elle évoluer dans notre modèle ? Comme
nous allons le voir, c’est grâce à la prise en compte du
caractère tensoriel des contraintes et le caractère tridi-
mensionnel du matériau : dans l’exemple d’un écoulement
de Couette, une évolution locale de la conformation du
matériau dans la direction perpendiculaire au plan de
cisaillement conduit, d’un point de vue 2D, à une fluidi-
fication locale.

A. Un modèle continu des mousses et des

émulsions

Dans cet article, nous décrivons les résultats issus de la
simulation spatiale d’un modèle mécanique des mousses
et des émulsions concentrées. Ce modèle est construit se-
lon les principes rigoureux de la mécanique des milieux

continus [6]. Sa principale originalité consiste à écrire les
lois élastiques et plastiques dans une forme très générale,
et à les combiner aux relations de conservation. Ainsi,
l’expression de la plasticité respecte la positivité de la
dissipation. Celle de la loi élastique est valide y compris
aux grandes déformations qui sont facilement atteintes
par ces systèmes très déformables avant de connâıtre des
relaxations plastiques.
Ainsi, on pose un cadre dans lequel lois constitutives et

hypothèses plus spéciales peuvent être ensuite introduites
et discutées.
Notre principal résultat consiste dans la mise en

évidence de régimes de bandes de cisaillement dans un
matériau dont les caractéristiques structurales sont ho-
mogènes, bandes déclenchées par des distributions ini-
tiales inhomogènes de contraintes. Et cela, pour une
forme physiquement plausible des lois élastiques et plas-
tiques.
Dans ce travail la modélisation reste strictement

mécanique et thermodynamique. Les problèmes essen-
tiels posés par le couplage du comportement rhéologique
à la structure du matériau ne sont pas discutés. Ce cou-
plage est bien documenté expérimentalement dans de
nombreux systèmes de fluides complexes dans lesquels les
phènomènes de bandes de cisaillement sont de facto as-
sociés à des transitions structurales [27]. Nous posons ici
une question plus circonscrite : des distributions initiales
inhomogènes de contraintes pourraient-elles être, à elles
seules, responsable de l’apparition de bandes de cisaille-
ment stationnaires dans les mousses et les émulsions ?

B. Courbe d’écoulement stationnaire et

écoulement inhomogène

L’étude d’un modele spatial a pour interêt princi-
pal de dégager les conditions d’apparition d’écoulements
inhomogenes en regime stationnaire. Il est important
de comprendre que le modèle rhéologique local utilisé
doit obéir à certaines conditions our que des régions
bloquées et des regions en écoulement puissent co-
exister. En effet dans ce cas le même matériau, sou-
mis à la même contrainte de cisaillement σxy, doit
se trouver simultanément dans deux états distincts de
déformation. Une condition mathématique qui permet
cette coexistence est l’existence d’une zone instable dans
la courbe d’écoulement du matériau [4, 34, 41], due à
une décroissance de la loi rhéologique dans une certaine
gamme de taux de cisaillement.
Cependant, pour les mousses, il n’existe pas de portion

instable de la courbe d’écoulement elle-même. Comment
la coexistence de bandes à différents taux de cisaillement
est-elle possible ?
Les mousses et les émulsions sont des exemples de

fluides à seuil : il existe ainsi une contrainte σxy mini-
male, que nous appellerons σy, en-deçà de laquelle il n’y
aura pas d’écoulement stationnaire. Si maintenant on ci-
saille le matériau en imposant le taux de cisaillement γ̇,
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le matériau doit s’écouler, même pour de très petits γ̇. La
courbe d’écoulement intrinsèque possède ainsi une extra-
polation en contrainte lorsque γ̇ → 0. Notons-la σd. No-
tons que σy et σd appartiennent à la courbe réologique
locale, pas à la courbe stationnaire effective correspon-
dant au γ̇ moyen dans l’entrefer comme celle qui peut
être mesurée par exemple dans un rhéomètre. Dans cette
discussion, l’écoulement est homogène. Mais la valeur re-
lative de σd et de σy , qui appartiennent à la courbe locale,
vont nous donner des indications sur les conditions pour
que des bandes de cisaillement soient possibles.
Considérons maintenant le résultat d’une mesure ef-

fectuée sur un échantillon de ce matériau, cisaillé dans
une cellule de Couette à taux de cisaillement imposé γ̇. Si
σd > σy, toutes les régions de l’échantillon vont s’écouler,
même à faible taux de cisaillement, puisque la contrainte
correspondante est nécessairement partout supérieure à
la contrainte seuil. Comme mentionné plus haut, puisque
la courbe d’écoulement n’a pas d’instabilité intrinsèque
pour des γ̇ plus élevés, aucun mécanisme n’est disponible
pour les bandes de cisaillement.
La situation est différente si σd < σy . Si l’on met

sur le même graphe la contrainte seuil σy et la courbe
d’écoulement stationnaire intrinsèque (figure 1), il ap-
parâıt immédiatement que cette configuration permet la
coexistence de zones soumises à des taux de cisaillement
γ̇ ≥ γ̇c et de zones bloquées sans cisaillement qui de-
meurent dans le régime élastique. Le mécanisme est esen-
tiellement le même que dans le cas classique de l’instabi-
lité de la courbe découlement (voir la figure 1). Bien sûr,
dès que γ̇ > γ̇c, toutes les régions s’écoulent puisque le
fait que γ̇ > γ̇c implique que certaines régions s’écoulent
plus vite que γ̇c. La contrainte dans ces régions, telle que
donnée par la courbe d’écoulement, est nécessairement
supérieure au seuil de contrainte σy. Et puisque la
contrainte est la même dans tout le matériau, toutes les
régions subissent une contrainte suprérieure à σy. Ainsi,
il ne peut subsister aucune région bloquée.

C. Variables dynamiques supplémentaires ?

Mais la situation où σd 6= σy est-elle réellement pos-
sible ? La réponse est notoirement oui. On explique
habituellement une telle courbe d’écoulement en invo-
quant une variable interne supplémentaire (en général

de nature structurale) qui est couplée à l’écoulement. À
titre d’exemple, dans une vision simplifiée, ce paramètre
supplémentaire peut être dans deux états : écoulement ou
blocage. Ainsi, la courbe stationnaire qui s’extrapole à σd

à faible γ̇, ainsi que la contrainte seuil σy, correspondent
en réalité à deux matériaux différents. L’un des intérêts
de notre travail est d’élaborer une situation où σd 6= σy

est possible sans paramètre structural supplémentaire.
Comme nous le verrons, si l’on écrit une formulation
entièrement tensorielle pour l’équation constitutive, la
courbe d’écoulement σxy(γ̇) peut être du type σd < σy.
Les composantes supplémentaires de la contrainte, σxx

et σzz , vont jouer qualitativement le même rôle qu’une
variable structurale supplémentaire en changeant la na-
ture locale du matériau. Leur distribution initiale dans
le matériau sera ainsi de toute première importance pour
prédire les bandes de cisaillement.
Malgré quelques similarités, l’analogie avec des

systèmes caractérisés par une courbe d’écoulement in-
stable a ses limites. Dans le cas d’un fluide à seuil, il
n’y a pas de régime instable en γ̇, ce qui imposerait une
séparation en deux phases de taux de cisaillement dis-
tincts. Les bandes de cisaillement sont possibles mais non
nécessaires. Également, aucun critére de type loi du le-
vier, comparables à ceux qui ont été développés pour
certains systèmes fluides [31, 34], ne peut exister pour
sélectionner la fraction relative des différentes bandes.
C’est l’histoire du matériau qui mène à un profil particu-
lier de vitesse. Nous verrons que la distribution initiale
de la contrainte dans le matériau va déterminer la struc-
turation en bandes.

D. Plan

L’article est organisé de la façon suivante. Nous
décrivons d’abord le modèle continu, précisant à la fois
sa composante rhéologique locale et sa version spa-
tiale complète. Nous analysons ensuite plus en détail la
loi rhéologique pour montrer comment elle permet de
prédire l’existence, sous certaines conditions initiales, de
bandes de cisallement (bandes bloquées en l’occurence).
Nous décrivons ensuite les résultats de simulations spa-
tiales qui confirment l’existence de ces bandes, et nous
analysons leur dépendance par rapport aux différents pa-
ramètres du système.

II. CONSTRUCTION D’UN MODÈLE

CONTINU

Notre modèle rhéologique local [3] est basé sur une
description non linéaire générale de l’élasticité et de la
plasticité. En effet, des matériaux comme les mousses
peuvent subir localement des déformations élastiques im-
portantes - situées loin du régime linéaire valable aux
faibles déformations - avant de connâıtre des événements
de réorganisation plastique [8, 43].

A. Lois rhéologiques locales générales

Le cadre pertinent pour la description des contraintes
élastiques dans un matériau qui s’écoule est un cadre eu-
lerien, que ce matériau possède ou non des propriétés
d’élasticité. En effet, au cours du flot d’une mousse ou
d’une émulsion, en dépit de l’existence de contraintes
élastiques, toute mémoire d’un état de référence se perd
en permanence du fait de la plasticité. La description
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Figure 1: Forme typique de courbe d’écoulement stationnaire
donnant la contrainte de cisaillement en fonction du taux de
cisaillement local. σy est le seuil d’écoulement à contrainte
imposée et γ̇c le taux de cisaillement correspondant. Un taux
de cisaillement macroscopique γ̇A inférieur à γ̇c ne donne pas
forcément lieu à un profil de vitesse PA homogène avec la
contrainte attendue σA : l’écoulement peut au contraire faire
apparâıtre une région bloquée et une région en écoulement
(profil PA

2 ou PA
3 ). L’écoulement local est alors plus rapide

(γ̇loc
A2 > γ̇A et γ̇loc

A3 > γ̇A), ce qui correspond à une contrainte

plus élevée (σA
2 > σA et σA

3 > σA. À l’inverse, pour un taux
de cisaillement macroscopique γ̇B supérieur à γ̇c, l’écoulement
est de nouveau homogène, ce qui correspond à la contrainte
attendue σB (supérieure à σy).

lagrangienne, qui est basée sur la comparaison perma-
nente à un tel état invariable, est certes formellement
équivalente, mais moins adaptée, notamment d’un point
de vue numérique. Les variables qui décrivent l’état
du matériau sont donc rapportées à une grille spatiale
(x, y, z) et correspondent à une description instantanée
et locale dans l’espace.

Dans ce cadre, il n’existe que deux variables perti-
nentes dans un cadre strictement mécanique : le gradient
local de vitesse ∇~v(x, y, z) et l’état de la déformation
locale stockée dans le matériau [3], représenté selon les
règles de la mécanique des milieux continus par le tenseur
de Finger, B(x, y, z) [6].

Dans cette section, nous décrivons notre modèle
rhéologique local. Insistons sur le fait que de ce point
de vue, on peut considérer le tenseur global ∇~v en lui
même comme une variable tensorielle tridimensionnelle
locale autonome, exactement comme B, et non comme
le gradient spatial d’un champ de déplacement. Ce n’est
qu’en passant à la description d’un système étendu dans
l’espace, à la section IV, qu’il lui correspondra un champ
de vitesse ~v(x, y, z). Les tenseurs ∇~v et B seront donc les
deux variables de notre modèle local.

L’élasticité dépend de la déformation selon la forme
suivante, la plus générale qui soit compatible avec les

symétries à trois dimensions [3] :

σel = a0 I + a1 B + a2 B
2, (1)

où a0, a1 and a2 sont des fonctions scalaires des inva-
riants du tenseur de Finger B. Du point de vue de la
plasticité, nous faisons seulement l’hypothèse que chaque
événement de relaxation plastique est aligné avec la
déformation stockée. C’est donc également le cas du
fluage DB

p . La forme la plus générale compatible avec
les symétries s’écrit alors :

DB
p = b̄0 I + b̄1B + b̄2 B

2, (2)

où b̄0, b̄1 et b̄2 sont à nouveau des fonctions scalaires des
invariants du tenseur de Finger B.
Pour compléter le modèle, on rassemble dans un terme
global de viscosité tous les phénomènes dissipatifs qui
sont présents même en l’absence d’événements plastiques.
Ils se produisent par exemple aux petites échelles :
écoulements dans les films entre les bulles, ou dans les
bords de Plateau. Pour simplifier nous choisissons’une
viscosité newtonienne. Ceci conclut la liste des contribu-
tions à la contrainte dans le matériau. Ainsi :

σ = a0 I + a1 B + a2 B
2 +

ηs
2
(∇~v +∇~vT). (3)

Pour rendre compte de l’incompressibilité des mousses
et des émulsions, on ajoute de surcrôıt une contrainte
cinématique de conservation stricte du volume det(B) =
1. Renvoyant à l’article [3] pour les details, nous le pre-
nons en compte en utilisant uniquement la partie dite
déviatorique de la contrainte

σ̄ = dev(σ) = σ −
I

d
tr(σ). (4)

La même contrainte sur la plasticité conduit en toute
généralité à [3] :

DB
p = B ·dev(f(B)) = b1 B ·dev(B)+b2 B ·dev(B2), (5)

où les préfacteurs scalaires b1 et b2 sont isotropes, et
dépendent donc des invariants du tenseur B.
Nous utiliserons dans la suite une forme tout-à-fait

équivalente du tenseur DB
p qui mets en évidence le

caractère positif de la dissipation (voir la discussion
dans [3]) :

DB
p =

A(B)

τ
B · G(B) (6)

où A(B) est une fonction scalaire isotrope de B, τ le
temps caractéristique des processus dissipatifs ; et d’autre
part :

G(B) =
dev [P(B) · dev(σ)]

tr [P(B) · dev(σ) · dev(σ)]
, (7)

avec P une fonction de la forme P(B) = b(B)B−2+(1−
b(B))B2 où b est une fonction isotrope [3]. Dans cette
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expression, la dissipation totale par unité de volume est
égale à A(B).
On aboutit finalement au modèle rhéologique local

complet :

dB

dt
−∇~v · B −B · ∇~vT = −2DB

p , (8)

DB
p =

A(B)

τ
B · G(B), (9)

σ = a0 I + a1 B + a2 B
2 +

ηs
2
(∇~v +∇~vT). (10)

B. Modèle spatial complet

Comme pour tout modèle rhéologique local, les
équations précédentes doivent être complétées par des
équations de champ qui expriment l’équilibre des forces
ainsi que la conservation de la masse :

∇ · σ̄ + ρ ~f = ρ
d~v

dt
+ ~∇ p, (11)

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ ~v) =

dρ

dt
+ ρ tr

1

2
(∇~v +∇~vT) = 0, (12)

où ~f représente les forces extérieures (par unité de
masse), et ρ la densité. L’incompressibilité du matériau,
déja évoquée, nous donne ici :

∇ · ~v = tr
1

2
(∇~v +∇~vT) = 0. (13)

En condéquence, nous avons dρ
dt

= 0, et la variable ρ
est donc seulement tranportée par l’écoulement. Dans la
suite, nous la supposerons de plus homogène.
Dernière hypothèse : nous nous plaçons en régime de
Stokes, dans lequel les termes inertiel sont négligeables
dans l’équation de conservation de la masse. On aboutit
à :

∇ · σ̄ = ~∇ p. (14)

Le système complet d’équations que nous devrons
intégrer numériquement est donc :

dB

dt
−∇~v · B −B · ∇~vT = −2DB

p , (15)

DB
p = A(B)B · G(B), (16)

σ̄ = dev
{

a0 I + a1 B + a2 B
2 +

ηs
2
(∇~v +∇~vT)

}

, (17)

∇ · σ̄ = ~∇ p, (18)

tr
1

2
(∇~v +∇~vT) = 0. (19)

Les conditions initiales qui doivent être spécifiées pour
résoudre le système précédent peuvent consister dans
les seules valeurs du tenseur B dans tout l’échantillon.
Les valeurs de la vitesse peuvent en être déduites via
l’équation de Stokes ( 15).

C. Choix d’une forme particulière de l’élasticité et

de la plasticité

1. Élasticité : modèle de Mooney-Rivlin

Choisissons une forme usuelle d’élasticité incompres-
sible dont il a été montré qu’elle décrit avec une bonne ap-
proximation le comportement élastique non-linéaire des
mousses [18, 19] : celle de Mooney-Rivlin. L’énergie
élastique corespondante s’écrit [6] :

ρE(B) =
k1
2
(IB − 3) +

k2
2
(IIB − 3) (20)

où

IB = tr(B) (21)

IIB =
1

2
[tr2(B)− tr(B2)] = tr(B−1) (22)

Pour les coefficents de l’équation Eq. (1), cela correspond
aux expressions suivantes :

a1 = k1 + k2 IB (23)

a2 = −k2 (24)

Suivant l’exemple de la littérature refs. [18, 19], nous ex-
primons les valeurs de k1 and k2 à l’aide d’un module
élastique G et d’un paramètre d’interpolation a, de la
façon suivante :

k1 = aG (25)

k2 = (1 − a)G. (26)

Dans la littérature concernant les mousses, une valeur
de a = 1

7
est parfois mise en avant [18, 19]. Dans la

perspective de la discussion des conditions d’apparition
de bandes de cisaillement, aux sections III et suivantes,
pour plus de généralité, nous préférons conserver le pa-
ramètre a non fixé, tout en demeurant dans le cadre de
l’élasticité de Mooney-Rivlin.

2. Plasticité : fluide à seuil

La forme particulière de fluage que nous avons explorée
est basée sur une non-linéarité de type seuil. Localement
dans le matériau, les événements de réorganisation plas-
tique ne se produisent que lorsque la contrainte élastique
stockée est suffisante. Nous exprimons cette transition à
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l’aide d’une fonction Wy(B) qui s’annule (linéairement)
au seuil :

Wy(B) = 0, (27)

avec dans notre cas Wy(B) = E(B) − K, où E est
l’énergie élastique stockée, et K un constante. Dans la
géométrie de cisaillement depuis un état de repos, σy est
la contrainte seuil : la fonction Wy s’annule.
Pour ce qui est du tenseur de taux de déformation plas-

tique DB
p , nous l’exprimons selon l’équation 6, en pre-

nant pour A(B) l’expression :

A(B) = (E(B)−K)Θ(E(B)−K), (28)

où Θ(x) = 1 lorsque x ≥ 0 et Θ(x) = 0 ailleurs.
Par ailleurs, nous fixons sous la forme suivante le po-

lynôme

P(B) = bB−2 + (1− b)B2, (29)

avec b entre 0 et 1. Voici donc notre jeu final d’équations :

dB

dt
−∇~v · B −B · ∇~vT = −2DB

p , (30)

DB
p =

E(B)−K

τ
Θ(E(B)−K)B · G(B), (31)

σ̄ = dev(σ) = dev {(aG + (1 − a)G tr(B)) B

− (1− a)GB2

+
ηs
2
(∇~v +∇~vT)

}

, (32)

∇ · σ = ~∇ p, (33)

tr
1

2
(∇~v +∇~vT) = 0. (34)

3. Paramètres physiques et modèle rhéologique

On utilise habituellement une forme adimensionnée de
ce système, afin de faire apparâıtre certaines quantités
physiquement pertinentes. La contrainte σ est normalisée
par le module élastique G, et le temps est adimensionné
par le cisaillement effectif : T = γ̇ t. Pour les équations
(30) et (32), on aboutit donc à :

dB

dT
−∇~v ·B −B · ∇~vT = −2WeDB

p , (35)

σ̄ = dev

{

(a + (1− a) tr(B)) B

− (1− a)B2 +
1

α
(∇~v +∇~vT)

}

, (36)

avec We = γ̇τ et α = 2G
η γ̇

. Dans l’équation (31), K est

remplacé par K = K/G. Les paramètres de notre modèle
rhéologique sont donc K, α, We, ainsi que les scalaires a
(paramètre de Mooney-Rivlin) et b (définissant la forme
tensorielle de la plasticité G(B)).

D. Écoulement en cisaillement simple

Dans la suite de ce travail, nous nous intéressons
spécifiquement à la question de l’apparition de bandes
de cisaillement. Dans ce but, nous ne considérons que
des écoulements en cisaillement simple. La vitesse sera
alignée le long de l’axe x, le gradient de vitesse le long de
l’axe y. La seule composante non nulle de ∇~v est alors
∂vx/∂y. Le système et l’écoulement seront invariant se-
lon les directions x et z. Le bilan des forces donné par
l’équation (33) implique que σxy and σyy sont homogènes
durant tout l’écoulement.

III. COMPORTEMENT DU MODÈLE POUR

DES ÉCOULEMENTS HOMOGÈNES

A. Analyse du modèle et critère d’apparition des

bandes de cisaillement

Aussi longtemps que l’écoulement est homogène, il
est décrit par le modèle local précédent. Commençons
par montrer (fig. 2) l’allure de la courbe d’écoulement
correspondante typique. Cette courbe est obtenue en
déformation imposée.

On se trouve bien dans les conditions décrites dans
l’introduction pour l’apparition de bandes de cisaille-
ment : la contrainte σd est inférieure au seuil statique
σy. Dans la gamme de taux de cisaillement compris
entre 0 et γ̇c, le système a le choix de répartir le taux
de cisaillement moyen γ̇ en une proportion de bandes
bloquées et une proportion de bandes cisaillées .

Dans le cas homogène, nous pouvons donc calculer, à
partir du modèle rhéologique local, et pour toute valeur
des paramètres We, α, K, a, et b, les seuils statiques σy

et dynamiques σd, et le taux de cisaillement critique γ̇c.
Grâce au raisonnement que nous avons rappelé dans l’in-
troduction, on peut alors prédire la gamme de taux de
cisaillements imposés [0, γ̇c] dans laquelle des bandes de
cisaillement sont possibles.

La valeur de σy s’obtient sans difficulté en simulant le
système en régime élastique (DB

p = 0) jusqu’à atteindre
le seuil (Wy(B) = 0), qui correspond à un état du système
caractérisé par les valeurs propres βy

1 et βy
2 du tenseur B,

état pour lequel on peut calculer σy.

On pourrait ensuite obtenir point par point les états
stationnaires en poursuivant la simulation au-delà du
seuil dans le régime plastique pour chaque valeur de γ̇ jus-
qu’à atteindre la stationnarité du système (dB/dt ≈ 0).
Le seuil dynamique σd correspondrait alors à la limite
obtenue aux faibles γ̇. Quand au taux de cisaillement
critique γ̇c, il serait obtenu lorsque la contrainte subie
par le système dans l’état stationnaire correspondrait
précisement au seuil plastique : σstat

12 (γ̇c) = σy. Une telle
procédure suppose une simulation du système successi-
vement pour un grand nombre de valeurs de γ̇.
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Figure 2: En haut : allure de la courbe d’écoulement station-
naire. On a indiqué sur la courbe les points correspondant à
σd, σy et γ̇c. En bas : évolution temporelle de la contrainte
pour différents taux de déformations imposés, inférieurs ou
supérieurs à γ̇c.

Nous avons utilisé une procédure plus directe [3] pour
obtenir σd et γ̇c (voir l’appendice). Elle s’appuie sur la
description de l’évolution, représentée dans la figure 16,
du système en termes des valeurs propres indépendantes
β1 et β2 du tenseur B.
Grâce à cette procédure, les trois observables impor-

tantes pour la prédiction d’éventuelles bandes de cisaille-
ment, σy , σd, et γ̇c, sont obtenus directement sans calcu-
ler point par point l’ensemble de la courbe d’écoulement
stationnaire.

B. Résultats

L’objectif de cette section est de décrire dans l’es-
pace de paramètres (K, α, We, a, b) les régions à
l’intérieur desquelles des bandes de cisaillement sont pos-
sibles. On va représenter ces domaines dans quatre plans
indépendants : (α, We), (K, We), (a, b) et (α, K).
Les cinq paramètres s’interprètent assez simplement en

termes rhéologiques, qui sont résumées dans la figure 15.
Les paramètres α−1 et We sont proportionnels à la vitesse
imposée, K au seuil d’écoulement. Par ailleurs, α−1et We
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Figure 3: Possibilité (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir une
bande bloquée en fonction de α variant de 1 à 3 et We variant
de 0.5 à 5 (avec K = 1, a = b = 0.5).

Figure 4: Largeur de la bande bloquée en fonction de α
variant de 3 à 20 et We variant de 0.2 à 5 (avec K = 1,
a = b = 0.5).

sont proportionnels à chacune des deux viscosités du mi-
lieu.
Dans la figure 3, on voit que dans le plan (α, We),

des bandes de cisaillement ne sont possibles que pour des
valeurs de α assez grandes (entre 3 et 10 selon les va-
leurs de We). Pour α grand la vitesse de cisaillement et
la viscosité sont en effet moindres. Ce sont des condi-
tions raisonnables pour des bandes, puisque celles-ci ap-
paraissent aux faibles vitesses, et que leur domaine sera
d’autant plus étendu que la pente à l’origine de la courbe
d’écoulement est faible. Par ailleurs les bandes appa-
raissent plus facilement pour de petites valeurs de We,
pour les mêmes raisons (faibles vitesses).
Dans le plan (K, We), des bandes devraient apparâıtre

pour de petites valeurs de We (toujours en raison des
faibles vitesses), et pour K fort, puisque dans ce cas le
seuil statique est supérieur, et que les bandes sont pos-
sibles en dessous de ce seuil (figure 5).
L’interprétation est encore identique dans le plan (α,
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Figure 5: Possibilité (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir une
bande bloquée en fonction de K variant de 0.4 à 1 et We
variant de 1 à 5 (avec α = 10, a = b = 0.5).

Figure 6: Largeur de la bande bloquée en fonction de K va-
riant de 0.725 à 1 et We variant de 0.2 à 5 (avec α = 10,
a = b = 0.5).

K), car α est inversement proportionnel à la vitesse de
cisaillement (figure 7).
Enfin, dans le plan (a, b), on est en présence d’effets

3D difficiles à discuter en termes intuitifs (figure 11). La
façon dont se couplent de manière tensorielle l’élasticité
(paramètre a) et le taux de déformation plastique (pa-
ramètre b), influent tous deux sur la valeur du taux de
cisaillement γ̇c suffisante pour éliminer toute possibilité
de structuration en bandes de cisaillement.

IV. RÉGIMES D’ÉCOULEMENT

INHOMOGÈNE STATIONNAIRE

La discussion du paragraphe précédent ne nous donne
que des conditions nécessaires pour l’apparition de
bandes de cisaillement. Dans les simulations 1D que nous
discuterons dans cette quatrième partie [2], ces inho-
mogénéités d’écoulement sont effectivement réalisées.
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Figure 7: Possibilité (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir une
bande bloquée en fonction de α variant de 7 à 15 et K variant
de 0.1 à 1 (avec We = 1, a = b = 0.5).

Figure 8: Largeur de la bande bloquée en fonction de α
variant de 7 à 15 et K variant de 0.3 à 1 (avec We = 1,
a = b = 0.5).

Or, le modèle que nous simulons contient des pa-
ramètres du matériau eux-mêmes homogènes dans
l’échantillon. Dans ces conditions, si les conditions ini-
tiales d’écoulement sont elles aussi homogènes, toute
l’évolution ultérieure le sera également. Bien que simu-
lant à une dimension notre système d’équations aux
déerivées partielles, on retrouvera les résultats de la sec-
tion précédente sans aucune modification.
En d’autres termes, puisque les paramètres du modèle

ne varient pas dans l’espace, il ne peut y avoir de bandes
de cisaillement que si les conditions initiales sont, d’une
manière ou d’une autre, inhomogènes.
Évidemment, comme nous l’avons mentionné dans

l’introduction, l’apparition d’inhomogénéités pourrait
se faire de façon naturelle via une variable d’état
supplémentaire couplée à l’écoulement, telle que la
concentration. Celle-ci serait susceptible de varier dans
l’espace, et d’être coulée à l’écoulement. Pour la concen-
tration (variable consevée) mentionnons en particulier le
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Figure 9: Possibilité (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir une
bande bloquée en fonction de a variant de 0.1 à 0.9 et b variant
de 0.1 à 0.9 (avec α = 2.5, We == 1). Remarque : pour
α = 10, toutes les valeurs de a et b conduisent à la possibilité
d’avoir une bande bloquée (valeur 1).

Figure 10: Largeur de la bande bloquée en fonction de a
variant de 0.1 à 0.9 et b variant de 0.1 à 0.9 (avec α = 10,
We = K = 1).

phénomène de dilatance imaginé pour les mousses [37,
44], observé expérimentalement [29] et interprété d’une
manière géométrique [30, 38]. L’alignement (variable non
conservée) constitue une autre possibilité, invoquée dans
le cas des micelles géantes ou des solutions de bâtonnets
rigides [31]. Ici, nous nous concentrons sur des inho-
mogénéités de contraintes statiques intitales sans in-
voquer de variable supplémentaire, et allons montrer
qu’elles peuvent également mener à l’apparition d’inho-
mogénéités persistantes dans le profil d’écoulement.

La raison pour laquelle ces inhomogénéités de
contrainte peuvent induire l’apparition de bandes dans
lesquelles le cisaillement est bloqué peut se comprendre
qualitativement si l’on raisonne sur le seuil d’ecoulement
K. En effet, les contraintes générées par le cisaillement se
superposent aux contraintes intitiales. Et ces dernières,
selon leur orientation, précipitent donc (ou retardent) le
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Figure 11: Possibilité (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir
une bande bloquée en fonction de b variant de 0.1 à 0.9 et α
variant de 1 à 20 (avec a = 1

7
, We = K = 1).

Figure 12: Largeur de la bande bloquée en fonction de b
variant de 0.1 à 0.9 et α variant de 1 à 20 (avec a = 1

7
,

We = K = 1).

franchissement du seuil d’écoulement.

A. Distributions initiales inhomogènes de

contraintes

Pour commencer, l’existence de contraintes inho-
mogènes stockées dans nos systèmes avant la mise en
écoulement est physiquement tout à fait motivée. Par
exemple, lors des écoulements nécessaires à l’introduction
d’une mousse dans un appareil de mesure, l’établissement
de précontraintes inhomogènes est très probable, sauf
précautions particulières telles qu’un séchage lent in situ
à partir d’une mousse très chargée en eau.

Nous supposons toujours que l’état initial est au re-
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ηs

G, a

ηc, b

σy

Figure 15: Une vision simplifiée (scalaire) des principaux pa-
ramètres rhéologiques. G représente le module élastique et a
le poids relatif des composantes tensorielles de la déformation
élastique, voir éqs. (25) et (26). Les grandeurs σy et ηc consti-
tuent une schématisation scalaire du fluage défini par DB

p ,
et le paramètre b est l’équivalent de a pour le fluage, voir
l’équation (29). Enfin, ηs est une viscosité indépendante du
fluage. α = 2G

η γ̇
exprime donc le rapport de la contrainte

élastique et de la contrainte visqueuse, et K = K/G le seuil
en unités du module élastique. Quand à We = γ̇τ , il exprime
la relation entre le temps caractéristique de la sollicitation γ̇
et celui de la relaxation au voisinage du seuil τ (voir éq. 31).

pos, autrement dit que les contraintes élastiques sont à
l’équilibre dans l’échantillon. Cependant, même en im-
posant cet équilibre, il existe un grand nombre de distri-
butions spatiales initiales possibles des contraintes. Par
exemple, si le système est invariant dans le plan xz des
plaques qui cisaillent l’échantillon, certaines composantes
de la contrainte doivent être homogènes. C’est le cas
de σxy, σyy et de σyz . Les autres composantes de la
contrainte, en revanche, peuvent varier librement en fonc-
tion de y tout en étant constantes dans chaque plan xz.
Il s’agit donc seulement d’une inhomogénéite à 1D, dans
la direction du gradient de vitesses.
Nous examinons dans cette partie un cas très simple

de condition intiale, où seule la composante σxx varie :

σxx = 1− 4ǫ |y(1− y)|, (37)

les autres composantes sont identiquement nulles.
En pratique, pour préparer un échantillon dans un

tel état , il faut comprimer la mousse de facon inho-
mogène. Typiquement, un volume de mousse de forme
trapézoidale est contraint de prendre une forme rectan-
gulaire.
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Figure 16: Forme de la déformation élastique stockée durant
une expérience, en régime stationnaire, et pour trois valeurs
différentes du taux de cisaillement γ̇. Les axes correspondent
aux deux premières valeurs propres, β1 et β2, du tenseur B.

B. Caractéristiques des écoulements inhomogènes

Une séquence typique de profils de vitesse, obtenues
dans nos expériences numériques, se présente ainsi : le
profil de vitesses est initialement homogène. Il le de-
meure tant que l’ensemble de l’échantillon est en régime
élastique. Les régions dont la précontrainte initiale est
la plus forte dans la direction de sollicitation atteignent
le seuil en premier. Le taux de cisaillement moyen étant
constant, ce déclenchement du fluage conduit à la fois à
un taux de cisaillement plus élevé dans les régions qui
fluent et moins élevé dans les autres. Le cisaillement
élevé provoque une saturation de la contrainte du fait
du fluage. Le cisaillement se bloque alors dans la région
en dessous du seuil. En régime stationnaire, une bande
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bloquée coexiste avec une bande cisaillée, pour la même
contraintez de cisaillement.
Le transitoire correspondant fait parfois apparâıtre des

phénomènes non triviaux, en particuler au bord de la
zone qui se bloque. On observe des taux de cisaillement
locaux passagèrement négatifs du fait des contraintes
élastiques stockées.
Essayons maintenant de comprendre les ca-

ractéristiques du profil de vitesse stationnaire, toujours
à l’aide du comportement du modèle rhéologique local.
La première caractéristique d’interêt est que dans les

régions qui s’écoulent, le profil de vitesse est rigoureu-
sement linéaire, autrement dit, le taux de cisaillement
est uniforme. Cela peut se comprendre de la manière
suivante. Toutes les régions qui, à l’état stationnaire,
développent un taux de cisaillement non nul, corres-
pondent, dans le diagramme β1-β2 de la figure 16, à un
point qui se situe sur la courbe d’écoulement station-
naire. Or, chaque point de cette courbe correspond à
une contrainte de cisaillement distincte. Ainsi, puisque
chaque tranche de notre écoulement subit la même
contrainte de cisaillement, elles correspondent en réalité
toutes au même point de la courbe et développent donc
le même taux de cisaillement.
Une seconde caractéristique résulte du fait que dans

l’espace, σxy et σyy sont continus, mais que σxx et σzz

peuvent fort bien être discontinus. C’est d’ailleurs jus-
tement le cas à la frontière entre une région en cisaille-
ment et une région bloquée. C’est, du point de vue de
l’écoulement, la manifestation de la discontinuité, dans
le diagramme β1-β2, entre les points sous le seuil et le
point d’écoulement permanent où est concentrée toute
la zone en écoulement. En réalité, le seul couplage entre
les différentes tranches provient du fait que (i) σxy et σyy

doivent être partout identiques, et (ii) l’intégrale de γ̇ sur
l’épaisseur est fixée par la vitesse imposée des plaques. En
conséquence, dans un écoulement inhomogène, l’arrange-
ment des tranches bloquées et en écoulement n’est pas
unique : les différentes tranches pourraient tout à fait
être permutées. À nouveau, ce sont les conditions ini-
tiales qui décident de la structure particulière adoptée par
l’écoulement : deux conditions initiales dont les tranches
auraient été permutées donneraient lieu à la même per-
mutation de la structuration de l’écoulement.

C. Influence des paramètres sur l’existence de

bandes bloquées

1. Résultats 1D

Dans l’espace des cinq paramètres (α, K, We, a, b),
nous avons choisi d’explorer, avec ces simulations à une
dimension, les mêmes gammes de paramètres que pour
le modèle rhéologique. Les résultats sont présentés sur
les figures 4, 6, 8, 10 et 12. Pour chacune, la largeur
de la bande bloquée est représentée en fonction de deux
paramètres, les trois autres étant fixés. D’un point de

vue numérique, notons que la figure 13, obtenue pour un
maillage plus grossier, ne montre pas de différence signi-
ficative : nous avons vérifié que le maillage utilisé pour
toutes les simulations présentées est d’une finesse suffi-
sante.
Dans le plan (α, We), les bandes apparaissent et

croissent lorqu’on augmente la valeur de α, et ce d’au-
tant plus tôt que We est petit. Dans le plan (K, We), les
bandes apparaissent en augmentant la valeur du seuil K,
là encore d’autant plus facilement que We est petit. Dans
le plan (K, α), les bandes apparaissent toujours en aug-
mentant la valeur du seuil d’écoulement, encore une fois
de manière d’autant plus facile que α est grand. Les ar-
guments par lesquels on rend plausibles ces observations
sont les mêmes que ceux du paragraphe III B.

2. Comparaison avec le modèle rhéologique local

Si l’on compare deux à deux et en détail les figures du
paragraphe III B et du paragraphe ci-dessus, on constate
que les régions dans lesquelles des bandes bloquées ont
été observées dans les simulations à 1D sont, comme on
pouvait s’y attendre, incluses strictement dans les régions
autorisées par le modèle rhéologique local.

Cependant, la frontière de ces régions ne cöıncide pas.
En réalité, une adéquation parfaite demanderait un ajus-
tement fin du profil des conditions initiales afin d’explorer
jusqu’à sa frontière la zone admissible pour les bandes de
cisaillement. La figure 14 montre qu’en modifiant l’am-
plitude de la modulation en contrainte initiale, on peut
aller jusqu’à faire disparâıtre la bande bloquée.

V. CONCLUSION

En conclusion, ce modèle met en évidence une
différence entre le seuil statique et le seuil dynamique
d’écoulement, qui constitue la clé de l’apparition de
bandes de cisaillement, et ceci pour un matériau dont
les propriétés (définies par des paramètres rhéologiques),
demeurent homogènes. C’est en réalité le caractère ten-
soriel de ce modèle qui autorise des inhomogénéités
de contraintes, y compris dans les conditions initiales.
En effet lorsque l’écoulement plastique du matériau est
déclenché, le matériau se déforme librement dans la
troisième dimension (direction de la vorticité) et semble
ainsi évoluer, s’il est observé à 2D ou à 1D. Cette
évolution peut mener localement à une baisse de la
contrainte de cisaillement jusqu’à des valeurs inférieures
au seuil statique σy. Pour un matériau incompressible
bidimensionnel, un tel comportement ne serait pas pos-
sible, puisque les deux valeurs propres de la déformation
stockée seraient alors liées entre elles de manière rigide.
D’autres matériaux ne relevant pas de la catégorie

des fluides à seuil pourraient d’ailleurs relever de la
même analyse. Ainsi, dans des solutions de polymères
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envêtrées, des bandes de cisaillement transitoires sont ob-
servées [42]. La bande rapide finit par envahir l’ensemble
de l’échantillon. Le matériau a donc évolué par rapport à
l’état initial. La concentration moyenne ne pouvant pas
changer, il doit s’agir d’une évolution structurale de la
solution (via éventuellement un paramètre d’ordre non
conservé). La mesure du rayon de gyration dans la direc-
tion de la vorticité permettrait de savoir si notre analyse
pourrait s’étendre à ce fluide (à condition de choisir un
seuil nul).
Pour résumer, sans même faire appel à une variable

supplémentaire couplée à l’écoulement, nous montrons
qu’un matériau homogène à 3D peut apparâıtre comme
inhomogène observé à 2D ou à 1D.

Annexe A: Méthode directe pour obtenir l’état

stationnaire dans le modèle rhéologique local

Tout d’abord, à partir du point (βy
1 ,β

y
2 ), nous suivons

le seuil de plasticité Wy(B) = 0 jusqu’à vérifier la condi-
tion de stationnarité. On peut écrire celle-ci en exploitant
l’observation suivante : en régime stationnaire, il n’y a
pas d’écoulement plastique dans la direction de la vorti-
cité [3]. En d’autres termes, la troisième valeur propre
du tenseur G(B) est nulle :

g3(β1, β2) = G3(β1, β2, β3) = 0, (A1)

avec β3 = 1
β1β2

. Nous obtenons ainsi directement le

seuil dynamique (βd
1 ,β

d
2 ) du système. Nous suivons en-

suite la même condition de stationnarité g3(β1, β2) = 0
jusqu’à atteindre la contrainte de cisaillement souhaitée
σ12 = σy . Nous obtenons ainsi directement l’état station-
naire (βcc

1 ,βcc
2 ) qui correspond au taux de cisaillement

critique γ̇c. En pratique, on parcourt la courbe de seuil
Ŵy(β1, β2) = Wy(β1, β2, β3) = 0 (avec β3 = 1

β1β2

) en

intégrant le système différentiel

εWy

dβ1

dt
=

∂Ŵy

∂β2

=
∂Wy

∂β2

−
1

β1β2
2

∂Wy

∂β3

(A2)

−εWy

dβ2

dt
=

∂Ŵy

∂β1

=
∂Wy

∂β1

−
1

β2
1β2

∂Wy

∂β3

, (A3)

où l’on choisit le signe εWy
de manière à parcourir la

courbe Wy = 0 dans le sens souhaité. De même, on
parcourt la courbe des états stationnaires g3(β1, β2) =
G3(β1, β2, β3) = 0 en intégrant le système différentiel

εg
dβ1

dt
=

∂g

∂β2

=
∂G3

∂β2

−
1

β1β2
2

∂G3

∂β3

(A4)

−εg
dβ2

dt
=

∂g3
∂β1

=
∂G3

∂β1

−
1

β2
1β2

∂G3

∂β3

, (A5)

où l’on choisit le signe εg de manière à parcourir la courbe
g3 = 0 dans le sens souhaité.
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