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Resumo

Grafos mistos sao estruturas matematicas que mesclattedsticas de grafos dire-
cionados e nao-direcionados. Formalmente, um grafo rpistie ser definido por uma
tripla Gy = (V, A, E), ondeV, A e E representam, respectivamente, um conjunto de
vertices, de arcos e de arestas. Ukneoloracgdo mistade G, = (V, A, E) & funcao
c:V —H{0,...,k— 1} tal quec(u) < ¢(v), se(u,v) € A, ec(u) # c(v), sefu,v] € E.

O problema de Coloracao Mista consiste em determimémeero cronatico mistode Gy,
denotado pok s (Gar), que € menor inteird tal queG, admite umak-coloragcao mista.
Esse problema modela variacdes de problemas de escabtwanue consideram simul-
taneamente restricdes de precedéncia e de compartititarde recursos. Neste trabalho,
mostramos que Coloracao MistaveP-dificil para as classes dos grafos cordais, dos grafos
linha de grafos bipartidos e dos grafos linha de grafos lzevipes.
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1 Introducao

O problema de coloracao de grafos [1] &€ certamente um dasestudados na area de Teoria
de Grafos devido as suas varias aplicacdes, princgraienem problemas de escalonamento,
como, por exemplo, nos problemas de atribuicao de &eqgas a antenas de radio ou telefonia,
de alocacao de produtos quimicos em armazéns e de atodacegistros em compiladores.

Dado um grafaz = (V, E), uma colora¢ao & uma funcédo V' — Z que associa a cada
vértice do grafo um nimero inteiro representativo de uora Dizemos que uma coloracao &
propria se, para cada par de vértices adjacentes, i.e., [u,v] € E(G), temosc(u) # c(v).
Uma coloracao (propria) de um grafbcom#k cores € comumente chamada de untaloracao
deG.

No problema classico de Coloracao de Vértices, busadeserminar a menor quantidade
de cores para a qual o grafo admite uma coloracao prdpssa quantidade & chamauanero
cromatico, ou x(G).

Determinar o numero cromatico de um grafo qualquer & whlpma/N P-Dificil [5], mas
em varias classes de grafos a determinacao desse par@pode ser feita em tempo polinomial.

Existem diversas variacdes deste problema. Aqui, estadaima generalizacao do mesmo
para grafos mistos, ou seja, grafos que podem ter simulteard@a arestas nao-orientadas e
orientadas (estas Ultimas chamadas de arcos). Sendq assigrafo misto pode ser definido
porumactriplaGG,, = (V, A, E), ondeV, A e E denotam o conjunto de vértices, arcos e arestas
deG,,, respectivamente.

Dado um grafo mista@r,, = (V, A, E'), umak-coloraggo mistaé uma fungaa: : V. —
{0,...,k — 1} com as seguintes restrigdes:

1. c(v;) < e(vj), se(v;,v;) € A.
2. c(v;) # c(vy), selv;,v;] € E.

Em outras palavras, uma coloracao mista forte & umaaghor propria com uma restricao de
ordem sobre as cores das extremidades de cada arco. Emaihai®s, esta coloracao & cha-
mada de mista forte em contra-ponto a coloracao mistafiande se permite uma desiguldade
nao-estritg <) na condicao (1) acima.

No problema de Coloragao Mista, dado um grafo mistp = (V, A, E), desejamos encon-
trar onimero cronatico mistode GG, denotado pox (G ), que € o menor inteirg tal que
Gy admite umak-coloracao mista. Observe que o problema é inviaveél gepossui um ciclo
orientado. Ao longo de todo o texto, vamos assumir entadajuo ocorre.

Uma das motivacOes para a definicao de Coloracao Mistantra-se no estudo de proble-
mas de escalonamento de tarefas com restricao de prexa@e&compartilhamento de recursos,
em particular o problema dmb-Shop

Uma instancia do problema dmb-Shopé composta por um conjunto de tarefas=
{1, J2,...,J,}, onde cada tarefd,, para todol < k£ < n, possui um conjunto de operacdes
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que devem ser processadas em uma certa ordem, defininda, asisicoes de precedéncia.
Cada operacao deve ser executada em uma maquina dotecobjus {M, M,, ..., M, } e
toma uma unidade de tempo para sua execucao. Como cadenadq pode executar uma
operacao por vez, surgem assim restricdoes de contzarénto de recursos. Edob-Shop
busca-se determinar a menor quantidade de tempo para ssgsotodas as tarefas do con-
junto J.

Uma instancia desse problema pode ser modelada com ummgistioG,, = (V, A, E),
ondeV & o conjunto de operacdes$.descreve as relacdes de precedéncia, e uma aresta
E € definida se as operacte® v compartilham uma maquina. Toda coloracao misté/ge
descreve um escalonamento viavel, onde a cor de um vegfitesenta o tempo de execucao
da operacao correspondente. O nUmero cromatico migtegsa o tempo minimo necessario
para a execucao de todas as tarefas.

Neste trabalho, estudamos a complexidade do problema deaCab Mista em trés clas-
ses de grafos: cordais, linha de bipartidos e linha de perges. Os resultados obtidos sao
apresentados na Secao 3. Antes, porém, realizamos @ve tavisao bibliografica sobre o
problema. Na Se¢ao 4 comentamos 0s n0ssos resultados iengliaacoes.

2 Resultados Conhecidos

Nesta se¢ao, revisamos alguns resultados da literaterav@liam a complexidade do pro-
blema de coloracao mista e destacamos rela¢des destewtoos problemas em grafos. Cha-
mamos de grafo subjacenteza, o grafoG = (V, AU E), onde uma aresta, v] € A se, e
somente se, o0 arda, v) € A. Em outras palavragy & o grafo obtido dé&- ), retirando-se as
orientacdes de seus arcos.

2.1 Alguns resultados sobre complexidade

Coloragao Mista generaliza o tradicional problema deo€aao de Veértices, que equivale
ao caso onde o conjunto de arcos € vazio. Por outro ladodgquaoonjunto de arestas € vazio,
Coloragao Mista equivale ao problema de encontrar o ncaiminho em um grafo direcionado
aciclico.

Por generalizar o problema de coloracao de vérticespr@gho Mista & claramente um
problema/V P-Dificil. Outros resultados de complexidade para clagsgecificas de grafos
também sao conhecidos, conforme abaixo. Sem perda dedentnto, vamos dizer qu&,,
pertence a uma certa classe, quando a rigor deveriamosfeds a0 seu grafo subjacente.

A versao de decisao do problema de coloracao mistafitasse como um problema P-
completo, mesmo se o grafo for planar, bipartido, com grayimo 4 e cada vértice incidente
a um arco com grau maximo 2. Isto & demonstrado a partir dereducao do problema de
Coloracao por Listas [9].
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Por outro lado, para as classes de grafos série-paralafosres, sao conhecidos algoritmos
com tempo de execucao polinomial que determinam uma&olexata. No caso das arvores,
o primeiro algoritmo encontrado na literatura [4] tem coexfdadeO(n?) enquanto que o al-
goritmo descrito em [2] tem complexidade linear. Para graferie-paralelos, & conhecido um
algoritmo com complexidad®(n33"®logn) que fornece uma solugao 6tima [3]. Adicional-
mente, & conhecido que a versao de decisao do problenmdaiagio mista tem complexidade
polinomial se o grafo misto dado como entrada & éndavore parcial, para ur fixo [9].

2.2 Limites para o nimero cromatico misto

Em [4] foram demonstrados dois limites superiores paraean cromatico misto, relacionando-
0 ao numero cromatico de subgrafos do grafo subjacenta. dpaesentarmos tais resultados,
considere as definigcbes a seguir.

Dado um subconjunt®” do conjunto de vértices de um gradb= (V, F), dizemos que o
subgrafo induzidgem vértices) pot”’ C V, denotado pot[V'], & o subgrafdy’ = (V' E’)
deG tal que sgu,v] € E eu,v € V' entaoju, v] € E'.

SejaX),,; o conjunto dos vértices d&,, = (V, A, E') que sao extremidades de algum arco
de A. SejaGG o grafo subjacente d&,,. Entao:

Proposicao 2.1 xa/(Gur) < X(G) + [ Xu| — X(G[ X))

Além disso, defina o grafo mist@* = (X,;, A*,0), ondeA* = {(v;,v;) € A : v;,v; €
X} Entdo:

Proposigdo 2.2 xu(Gar) < xu(G*)(x(G) — 1) + 1

Vale ressaltar que ambos os limites sao atingidos por agunstancias do problema. Ob-
serve que a Proposicao 2.1 apresenta um limite que rakoi@mero cromatico misto, nimero
cromatico do grafo subjacente e parametros que s6 depedds orientacdes de,,. Por ou-
tro lado, & interessante observar que a Proposicaoladara também q,(G) comy(G),
mas, nesse caso, o limite envolve parametros que deperaleompinto de arestas de,,.

Com relagao a limites inferiores, & facil observar qug G,,) & pelo menos o tamanho do
maior caminho direcionado efd,;, denotado porn(G,,). Aléem disso, toda coloragao mista
de G, €, por sua vez, uma coloragao propria do grafo subjaceéet:,,. Logo, o nimero
cromatico do grafo subjacente também define um limiteriofgaray (G, ). Outros limites
inferiores baseados em estruturas do grafo subjacenteo(chhigques) podem ser encontrados
em [6].
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3 Complexidade

3.1 Problemas de dec#&o

Consideramos a seguinte versao de decisao de Colokigt

Problema 1 (CM (G, k) - Coloragao Mista)
Entrada: Um grafo mista&,, = (V, A, E) comE # (), e um inteirok > n(Gyy).
Questo: ), admite uma:-coloragdo mista?

E facil ver queC M (G, p) esta na class& P. Nas subsec¢des seguintes, vamos mostrar
queCM (G, p) € NP-completo em algumas classes de grafos. Em todos 0s casosdsz
reducdes a partir de problemas de Extensao de Préac@lomla seguir definidos:

Problema 2 (PreCol(G, V' k, ") - Extensdo de Pé-colora@o de \£rtices)

Entrada: Um grafoG = (V, E), um subconjuntd’’ C V, um inteirok e uma colorago
V' —={0,...,k—1}.

Questo: Existe uma:-coloragdo propria c deG que estenda a colordg ¢ (i.e.,c(v) = ¢ (v)
Yo e V')?

Uma k-coloragao (propria) em arestas de um gréfe= (V, E) € uma funcaae : £ —
{0,...,k — 1} de tal modo que se duas arestas b possuem uma extremidade em comum,
entaoc(a) # c(b).

Problema 3 (PreColA(G, E', k, ¢') - Extensdo de Pié-colorago de Arestas)

Entrada: Um grafoG = (V, E)), um subconjuntd®’ C E, um inteirok e uma colorago
d:E —{0,...,k—1}.

Questo: Existe umak-coloraggo propria c das arestas dé/ que estenda a colorag ¢ (i.e.,
c(e) = d(e), paratoda aresta € E')?

3.2 Grafos cordais

Um grafoG é ditocordal se ele nao possui buracos como subgrafo induzidobUracoé
um ciclo de tamanho pelo menos 4 sem uma aresta ligando une pértites nao consecutivos
no ciclo.

Proposicao 3.1 SejaG,, um grafo misto & > n(G,,). Enio, CM (G, k) € NP-Completo,
mesmo se o grafo subjacente@g & um grafo cordal.

Prova: A redugao segue do problenfacCol(G, V', k, ') que €N P-Completo para grafos de
intervalos unitarios que & uma subclasse dos grafos isoi@la Sejal = (G,V’,k,¢) uma
instancia para esse problema. Defina a instaftig, k) para o problem&'M (G, k), onde
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G € o grafo misto obtido a partir d& quando, para cada vértieg € V', adicionamos &

o caminho direcionad®, = (29,..., 2 " v,z ... 2¥1), ondej = ¢/(v;) (ver Figura 1).
Em outras palavras, sendb= (V, E), entaoG,, = (V\V'U U Vi, U A, E), ondeV; e
viEV/ UiEV/

A; sao os conjuntos de vértices e arcogHaespectivamente.

=

D) c'(w)=j @_, v

(@) PreCol(G, V' k,c) (b) CM (G, k)

Figura 1: Reducgao para grafos cordais

Observe que o grafo subjacenté/g € cordal, uma vez qué o € e a adicao de caminhos
nao produz buracos. Para completarmos a demonstraffi@goamos que admite uma ex-
tensao de sua pré-coloragd@ara uma coloracao propiale V' (G) comk cores se, e somente
se,G ) admite uma coloragcao mista cancores. Para demonstrar tal afirmacgao, basta apenas
observar que em qualqukfcoloracao mista dé/,, cada vértice; € V' recebe exatamente a
cor ¢ (v;), uma vez que que o caminho direciondgdorca tal coloragao. O

3.3 Grafo linha de bipartido

Dado um grafo ndo direcionad®, seugrafo linha denotado pot.(G), € tal que cada
vertice deL(G) representa uma aresta@e dois veértices dé(G) sao adjacentes se, e somente
se, suas arestas correspondentes tem uma extremidade em.com

Note que uma coloracao propria das arestag/dmrresponde a uma coloracao propria
dos vértices d€.(G). Para mostrarmos queM (G, k) € N P-completo em grafos linha de
bipartidos, vamos usar uma transformacao definida arsegui

Seja(G, E', k, ¢') umainstancia do problenfareCol A. Defina outra instanci@a, F’, k,c)
de tal modo qué’ = (V, E) & o grafo obtido dé = (V, E) da seguinte forma: para cada aresta

e; = [v},v?] € E', removae;, adicione dois veértices!, u? e duas novas arestas= [v}, u?]
_ |E|
ee;, = [u},v?] que sao pré-coloridas com a mesma €6t;). Logo,V = V U | {u},u?},
=1
= IE/‘ " = = / / / /
E = U{e, e/}, E = (E\E)UE e?(e) =7 (c]) = c(e;). A construgao dessa outra

[RE)

=1
instancia esta ilustrada pela Figura 2.

Lema 3.1 G admite uma exted® da pe-colora@o ¢’ para uma colorago com no raximok
cores se, e somente $&,admite uma exted® da pe-coloragio ¢ para uma colorago com
no maximok cores.
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e .
O

(@) PreColA(G, E' k,c) (b) PreCol A(G, 7, k,c)

Figura 2: Instancias equivalentes BecC'ol A

Prova: Basta observar que o conjunto de arestas nao coloridas dwséie G € o mesmo e
que, toda aresta € F\ £, i.e. toda aresta nao colorida, & adjacente a uma arest&’ de
comc (e;) = k se, e somente se, existe éhuma aresta com cdradjacente a;. O

Proposicao 3.2 SejaGG, um grafo misto & > n(G,,). Eno, CM (G, k) € NP-Completo,
mesmo se o grafo subjacente@g & um grafo linha de um grafo bipartido.

Prova: Fazemos a reduc¢ao a partir do problema de Extensao démPr@acao em arestas que
é NP-Completo em grafos bipartidos [7]. Sé&fa E’, k, ¢’) uma instancia d&reCol A, sendo
G = (V, E) um grafo bipartido, e sej&& = (V, E), E , k, ) uma outra instancia para o mesmo
problema obtida pelo procedimento descrito anteriormd?eta construcao d&, nenhum ciclo
impar é criado. Logaj; também é bipartido.

Seja(G s, k) uma instancia para o problenddV/, sendoG), o grafo gerado a partir de
L(G) quando adicionamos, para cada vérticassociado a uma arestapré-colorida ent,
um caminho direcionad®, = (29,..., 2 " v, 2/t .. 2F 1) e um arcoz? !, /1), onde

j = @ (e;). A Figura 3 ilustra esta reducao.

O

€ E’(e,) :j

ﬁ @ @ DD+ D)

(@) PreColA(G,E ,k,@) (b) L(G (€) CM (G, k)

Figura 3: Reducao para grafos linha de bipartidos

Vamos mostrar que o grafo subjacente(8g € linha do grafo bipartide:~ obtido a partir
de G da seguinte maneira. Para cada aresta E, sejau; 0 veértice de grau 1 (isto ocorre
devido a construcao d&). Adicione um caminhd; = (v0,...,% " u;, v/, ..., yF 1), onde
j = @ (e;), conforme Figura 4(a).
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(@G (b) L(G")
Figura 4: Construcio dé" e seu grafo linha

Note queG & claramente bipartido, pois & bipartido e ndo adicionamos ciclos. Alem
disso,L(G") & exatamente o grafo subjacente@g (ver Figura 4(b)).

Observe qué&;’ admite uma extensao de sua pré-colora¢do em arestsimiar coloraco
comk cores se, e somente $&;, admite uma coloracao mista cancores, uma vez que 0S
caminhos direcionados forcam que cada vérticé/geque esta relacionado a uma aresta pré-
colorida deG receba a mesma cor desta. Logo, uraloracao nos vértices deé,; determina
umak-coloragao nos vértices de(G) e, portanto, uma-coloragdo nas arestas do grafo
Pelo lema anterior, temos umeacoloragao para o grafG. U

3.4 Grafo linha de periplanar

Um grafo € ditoplanar se admite uma representacdao no plano sem cruzamento sle sua
arestas. Nessa representacao, cada regiao limitaakagrelstas, incluindo a regiao ilimitada, é
chamaddace A face externa& exatamente a regiao ilimitada. Um grafo planar € piéapla-
nar se possui uma representacao no plano onde todo vértitempe a face externa, ou seja, &
extremidade de alguma aresta limitando esta face.

Proposicao 3.3 SejaG,, um grafo misto & > n(G,,). Ento, CM (G, k) € NP-Completo,
mesmo se o grafo subjacente@g & um grafo linha de um grafo periplanar.

Prova: A demonstracao & analoga aquela da Proposicao 3o2amiente fazemos a reducao

a partir do problema de Extensao de Pré-coloracao estaargue € NP-Completo em grafos
periplanares [7]. Sej&-, E', k, ') uma instancia déreCol A, sendoG = (V, E') um grafo
periplanar, e sejaG = (V,E), E, k,) uma outra instancia para 0 mesmo problema obtida
conforme Subsecio 3.3. Pela constru¢ad deé facil observar qué' ainda é periplanar. De
fato, dada uma representacao planarzdende todos os vértices pertencem a face externa, é
possivel adicionar os veértices &8V a essa representacao de tal modo que todos os vértices
ainda pertencem a face externa. Para tanto, basta refaieserplano os novos caminhos na
face externa. Veja que essa representacao nao adicieaa faces e todos os vértices conti-
nuam pertencendo a face externa.
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Seguindo 0s mesmos passos da demonstra¢ao anteriof(agja&) uma instancia para o
problemaC M, ondeG), o grafo gerado a partir d&(G) quando adicionamos um caminho
direcionadaP; = (22,..., 2 v, 2l L aF Y eumarcoa ! 2/, para cada vertice,
associado a uma aresta pré-coloridagodigamos com a cgy.

Vamos mostrar que o grafo subjacentedig & linha do grafo periplana® , obtido a partir
de G da seguinte maneira: para cada aresta F’, sej = E/(el-) e u; € o vértice de grau 1
dee;, adicione um caminh@; = (1°,...,y/ " u;, 7™, ... yF1). Note queG” & claramente
periplanar, pelo mesmo argumento apresentado para dearanstG & periplanar. Por Gltimo,
veja queL(G') & exatamente o grafo subjacente(#g.

Novamente, podemos afirmar qGeadmite uma extensio de sua pré-coloracao em arestas
para uma coloracao cohncores se, e somente §e,; admite uma coloracao mista caneores,
uma vez que os caminhos direcionados forcam que cadae/éei~,, que esta relacionado a
uma aresta pré-colorida déreceba a mesma cor desta. Logo, umaloracao nos vértices de
G, determina uma-coloragao nos vértices dg(G) e, portanto, uma-coloragao nas arestas

do grafoG. Pelo lema anterior, temos urheacoloracao para o grafG. O

4 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos resultados de complexi@adeoproblema de Coloragao
Mista, mostrando que o mesmoNeP-dificil para as classes de grafos cordais, grafos linha
de bipartidos e grafos linha de periplanares. Vale lemhyar gomo consequéncia, Coloracao
Mista também &V P-dificil para todas as classes de grafos que contém elssses estudadas,
como, por exemplo, grafos livres dgou C’, grafos livres de garra, grafos-aranha, grafos per-
feitos. Estendemos, assim, resultado similar existentgemnatura, que mostra a mesma com-
plexidade para a classe dos grafos bipartidos planaresiohdimente, identificamos também
outras classes de grafos onde o problema classico de ¢catoéapolinomial, mas passa a ser
N P-dificil na versao mista.

Um ponto importante a ser observado encontra-se no fatoeJeqmo acontece em outros
trabalhos relacionados, a complexidade é estudada evasib o grafo subjacente. Isto signi-
fica que relagdes entre os conjuntos de arcos e de arestadoexploradas. A influéncia desse
fator na complexidade do problema & uma questao que meeeoeelhor estudada.
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