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Chapitre 1

Motivations

La déformation interactive et temps-réel d’objets dans un espace tridimensionnel est un sujet
largement étudié dans le domaine de ’animation du fait de ses nombreuses applications, notam-
ment dans les jeux vidéos et la chirurgie assistée par ordinateur. Les contraintes soulevées par le
probleéme sont tout d’abord de travailler sur un modele de déformations physiquement réalistes
aux yeux de I’observateur et précises du point de vue mécanique. Lié & la dynamique ainsi qu’a sa
représentation geométrique, 'aspect visuel de ’objet - images affichées sur ’écran - doit lui aussi
satisfaire 'utilisateur, c’est-a-dire de minimiser les artefacts visuels induits par la discrétisation
des informations au sein de I’ordinateur, autant que faire se peut. La derniere des contraintes
est temporelle; en effet, dans les domaines de la réalité virtuelle et de la synthese d’images, les
applications doivent étre adaptées aux fréquences optiques et haptiques imposées par 'Homme,
elles doivent rendre transparente 1’utilisation de I’outil informatique pour immerger 'utilisateur
dans un monde virtuel.

L’aspect géométrique dans le cadre de I’animation d’objet déformables a été peu développé,
dans ce rapport, nous nous pencherons particulierement sur la résolution de ce probléme en
proposant une solution de modélisation multi-résolution adaptative d’objets déformables.

1.1 Approche multi-résolution adaptative

Nous définissons ici la notion de multi-résolution (noté MR) comme la représentation d’une

entité géométrique a plusieurs niveaux de détail. Cette notion de MR est proche des Splines
hierarchiques introduites par Forsey et Bartels [7] dans le sens ou plusieurs niveaux de profon-
deurs différentes peuvent coexister au méme moment sur différentes parties de ’entité. Cette
représentation peut s’écrire structurellement sous forme d’un arbre ou chaque noeud représente
un niveau de détail, et est relié a ses niveaux de détail plus fins par une relation pere-fils.
Le terme adaptatif est utilisé ici pour définir le changement de résolutions au cours du temps
en fonction d’un critére de décision quelconque. Ce changement doit étre effectué de maniere
cohérente c’est-a-dire que cette transition doit s’effectuer de maniere transparente du point de
vue de l'utilisateur.

Cette approche est par exemple utilisée pour ’amélioration des performances de rendu d’ob-
jets 3D comme dans la technique des Lewvels Of Details (LOD) ou 'objet est stocké dans une
hiérarchie avec & chaque niveau une représentation avec nombre moins important de polygones;
s’il occupe beaucoup de pixels & I’écran, on utilise sa représentation la plus fine, et plus il s’éloigne,
plus on utilisera une représentation grossiere.

Nous cherchons, un modele capable d’appliquer les LOD pour la visualisation (ajout de détails,
simplification en fonction de la distance), la dynamique (focaliser les calculs sur les parties les
plus déformées) et la détection de collisions (par 'utilisation de volumes englobants par exemple).



1.2 Principales problématiques

1.2.1 Dynamique du milieu déformable

Dans le domaine du graphisme lors des deux dernieres décennies, les techniques d’animation
physique d’objets déformables ont été largement étudiées. Les deux plus notables sont les réseaux
de masse-ressort (mass-spring en anglais) et de particules ainsi que plus récément par larrivée
de plus fortes puissances de calcul, les éléments finis (FEM : Finite Elements Method).

La premiere technique se démarque par sa simplicité et la rapidité d’éxécution, elle se base
sur l'interaction de particules ou masses ponctuelles par des lois physiques simples telles que
Pattraction-répulsion, 1’élasticité, la viscosité, .. ..

Les éléments finis quant & eux consistent en la représentation de milieux continus par interpo-
lation de valeurs définies en certains points. Plus complexe & résoudre, cette méthode est donc
plus coiiteuse que les réseaux de masses-ressorts mais est beaucoup plus précise. Dans les deux
techniques, plus le nombre d’éléments devient important, plus la simulation est longue a calculer,
et plus la contrainte de temps-réel devient difficile & respecter.

C’est dans le contexte d’objets complexes que ’approche multi-résolution adaptative apporte

tout son intérét car elle permet d’utiliser une version grossiere du modele dynamique lors de
faibles déformations et de le complexifier lors de plus grandes déformations ou de manipulations
plus locale de I'objet. Il est donc nécessaire d’adapter les techniques d’animations basées sur des
structures statiques pour pouvoir les appliquer aux modeles multi-résolutions adaptatifs tout en
respectant les contraintes liées aux modeles utilisés.
Ainsi, Debunne et Al [5] proposent une représentation MR d’objets déformables par éléments finis.
Le volume défini par ’objet est subdivisé en tétraedres plus ou moins gros suivant la résolution, ces
derniers servent d’éléments de base pour une simulation par FEM. A I’état stable, le découpage
le plus simple est utilisé. Mais plus les forces appliquées au modele sont importantes et plus
lon descendra dans la hiérarchie, c’est-a-dire plus il y aura d’éléments. Ceci permet d’obtenir
des comportements plus complexes lors de manipulations précises et locales ou lors de grandes
déformations tout en conservant une cohérence temporelle lors du passage & une résolution plus
fine ou plus grossiere.

1.2.2 Affichage de la surface de 1’objet

Un aspect essentiel de la déformation d’objets 3D est la qualité des images présentées a 'utili-
sateur. En effet, il n’est pas suffisant de visualiser un comportement physiquement réaliste, il faut
aussi que l'objet affiché soit visuellement et géométriquement correct et réaliste. Nous pouvons
noter trois criteres importants : la conservation des continuités géométriques ainsi que des discon-
tinuités si elles existent, éviter les artefacts visuels lors d’un changement de résolution (effets de
popping) et la manipulation de 'objet & n’importe quelle résolution doit respecter les contraintes
précédentes.

De nombreuses techniques permettent de modifier dynamiquement la géométrie d’un objet,
plus particulierement une surface, a différentes résolutions.
Les Splines Hierarchiques décrite par Forsey et Bartels [7] permettent d’éditer une surface
paramétrée de maniere globale ou bien plus localement tout en assurant la conservation des
continuétés aux raccords entre les différentes résolutions. Tres utilisées pour la modélisation d’ob-
jet 3D, elles permettent d’obtenir de trés beaux résultats, mais sont contraintes par le fait qu’elles
soient basées sur la paramétrisation de la surface ce qui n’est pas le cas d’un objet quelconque,
ainsi que par le nombre de points de contrble nécessaires (pour obtenir une continuité C2 entre
patchs, il faut un patch de 4 x 4 points de controle).
Les Free Form Deformations sont des techniques de déformation d’objets quelconques, qui ont
été largement étudiées depuis l’article novateur de Sederberg et Parry [12]. Elles consistent a
immerger 'objet dans une gelée déformable (de topologie quelconque mais simple & manipu-
ler, par exemple un cube), de déformer cette gelée & partir de points de contrdles et ainsi la
déformation est répercutée a l'objet inital. Les FFD sont largement utilisées dans le domaine
de la modélisation 3D car elles permettent, assez intuitivement, de déformer tout type d’objet



de maniére lisse. Malheureusement, peu de travaux traitent de FFD multi-résolutions adapta-
tives et les solutions proposées ne permettent pas une manipulation MR simple (du point de vue
technique) et efficace (du point de vue de l'utilisateur).

1.2.3 Gestion des collisions

Dans 'optique de réaliser un modele d’animation d’objets déformables complet, il est nécessaire
de résoudre le probleéme des collisions de I'objet avec lui méme (auto-collisions) ou avec d’autres
objets (collisions externes). Ce probléme est décomposé en deux parties : tout d’abord la détection
des collisions, puis la réponse physique a associer a cette collision. La résolution du premier
probléme peut s’avérer trés coliteuse car pour étre complet, dans le cas d’objets quelconques, il
convient de vérifier qu’aucun des polygones des modeles 3D ne s’intersectent ce qui a pour colt
algorithmique O(n?). De nombreuses méthodes permettent de réduire grandement le coiit de la
phase de détection de collisions, notamment en utilisant une représentation de 1’objet par une
hiérarchie de volumes englobants (contenant des polygones aux feuilles et des boites englobantes
aux noeuds) de forme simple (par exemple une sphere).

1.3 Approche adoptée : FFD multi-résolutions

Nous cherchons une méthode permettant de traiter efficacement et de maniere multi-résolution

les trois aspects du probléme de ’animation d’objets déformables : la géométrie, la dynamique et
la gestion des collisions. Nous avons adopté une approche hiérarchique (de structure réguliere) de
découpage spatial multi-résolution de l’objet. L’idée est d’utiliser cette structure comme base pour
la dynamique, pour les collisions et comme champ de déformation pour la géométrie de ’objet &
la maniere des FFD. Ce champ de déformation est en conséquence entierement indépendant de
I’objet déformable.
Nous proposons une technique qui permet de palier les limitations des méthodes de déformation
géométriques multi-résolutions actuelles, notamment la complexité provenant des opérations de
raffinement et de simplification, le cout de la déformation de I'objet & des résolutions différentes,
la rapidité d’affichage ainsi que le controle direct de 'animation physique sous-jacente. Nous
validons aussi ’approche du point mécanique en présentant un réseau de masses-ressorts adapté
a la multi-résolution.

1.4 Organisation du document

Nous commencerons par étudier les techniques actuelles de déformations lisses d’objets. Nous
présenterons ensuite notre contribution qui permet de palier certaines limitations des méthodes
de déformation géométriques multi-résolutions actuelles, notamment la complexité provenant des
opérations de raffinement et de simplification, le coiit de la déformation de I’objet & des résolutions
différentes, la rapidité d’affichage ainsi que le controle direct de ’animation physique sous-jacente.
Nous validerons aussi I’approche du point de vue mécanique en présentant un réseau de masses-
ressorts adapté a la multi-résolution. Nous fournirons ensuite quelques exemples de résultats
obtenus grace a notre technique. Puis nous terminerons en effectuant un bilan nous fournirrons
plusieurs pistes pour des travaux futurs.



Chapitre 2

Etat de l’art

Depuis 'apparition des applications 3D dans le monde de l'informatique, la modélisation
et 'animation d’objets 3D en est devenu un des sujets phares. Selon le type d’applications
(temps-réel, intéractif, ...), différentes techniques ont été introduites, certaines dans un objectif
de création d’objets & la maniere d’un sculpteur (tels que les Splines Hierarchiques de Forsey et
Bartels [7]), d’autres dans le but de déformer un objet existant (particulierement les Free-Form
Deformations) et certaines visant & allier les deux (lors de manipulations directes).

2.1 Free-Form Deformations

Il y a une dizaine d’années, la modélisation assistée par ordinateur d’objets 3D demandait
beaucoup de temps, de soin et de patience. L’arrivée de nombreux artistes dans le monde de
Iinfographie a imposé la nécessité de développer des outils divers et simples permettant aux
non néophites de I'informatique de s’abstraire au maximum du support sur lequel ils travaillent
et ainsi de pouvoir laisser libre cours a leur imagination lors de la création d’images virtuelles.
Le monde de la modélisation 3D s’est tout particulierement rapproché de celui de la sculpture,
notamment de la sculpture sur des matériaux tels que la glaise, permettant de déformer, ajouter,
supprimer de la matiere simplement avec les mains.

Originellement introduite par Sederberg et Parry [12], les FFD sont aujourd’hui un des ou-

tils les plus pratiques, car ils permettent tres aisément de déformer de maniere lisse tout type
d’objet 3D. Son principe en est simple, il consiste & plonger 'objet dans un espace déformable,
une sorte de gelée, défini par un ensemble de points de contréle nommé treillis (lattice en an-
glais) de topologie simple et définissant la notion de cellules (I’espace défini par un ensemble de
sommets du treillis en fonction de leur connexité). Le type de treillis présenté dans leur I’article
provient du découpage régulier (mais possiblement différent dans chacune des dimensions) d’un
parallélépipede. Un triplet de parametres est associé a chaque point du maillage, définissant sa
position dans ’espace. Lorsque le treillis est déformé par 1'utilisateur, les déformations apportées
sont répercutées aux points du maillage de l'objet 3D par I’évaluation simple de produits de
polynémes de Bernstein apportant ainsi une déformation volumique de type Spline.
Ils montrent aussi qu’il est possible de raccorder deux treillis. En imposant des contraintes au
raccord entre deux cellules, il est possible d’obtenir une continuité C? entre les deux treillis.
Pour ce faire, il faut que chaque treillis possede au moins 4 x 4 x 4 points de contrdle et que
les segments orthogonaux & la face commune soient colinéaires. Cette contrainte est assez forte
et il n’est donc pas envisageable de I'utiliser dans le cadre d’'une animation physique. Un autre
point important & noter est que plus le nombre de points de controle augmente, plus le degré
des polynémes augment et ainsi plus I’évaluation de la position d’un point dans ’espace devient
cotiteuse.

Par la suite, Coquillart [4] proposa les Extended Free-Form Deformations proposant une ap-
proche plus générale de la technique, permettant d’utiliser un treillis de topologie plus complexe.
MacCracken et Joy [11] quand & eux introduisent une méthode de déformation & partir d’un



treillis de topologie arbitraire et la possibilité d’effectuer des opérations de subdivisions sur un
treillis en se basant notamment sur les travaux de Catmull et Clark [2] pour définir la position
des nouveaux points de contrdle tout en conservant la continuité.

Plus récemment, Hua et Qin ont proposé un type de FFD basé sur un ensemble d’interac-
tions entre des champs d’influence définis par des sommets de controle (ainsi, 'on s’abstrait des
problemes de topologie), & la maniére de la modélisation de surfaces implicites. Leur méthode
permet d’obtenir une trés grande variété de déformations car le domaine des fonctions d’influence
est trés large, ainsi qu’un raffinement du maillage déformé lorsque le maillage initial n’est pas
assez fin pour conserver un aspect visuel lisse aprs déformation. Malheureusement, méme si il est
possible de générer un réseau de sommets de contrdle automatiquement, l’ajout dynamique de
points de controles & des résolution plus élevées n’est pas trivial et 'application d’un modele de
déformations dynamiques cohérentes n’est pas évident.

En se basant sur les travaux de MacCracken et Joy, Ono et Al [14] ont derniérement introduit
une méthode d’édition multi-résolutions d’un objet & partir de treillis hierarchiques. Ils rendent
Putilisation des FFD plus intuitives en générant automatiquement les treillis & différents niveaux
de résolutions autour de ’objet, par subdivisions des cellules d’un octree. Cette technique permet,
par la manipulation des points de contréle & différents niveaux de résolution, de déformer ’objet
de maniere locale ou bien plus globalement en conservant les modifications apportées & des niveaux
inférieurs. Ils permettent & l'utilisateur de pouvoir subdiviser lui méme une cellule donnée, ceci
entraine un octree de topologie plus complexe (comme présenté dans la figure 3.2(a)), mais
I’édition locale d’un des nouveaux points de controle ainsi créés nécessite ’existence de 7 x 7 x 7
cellules de méme niveau autour pour pouvoir assurer une continuité C? de déformation de 1’objet
entre les cellules. Cela oblige, & I’édition d’un point de profondeur supérieure et proche (moins
de 4 cellules) d’une cellule de plus au niveau, la subdivision de cette derniére au méme niveau
de profondeur (cf figure 2.1). En conséquence, bien que leur méthode soit améliorable en la
rendant adaptative (c’est-a~dire sans stocker n niveaux de subdivisions uniformes de l’octree, en
effectuant donc les subdivisions/simplifications dynamiquement), elle est toujours aussi cotiteuse
que la technique de MacCracken et Joy et elle ne permettra pas de pouvoir animer efficacement
un objet déformé de maniere globale et locale, simultanément.

F1G. 2.1 - Un grand nombre de cellules sont générées a 1’édition d’un simple sommet (entouré en
rouge) Ono et Al [14]

2.2 FFD mécaniques

L’animation par simulation physique d’un objet quelconque (principalement non articulé) est
un domaine ayant donné lieu & de nombreuse contributions. Le lien entre ’animation physique
et la déformation géométrique de l'objet induite doit permettre d’obtenir des comportements
réalistes aussi bien visuellement que physiquement. L’utilisation des FFD permet de déformer de
maniére treés intuitive un maillage quelconque, ainsi Faloutsos et Al [6] présentent un modele de
déformation physique basé directement sur les treillis basé sur des réseaux des masses-ressorts. Ils
obtiennent ainsi des résultats tres convaincants en s’abstrayant du modele géométrique. L’anima-



teur définit un ensemble de treillis spatialement indépendants & des niveaux de détail différents
et par un couplage mécanique de ces treillis, il est ainsi possible de déformer 1’objet de maniere
multi-résolutions. Ils utilisent des treillis découpés régulierement, fournis par 1’utilisateur, ceci ne
permet pas d’obtenir un comportement multi-résolution adptatif simple et automatique.

2.3 Axial Deformations, Wires et Skinning

L’utilisation de modeles articulés, comme des personnages par exemple, pour I’animation par

manipulation directe ou indirecte d’un squelette pose le probleme de la répercussion des mouve-
ments sur la peau représentée par un maillage. En effet, il est nécessaire d’avoir une technique
qui permette de déformer de maniere lisse les points 3D sans faire apparaitre de discontinuités
au niveau du maillage.
Les articles de Lazarus et Al [10] (Azial Deformations) et de Singh et Fiume [13] ( Wires)
présentent une technique de déformation de maillage basée sur la paramétrisation des points
du maillage par rapport & une primitive de dimension 1 : un segment ou une courbe. Ainsi, par
toute manipulation de la courbe (par exemple) : torsions, étirements, ..., il est possible d’appli-
quer ces types de déformations aux points du maillage associé & cette courbe. Il est ainsi possible
d’obtenir le méme genre de comportements que Barr [1] obtenait en se basant uniquement sur
un axe central, mais ici de maniere plus générale avec la possibilité de limiter 'influence de la
déformation aux points proches de la courbe.

Une simplification de cette méthode, nommée Skinning, permet d’obtenir un type de déforma-
tions similaires, plus limitées mais treés efficaces (rapides & calculer et aujourd’hui accélérée sur les
cartes graphiques) et non contraintes le long d’une courbe. Elle est basée sur I’association d’un
point du maillage & plusieurs reperes dans l’espace et pour chacun de ces reperes est attribué un
poids, généralement fonction de la distance du point & 'origine du repére. A ’état initial (avant
Panimation), les coordonnées locales ); dans le repére R; d’un point de position @ ainsi que les
poids correspondants sont calculés. Ainsi, la position () du point peut s’écrire en coordonnées
homogenes :

Q~ Z w;i R;Q;

ot le signe ~ dénote ’égalité a un facteur d’échelle pres et w; représente le poids associé au repere
R;. Ainsi, par la manipulation des reperes (position de l'origine, norme et direction des vecteurs),
il est possible d’appliquer plusieurs types de déformations au maillage : grossissements, torsions,
rotations et étirements.

De nombreux travaux ont été effectués concernant la déformation réaliste d’un étre personnage
virtuel, la principale difficulté est le calcul des poids et des reperes associés aux points. Mohr et
Gleicher [8] présentent une méthode permettant de régler les principaux problémes introduits par
le skinning dans ce cadre : ’applatissement ou le vrillement des membres.

2.4 Déformations multi-résolutions

Les méthodes classiques d’édition multi-résolutions possedent ces principaux inconvénients :

— Les ondelettes : pour connaitre la position d’un point défini & une profondeur n, il faut
évaluer tous les niveaux inférieurs, ceci peut s’avérer coliteux en mémoire et temps de
calcul si la profondeur est élevée.

— Les FFD multi-résolutions précédentes : pour conserver une continuité C', les points du
maillage sont définis par des patchs de 3 x 3 x 3 points de controle. Ceci s’avere tres contrai-
gnant car a la limite entre deux patchs de résolution différente, il est nécessaire d’appliquer
une fastidieux changement de topologie des cellules voisines permettant de respecter cette
contrainte.

Nous voulons éviter ces problemes qui limitent ’utilisation de ces techniques dans le cadre d’appli-
cations temps-réel. Ainsi, nous nous fixons comme contrainte 'utilisation d’un minimum d’infor-



mations (paramétrisation et points de contrdles) pour pouvoir effectuer de la maniére la plus libre
et efficace qu’il soit, des déformations multi-résolutions en profitant des accélérations graphiques
développées pour le skinning.
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Chapitre 3

Free-Form Deformations
Multi-Résolutions Adaptatives

Nous présentons maintenant notre contribution qui consiste au rapprochement entre les méthodes
de FFD et de skinning présentées précédemment, permettant la déformation a différentes résolutions
d’un objet 3D efficace, avec la possibilité de 1'utiliser de maniere adaptative pour ’animation
d’objets déformables.

3.1 Octree déformable

3.1.1 Définition

Nous proposons une forme de treillis permettant 1’édition MR de 1’objet par FFD. Elle est

basée sur une représentation hierarchique de découpage de ’espace couramment utilisée 'octree.
Un octree est un ensemble de cellules de forme cubique liées par des relations de parenté. Une
cellule de ’octree est soit une feuille soit une cellule meére. Dans ce cas, elle possede exactement
8 cellules filles provenant du découpage régulier de la cellule mere en 2 (dans chacune des dimen-
sions) (cf figure 3.1(b)).
Une cellule est composée de 6 faces, 12 arétes et définie par 8 sommets. Les sommets communs aux
cellules sont uniques, c’est-a-dire qu’ils sont partagés par toutes les cellules qui y sont connectées.
Ainsi, logiquement, le déplacement d’un sommet entrainera le déplacement de toutes les faces
et les arétes lui étant connectées (cf figure 3.1(c)). Il n’existe pas de contrainte sur la forme des
faces, entres autres, elle peuvent ne pas étre planaires.

(a) Une cellule de 'octree (b) La cellule subdivisée (¢) Deux points ont été
déplacés

F1G. 3.1 — Manipulation d’une cellule
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La particularité de I'octree est que des cellules voisines peuvent étre de profondeur différente,
il en résulte alors une forme géométrique de topologie contrainte car topologiquement, les faces
d’une cellule feuille (une cellule n’ayant pas de fille) ne sont parametrées que par les 4 sommets
les formant. Ainsi, nous définissons la notion de sommet libre comme étant un sommet non
soumis aux contraintes de topologie, un sommet de ce type peut étre déplacé librement ; dans le
cas contraire, nous le notons comme sommet contraint. Par exemple, dans la figure 3.2(a) nous
voyons que si le sommet entouré est déplacé horizontalement, alors il violera l'intégrité de la
cellule voisine de plus haut niveau. Par la suite lorsque cela sera nécessaire, dans les schémas,
nous noterons les sommets libres par des ronds pleins et les sommets contraints par des cercles.

(a) Sommet contraint sur une face (b) Sommets contraints sur des arétes

Fic. 3.2 — Contraintes topologiques

Lors de la subdivision d’une cellule, 19 sommets sont créés (3 x 9 = 27,27 — 8 = 19) que 'on

peut classer dans 3 types différents :

— un sommet de cellule est le barycentre des 8 points de la cellule génitrice. Par construction,
ce type de sommet est toujours libre. Il n’en existe qu’un.

— un sommet de face est le barycentre des 4 points formant une des 6 faces de la cellule
génitrice. Si, dans la cellule de 'autre c6té de la face ce sommet n’existe pas déja, alors ce
nouveau sommet est contraint par ses 4 sommets parents.

— un sommet d’aréte est le barycentre des 2 points formant une des 12 arétes de la cellule
génitrice. Il est libre si et seulement si toutes les cellules de méme niveau possédant cette
aréte ne sont pas des feuilles. Dans le cas contraire, il est contraint par ses 2 sommets
parents.

1l faut noter que le déplacement d’un sommet contraint ne casse pas obligatoirement la contrainte
topologique, par exemple si I’on déplace un sommet d’aréte contraint le long de ’aréte, la topologie
de la cellule restera inchangée, mais nous verrons plus tard que pour des raisons géométriques,
méme ce genre de déplacement est interdit. Egalement, la cellule principale (la premiere dans
Parborescence) n’a pas de voisine, ainsi, si une cellule se trouve au “bord”, les faces incluses dans
les faces de la cellule principale n’ont elles non plus pas de voisine.

Lors de la simplification d’une cellule, il est nécessaire de :

— supprimer les sommets connectés uniquement aux cellules filles.

— conserver les autres sommets qui sont utilisés par des cellules voisines et qui deviennent
ainsi contraints. Si le sommet était libre, alors il devient contraint est redevient alors le
barycentre de ses parents.

Ainsi, lors des opérations de subdivisions et simplifications, I’arbre des relations mere-fille des
cellules ainsi que les liens topologiques et géométriques (présentés plus haut) liant les sommets &
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leurs parents sont mis & jour.

Il est ainsi possible de manipuler les sommets de 'octree au niveau de profondeur désiré,

nous appelons cette méthode I’édition multi-résolutions. Nous définissons le niveau d’un sommet,
comme étant la profondeur de la plus grosse des cellules y étant connectées. Un exemple de
déformation multi-résolutions est donné dans la figure 3.3.
Si V'on déplace un sommet S de niveau n & un niveau m (m >= n), il faudra alors déplacer
tous les sommets contraints par ce sommet (ils sont tous de niveau supérieur & n) et tous les
sommets libres de profondeur supérieure ou égale a m descendants de ce sommet. Les sommets
contraints restent le barycentre de leurs parents et les sommets libres sont déplacés de maniere
rigide, c’est-a-dire de maniére cohérente avec leur position barycentrique initiale : si S;nitiq €St 1a
position initiale d’'un sommet : S;piziar = Ejvzpl S;/Np (ou Np représente le nombre de parents
défini par le type de sommet : cellule, aréte ou face), alors si 'on ajoute un vecteur V & un des
sommets parents S;, nous obtenons : § = Zjvzpl S;j/Np + V/Np. Ainsi, par un raisonnement
récursif basé sur les liens de parenté des sommets, la propagation du déplacement s’effectue de
maniere correcte. En conséquence, tous les sommets libres ou non descendants du sommet S de
niveau inférieur & n ne sont bien sfir pas concernés par ce déplacement.

(a) Cellule simplement (b) Cellule simplement (c¢) Edition de plus haut niveau
subdivisée, édition de subdivisée, édition de avec répercution sur les sommets
plus bas niveau plus haut niveau contraints

F1G. 3.3 — Manipulation multi-résolutions sur l'octree par déplacement d’un sommet

Grace aux contraintes données précédemment et aux opérations de simplification et subdivi-
sion, il est possible d’effectuer une édition multi-résolutions de la structure d’octree permettant de
travailler localement et ensuite plus globalement tout en conservant les modifications appliquées
aux branches les plus profondes de ’arborescence.

3.1.2 Initialisation de ’octree

Nous devons maintenant appliquer ce treillis & un objet 3D dans 'optique future de le
déformer. Il est possible de voir 'objet comme étant le volume défini par une infinité de cel-
lules de matiere. Comme il est présenté dans [14], nous proposons un découpage de ’espace
occupé par I’objet de maniere hiérarchique. Partant d’une cellule englobant la totalité de I’objet,
nous pouvons créer l'arborescence de cellule grace & des criteres simples tels que :

— la densité de matiere contenue dans la cellule : si la cellule n’intersecte pas ’objet ou si
elle est contenue entierement dedans, alors il est inutile de la subdiviser, sinon il faut la
subdiviser.

— la densité de points du maillage dans la cellule : si la cellule ne possede pas de point du
maillage ou n’en possede qu’un seul, alors il est inutile de la subdiviser, sinon il faut la
subdiviser.

Le probleme de ce genre de découpage est qu’il peut entrainer un nombre trés important de
cellules, ce qui rendrait son utilisation prohibitive. Il est donc nécessaire de limiter le processus
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de subdivision, les criteres d’arrét possibles sont : une densité de matiere suffisante, une densité
de points suffisante ou bien une profondeur maximum.

Le premier critere de subdivision proposé peut s’avérer complexe a évaluer, dans le cadre de ce
stage nous avons donc utilisé le second critéere avec une borne sur le nombre de points maximum
contenus dans une cellule.

Les déformations appliquées aux points de 'octree se feront uniquement dans les feuilles,
elles seront paramétrées localement par ces cellules. Nous présentons dans la partie 3.3 comment
utiliser 'octree pour déformer un objet quelconque de maniere lisse aprés en avoir réparti les
points dans les cellules de l'octree.

3.2 Application de 'octree aux objets déformables : réseau
de masses-ressorts

Nous présentons maintenant une méthode préliminaire concernant ’application d’un modele
physique, un réseau de masses-ressorts cohérent avec la structure d’octree étudiée précédemment.
Pour plus de clarté, nous baserons notre explication sur le quadtree : I’équivalent de 'octree en
2D, concretement nous ’avons appliqué a ’octree.

3.2.1 Le quadtree : approche mécanique

Nous allons maintenant définir et étudier les propriétés mécaniques que nous associons a un
quadtree.

Les masses

Une cellule feuille du quadtree représente un carré de matiere possédant une certaine masse.
Par une opération de subdivision, 4 cellules feuilles son crées, il faut donc répartir la masse de la
cellule mere dans ses filles. Chaque cellule feuille peut répartir sa masse sur ses 4 sommets.

Nous prouvons maintenant la conservation de la masse totale d’un quadtree par subdivision
des cellules. Soit une cellule C' de masse masse(C) = m. Apres subdivision, chaque cellule fille
Cy possede donc une masse de masse(Cy) = masse(C)/4 = m/4.

Chaque cellule fille contribue par un quart de sa masse en chacun de ses sommets. Un sommet s
partagé par les cellules C; a donc pour masse :

masse(s) = % Z masse(C;).

Par subdivision, nous obtenons 9 sommets dont :

— 4 sont partagés par une seule cellule, de masse 1/4*m/4 =m/16

— 4 sont partagés par deux cellules, de masse 1/4 % (m/4+m/4) =m/8

— 1 est partagé par les 4 cellules, de masse 1/4 x (m/44+m/4+m/4+m/4) =m/4.
Nous obtenons donc pour la masse totale myotq1. apres subdivision :

Miotale = Zmasse(s) =4xm/16+4xm/8+m/4=m

s

qui est bien la masse de la cellule mere avant subdivision.

On peut vérifier ce résultat sur les illustrations de la figure 3.4.
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F1a. 3.4 — Répartition des masses sur les sommets : les poids sont & diviser par 16 (resp. 64) dans
la figure de gauche (resp. droite)

Les ressorts

Au niveau de chaque cellule feuille, nous appliquons une réseau de masse-ressort-viscosité,
un ressort pour chaque aréte. Pour pouvoir pallier le probleme d’écrasement, nous ajoutons des
ressorts sur les diagonales.

Chaque ressort a une longueur 3 vide de la taille de la cellule, car par subdivision la longueur
d’une aréte est divisée par deux. Nous avons choisi une viscosité et une raideur constante pour
tout le réseau. Nous expliquons pourquoi nous avons fait ce choix pour la raideur K.

Si l’on se place dans le cas d’un ressort (sans amortissement) monodimensionnel de longueur
a vide Iy = 1 et raideur K entre deux points z; et zo de masse 1/2; et que lon tire les deux
points de 0.5 de chaque coté (cf figure 3.5(a)), ils recevront chacun une force de valeur plus ou
moins F' = —K((z1 — x2) — lp) = —K et donc leur accélération sera de plus ou moins a = —2K.
En subdivisant le segment, nous obtenons deux points de masse 1/4 aux extrémités (z} et z})
et un point de masse 1/2 au milieu (z4) (cf figure 3.5(b)). Les deux ressorts associés possedent
une raideur de K’ ainsi qu’une longueur & vide de lj = /2 = 0.5. De la méme maniére que
précédemment, si I’on tire les deux extrémités de 0.5, nous trouvons comme forces associées a z}
et =4 plus ou moins F' = —K'((z} — %) — 1)) = —K'/2, et le point x4 une force nulle (F' — F").
Les accélérations pour les deux extrémités sont donc de plus ou moins o' = —4x K'/2 = —2K".

Maintenant, dans le cadre d’un quadtree, si I’on se place dans la dimension horizontale et
que ’on tire de la méme maniere les deux arétes verticales aux extrémités (cf figure 3.6), il est
facile de voir que le point z; se voit toujours appliquer une force de F' = K et z} une force de
F' = K'/2. Mais leur masse ne différe plus d’un facteur deux mais d’un facteur quatre (1/4 et
1/16), leurs accélérations respective sont donc de : a = 4K et o' = 8K'.
Si I’on choisit de prendre K' = 2K, nous obtennons F' = F et a' = 4a : la force appliquée est la
méme, mais 'accélération a quadruplé.
Si 'on choisit de prendre K' = K /2, nous obtennons F' = F/4 et a’ = a : la force appliquée est
divisée par quadtre,mais ’accélération est restée la méme.
Ces deux choix offrent des comportements différents (non étudiés ici), et dans 'optique de trouver
un compromis, nous avons choisi la solution K' = K.
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Fi1c. 3.5 — Etude monodimensionnelle du comportement di & la raideur
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Fic. 3.6 — Etude du comportement di a la raideur sur le quadtree

3.2.2 Contraintes sur les sommets

La structure de quadtree sur laquelle nous basons ce travail introduit la notion de sommets

contraints (présentée plus haut). Comme nous 'avons expliqué, ces sommets n’apportent pas
d’information concrete car ils sont purement dépendants de leurs parents.
Ganovelli et Al [3] proposent comme solution pour prendre en compte la particularité de tels
sommets, d’ajouter un ressort monodimensionnel (basé sur une face ou une cellule) entre ces
sommets et leur parents. Notre approche consiste a ignorer le calcul de la dynamique en de tels
sommets, mais pour cela il faut au préalable répartir leur masse équitablement chez leur parents.
La conservation de la masse totale est assurée ainsi que la cohérence de l'octree.

3.2.3 Résultats

Nous présentons dans la figure 3.7 des captures d’écran effectuée lors de ’animation d’une
sphere implicite plongée dans un octree, la manipulation consistait a tirer sur un des sommets
de 'octree pour déplacer le volume. Il est a noter que la géométrie est tres simple, nous avons
simplement rempli en rouge les cellules contenant de la matiere.
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(a) Manipulation d’un sommet (ajout (b) Idem, avec affichage des vecteurs vi-
de vitesse vers le haut) sur un corps mou tesses
(¢) La simulation aprés quelques (d) Ici, plusieurs manipulations ont été ef-
itérations fectuées en peu de temps, le volume est trés

déformé et tourne sur lui méme

Fic. 3.7 — Animation de la sphére par manipulation de 'octree

3.3 FFD par Skinning

Nous désirons tirer partie de cette structure multi-résolution contrainte pour permettre de
déformer de maniere lisse un objet quelconque en conservant les avantages des FFD. Nous
présentons maintenant I’approche géométrique que nous avons développée, la FFD par skin-
ning, approche axée sur les techniques présentées dans I’état de 'art et sur le type de treillis
défini précédemment. Elle se base sur la parameétrisation des points dans une cellule de I'octree
par rapport a ses sommets, et par déformation de cette cellule, les points sont déplacés et ainsi
lobjet est déformé (cf illustration en 3.8 pour un exemple en 2D).

Nous commecerons par expliquer la paramtrisation de ’objet & 'intérieur des cellules de ’oc-
tree, puis nous montrerons comment déformer de maniere lisse le maillage contenu dans une
cellule unique. Ensuite nous réglerons le probléeme de raccord entre cellules voisines de méme
niveau puis élargirons la méthode au voisinage de cellules de profondeurs différentes. Nous termi-
nerons en expliquant comment il est possible de déformer un objet plongé dans ’octree a plusieurs
résolutions différentes de maniere adaptative.
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(a) Un cercle dans une cellule non (b) Le cercle déformé par la cellule grace a la
déformée technique de skinning

FiG. 3.8 — Exemple de déformation en 2D par manipulation d’une cellule

3.3.1 Paramétrisation d’un point dans une cellule

Chagque cellule feuille de l'octree englobe un certains nombre de points du maillage et chaque
point du maillage est associé & une unique cellule feuille de 'octree. Pour Iinstant, nous nous
basons sur des cellules non déformées, ce sont donc des cellules de type “brique” c’est-a-dire avec
les faces opposées paralleles deux & deux et les faces adjacentes orthogonales. Posons un repere
principal R dont lorigine est le “premier” des sommets de la cellule (noté P;) et les vecteurs
formant la base sont les 3 arétes de la cellule incidentes & ce sommet (notés U, V et W) (cf
illustration en figure 3.9).

Un point @) de P’espace peut donc étre exprimé dans ce repere grice aux 3 parametres (notés a,
B et «y) associés & chacun des vecteurs :

Q=P +aU+pV +yW

ou les parametres o, 3 et v sont tous trivialement compris dans l'intervalle [0..1]. De maniere
plus compacte nous pouvons écrire en coordonnées homogenes :

a

Q~(v v w n)| | ~Re
1

ou la tilda (~) signifie ’égalité a un facteur d’échelle prés (notation conventionnelle en coor-
données homogenes).

Maintenant si ’on place un repere & chacun des 8 sommets de la cellule, de la méme fagon que
précédemment, en se fixant les vecteurs comme les arétes incidentes aux sommets. Nous noterons
U; (resp. V; et W;) le vecteur associé au parametre « (resp. § et v) dans le repére R; d’origine P;.
1l est facile de trouver les parametres associés a chacun de ces reperes en fonction des parametres
obtenus dans la repére principal, concernant le parametres «, nous obtenons a; = a dans les
reperes R; pour 1 = 1,3,5,7 et a; = 1 — a dans les reperes R; pour i = 2,4,6,8 (cf figure 3.10).
Le raisonnement est le méme pour les deux autres parametres. Nous définissons donc les fonctions
9a; (@) (resp. gp; et g,,;) transformant les parametres associés au repeére principal dans le repére
i.

Ainsi, nous pouvons écrire :

Qi = P + a;U; + BiVi + viWi = P; + ga, (@)U + g5, (B)Vi + g (V) Wi. (3.1)

Tous les @); représente le méme point, c’est-a-dire que pour Vi € 1..8 : ) = @; lorsque la cellule
reste non déformée.
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F1G. 3.9 — Repeére associé au “premier des sommets de la cellule” (entourés)

Ryv)

,,,,,

(a) Au sommet P3
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(b) Au sommet Pg

FiG. 3.10 — Reperes et parametres en différents sommets



3.3.2 FFD - Interpolation de type Skinning

Maintenant, intéressons nous & "application de la technique du skinning aux FFD basée sur la
structure d’octree présentée précédemment. Nous présentons d’abord la méthode générale utilisée
pour la déformation de 'objet & l'intérieur d’une seule cellule. Puis nous montrons comment
adapter cette méthode pour pouvoir déformer un ensemble de cellules de méme niveau (par
exemple pour une subdivision uniforme de I’espace) de maniere lisse. Finalement nous présentons
notre principale contribution : la méthode générale permettant de déformer, toujours de maniere
lisse, un objet plongé dans un octree de hiérarchie quelconque.

Skinning a l’intérieur d’une cellule

Comme nous ’avons présenté dans I’état de I’art, la méthode de skinning consiste & calculer

les coordonnées d’un point dans plusieurs repéres, puis de combiner ces résultats pour obtenir un
nouveau point. Nous proposons une maniere de 1’utiliser pour effectuer des déformations lisses
du type FFD a l'intérieur d’une cellule hexaédrale.
Nous utilisons ’équation 3.1 qui définit la position @; d’un point @ dans le repere R; (présenté
dans la partie 3.3.1) en fonction des paramétres associés au point a;, 3; et ;. Pour appliquer la
méthode de skinning, il faut associer & chacun des points (); un poids k; tel que (pour plus de
clarté nous utiliserons dorénavant ’expression ) . a la place de Zle) :

_Zz’kin’
Q_ szz ’

Ainsi, nous devons trouver ces poids tels qu’un point ) proche d’'un sommet de la cellule P; soit
trés influencé par ce sommet et peu par les autres. Nous imposons aussi la contrainte suivante :
de la méme maniére que pour les interpolations de type Spline, un point de 1’espace situé sur
une face devra toujours rester sur cette face, quels que soient les déformations appliquées aux
sommets de la cellule. En d’autres termes, I'influence des 4 sommets opposés a cette face doit
étre nulle sur un tel point.

Si, comme dans la plupart des méthodes de skinning, nous utilisons un poids k; fonction de la
distance du point ) au sommet P;, il est facile de voir que nous ne pouvons pas respecter cette
contrainte. Ainsi nous définissons les poids k; associés & chacun des points @; (calculés dans les
reperes R;) :

ki = f(ai) fF(B)F (i) = f(9a: (@) F(95: (8)) f (9v: (7)) (32)

oll @; = go,(a) (similairement pour 8 et ) et f est une fonction monotone décroissante telle
que : f(0) =1 et f(1) = 0. La premiere fonction qui vient & D'esprit est la fonction utilisée pour
les interpolations linéaires : f(t) =1 —t.

11 est facile de vérifier qu’un point () dont les parametres sont a = f = v = 0 ne sera influencé
que par le sommet définissant le repeére principal : P; (en fait, @ et P; sont ainsi confondus). De
la méme maniere, tous les points définis par o = f = 1 seront toujours situés sur ’aréte Py Pg. 11
en va de méme pour les points situés sur les faces.

Remarquons que f(1 —t) = 1 — f(t), ainsi il est facilement vérifiable par factorisation que
Yoiki =, f(ai)f(Bi)f(v:) =1 (laissé au lecteur). L’équation définissant la position d’un point
al’intérieur d’une cellule en fonction des parametres a, 5 et v peut donc s’écrire plus simplement :

Q=) kiQi

Notons aussi que comme la fonction gq, () est égale soit & a soit & 1—a (selon les i) (idem pour
les fonctions gg; et g,;), nous pouvons alors simplifier I'expression f(ga; (@) f(95; (8))f(9+: (7))
par fa;(a)fs; (ﬂ)f"h (7). Par exemple :

k7 = fa: (@) f5,(B) 1, (v) = f() (1 = B)F(1 =)
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Maintenant, ’on peut se demander si la déformation induite par le déplacement des sommets
se fait de maniere lisse. Pour le vérifier, nous définissons la fonction Q(«, 3,7) :

Qe B,7) = Z ki(a, 8,7)Qi(a, B, 7). (3.3)

Comme cette est fonction est le produit de polynémes, alors toutes ses dérivées sont continues,

N

elle est donc trivialement C* & 'intérieur d’une cellule.

Skinning adapté & un découpage uniforme

Maintenant que nous avons vu comment déformer de maniére lisse un maillage contenu dans
une cellule grace a la technique de skinning et & une paramétrisation simple, intéressons-nous au
probleme du raccord entre deux cellules voisines. La déformation d’un sommet commun & deux
cellules doit permettre d’assurer la continuité des points du maillage répartis dans chacune des
cellules. Nous présentons comment adapter la technique de déformation par Skinning présentée
précédemment pour atteindre ce but.

Pour plus de simplicité, nous nous placons dans le cas 2D, c’est-a-dire, lorsque nous avons
fixé un des parametres, par exemple ici, nous posons v = 0. Nous étudions donc la fonction de
mélange (3.3) au raccord entre deux cellules, par exemple le long de ’aréte commune aux deux
cellules présentées dans la figure 3.11 : l’aréte définie par les sommets P> Py dans la cellule C et
Py P dans la cellule C. Les points sur cette arétes ont uniquement le paramatre 3 de libre, nous les
notons ()g dans la cellule C' et QB dans la cellule C'. Comme nous I’avons montré précédemment,
seulement les sommets P, et P4 auront un poids différent de zéro dans 1’évaluation de la fonction
de mélange pour la cellule C (resp. P, et P; pour la cellule C’). Dans le cas présent, nous pouvons
donc simplifier la fonction (3.3) :

Qpla, B) = k2Q2 + k1Q4

Qp(@ F) = F1Q1 +k3Qs
Il est facile de vérifier que k2 = ki = f(B) et ky = k3 = f(1 — B) ainsi que Q2 = @ et
@4 = Q3. Nous obtenons donc bien une continuité de position car le long de ’aréte, V3 nous

avons : Qg(a, f) = Qp(a, ). Le méme raisonnement est extensible pour les faces communes a
deux cellules, nous obtenons donc bien une continuité C° au raccord entre cellules.

P Py P Py
L
c c
L g ~
Py Py P Py

Fi1c. 3.11 — Raccord entre deux cellules de méme profondeur

Quand est-il pour la continuité C' ? Intéressons nous aux dérivées premieres de la fonction
Q(a, B). La dérivée partielle par rapport au parametre « est :

% - Z(W@i(%ﬂ)%—ki(a,ﬂ)

%

= Z (fh.(@) f5,(B)Qi(e, B) + ki, B)gh, () U3)

aQia(Oé, 5))

(07

Z:Ai(a,ﬂ) + Bi(a, B).
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De la méme maniére que pour la continuité de position, nous étudions le probleme le long de
l’aréte PP, utilisée précédemment. Le raisonemment est bien slir extensible au probleme des
faces en 3D.

Pour savoir si il y a une continuité C' au niveau de cette aréte commune aux deux cellules, il
convient d’étudier les dérivées de la fonction par rapport a o dans chacune des deux cellules C
(ot @ =1) et C (ot a = 0). Il est nécessaire que :

9Q(a, B)
du

aQ
ZA,(O&,,B)‘*‘BZ(CK,ﬂ) = Z

k=1

5)

= gﬁ
33
Sz

Si l'on essaie de travailler par identification, pour 8 = B : B }
— Dans la cellule C (resp. C'), les termes B; et Bz (resp. By et By) seront nuls. Nous obtenons
donc :

>i Bi(a, B) = Ba(a, B) + Bu(a, B) = = f(B)U2 — f(1 = B)Us car gg,(a) = gg,(a) = -1

et similairement

> Bi(@ 8) = Bi(& B) + B3(&,8) = f(B)U1 + f(1 = B)Us car gh,(a) = gy, (@) = 1.

Il est possible d’identifier ces deux expressions si et seulement si Uy = —Us et Us = —Uy.

~ Les termes A; et A; nous génent aussi car comme f! (@) = %1, nous ne pouvant annuler
D A=, A; car ils font intervenir des points Q; et Q; qui ne sont pas communs aux deux
cellules (le détail n’est pas donné ici mais est facilement vérifiable).

La dérivée des fonctions dans les deux cellules est donc différente ceci pose donc un probleme de
discontinuité indésirable que ’on peut remarquer sur la figure 3.12.

Py Py
) 5 Py
Py Py P Py discontinuité
L 4
@ - @ -
A Py Py B N Py Py By
(a) Droite traversant les cellules non (b) Apres déformation une discontinuité ap-
déformées parait

FiG. 3.12 — Discontinuité au raccord die & la fonction de poids linéaire utilisée

Pour remédier a ce probléme de discontinuité de dérivée au raccord entre deux cellules, nous
proposons la solution suivante : nous allons d’abord annuler tous les termes A; et A;. Nous souhai-
tons trouver une fonction, de plus bas degré possible, f(t) monotone et strictement décroissante
telle que f'(0) = f'(1) = 0, tout en consérvant le fait que f(0) = 1 et f(1) = 0. Pour ce faire,
nous utilisons la fonction dite d’Hermite du troisieme ordre :

f(t) =1—3t% + 23
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Une autre fonction, paire celle-ci possédant les méme propriétés est la fonction f(t) = (2 —1)2.
Grace a l’annulation des A4; et A;, nous pouvons maintenant simplifier 'expression des dérivées

en (rappelons que 8 = ) :

9Q(e, B) aQ(a, B)
oo oda

—fBU— fA=BUs = FBU+ f(1=-B)Us

Pour obtenir I’égalité, il suffirait que Uy =-Uset U'g = —U,. Par la définition de ces vecteurs (qui
sont en fait les arétes des cellules), I’égalité est vraie lorsque les cellules sont & 1’état initial mais
devient fausse lorsqu’elles sont déformées. L’idée que nous proposons pour résoudre ce probléme
est, pour un sommet S partagé par plusieurs cellules, d’utiliser les mémes vecteurs, donc les mémes

reperes (au signe pres). Ainsi, dans notre exemple, nous choisissons pour le sommet P> = P; le
T U2—U1
2

vecteur Uy = U; = pour la direction « (nous appliquons le méme raisonnement pour les
deux autres vecteurs). Nous obtenons ainsi :

99(a.f) _ a‘?g?’ B _ 160, + 11 - BT

Oa a

Intuitivement, si 'objet & déformer est une droite définie par les points de § constant, il est
possible de visualiser la tangente de la droite déformée au raccord entre deux cellules : c’est
linterpolation par la fonction f des tangentes qui sont les vecteurs Us et Uy. En effet, si = 0
alors la tangente de la droite déformée sera en a = 1 : Us, si 3 = 1, elle sera alors Uy. Ainsi, pour
un quelconque 3 elle sera : f(8)Ua + f(1— B)Us. Deux illustrations sont présentées en figure 3.13.

Tangente

N

/

Tangeﬁ(e )

F1G. 3.13 — Continuité C*, illustrations des tangentes

Cette nouvelle définition de repéres uniques associés aux sommets de ’octree possede un tres
gros avantage : il serait tres simple pour un modeleur utilisant notre technique de FFD de mani-
puler aspect de ’objet par manipulation des sommets et aussi de pouvoir travailler directement
sur les tangentes en manipulant les vecteurs des reperes (cf figure 3.14).
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1 — T N—

(a) Vecteurs modifiés lors du déplacement d’un (b) Vecteurs non modifiés lors du déplacement
sommets d’un sommets

F1G. 3.14 — Tllustration de l'influence des vecteurs formant les repeéres

Quand est-il pour la continuité C2? Etudions tout d’abord les dérivées croisées par rapport
aaetf:

0°Q(e,8) _ 9?Q(a,h)

oadf 0p0«
TLEE) =3 (ot (@195, (5) (00 @) (95,(8) + 1 (g D] 53 (B)Vi + (g (@) (9, (D))

2

Si I’on se place au raccord entre les deux cellules nous obtenons une continuité car dans la cellule
C en a = 1 nous obtenons :

2
TLD) — U - £ - AU

et dans la cellule C' en & = 0 nous avons :

azé(dalg) _ ! 7 ! T 62Q(Oé,ﬂ)
2605 —f{(B)U2+ f(1-B)Us = ~9adh
comme = B et U'g =-U;j et (]’4 = —Us.

Etudions maintenant la dérivée seconde par rapport & « (la dérivée par rapport & § peut en
étre facilement déduite) :

82Q(Oé,ﬁ) _ z (82]?,(@,,3)

Oa? Oa?

26ki(a7/3) an(aaﬁ) + 62Qz(0é,,8))

Qila,f) + Oa Oa Oa?

Z £(98:(8)) (f"(90: (@) Qi(e, B) + f'(9as (@) U5) -

En développant cette équation des deux cotés du raccord entre les cellules, on s’apercoit qu’elles
font intervenir des termes en fonction des 8 valeurs de i et en conséquence sont différentes. Par
contre, il est possible d’obtenir un raccord C? de la déformation si I’on impose la contrainte

(1) =0:
0*Q(1,5)

da

Q(0.5)

9%
PQLA) _ 9°Q(0,5)

82 0a?

= f(0) (f(B)Q2(0,8) + f(1 = B)Q4(0,1 = B))
= f"0)(f(B)Q1(0,8) + f(1 - B)Q3(0,1 - B))
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Malheureusement, dans ce cas-la, nous observons un applatissement de la déformation le long
des faces dii au fait que la dérivée seconde ne soit fonction que des sommets de la face (cf figure
3.15). En pratique, nous avons observé qu’une fonction d’Hermite assurant la simple continuité
C" de la déformation suffit amplement et permet d’obtenir des résultats convaincants.

FIG. 3.15 — Probléme d’applatissement de la courbe avec un raccord C?

FFD par Skinning sur un octree de topologie quelconque

Maintenant que nous avons présenté comment assurer un raccord lisse entre deux cellules de
méme niveau, nous allons nous intéresser au probléeme du raccord entre deux cellules de niveau
différent (illustration en figure 3.16(a)).

P3 Py Py Py Py Py, Py Py Py Py
L L L J
_3 _1 )
B=4% AB=}; ¢ Y@ &
c
C a @— C (>~ - = ‘PQ
1 Py 1Py Py 1P
@
Py Py Py Py

Fi1G. 3.16 — Raccord entre deux cellules de profondeur différente

Nous montrons d’abord pourquoi I'application de la méthode précedente ne permet pas d’as-
surer la continuité de position entre deux telles cellules. Pour ce faire, nous détaillons le calcul
d’un point situé sur une sous-partie de Paréte P> P, (sous-partie définie par I’aréte 151153) : dans
Pexemple proposé, les parametres du point () dans la cellule C sont : & =1 et § = 3/4, et dans
la cellule C' de plus bas niveau : & = 0 et § = 1/2.

Gréce 4 la fonction (3.3), il est possible de calculer la position du point @ dans les deux cellules
par ses parametres ainsi que par les reperes proposé plus haut :

Q(aaé) = ]?’Q(QJ/B)QQ(OQB) +€4(Q,IB~)Q~4(Q,,€)
Q(dvﬂ) = kl(d,ﬂ)Ql(d,,@)+k3(5¢,ﬂ)Q3(5&,,3)
En développant et en supprimant les termes égaux a4 1 (f(0) =1) :

Q(a,B) = f(B) P2+ pV2)+ f(1—B) (P

0@,8) = fB)B+pBV)+r(1—-B)

Trois problémes se posent, :
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— Les sommets utilisés ne sont pas les mémes. Mais par définition de la subdivision de ’octree,

il est facile de remarquer que : P3 = P, et comme le point P; est contraint : P = %.
— Les vecteurs utilisés ne sont pas les mémes. On peut tout de méme remarquer que Vs = %

2
et 171 = % = —173 .
— Tl est facile de noter, toujours & cause de la contrainte sur P; que 8 = % :B=28—1. Les

poids appliqués & chacun des points ne permettent pas, malgré les remarques précédentes,
d’égaliser les deux fonctions, en effet :

N #+25_1%)+f(2(1—5))(P4+2(1—ﬂ)ﬁ)

Q@) = J28-1) g

# Qa,p)

(le détail n’est pas présenté ici).

Le principal probleme est la non-cohérence des poids. En effet, si ’on sait exprimer dans les
deux cellules les points situés sur I’aréte uniquement en fonction des repeéres des sommets Py et
Py, il faut encore appliquer exactement les mémes poids aux positions du point calculés dans
chacun de ces repeéres. En d’autres termes, il faut que les poids associés aux reperes de P et
P, soient strictement les mémes dans les cellules C et C. Pour ce faire, il suffit de connaitre les
parameétres du point Q (situé dans la cellule C’) dans sa cellule mere adjacente a la cellule C.

Dans le cas de cellules initialement non déformées, cette opération est tres simple. Etant
donnés les parametres a,,, #, d’un point dans une cellule de niveau n, apreés subdivision, ce point
se situe dans une des cellules filles de niveau n + 1 : si o, < 1/2 alors il se situera dans une des
cellules de gauche et ainsi : a,+1 = 2a4,, sinon il se situera dans une des cellules de droite et
Qn+1 = 20y, — 1 (le méme raisonnement est appliqué pour les autres parameétres). Par récursion,
il est ainsi aisé de trouver les parametres dans une cellule de niveau n d’un point paramétré dans
une cellule de niveau n + m, et inversement.

Il est & noter qu’un point situé sur une aréte (ou sur une face en 3D) sera placé dans une des
cellules partageant cette aréte, cela ne pose pas de probleme puisque nous allons présenter com-
ment il est possible d’assurer la continuité entre toutes les cellules.

Nous proposons donc une nouvelle méthode permettant de calculer la position d’un point
dans une cellule tout en conservant la continuité de position et de dérivée au raccord entre des
cellules de profondeur quelconque.

Notre approche se base sur le fait que le champ de déformation induit par la structure d’octree
uniquement est entierement et uniquement définit par des sommets libres. Les sommets contraints
n’apportent pas d’informations supplémentaires car ils sont contraints par leurs parents.

Si par exemple un sommet est contraint sur une aréte alors son influence et le repere associé
seront, entiérement liés & ceux de ses parents. Ainsi, en remontant I'arbre des dépendances de
sommets, il est possible d’obtenir tous les sommets libres ascendants aux 8 sommets d’une cellule
C, nous noterons cette liste de sommets Pj;pes (C). Nous posons maintenant une nouvelle fonction
permettant de connaitre la position d’un point dans C uniquement en fonction de sommets libres :

Z;wmln"e d¢ Privres (C) kinfluence (Plibres (C)ja a, /37 ’Y)Q(-Plibres (C)j7 a, /87 '7)

Znomb’re de Pypres (C) k

Q(a,B,7) =
j influence (-Plibres (C)j; a, /87 '7)

(3.4)

ol a, B et v sont les parameétres du point locaux & la cellule C, Pipres(C); est le j iéme sommet
libre de la liste Plipres(C), Kinfiuence donne le poids-influence associé au sommet Pjpres(C); en
fonction des parametres locaux, et () la position du point calculé dans le repere de Piipres(C); en
fonction des parametres locaux (rappelons que les repéres sont ici tous orientés vers l'intérieur
de la cellule C). Il faut bien siir diviser par la somme des poids car cette derniére est maintenant
différente de 1.

Ainsi, il est facile de vérifier que pour ’exemple présenté précédemment, le long de 1’aréte P, Py,
ou Pret Py sont libres, et d’apres 1’équation (3.4), nous obtenons :

Q(e,8,7) = Q& B,7) = F(B) (P2 + BVa) + f(1 — B)(Py + (1 — B)Va).
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Il reste un probleme : cette nouvelle méthode ne permet pas d’annuler I'influence d’'un sommet
libre aux autres sommets libres. Par exemple, si les sommets P5 et P sont libres, alors un point
Q situé sur cette aréte ne doit en aucun cas subir Pinfluence d’autres sommets (cf figure 3.16(b)).
En effet, dans la cellule voisine notée @, comprenant cette aréte, le point Q équivalent a Q est
uniquement fonction des points P; et P3 définissant cette aréte. Or, dans la cellule C, 'influence
des sommets P, et P; n’y est pas nulle, il est donc nécessaire de trouver un moyen de ’annuler a
cet endroit, tout en conservant les propriétés permettant d’obtenir un raccord lisse des cellules.

Nous définissons maintenant la notion de volume d’influence (ou de pondération) :
Tout sommet libre P d’une cellule C' ne possédant que des sommets libres a une influence (ou une
pondération) sur tout ’espace des cellules du sous-arbre des cellules partant de C. L’influence de
P est propagée a tous les champs de déformation définis par les cellules descendantes de C'. Elle
définit donc un volume d’influence qui est fonction de la topologie des cellules.

Nous illustrons la propagation de l'influence d’un sommet dans la figure 3.17. On peut ainsi
se rendre compte qu’a chaque sommet est associé un doublet (un triplet en 3D) de parametres
permettant de connaitre la valeur du poids en ce sommet, ces parametres correspondent aux
parametres « et 3 (et v) dans la cellule. Ces parametres sont liés & la position du sommet dans
la cellule ainsi qu’a ses liens de parenté.

Les lois régissant la propagation de I'influence sont les suivantes :

1. Le sommet libre P générateur possede le couple de parametres (0,0) car 'influence en cet

endroit est totale (f(0)f(0) =1).

2. Les 3 autres sommets de la cellule possedent les parameétres suivants : (0,1) pour le sommet
connecté & P en dans la “direction” «, (1,0) pour celui dans la direction 8 et (1,1) pour
celui a l'opposé.

3. Tout autre sommet libre ayant 4 parents (sommets de face) possede les parametres (1,1),
ainsi, 'influence du sommet P y sera de f(1)f(1) = 0. Les sommets libres ayant 2 parents
(sommets d’aréte) posseédent 1 pour le parameétre associé & la direction («, § ou v) de aréte,
et la moyenne des parametres de ses deux parents pour les deux autres parametres.

4. Un sommet contraint sur une aréte par deux points aura pour parametres la moyenne des
parametres deux.
5. Un sommet contraint sur une face par quatre sommets aura pour parametres la moyenne
des parametres des quatres.
De maniere récursive il est alors possible d’associer & chaque sommet issu de la cellule C' un
couple de parametres.

1,1 0,1 0.5,1 1,1
® ® ® PY ‘( ) '( ) '( ) ’( )
0,05 1,1 1,0.5
® ¢ ® 0% o o'

P générateur
1,0 1,0
® ® ‘( ) ‘( )
1,05
® ‘( )
® o o e

F1G. 3.17 — Propagation de I'influence du sommet central
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Pour connaitre 'influence du sommet P dans une cellule C' (descendante de C') en un point Q
(de parametres locaux @ et 3 (et 7 en 3D) ), il suffit d’interpoler trilinéairement les parametres
associés aux 4 sommets de la cellule C' (8 en 3D), en fonction des & et 3 (et 5 en 3D) de Q.
Soient (£;,Ji, %;) les parametres d’influence de P associés au sommet P; de la cellule C’, alors
Iinfluence & associer & P dans cette cellule est :

kinfluence(Paaaﬂ)’y) = f (Z wzxz) f <Z w1y1> f <Z wizi) (35)

ol w; = ga, (@)gs; ()9~ (7) permet d’interpoler les différentes influences du point P en chacun
des sommets en fonction de la position du point () dans la cellule (définie par a, 8 et ). I est
a noter que la sommet des w; est égale & 1. Ainsi, Kinfiuence (P, @, §,7) représente bien la valeur
du champ d’influence du sommet P au point ().

Dans le cas ou tous les sommets de la cellule sont libres (alors la liste Pppres(C) est la liste
des sommets de la cellule), il est facile de vérifier que nous retrouvons bien la méme fonction
Q(a, B,7) présentée dans I’équation (3.3).

Précisions concernant les vecteurs associés aux repéres

Il est nécessaire de clarifier quelques points, que nous avons briévement introduit plus haut,
concernant le choix des vecteurs des repéres associés aux sommets libres de I'octree.
En effet, nous avons expliqué que le vecteur U associé i la direction a (et similairement pour 3 et
7), est défini comme : U = % ou U; et Us sont les vecteurs définis par les arétes de direction
a incidentes au sommet dans les cellules C; et Cy (cf figure 3.18).

U,

S

Uy

\
/ Cy

Ch \~ L

S »

(a) Vecteur U d’un repére associé a (b) Vecteur U d’un repére associé a des cellules de
des cellules de méme profondeur profondeur différente

Fic. 3.18 — Calcul du vecteur “moyen”

Le lecteur peut poser deux remarques :

— Le fait de déformer la cellule C; tend & agrandir la norme du vecteur U et en conséquence
risque d’apporter des déformations non désirées par l'utilisateur dans la cellule C}. Pour
palier ce probleme, nous proposons de conserver une norme constante pour les vecteurs U,
et Us, cette norme est celle des vecteurs & I’état initial non déformé.

— Si la cellule Cy est subdivisée et les cellules filles déformées, le vecteur U doit tenir compte
de ces déformations appliquées aux niveaux plus profonds. Pour résoudre ce probléme, nous
proposons d’effectuer la “moyenne” des vecteurs associés aux arétes de plus bas niveau en
mettant les deux vecteurs a la méme norme.

D’apreés ces remarques, nous pouvons définir la fonction de calcul du vecteur U dans une

cellule C :
Up = Ui/||Us]| = U2/ ||Ue|]
2[|Uc|

(3.6)
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ot ||Uc|| est la norme initiale du vecteur de direction « dans la cellule C.

3.4 Déformation multi-résolutions adaptative

Nous avons présenté précédemment une technique de déformation lisse d’un objet placé dans
un octree dont la topologie ne change pas. Il n’est pas possible d’utiliser la méthode que nous
avons décrite si 'on veut effectuer une déformation adaptative (c’est-a-dire une dynamique de la
structure d’octree), conserver les modifications apportées lors des opérations de simplification ou
subdivision.

En effet, si apres la déformation de 'octree donc de ’objet, on souhaite subdiviser ou simplifier
une cellule, Dutilisation telle quelle de la méthode introduira un effet de “saut” (popping) des
points du maillage de 'objet situés a 'intérieur de la cellule dont la topologie a été modifiée.
Ce probleme est illustré dans la figure 3.19, ceci peut facilement se comprendpre : le point () a pour
parameétres o = § = 1/2 dans la cellule de gauche non subdivisée (C'). Lors de la subdivision, il
est placé dans la cellule fille en bas & gauche (C"), avec pour parametres locaux o = ' = 1. 1
est donc confondu avec le sommet (libre) partagé par toutes les cellules filles, ce qui n’était pas
le cas avant la subdivision.

/ Q
T ——
cellule C /
Q
(a) Courbe non déformée (b) Courbe aprés déformation

/- | =

cellule C’
® ®
(c) Courbe non déformée apreés sub- (d) Courbe déformée apreés subdivi-
division sion

FiG. 3.19 — Effet de popping lors de la subdivision

Le probleme dual apparait lors de la simplification de cellules.

La solution & ce probleme consiste & trouver les parametres correspondants aux points situés
a lintérieur des cellules filles lors des opérations de subdivision et de simplification. Soit @ la
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osition dans I’espace d’un point du maillage, il convient de trouver «, [ et v tel que
b g v

~

Q(a7ﬂ7’7) _Q =0

. Il est possible de trouver une approximation du triplet de parametres par une méthode d’opti-
misation (de type Newton par exemple) en cherchant & minimiser :

AN\ T ~
min (Q(a.8,7) - Q) (@57 - Q). (3.7)
ou T' dénote la transposée du vecteur. Pour appliquer une méthode d’optimisation de type New-
ton, il convient de connaitre le Jacobien de la fonction Q(a,3,7) — @ (en se basant sur la
fonction @ de I’équation (3.4)), il est obtenu par le calcul des dérivées partielles par rapport
aux parametres. Les champs d’influence introduits précédemment peuvent entrainer ’apparition
de minima, locaux loins de la solution optimale. Pour éviter de ”tomber” dans de tels minima
il convient de fournir au processus d’optimisation une solution initiale la plus proche possible
du minimum global. Lors de la subdivision il suffit, comme nous ’avons présenté plus t6t, de
trouver la cellule parmi les 8 dans laquelle le point devrait se trouver et d’appliquer une fonction
linéaire simple aux parametres du point dans la cellule mere pour trouver une estimation des
parametres dans la cellule fille. Lors de la simplification, il suffit d’appliquer le processus inverse
pour trouver les parametres du point dans la cellule mére. Ainsi, effet de popping peut étre résolu.

Deux problémes principaux peuvent arriver lors d’opérations sur des cellules tres déformées :

— La subdivision d’une cellule tres déformée peut entrainer le fait qu’un point se trouve dans
une autre cellule que celle intuitée par le choix selon les parametres. Une idée consisterait a
estimer les parametres dans la premiere cellule intuitée et suivant les parametres obtenus,
rechercher ces parametre dans une des cellules soeurs : par exemple si I’on se trouve dans la
cellule fille & laquelle & I’état initial, nous aurions associé les points de parameétres (dans la
cellule mere) dans I’intervalle [0, 0.5] et que nous trouvons « > 1, alors il faudra & nouveau
estimer les parametres dans la cellule voisine en «.

— Le probleme dual : la simplification d’une cellule alors que l'on a effectué une grande
déformation aux niveaux inférieurs, par exemple si I’on fait sortir les points du champ
de déformation de la cellule mere. Il serait alors envisageable de chercher les parameétres
dans les cellules voisines de la cellule mere ou alors en partant de la cellule principale, de
parcourir la hiérarchie ; ceci n’est bien siir possible que si le point se trouve a l'intérieur d’au
moins une cellule et que les cellules de plus grande profondeur ne soit pas ”trop” déformées.

Pour pouvoir effectuer ce raisonnement, il est nécessaire de travailler sur une fonction un peu
plus complexe que la fonction d’Hermite présentée : la fonction doit aussi étre paire et égale a 0
en dehors de lintervalle [-1,1].

1l est alors possible d’effectuer deux types de déformations : des déformations plastiques ou
I’objet est déformé de la méme maniere qu’une pate & modeler, ou des déformations élastiques
ou les déformations & des profondeurs plus élevées sont perdues & la simplification : on ne cherche
pas & trouver les nouveaux parametres dans la cellule mere, on utilise les précédents (avant la
subdivision).

Le premier type sera le plus pratique pour un modeleur car ces déformations permettent d’éditer
librement un objet & n’importe quelle résolution sans se soucier du niveau de résolutions des
cellules voisines, parentes ou descendantes.

Le deuxieme type sera le plus adapté & la déformation d’objets de type organique qui sont
considérés comme tres élastique. Par contre, lors d’une animation physique, il conviendra de
simplifier une cellule uniquement si toutes ses descendantes sont en état de stabilité sous peine
d’obtenir un effet de popping visuellement désagréable.

Nous n’avons malheureusement pas eu le temps d’implanter cette méthode et ainsi nous ne
pouvons pas montrer de résultats pour l'instant.
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Chapitre 4

Bilan et Conclusion

4.1 Bilan

Nous venons de présenter une méthode de FFD multi-résolutions adaptative permettant de
faire de la modélisation et/ou de l’animation d’objets 3D quelconques. Il est ainsi possible d’ef-
fectuer des déformations locales a haute-résolution tout aussi bien qu’a un niveau plus bas pour
appliquer des déformations plus globale de maniére lisse tout en conservant un nombre de degrés
de liberté (en nombre de sommets de controle) faible. Pour cela, nous avons introduit une structure
de données complexe premettant de tenir compte des contraintes géométriques et topologiques
de la structure d’octree sur laquelle nous basons notre travail. Cette dernieére permet aussi de
définir un systéme d’animation physique simple (directement 1ié & l'ojet par les sommets libres
de loctree) et généré de manitre automatique.

L’outil de déformation multi-résolutions adaptatif que nous venons de présenter semble com-

parable qualitativement aux techniques de FFD actuelles. Il permet de plus un contréle tres fin
des déformations & des niveaux de profondeurs différentes simultanément, sans avoir & modifier la
topologie de la structure ou a précalculer n niveaux de profondeur, puis de changer de résolution
lorsqu’il est nécessaire.
De plus, le nombre de points de controle influant sur un point de I’espace est limité en fonction
du nombre de sommets libres parents de la cellule et lors d’une subdivision uniforme est plus
petit (égale & 8, le nombre de sommets libres de chaque cellule) que les techniques de FFD tradi-
tionnelles ot il est nécessaire d’avoir des patchs de 3 x 3 x 3 = 27 points de contrdle pour assurer
une continuité C! entre les patchs.

Nous montrons dans les images de la figure 4.1 des exemples de déformation lisse d’une surface
plane (& I’état non déformé) & des résolution différentes avec ou non des contraintes topologiques
(cellules voisines de profondeurs différentes).

Un inconvénient de notre méthode provient du fait méme de la structure d’octree utilisée : le
comportement des déformations sont entierement dépendantes du découpage de 1’espace par cel-
lules cubiques. Pour étre utilisé dans une phase de modélisation, ’infographiste doit étre conscient
de cela et doit veiller & positionner correctement ’objet dans la cellule englobante pour obtenir
les résultats qu’il désire.

Ensuite, l'influence d’un sommet de controle est dans le cas général limitée aux cellules aux-
quelles il est directement connecté. Lorsque ’octree est tres subdivisé cela peut introduire des
déformations un peu “brutales” lors de I’édition multi-résolutions de ce dernier, ceci provient
du fait que lorsqu’il y a une variation importante de dérivée au niveau de reperes adjacents, ce
changement n’est pris en compte que localement dans la cellules possedant ces deux reperes. Ce
probleme n’arrive pas lors d’'une simulation physique car les liens mécaniques entre les cellules
tendent 3 se stabiliser et & éviter ce genre de déformation. Du point de vue du modélisateur, nous
proposons deux solutions simples pour pallier ce probléme : simplifier temporairement la cellule
éditée, appliquer la déformation et resubdiviser la cellule ensuite, ou bien ’on pourrait déplacer
les sommets descendants de la cellule déformée de la méme maniere que les points du maillage :
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par FFD.

4.2 Perspectives

La méthode que nous présentons est facilement adaptable au cas 2D. Ceci pourrait permettre
de déformer tres simplement une surface dans l'espace, une application envisageable serait 1’ani-
mation multi-résolutions efficace de vétements qui pourrait suivre les mouvements d’un person-
nage tout en étant soumis & des lois physiques facilement modélisables par un type de structure
similaire & celui que nous présentons.

Nous envisageons aussi de pouvoir appliquer notre méthode a une structure hiérarchique de to-
pologie plus libre, par exemple un réseau de tétraedres, pour cela, il suffit de définir les lois sur
les sommets contraints ainsi que les repéres a associer aux sommets libres pour qu’ils permettent
de conserver au moins une continuité C' entre de telles cellules.

Nous pensons aussi pouvoir créer un nouvelle méthode de simulation physique par éléments finis
définissant le comportement d’une cellule comme étant le mélange de comportements simples
(des éléments finis sur des parallélépipedes & faces paralleles basés sur les reperes de 'octree par
exemple) faciles et rapides & calculer, mais qui nécessite toujours un modele de gestion de colli-
sions.

Les cellules feuilles de 'octree forment un sous-espace défini par ’ensemble des valeurs de la
fonction Q(a, B,7) (avec les parametres compris dans l'intervalle [0, 1]). Ceci permet d’obtenir
une boite englobante du morceau d’objet dans cette cellule et ainsi de savoir rapidement si il est
nécessaire d’effectuer des tests de collisions au niveau géométrique.

De nombreux articles expliquent comment raffiner un maillage soumis & une déformation de
maniere lisse, une solution pour notre probléme consisterait pour raffiner un triangle, a moyenner
les parametres des 3 points formant le triangle et de trouver la position associée dans ’espace
par simple évaluation de la fonction de déformation.

La technique de manipulation directe présentée dans [9] est aussi applicable & notre méthode,
elle s’y ajouterait et proposerait un outil complet permettant la déformation lisse, intéractive,
multi-résolution adaptatif, physique et directe d’un objet 3D quelconque.
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(a) Fonction d’interpolation linéaire : (b) Fonction d’interpolation d’Hermite, ici
on voit apparaitre la discontinuité de le point central & éte élevé
dérivée premiere

(c) Edition multi-résolutions de P’octree : & par- (d) Edition multi-résolutions : déformations de
tir de "image précédente, nous avons déplacé un cellules voisines de profondeur différente
sommet de plus haut niveau

(e) La méme image que précédemment,
sans l'affichage de la structure d’octree

FiG. 4.1 — Différentes déformations d’un plan défini par une triangulation de 100 x 100 points
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