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❚❤❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t♦♦❧✿

♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
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❆❜str❛❝t✿ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✐s ❛♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❋♦rtr❛♥ ♦r ❈ ❝♦❞❡ t❤❛t
❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❝♦❞❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ✐ts t❛♥❣❡♥t ♦r ❛❞❥♦✐♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❛♣❡♥❛❞❡
♣✉ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❛t ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧② ❧♦✇
❝♦st✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❆❉✳ ❲❡
♠♦t✐✈❛t❡ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❡ ❆❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
❝♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❡
❢♦r♠❛❧❧② s♣❡❝✐❢② t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ r✉❧❡s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s✱
♠❛❦✐♥❣ t❤✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡s ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ❖♥❡ ❜❡♥❡✜t
✇❡ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ t❤✐s ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ st✉❞② ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❆❉ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢
❚❛♣❡♥❛❞❡ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❞❡s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❞✉str✐❛❧✲s✐③❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢
t❤❡ t♦♦❧ t❤❛t ❛r❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r❡s❡❡❛❜❧❡ ❢✉t✉r❡✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉r ♦♥❣♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❆❉✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ Pr♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♣✐❧❡rs✱ Pr❡♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❖♣✲
❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✱ Pr♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❆❞❥♦✐♥t✱ ●r❛❞✐❡♥t



▲✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❉✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡✿

♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ♠♦❞è❧❡ ❡t s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

❘és✉♠é ✿ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❉✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❉❆✮ q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
❝♦❞❡ ❋♦rtr❛♥ ♦✉ ❈ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❝ré❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦❞❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s t❛♥❣❡♥t❡
♦✉ ❛❞❥♦✐♥t❡✳ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡✱ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡
❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts très ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❉❆ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ◆♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s ❧❡s ❝❤♦✐① q✉✐ ♥♦✉s ❣✉✐❞❡♥t ❞❛♥s s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s
s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦✉rts ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ ❡t ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❡
❞✐✛ér❡♥t✐é ❡✣❝❛❝❡✳ ❆♣rès ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡
❞❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡t ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ ❜❛s❡ à ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡
❛❞❥♦✐♥t✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❡♥✜♥ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ s❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱
❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ❝♦✉rs ♦✉ ♣ré✈✉❡s✳
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✹✳✾ ■♠♣r♦✈✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✹✳✶✵ ❈❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✹✳✶✶ ❆❞❥♦✐♥t ♦❢ ❛rr❛② ♥♦t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✺ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t❡s ♦♥ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✷✼

✺✳✶ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✺✳✷ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✺✳✸ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❘✉❧❡s ❢♦r ❚❛♥❣❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✺✳✹ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❘✉❧❡s ❢♦r ❆❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✺✳✺ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦t❡s ❢♦r ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✻ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛t✉s ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✹✺

✼ ❖✉t❧♦♦❦ ✹✼

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✹ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

❚❤❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t♦♦❧✿

♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

▼❛② ✶✵✱ ✷✵✶✷

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ f : IRn → IRm ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ t❛s❦ ✐♥ ♠❛♥②
❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲✐♥t❡♥s✐✈❡ t❛s❦ ❢♦r ✇❤✐❝❤ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s ❛r❡ ♠♦st ✇❛♥t❡❞✳

❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✭❆❉✮ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r
♣r♦❣r❛♠✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡①♣❧✐❝✐t ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t✱ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
❆❉ ✉s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠ ✐ts❡❧❢ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❆❉
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡rs t❤r♦✉❣❤ s♣❡❝✐✜❝ s♦❢t✇❛r❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ♦r t❤r♦✉❣❤
s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s✳ ❋♦r ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❆❉ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ ❤❛♥❞✲❝♦❞❡❞
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s ❉✐✈✐❞❡❞ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ♦r ❡✈❡♥ ✇✐t❤
♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦♥✬t ✉s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s ❊✈♦❧✉t✐♦♥♥❛r② ❆❧❣♦r✐t❤♠s ♦r ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼❡t❤♦❞s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❆❉ ❢♦❝✉s❡s ♦♥✿

❼ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❣✐✈❡♥ ❛s ♣r♦❣r❛♠s✱

❼ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛♥❞ t♦♦❧s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐r❡❝t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❡♥❞✲✉s❡rs✱
❛♥❞

❼ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❆❉ t♦ ❧❛r❣❡✲s✐③❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐ts ❜❡♥❡✜ts
✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ t❤❡ ❆❉ t♦♦❧ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❛t ■◆❘■❆ s✐♥❝❡ ✶✾✾✾✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❆❉ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ t❤♦s❡ ❛❝t✉❛❧❧②
r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐s t♦♦❧✳ ❙❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❛rt✐❝❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❆❉ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♠❛♥② ✐♥ t❤❡
❆❉ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ❬✹✱ ✸✱ ✷❪✳ ❖t❤❡r ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤❡ ✇✇✇✳❛✉t♦❞✐❢❢✳♦r❣ ✇❡❜s✐t❡
♦r t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜♦♦❦ ❬✾❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❆❉ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✉s❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝✉ss s❡❝♦♥❞ ♥♦r ❤✐❣❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
✇❡ ❞✐❞ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤♦s❡✱ ♥♦r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✜rst✲♦r❞❡r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳

❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♣❧❛✐♥ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐ts ❏❛✈❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ t♦♦❧ ♦♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✇❛②s t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✐t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s ♠♦r❡ t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ ❛ ✉s❡r ♠❛♥✉❛❧ ❬✶✷❪✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♠❡❛♥t t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❆❉ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❛s
❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✳ ❇② ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✺

t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✭s♦✉r❝❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ♥❛♠❡✱ ❛❞✲
❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ❜② ❝♦♥tr♦❧✲ ❛♥❞ ❞❛t❛✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧✱ ❙t♦r❡✲❆❧❧ tr❛❥❡❝t♦r② r❡❝♦✈❡r② ♠✐t✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡
r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❈❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣✳ ✳ ✳ ✮ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❆❉ r❡s❡❛r❝❤✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♠❡❛♥
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ♦❢t❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛t❛✲✢♦✇
❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡s❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ✇❡r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ♦✈❡r
t❤❡ ②❡❛rs ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡ t♦ ❧❛r❣❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ s♦❢t✇❛r❡✳

❲❡ ❢❡❡❧ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐t✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦st❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
s♦ ❢❛r ✐♥ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ♦r ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦
♠❛❦❡ ❛ s♦✉♥❞ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦r t♦ st✉❞② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♥♥♦②✐♥❣ ❛s t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts t♦ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡①✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥t❡♥❞s t♦ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❉ ❜② s♦✉r❝❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ◆❛t✉r❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❢❛s❤✐♦♥ ❬✶✸❪✱
❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❬✶✾❪✳ ❚❤❡s❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s
❛♥ ❆❉ t♦♦❧✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✉s❡❞ ❜② ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❆❉
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥✱ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ s♣❡❝✐❢② t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✇✐t❤ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▲✐❦❡
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ❛♥ ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱
❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❢❡✇ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛❢t❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r r❡❛❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ♠❛♥② ❆❉ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❆❉✱ ♦r ❛t ❧❡❛st t❤♦s❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❧✐sts t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❞✐r❡❝t❡❞ ❞❡✲
✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝♦♥tr❛sts t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r t♦♦❧s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞
✇♦r❦s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t❤❛t ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❢♦❧❧♦✇s✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ❛♥ ❡♥❞✲✉s❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦st ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ■t ♦❜❡②s t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
♣r♦❣r❛♠s✳ ■t t❤❡♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s
♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ▲✐tt❧❡ ❞❡t❛✐❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❏❛✈❛
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❣✐✈❡s s❤♦rt ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♥♦t❡s ♦♥ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛♥❞ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ s✐③❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ✇✐t❤ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♣❧❛♥♥❡❞✳

✷ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ P ✭✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠✮ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ F :
X ∈ IRn 7→ Y ∈ IRm✱ ❆❉ ❜✉✐❧❞s ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❛ ♣r♦❣r❛♠ ♣✐❡❝❡✮ P′ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
♦❢ F ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ P✳
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥② r✉♥✲t✐♠❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ P

{I1; I2; . . . Ip; }

❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♣❡r ✐♥str✉❝t✐♦♥ Ik✱

fp ◦ fp−1 ◦ · · · ◦ f1 ,

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t♦ F ✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t P ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
F ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ P ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t
✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t②✳

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✻ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

▲❡t ✉s ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭X, Y . . . ✮ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ P✳ ❆s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♦✈❡r✇r✐t❡ t❤❡✐r ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
s❛✈❡ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✱ ❧❡t ✉s ❝❛❧❧ ❱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ P ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ Ik ✭♣❛rt❧②✮ ♦✈❡r✇r✐t❡s ❱✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✭t❤✐s r✉♥✲t✐♠❡ tr❛❝❡ ♦❢✮ P
✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✿

♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ P

■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❱ ✇✐t❤ X

(I1) ❱ ✿❂ f1(❱)
✳✳✳

(Ik) ❱ ✿❂ fk(❱)
✳✳✳

(Ip) ❱ ✿❂ fp(❱)
❘❡tr✐❡✈❡ Y ❢r♦♠ ❱

❆t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ P✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t✱ ♦r ✈❡❝t♦r✱
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s ✈❡❝t♦r Xk ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s Ik

❛♥❞ Ik+1✳ ❚❤❡ s❡t ❱ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡ X✱ Y ✱ ♦r ❡❛❝❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ Xk✳
❆t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❱ ♠❛② t❤✉s ✏❝♦♥t❛✐♥✑ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ Xk ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ Xk ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❱ ✿❂ fk✭❱✮ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛♥s t❛❦✐♥❣ ❢r♦♠ ❱

t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s Xk−1 ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ fk(Xk−1) t♦ ♦❜t❛✐♥ Xk✳
❆❢t❡r Ik✱ ❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Xk✳ ❚❤❡ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ✇✐t❤ ❛♥❞ ❘❡tr✐❡✈❡ ❢r♦♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
s❦❡t❝❤ ❞❡✜♥❡ X0 = X ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② Y t♦ Xp✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② F ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ❣✐✈❡s t❤❡
✜rst✲♦r❞❡r ❢✉❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✿

F ′(X) = f ′

p(Xp−1) × f ′

p−1(Xp−2) × . . . × f ′

1(X0) .

■t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡♦r② t♦ ❛❞❛♣t ❛❧❣♦r✐t❤♠ P s♦ t❤❛t ✐t ❝♦♠♣✉t❡s F ′(X) ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ F (X)✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ s✐♠♣❧② ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐♥str✉❝t✐♦♥ I1 t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s X1 = f1(X0) ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢
❝♦❞❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s J1 = f ′

1(X0)× Id✱ ❛♥❞ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❧✐❦❡✇✐s❡ ❡✈❡r② ✐♥str✉❝t✐♦♥ Ik ❜② ❛ ♣✐❡❝❡
♦❢ ❝♦❞❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s Jk = f ′

k(Xk−1) × Jk−1✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥
Ik✳ ■t ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ str❛✐❣❤t✲❧✐♥❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ♣r♦❣r❛♠ P ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ P′ ❥✉st r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❛❦❡♥ ❜② P✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡
✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛r♦✉♥❞ X✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r✐s❦
✐s t❤❛t ❆❉ ♠❛② r❡t✉r♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ F ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❑❡❡♣✐♥❣ t❤✐s
❝❛✈❡❛t ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ r❡t✉r♥ Jp✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ F ′(X)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ Jk ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤♦s❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P✱ ❛♥❞ ♠❛② r❡q✉✐r❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳

❚♦ ✇♦r❦ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡
t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s s❡❧❞♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

F ′(X)× Ẋ ♦r Y × F ′(X)

✇❤❡r❡ Ẋ ✐s s♦♠❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ IRn ✇❤❡r❡❛s Y ✐s s♦♠❡ r♦✇✲✈❡❝t♦r ✐♥ IRm✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❤❡♥ F ′(X) ✐s
♥❡❡❞❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✐t ✐s ✈❡r② ♦❢t❡♥ s♣❛rs❡ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡s ♦❢ ❆❉✿

❼ ❚❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡✿ ❡✈❛❧✉❛t❡ Ẏ = F ′(X)× Ẋ✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ F ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥
Ẋ✳ ■t ❡①♣❛♥❞s ❛s

Ẏ = f ′

p(Xp−1) × f ′

p−1(Xp−2) × . . . × f ′

1(X0) × Ẋ . ✭✶✮

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✼

❙✐♥❝❡ Ẋ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t ✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

X0 = X

Ẋ0 = Ẋ

X1 = f1(X0)

Ẋ1 = f ′

1(X0)× Ẋ0

. . .

Xk = fk(Xk−1)

Ẋk = f ′

k(Xk−1)× Ẋk−1

. . .

Xp = fp(Xp−1)

Ẋp = f ′

p(Xp−1)× Ẋp−1

Y = Xp

Ẏ = Ẋp

❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ Ṗ ❢♦r t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ ❝♦♥str✉❝t✱ ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❱ t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ Xk✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❱̇ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
s✐③❡ ❛s ❱ t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ Ẋk✱ Ṗ ✇r✐t❡s✿

t❛♥❣❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❣r❛♠ Ṗ

■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❱ ✇✐t❤ X ❛♥❞ ❱̇ ✇✐t❤ Ẋ

(İ1) ❱̇ ✿❂ f ′

1(❱)× ❱̇

(I1) ❱ ✿❂ f1(❱)
✳✳✳

(İk) ❱̇ ✿❂ f ′

k(❱)× ❱̇

(Ik) ❱ ✿❂ fk(❱)
✳✳✳

(İp) ❱̇ ✿❂ f ′

p(❱)× ❱̇

(Ip) ❱ ✿❂ fp(❱)

❘❡tr✐❡✈❡ Y ❢r♦♠ ❱ ❛♥❞ Ẏ ❢r♦♠ ❱̇

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥t İk ♥♦✇ ♣r❡❝❡❞❡s Ik✱ ❜❡❝❛✉s❡ Ik ♦✈❡r✇r✐t❡s ❱✳

❼ ❆❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✿ ❡✈❛❧✉❛t❡ X = Y × F ′(X)✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ Y × F (X)
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ F ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts Y ✳ ■t ❡①♣❛♥❞s ❛s

X = Y × f ′

p(Xp−1) × f ′

p−1(Xp−2) × . . . × f ′

1(X0) . ✭✷✮

❙✐♥❝❡ Y ✐s ❛ ✭r♦✇✮ ✈❡❝t♦r✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✐✳❡✳✱

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✽ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

X0 = X

X1 = f1(X0)

. . .

Xk = fk(Xk−1)

. . .

Xp = fp(Xp−1)

Y = Xp

Xp = Y

Xp−1 = Xp × f ′

p(Xp−1)

. . .

Xk−1 = Xk × f ′

k(Xk−1)

. . .

X0 = X1 × f ′

1(X0)

X = X0

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t✱ ❛s t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦
t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♣r♦❣r❛♠ t♦ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠✬s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❱ ♣❧✉s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❱✱ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s ❱✱ t♦ ❤♦❧❞ t❤❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡ Xk✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❡✳❣✳ Xk−1 ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜②
Xk ❛♥❞ t❤✉s ❧♦st✱ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ Xk×f ′

k(Xk−1)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ❤♦✇ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞✱ ❜✉t ❧❡t ✉s ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❡♥❛❧t② ❛tt❛❝❤❡❞ t♦
t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲✢♦✇ ✭❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇✮ r❡✈❡rs❛❧✳

▲❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡s✳ ❊❛❝❤ r✉♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ Ṗ ❝♦sts ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P✳ ❚❤❡ r❛t✐♦✱
t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ Rt✱ ✈❛r✐❡s s❧✐❣❤t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ P✳ ❚②♣✐❝❛❧ Rt r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞
✸✳ ❯s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦st ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♦♥❧② ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦st❧② ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✭♦♥❧② ✯✱✴✱ ❛♥❞ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧s✮✱ Rt ✐s ❛❧✇❛②s ❧❡ss t❤❛♥ ✹✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ P✱ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ✐s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ♦❢ P✳ ❚❤❡ r❛t✐♦✱ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧
❝❛❧❧ Ra✱ ✈❛r✐❡s s❧✐❣❤t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ P✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦st ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♦♥❧② ❝♦✉♥ts
❝♦st❧② ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ Rt ❛♥❞ Ra ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ P s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡
❡①tr❛ ♣❡♥❛❧t② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧✳ ❚②♣✐❝❛❧ Ra r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❛♥❞ ✶✵✳ ▲❡t ✉s
❝♦♠♣❛r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✱ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ F ′(X)✱ ✉s✐♥❣
♥♦ s♣❛rs✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✳

❼ ❲✐t❤ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ F ′(X) ❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥ ❜② s❡tt✐♥❣ Ẋ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②
t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ IRn✳ ❚❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧
❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s t❤✉s n×Rt × r✉♥t✐♠❡(P)✳

❼ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ F ′(X) r♦✇ ❜② r♦✇ ❜② s❡tt✐♥❣ Y s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t♦ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ IRm✳ ❚❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥
✐s t❤✉s m×Ra × r✉♥t✐♠❡(P)✳

❲❤❡♥ n ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ m✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✐s t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦r ✐♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✾

( )[

]n inputs

m outputs

Adjoint

Tangent

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❜② t❛♥❣❡♥t ❆❉ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉

✈❡r② ❢❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✭♦❢t❡♥ m = 1✮✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ n ✐s ♦❢t❡♥ ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s❤❛♣❡s✱ ♦r ♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ♥♦
♠❛tt❡r Ra ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ Rt✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❆❉ ✐s t❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ♠♦st ✢❛❣r❛♥t s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉ ❝❛♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞✐✈✐❞❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭✐✳❡✳ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ (F (X + hẊ)− F (X))/h✮ ♦r ❡✈❡♥ t❛♥❣❡♥t ❆❉✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❉ t♦♦❧s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✇❛②s t♦
❝♦❞❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s Ṗ ❛♥❞ P ♥❛♠❡❧②✱ ♦♣❡r❛t♦r ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✐s ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛♥
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✇❛②s✳

❼ ❖♣❡r❛t♦r ❖✈❡r❧♦❛❞✐♥❣✿ ✐❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ P ♣❡r♠✐ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡
✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ♦✈❡r❧♦❛❞ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ♥❡✇ t②♣❡ s♦ ❛s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❆❉ t♦♦❧ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❧✐❜r❛r② t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡
♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ t②♣❡ ❛♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜♦t❤ ❡❧❡❣❛♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧✳
❚❤❡ ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ❧✐❜r❛r② ❝❛♥ ❜❡ q✉✐❝❦❧② r❡❞❡✜♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❚❛②❧♦r
❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ✳ ✳ ❇② ♥❛t✉r❡✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ P✳ ❚❤✐s ✐s ✜♥❡ ❢♦r t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❛❝r♦❜❛❝② ❢♦r t❤❡
❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ❜❡❛r✐♥❣ s❡✈❡r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞✴♦r ❧♦♦s✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❡❧❡❣❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❼ Pr♦❣r❛♠ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❖♥❡ ❝❛♥ ✐♥st❡❛❞ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇ s♦✉r❝❡
❝♦❞❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ♣❛rs❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P✱ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✐t ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ Ṗ ♦r P✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡
t♦♦❧ t♦ ❛♣♣❧② s♦♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ P✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞❛t❛✲✢♦✇✱ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✲✐♥t❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ ❖♣❡r❛t♦r ❖✈❡r❧♦❛❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡
r❡❛s♦♥ ✇❤② ❖♣❡r❛t♦r ❖✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ❆❉ t♦♦❧s ❛♣♣❡❛r❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ♥✉♠❡r♦✉s✳ ■t
❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② Pr♦❣r❛♠ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆❉ t♦♦❧s ❛r❡ ♣❡r❤❛♣s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❢r❛❣✐❧❡ ❛♥❞
♥❡❡❞ ♠♦r❡ ❡✛♦rt t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ❛♥❞ st②❧❡s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛❦❡s Pr♦❣r❛♠ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❆❉✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ❛♥❞ ❞❛t❛✲✢♦✇
r❡✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦❞❡✳

❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❆❉ ❛r❡ ❛❜♦✉t ❛❧❧ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ❆❉
t♦♦❧✳ ❋♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧✳ ❲❡
s❛✇ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ❞♦ ♥♦t tr❛♥s♣♦s❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡s Xk ❛r❡ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
✇❛②s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✶✵ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

time

I I I I I

I
I

I

I

I

1 2 3 p-2 p-1

p

p-1

2

1

1

time

I I I I I

IIIIII

1 2 3 p-2 p-1

pp-1p-2321

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉❛t❛✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧ ✇✐t❤ ❘❡❝♦♠♣✉t❡✲❆❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙t♦r❡✲❆❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭r✐❣❤t✮✳
❇✐❣ ❜❧❛❝❦ ❞♦t r❡♣r❡s❡♥ts st♦r❛❣❡ ♦❢ X0✱ ❜✐❣ ✇❤✐t❡ ❞♦ts ❛r❡ r❡tr✐❡✈❛❧s✳ ❙♠❛❧❧ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ❛r❡ ✈❛❧✉❡s
❜❡✐♥❣ r❡❝♦r❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♦✈❡r✇r✐t✐♥❣✳ ❙♠❛❧❧ ✇❤✐t❡ ❞♦ts ❛r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡st♦r❛t✐♦♥s✳

❼ ❘❡❝♦♠♣✉t❡✲❆❧❧✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
←−
Ik ✱ ✇❡ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ Xk−1 t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s

❜② ❛ r❡♣❡❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ st♦r❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ X0 t♦ ✐♥str✉❝t✐♦♥
Ik−1 t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s Xk−1✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦st ✐s ♦♥❧② t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ X0✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ❝♦st ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ p✳

❼ ❙t♦r❡✲❆❧❧✿ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ Ik ♦✈❡r✇r✐t❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❱✱ ✇❡ r❡❝♦r❞ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ ❱ ✐♥t♦ ❛

st❛❝❦ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ♦✈❡r✇r✐t✐♥❣✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ r❡st♦r❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣
←−
Ik ❚❤❡

♠❡♠♦r② ❝♦st ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ p✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ❝♦st ❝♦♠❡s ❢r♦♠ st❛❝❦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱
✉s✉❛❧❧② ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ p✳ ❋♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠ P✱ t❤✐s str❛t❡❣② r❡s✉❧ts
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P

❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❣r❛♠ P ✭❙t♦r❡✲❆❧❧✮

■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❱ ✇✐t❤ X ❛♥❞ ❱ ✇✐t❤ Y

♣✉s❤✭♦✉t(I1)✮
(I1) ❱ ✿❂ f1(❱)

✳✳✳

♣✉s❤✭♦✉t(Ik)✮
(Ik) ❱ ✿❂ fk(❱)

✳✳✳

♣✉s❤✭♦✉t(Ip−1)✮
(Ip−1) ❱ ✿❂ fp−1(❱)

(
←−

Ip) ❱ ✿❂ ❱× f ′

p(❱)
♣♦♣✭♦✉t(Ip−1)✮
✳✳✳

♣♦♣✭♦✉t(Ik)✮

(
←−

Ik) ❱ ✿❂ ❱× f ′

k(❱)
✳✳✳

♣♦♣✭♦✉t(I1)✮

(
←−

I1) ❱ ✿❂ ❱× f ′

1(❱)

❘❡tr✐❡✈❡ X ❢r♦♠ ❱̇

❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ P ✉s❡s t❤❡ ❙t♦r❡✲❆❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✉s✐♥❣ ♣✉s❤ ❛♥❞ ♣♦♣ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r st❛❝❦
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥✐♥❣ ♦✉t(Ik) t♦ ❜❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❱ t❤❛t ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②

♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜② Ik✳ ❲❡ s❡❡ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s✇❡❡♣s ✐♥ P✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣
−→
P ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

❛ ❝♦♣② ♦❢ P ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ st♦r❛❣❡ ♦❢ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣
←−
P ✐s

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✱ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ r❡❝♦r❞❡❞
✈❛❧✉❡s✳ ❉✉❡ t♦ r❡tr✐❡✈❛❧s✱ t❤❡ ❡①✐t ❱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧t Y ✳

■♥r✐❛
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time
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time

time

C{
time

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❡❝♦♠♣✉t❡✲❆❧❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙t♦r❡✲❆❧❧ ✭r✐❣❤t✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡
s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ t♦♣✿ s✐♥❣❧❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣✱
❜♦tt♦♠ ♥❡st❡❞ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣✳

❚❤❡s❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣r♦❣r❛♠s P t❤❛t ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r str❛✐❣❤t✲
❧✐♥❡✱ ❜✉t t❤❛t ✉s❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ✭❜r❛♥❝❤
t❛❦❡♥✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣✱ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥ r❡✈❡rs❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✳ ■♥ ❛ ❙t♦r❡✲❆❧❧ ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❥✉st ❧✐❦❡ ❢♦r ❞❛t❛✿
❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠✉st ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✱ ❧♦♦♣✱✳ ✳ ✳ ✮
❛♥❞ t❤❡♥ r❡tr✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡
s❛♠❡ st❛❝❦ ❛s ❞❛t❛✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♥❡✐t❤❡r ♣✉r❡ ❘❡❝♦♠♣✉t❡✲❆❧❧ ♥♦r ♣✉r❡ ❙t♦r❡✲❆❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ♣r♦❣r❛♠s✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦st ✐♥ r✉♥✲t✐♠❡ ♦r ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ❚r❛❞❡✲♦✛s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣✳

❼ ■♥ t❤❡ ❘❡❝♦♠♣✉t❡✲❆❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ♠❡❛♥s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣❛rt ❈ ♦❢ P ❛♥❞ st♦r✐♥❣
t❤❡ st❛t❡ ✉♣♦♥ ❡①✐t ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛rt✳ ❘❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝❛♥ t❤❡♥ st❛rt ❢r♦♠ t❤✐s st❛t❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❆t t❤❡ ❝♦st ♦❢ st♦r✐♥❣
♦♥❡ ❡①tr❛ st❛t❡✱ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ♣❡♥❛❧t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ r♦✉❣❤❧② ❜② t✇♦✳ ❈❤❡❝❦♣♦✐♥ts ❝❛♥
❜❡ ♥❡st❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ♣❡♥❛t❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳

❼ ■♥ t❤❡ ❙t♦r❡✲❆❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ♠❡❛♥s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣❛rt ❈ ♦❢ P ❛♥❞ ♥♦t r❡❝♦r❞✐♥❣
t❤❡ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡s ❞✉r✐♥❣ ❈✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ r❡❛❝❤❡s

←−
❈ ✱ ❈ ✐s r✉♥ ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠

❛ st♦r❡❞ st❛t❡ t❤✐s t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡❝♦r❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣✲r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳
❆t t❤❡ ❝♦st ♦❢ st♦r✐♥❣ ♦♥❡ ❡①tr❛ st❛t❡ ❛♥❞ ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ❈ t✇✐❝❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ t♦
r❡❝♦r❞ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❞❛t❛ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ r♦✉❣❤❧② ❜② t✇♦✳ ❈❤❡❝❦♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♥❡st❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳

◆♦t✐❝❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ❢♦r ♥❡st❡❞ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥ts✱ ❜❡❝♦♠❡
✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❘❡❝♦♠♣✉t❡✲❆❧❧ ❛♥❞ ❙t♦r❡✲❆❧❧ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞s ♦❢ ❛ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❡❝❦✲
♣♦✐♥t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✭s✮ ❧②✐♥❣ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ❆ ❣♦♦❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✭♥❡st❡❞✮ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥ts ✐s
❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝♦❞❡s✳ ◆❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝❤❡❝❦✲
♣♦✐♥t❡❞ ♣❛rt ❛r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧s ❛♥❞ ❧♦♦♣ ❜♦❞✐❡s✱ ❜✉t ❛♥② ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥tr② ♣♦✐♥t
❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①✐t ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛ ♥♦r ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ t❤✐s
♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥ts✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❬✽❪ ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t✲
❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st✳ ❆ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❞❡❢❛✉❧t str❛t❡❣② ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t t❤❡

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✶✷ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ t♦
♣❧❛❝❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥ts ❜② ❤❛♥❞✳ ●♦♦❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥ts ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧②✿ t❤❡✐r ♠❡♠♦r②
❛♥❞ r✉♥✲t✐♠❡ ❝♦sts ❣r♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ♦❢ P ♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②

❼ t❤❡ ♣❡❛❦ ♠❡♠♦r② s✐③❡ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t♦ st♦r❡ st❛t❡s ❛♥❞ r❡❝♦r❞ ❞❛t❛✱ ❣r♦✇s ❧✐❦❡ t❤❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ♦❢ P✳

❼ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t❡❞ ♣✐❡❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s r❡✲❡①❡❝✉t❡❞✱ ✇❤✐❝❤
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ s❧♦✇❞♦✇♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ P ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P✱ ❛❧s♦ ❣r♦✇s ❧✐❦❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡
r✉♥✲t✐♠❡ ♦❢ P✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ s❧♦✇❞♦✇♥ r❛t✐♦ Ra ♦❢ P ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡r
❜② ❛ ❢❡✇ ✉♥✐ts t❤❛♥ t❤❡ r❛t✐♦ Rt ♦❢ Ṗ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P✳

❆❝t✉❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞ ♥♦t st♦r❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡ t♦ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♣✐❡❝❡ ❈✳ ❲❤❛t
♠✉st ❜❡ st♦r❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t✳ ■♥ ❛ ❙t♦r❡✲❆❧❧ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡❡❞
♥♦t ❜❡ ✐♥ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❜② ❈✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ✐❢
✐t ✐s ♥♦t ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❈ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t ❈✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❢✉rt❤❡r✱ ❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳

✸ ❉❡s✐❣♥ ❈❤♦✐❝❡s ❘❛t✐♦♥❛❧❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱
✇❡ ❣✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❜② ♦t❤❡r ❆❉
t♦♦❧s✳

❙♦✉r❝❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦r ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♦♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❤♦✇
t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ st✐❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ❖❞②ssé❡✱
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ■◆❘■❆ ✐♥ t❤❡ ②❡❛rs ✶✾✾✵ ❬✷✵❪✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦❞❡❧
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧✳ ❲❤✐❧❡ ❖♣❡r❛t♦r ❖✈❡r❧♦❛❞✲
✐♥❣ ❆❉ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ❆❉❖▲✲❈ ❬✷✹❪ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ❛ tr❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❝♦❞❡ t♦
r✉♥ ✐t ❜❛❝❦✇❛r❞s✱ Pr♦❣r❛♠ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆❉ t♦♦❧s ❝❛♥ st♦r❡ ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ❛ ❤✐st♦r② ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡s
t❛❦❡♥✱ ♦❢ s✐③❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❛♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❬✶✽❪✳ ❖❢
❡q✉❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s s✉❝❤ ❛s ❚❇❘ ❬✶✶❪ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❆❉ t♦♦❧ t♦
r❡❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ♦♥ t❤❛t t❛♣❡✳ ▲❡t
✉s ♠❡♥t✐♦♥ t✇♦ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❆❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❧❡❢t ❛s✐❞❡✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥
❆❉ t♦♦❧ t❤❛t ✐s tr✉❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❆❉ t♦ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ❝♦❞❡✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss❡♠❜❧② ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❤❛s ✇✐♣❡❞ ♦✉t str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❆❉ ❝♦❞❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s
t♦ ❡♠❜❡❞ t❤❡ ❆❉ ♣r♦❝❡ss ❞✐r❡❝t❧② ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ❬✶✼❪✱ ✐♥ ✐ts ✏♠✐❞❞❧❡ ❡♥❞✑ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ♦❢t❡♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t ❛ss❡♠❜❧② ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥
t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s❡s ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ❜✉t t❤❡s❡ ❛r❡ ♥♦t
❣❧♦❜❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡
❛♣♣❡❛rs ❤❛r❞✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳

❈♦♠♣❧❡t❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✿ t❤❡ t♦♦❧✬s ♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t♦ r✉♥ ✐t ♦♥ r❡❛❧✱ ❧❛r❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❝♦❞❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✐♥❞✉str②✳ ❆❧s♦✱ ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧
❝♦♥t❡①t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❛ ♠❛r❦ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐ts ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r ❜♦t❤ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ✇❛♥t❡❞
t❤❡ t♦♦❧ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ r❡❛❧✲s✐③❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦t ❛s❦✐♥❣ ❢♦r ❤❡❛✈② ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♥♦r ❤❛♥❞ ♣r❡♣❛✲
r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❞✐❞♥✬t ✇❛♥t t♦ ✐♥❞✉❧❣❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦♦❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦r t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❆❝❝❡♣t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♠❡❛♥s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❞❛t❛✲✢♦✇

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✶✸

❛♥❛❧②s✐s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s❡s r❡♠❛✐♥ ❝❧♦s❡ t♦ ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❝♦❞❡ s✐③❡ ❛♥❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❧✐♥❡❛r ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠❡❛♥s tr❡❛t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② ♠❡♠♦r② ❝♦♥str✉❝ts
s✉❝❤ ❛s ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❋♦rtr❛♥ ❈❖▼▼❖◆✬s✱ ❊◗❯■❱❆▲❊◆❈❊✬s✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥str✉❝ts s✉❝❤ ❛s ●❖❚❖✬s✱
t❤❛t ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❧② st✉❞②✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ❣r❛♣❤s ✭✢♦✇ ❣r❛♣❤s ❢♦r s❤♦rt✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♠❡r❡
s②♥t❛① tr❡❡s✳

❘❡❛❞❛❜✐❧✐t②✿ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t♦♦❧ ✐s ❛ ♥❡✇ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳
❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡s ❦❡❡♣s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ♥♦r♠❛❧❧②
❞✐s❝❛r❞s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞♦♥✬t
✇❛♥t t❤❡ t♦♦❧ t♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ✏❝❛♥♦♥✐❝❛❧✐③❛t✐♦♥✑ st❡♣s✱ ✉♥❧❡ss t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡✈❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡
❡♥❞✳

❙♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♦♥❧②
❋♦rtr❛♥✱ ❧✐❦❡ ✐t ✇❛s ❢♦r ❖❞②ssé❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠✉st ♥♦t ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♦♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ■▲ ❢♦r ■♠♣❡r❛t✐✈❡
▲❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s♦❧❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t♦♦❧✳ ■▲ ♠✉st ❜❡ r✐❝❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧
✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❖❜❥❡❝t ❖r✐❡♥t❡❞ ❝♦♥str✉❝ts ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t♦♦❧ t♦ t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ■▲ ♦♣❡r❛t♦r ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
s✐♠✐❧❛r ❝♦♥str✉❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡✱ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❆❉ t♦♦❧ ❖♣❡✲
♥❆❉ ❬✷✸✱ ✷✷❪✱ ❛❧❧♦✇s ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❆❉ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡♥❡✜t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❋♦rtr❛♥ ♦r ❈✳

❙❝♦♣✐♥❣✿ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ r✐❝❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s❝♦♣✐♥❣✳
❲❡ ❛❧r❡❛❞② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✢♦✇ ❣r❛♣❤s✳ ❊❛❝❤ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ♣♦✐♥ts t♦
❛ s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡s ❛r❡ ♥❡st❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s❝♦♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢
♥❡st❡❞ s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡s ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❜❧✐❝✴❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡
❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡✴❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♠♣♦rt t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡ ♦❢
❛♥ ✐♠♣♦rt❡❞ ♠♦❞✉❧❡✳

❆rr❛②s ❛s ❛t♦♠s✿ ❡✈❡r② st❛t✐❝ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ♠✉st ❢❛❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛rr❛②s ❛♥❞ ❛rr❛②
✐♥❞✐❝❡s✳ ❚♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❞❛t❛✲✢♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ♦❢ ❛rr❛②s✱ ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ❡❛❝❤ ❛rr❛② ✐♥❞✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ❜❡✐♥❣ ♥♦♥❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥❧② ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s
r❡❣✉❧❛r ❛rr❛② ✐♥❞✐❝❡s✱ ❜✉t ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝♦st✳ ❲❤✐❧❡ ❛rr❛② ✐♥❞❡① ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❡rt❛✐♥❧②
✈✐t❛❧ ❢♦r s♦♠❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ❧♦♦♣✲♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♦r ❧♦♦♣✲✈❡❝t♦r✐③✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❡rs✱ ✐t ✐s
q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ❆❉ t♦♦❧✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛rr❛② ♥❡❡❞s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛rr❛②✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛rr❛② ❝❡❧❧ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝❡❧❧ ♠❛② ❜❡
✈❡r② ❝♦st❧② ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝❡rt❛✐♥❧② ❤❛♠♣❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛rr❛②s ❛s ❛t♦♠s ❛♥❞ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ✐♥❝✉rr❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✏❜❧✉rr✐♥❣✑✳ ■❢
❛♥ ❛rr❛② ❛❝❝❡ss ❆✭✐✮ ♠♦❞✐✜❡s ❞❛t❛✲✢♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛rr❛② ❆✳ ❆s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❡❧❧ ♦❢ ❆ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ ❛ ✏♠✉st✑ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❆✭✐✮

✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✇❡❛❦❡r ✏♠❛②✑ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❆✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛✛♦r❞ ❛ ❧✐tt❧❡
♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ ❛rr❛② ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s✿

❼ ✇❤❡♥ ❛♥ ❛rr❛② ✐s s♣❧✐t ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢r❛❣♠❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❋♦rtr❛♥ ❊◗❯■❱❆▲❊◆❈❊ ♦r
❈❖▼▼❖◆✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ❢r❛❣♠❡♥t ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ♠❡♠♦r② ③♦♥❡ ❢♦r ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❢r❛❣♠❡♥t✳

❼ ✇❤❡♥ ❡✈❡r② ❛❝❝❡ss t♦ ❛♥ ❛rr❛② ✐♥s✐❞❡ ❛ ❧♦♦♣ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞❡① ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥❞❡①
✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❡✳❣✳ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦✛s❡t✱ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✶✹ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

❣❛✐♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② t❡♠♣♦r❛r✐❧② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③✐♥❣ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts✳

❉✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
str✉❝t✉r❡s ♠✉st ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❖✉r ❜❡❧✐❡❢ ✐s t❤❛t ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ❞❛t❛ ❛s ❛♥ ❛rr❛② ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② r❡✢❡❝ts
t❤❛t t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❖r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡✢❡❝t ❛
s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❛t❛✲✢♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♦♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✉st ♥♦t ❛✛❡❝t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✳

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ♥❛♠❡✿ ❆ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❡✳❣✳ ❛❬✐❪✳①✱ ♠✉st ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②
t♦ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ♥❛♠❡✱ ✐✳❡✳ t♦ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇✐t❤ ♥❡✇ ♥❛♠❡s✳ ❖♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❛❞ ❛♥❞ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛❞❬✐❪✳①✳ ■♥
❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ❝❤♦♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ❛❞❞r❡ss✱ ✐✳❡✳ t♦ ❛tt❛❝❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢
❡❛❝❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❖♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥
❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ① ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛❬✐❪✳①✳❞✐❢❢✳ ❆❉ t♦♦❧s t❤❛t r❡❧② ♦♥
♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧❧② ✉s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ❛❞❞r❡ss✳ ❖✉r ❝❤♦✐❝❡ str♦♥❣❧② ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
❝♦❞❡ ❬✻❪✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s ♣♦✐♥t❡rs✱ ✐t ♠❛② ❛♣♣❡❛r ❛✇❦✇❛r❞✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❛ ❢✉t✉r❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
❚❛♣❡♥❛❞❡ s❤♦✉❧❞ ♦✛❡r ❜♦t❤ ♦♣t✐♦♥s✳

❈♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❋❧♦✇✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❛♥❛❧②s✐s✿ ❆❝❝✉r❛t❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②✲
s✐s ♠✉st ❜❡ ✢♦✇✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❬✷✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳❡✳ ❛ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✢♦✇ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t
s✇❡❡♣s ♦♥ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ r✐s❦ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t✱ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡
✐s ❜✉✐❧t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈✐t②✱
❜✉t ✐ts ❡✛❡❝ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞✳

❙t♦r❡✲❆❧❧ ✐♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ❙❛✈❡✲♦♥✲❦✐❧❧✿ ❋♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❙t♦r❡✲❆❧❧
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝♦✈❡r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❛✈❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❛ st❛t❡♠❡♥t
♠❛② ♦✈❡r✇r✐t❡ t❤❡♠ ✭❙❛✈❡✲♦♥✲❦✐❧❧✮✳ ❲❡ ❞♦♥✬t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ st♦r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✭♣r❡❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❖♣❡♥❆❉ ❬✷✸❪ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❙t♦r❡✲❆❧❧✱ ✉♥❧✐❦❡ ❚❆❋ ❬✼❪
✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❘❡❝♦♠♣✉t❡✲❆❧❧✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛st ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❆❧s♦✱ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛♣♣❧✐❡s ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧ r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
st♦r✐♥❣✳

✹ ❚❤❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥❞s t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ❢❛♠✐❧✐❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s t♦ t❤❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉✳ ❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✱ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s ✉s❡ t❤❡ ❋♦rtr❛♥
s②♥t❛① ❜✉t t❤❡② ❡❛s✐❧② tr❛♥s♣♦s❡ t♦ ❈✳

✹✳✶ ❙②♠❜♦❧ ♥❛♠❡s

■❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠✉st ❜❡ st♦r❡❞✳ ❆s ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✉s❡s
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ♥❛♠❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✉✐❧t ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✜①
❛♥❞✴♦r s✉✣① t♦ ✈✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t ✐♥ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❞ ✭✏✈ ❞♦t✑✮✱ ❛♥❞ ✐♥
❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ✈❜ ✭✏✈ ❜❛r✑✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❆❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❈❖▼▼❖◆❙✱
♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t②♣❡s✱ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛♥❞ ♠✉st ❜✉✐❧❞ ♥❡✇ ♥❛♠❡s ❢♦r t❤❡♠✳ ❇②
❞❡❢❛✉❧t t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ✏❴❞✑ ✐♥ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ❛♥❞ ✏❴❜✑ ✐♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹
s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ s♦♠❡
❡①✐st✐♥❣ s②♠❜♦❧✱ t❤❡♥ ❛ ✏✵✑ ✐s ❛♣♣❡♥❞❡❞✱ t❤❡♥ ✏✶✑ ✉♥t✐❧ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢r❡❡ s②♠❜♦❧✳

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✶✺

♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ t❛♥❣❡♥t ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛❞❥♦✐♥t

❙❯❇❘❖❯❚■◆❊ ❚✶✭❛✮

❘❊❆▲ ❛✭✶✵✮✱✇

■◆❚❊●❊❘ ❥❥

❚❨P❊✭❖❇❏✶✮ ❜✭✺✮

❈❖▼▼❖◆ ✴♣❛r❛♠✴ ❥❥✱✇

❙❯❇❘❖❯❚■◆❊ ❚✶❴❉✭❛✱❛❞✮

❘❊❆▲ ❛✭✶✵✮✱❛❞✭✶✵✮✱✇✱✇❞

■◆❚❊●❊❘ ❥❥

❚❨P❊✭❖❇❏✶✮ ❜✭✺✮

❚❨P❊✭❖❇❏✶❴❉✮ ❜❞✭✺✮

❈❖▼▼❖◆ ✴♣❛r❛♠✴ ❥❥✱✇

❈❖▼▼❖◆ ✴♣❛r❛♠❴❞✴ ✇❞

❙❯❇❘❖❯❚■◆❊ ❚✶❴❇✭❛✱❛❜✮

❘❊❆▲ ❛✭✶✵✮✱❛❜✭✶✵✮✱✇✱✇❜

■◆❚❊●❊❘ ❥❥

❚❨P❊✭❖❇❏✶✮ ❜✭✺✮

❚❨P❊✭❖❇❏✶❴❇✮ ❜❜✭✺✮

❈❖▼▼❖◆ ✴♣❛r❛♠✴ ❥❥✱✇

❈❖▼▼❖◆ ✴♣❛r❛♠❴❜✴ ✇❜

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ◆❛♠❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ s②♠❜♦❧s

✹✳✷ ❚②♣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❲❤❡♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❜✉✐❧❞s ❛♥❞ ❞❡❝❧❛r❡s ❛ ♥❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ t②♣❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s r❡❛❧ ♦r
❝♦♠♣❧❡①✱ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ✐♥ ❘❊❆▲✯✽ ♦r ❞♦✉❜❧❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐✲
❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ t②♣❡s s✉❝❤ ❛s ❜♦♦❧❡❛♥s✱
✐♥t❡❣❡rs✱ ❝❤❛r❛❝t❡rs✱ ❛♥❞ str✐♥❣s s✐♠♣❧② ❤❛✈❡ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ t②♣❡
❢♦r t❤♦s❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣♦✐♥t❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
✇✐t❤ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❛rr❛② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❛❜♦✉t ❛rr❛② ❛♥❛❧②s✐s✱ t❛♣❡♥❛❞❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛rr❛②
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

❚❤✐♥❣s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡s✶✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡
t♦ ❦❡❡♣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✱ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❞❡❝❧❛r❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧s♦
✇✐t❤ ❛ str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡ ♠❛② ❞✐✛❡r s✐♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ♥❡✈❡r
❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛r❡ ❥✉st ✇✐♣❡❞ ♦✉t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡ ❣✐✈❡s
❜✐rt❤ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡✱ ❛♥❞ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✇✐❧❧ ❞❡❝❧❛r❡ ✐t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ① ♦❢
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡ ❚✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ① ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡ ❚❴❉ ♦r ❚❴❇ ✐❢ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t②♣❡ ❚

✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t ①✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❝❧❡❛r❧② ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈s s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t②♣❡ ❚ ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❤♦❧❞✐♥❣ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❝r❡❛t❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ t②♣❡s ❢♦r ❚✱ ❢♦r ❛
❜❡♥❡✜t t❤❛t ✇❡ ❥✉❞❣❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❣❛✐♥ ❢♦r s✉❜r♦✉t✐♥❡s
❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡ ❱❊❈❚❖❘

✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥t♦ ❱❊❈❚❖❘❴❉✱ ❛♥❞ t②♣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ② ❛♥❞ ♥❛♠❡ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❱❊❈❚❖❘❴❉

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥❡✈❡r ❛♥② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t♦ st♦r❡ t❤❡r❡✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ✇❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✳ ❲✐t❤ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ♥❛♠❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜✪① ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❜❞✪①✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ① ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♥❛♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❜✳ ■❢ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ❛❞❞r❡ss✱ t❤❡ ❱❊❈❚❖❘❴❉ t②♣❡
✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ①✱ ②✱ ③✱ ❛♥❞ ♥❛♠❡✱ ✇❤❡r❡ ① ❛♥❞ ③ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t②♣❡✱ s❛②✱ ❆❈❚■❱❊❴❘❊❆▲
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❘❊❆▲✳ ❆❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❜✪①✪✈ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❜✪①✪❞✳

✶❋♦rtr❛♥ ✾✺ st❛♥❞❛r❞ ✉s❡s t❤❡ t❡r♠ ❞❡r✐✈❡❞ t②♣❡✳ ❚❤✐s t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✇✐t❤ ✏❞❡r✐✈❛t✐✈❡✑✱ ♦❢

❝♦✉rs❡ ❢r❡q✉❡♥t ✐♥ ❆❉✳ ❲❡✬❧❧ r❛t❤❡r s♣❡❛❦ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✶✻ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ t❛♥❣❡♥t

✳✳✳

❚❨P❊ ❱❊❈❚❖❘

❈❍❆❘❆❈❚❊❘✭✻✹✮ ✿✿ ♥❛♠❡

❘❊❆▲ ✿✿ ①✱②✱③

❊◆❉ ❚❨P❊ ❱❊❈❚❖❘

❚❨P❊ ✭❱❊❈❚❖❘✮ ✉✱✈✱✇

✳✳✳

❋❯◆❈❚■❖◆ ❚❊❙❚✭❛✱❜✮

❘❊❆▲ ❚❊❙❚

❚❨P❊ ✭❱❊❈❚❖❘✮ ❛✱❜

❚❊❙❚ ❂ ❛✪①✯❜✪① ✰ ✉✪③

✳✳✳

✳✳✳

❚❨P❊ ❱❊❈❚❖❘❴❉

❘❊❆▲ ✿✿ ①✱③

❊◆❉ ❚❨P❊ ❱❊❈❚❖❘❴❉

❚❨P❊ ❱❊❈❚❖❘

❈❍❆❘❆❈❚❊❘✭✻✹✮ ✿✿ ♥❛♠❡

❘❊❆▲ ✿✿ ①✱②✱③

❊◆❉ ❚❨P❊ ❱❊❈❚❖❘

❚❨P❊ ✭❱❊❈❚❖❘✮ ✉✱✈✱✇

❚❨P❊ ✭❱❊❈❚❖❘❴❉✮ ✉❞

✳✳✳

❋❯◆❈❚■❖◆ ❚❊❙❚❴❉✭❛✱❛❞✱❜✱❜❞✱t❡st✮

❘❊❆▲ ❚❊❙❚✱ ❚❊❙❚❴❉

❚❨P❊ ✭❱❊❈❚❖❘✮ ❛✱❜

❚❨P❊ ✭❱❊❈❚❖❘❴❉✮ ❛❞✱❜❞

❚❊❙❚❴❉ ❂ ❛✪①✯❜❞✪① ✰ ❛❞✪①✯❜✪① ✰ ✉❞✪③

❚❊❙❚ ❂ ❛✪①✯❜✪① ✰ ✉✪③

✳✳✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❉❛t❛ ❚②♣❡s

✹✳✸ ❙✐♠♣❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t Ik. ■♥ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ✭❝❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✮✱ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ İk

✐♠♣❧❡♠❡♥ts Ẋk = f ′

k(Xk−1) × Ẋk−1, ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ Ẋ0 = Ẋ. ■♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ✭❝❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✮✱

❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✭s✮
←−
Ik ✐♠♣❧❡♠❡♥ts Xk−1 = Xk × f ′

k(Xk−1), ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ Xp = Y .

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ♠❛② ♦✈❡r✇r✐t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ ✐♠♣❧❡♠❡♥t Xk = fk(Xk−1) t❤r♦✉❣❤
❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t Ik t❤❛t ♣✉ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ Xk ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ Xk−1✳
❚❛♣❡♥❛❞❡ ✇✐❧❧ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✿ t❤❡ ♦❧❞ Ẋk−1 ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜②
t❤❡ ♥❡✇ Ẋk✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❧❞ Xk ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡✇ Xk−1✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ Ik ✐s
❛✭✐✮❂①✯❜✭❥✮ ✰ ❈❖❙✭❛✭✐✮✮✱ ✇✐t❤ ❛✱ ❜✱ ❛♥❞ ① ❤❛✈✐♥❣ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✮✳ ■t ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

fk : IR3 → IR3





a✭✐✮

b✭❥✮

x



 7→





x ∗ b(j) + COS(a(i))
b✭❥✮

x





✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛tr✐①





✲❙■◆✭❛✭✐✮✮ x ❜✭❥✮

0 1 0
0 0 1





■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✶✼

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t İk ❛♥❞
←−
Ik ♠✉st ✐♠♣❧❡♠❡♥t✿

İk ✐♠♣❧❡♠❡♥ts





ȧ✭✐✮

ḃ✭❥✮

ẋ



 =





✲❙■◆✭❛✭✐✮✮ x ❜✭❥✮

0 1 0
0 0 1



×





ȧ✭✐✮

ḃ✭❥✮

ẋ



 ,

←−
Ik ✐♠♣❧❡♠❡♥ts

(

a✭✐✮ b✭❥✮ x
)

=
(

a✭✐✮ b✭❥✮ x
)

×





✲❙■◆✭❛✭✐✮✮ x ❜✭❥✮

0 1 0
0 0 1



 ,

❚❛♣❡♥❛❞❡ t❤✉s ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✻✳

❚❛♣❡♥❛❞❡ t❛♥❣❡♥t ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛❞❥♦✐♥t

❛❞✭✐✮ ❂ ①❞✯❜✭❥✮ ✰ ①✯❜❞✭❥✮

✲ ❛❞✭✐✮✯❙■◆✭❛✭✐✮✮

①❜ ❂ ①❜ ✰ ❜✭❥✮✯❛❜✭✐✮

❜❜✭❥✮ ❂ ❜❜✭❥✮ ✰ ①✯❛❜✭✐✮

❛❜✭✐✮ ❂ ✲❙■◆✭❛✭✐✮✮✯❛❜✭✐✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t

✹✳✹ ❙❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ❡✳❣✳ ❙■◆✭❛✭✐✮✮ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ r❡❢❡r t♦ ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ Xk−1✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥✲
str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳

■♥ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡✱ t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣✉tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ Ik ❥✉st ❜❡❢♦r❡
❛ ❝♦♣② ♦❢ Ik✳ ❚❤✉s t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ P ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♣② ♦❢ P
✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥s❡rt❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥t st❛t❡♠❡♥t✳ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧s ❛r❡
tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳

■♥ ❆❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ♦✉r ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② t❤❡ st♦r❡✲❛❧❧ str❛t❡❣② ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧ ✉s❡s ❛ t✇♦✲s✇❡❡♣s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜rst s✇❡❡♣ ✭t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
s✇❡❡♣✮ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♣② ♦❢ P✱ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐s
✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✇❡❡♣ ✭t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✮ t♦ ♦r❝❤❡str❛t❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞
s✇❡❡♣ ❛❧s♦ r❡❝♦r❞s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s ✭t❤❡ Xk✮✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✳

❆s ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧✲ ❛♥❞ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ r❡❝♦r❞ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ st❛❝❦ t❤❛t
❣r♦✇s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ❛♥❞ s❤r✐♥❦s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s st❛❝❦
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s ♠✉st ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛❢t❡r t❤❡✐r ❧❛st ✉s❡ ❢♦r✇❛r❞✱ s♦ ❛s t♦ ❜❡ r❡st♦r❡❞ ❜❡❢♦r❡
t❤❡✐r ✜rst ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ✭❙❛✈❡✲♦♥✲❦✐❧❧✮✱ s❛✈❡s ❛
❞❛t❛ ✈❛❧✉❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r✇r✐t❡s ✐t✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢
❙❛✈❡✲♦♥✲❦✐❧❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❛✈✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛❧✉❡s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ♠❡r❣❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥
✐t s♣❧✐ts ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥tr♦❧ t❡sts✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛♣♣❧✐❡s ♥❛t✉r❛❧❧②
t♦ ❛♥② ✢♦✇ ❣r❛♣❤✱ ❡✈❡♥ ♥♦t ❝❧❡❛♥❧② str✉❝t✉r❡❞✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ r❡✈❡rs❡❞ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇
r❡t❛✐♥s ♠♦st ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ st♦r❛❣❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ❛♥❞ ❢♦r
❞❛t❛✲✢♦✇ ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ♦♥❡ st❛❝❦ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ st♦r❡ ❜♦t❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡
❚❛♣❡♥❛❞❡ t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✶✽ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛❞❥♦✐♥t✱ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣
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❚❛♣❡♥❛❞❡ t❛♥❣❡♥t ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛❞❥♦✐♥t✱ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣

❉❖ ✐❂✸✯♥✯♠✱✶✵✵✵
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❈❆▲▲ P❖P❈❖◆❚❘❖▲✭❜r❛♥❝❤✮

■❋ ✭❜r❛♥❝❤✳❡q✳✵✮ ❚❍❊◆

❈❆▲▲ P❖P❘❊❆▲✹✭❝✮

❛❜ ❂ ❛❜ ✰ ❝✯❝❜

❝❜ ❂ ❛✯❝❜
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❈❆▲▲ P❖P❘❊❆▲✹✭❛✮

❇❜✭✐✮ ❂ ❇❜✭✐✮ ✲ ✷✯❛❜

❊◆❉❉❖

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❛♣❡♥❛❞❡ t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ♦♥ s♦♠❡ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧
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❚❛♣❡♥❛❞❡ ✶✾

✹✳✺ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧s

Pr♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❛t♦♠✐❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ■♥ t❛♥❣❡♥t
♠♦❞❡✱ ❛t♦♠✐❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ✜♥❡❧② ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ❜✉t r❛t❤❡r
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝❛❧❧✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝
❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ t♦ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❋❖❖ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ❣✐✈❡s ❜✐rt❤ t♦ t✇♦
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✿

❼ ♦♥❡ ❝❛❧❧ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❝❛❧❧s ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❋❖❖❴❋❲❉ t❤❛t ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ ❋❖❖✳

❼ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛❧❧ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❝❛❧❧s ❛ ♥❡✇
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❋❖❖❴❇❲❉ t❤❛t ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ ❋❖❖✳

◆♦t✐❝❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤✐s ❜❛s✐❝ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ❚❤❡
❞❡❢❛✉❧t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♣♣❧✐❡s ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✵✮ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
str✉❝t✉r❡✳ ❇✉t t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✇❤❛t ♦♥❡ ❣❡ts ✇❤❡♥ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s t✉r♥❡❞ ♦✛✳

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝❛❧❧s ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛❧❧✳ ❆r❣✉♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❣✐✈❡ ❜✐rt❤ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t
❢♦r t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧✿

② ❂ ❋❖❖✭❛✱ ①✱ ✷✳✺✮

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ① ❛♥❞ ② ❤❛✈❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✷✳✺ ❤❛✈❡
♥♦t✳ ■♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧❧ ✐s✿

②❞ ❂ ❋❖❖❴❉✭❛✱ ①✱ ①❞✱ ✷✳✺✱ ②✮

◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❧❛st ❛r❣✉♠❡♥t ② ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❋❖❖✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t r❡t✉r♥
t✇♦ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧❧ ✐s
s✐♠♣❧②✿

② ❂ ❋❖❖❴❋❲❉✭❛✱ ①✱ ✷✳✺✮

t❤❛t r❡q✉✐r❡s ♥♦ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ❛s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ❞♦❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s ❋❖❖

❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ tr❛❥❡❝t♦r② st♦r❛❣❡✳ ◆♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞
s✇❡❡♣✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧❧ ✐s✿

❝❛❧❧ ❋❖❖❴❇❲❉✭❛✱ ①✱ ①❜✱ ✷✳✺✱ ②❜✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥② ♠♦r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧t ② ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞
s✇❡❡♣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇✱ ②❜ ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ ❋❖❖❴❇❲❉ ❛♥❞ ✐❢ ① ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢
❋❖❖✱ ①❜ ✐s ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❋❖❖❴❇❲❉✳

❉❛t❛✲✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧ ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲♣❛ss✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s tr❛♥s♣❛r❡♥t ♦♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ✉s❡s ❝❛❧❧ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♦r ❝❛❧❧ ❜②
✈❛❧✉❡✲r❡t✉r♥ ❧✐❦❡ ❋♦rtr❛♥✱ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t ✇✐t❤ ❝❛❧❧ ❜② ✈❛❧✉❡ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❈✳ ❆♥ ✐♥♣✉t
❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❜❡ ♣❛ss❡❞ ❜② ✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ❜❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❆t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧s✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ❡♥❝♦✉t❡r t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s s♣❡❝✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❋❖❖ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛t t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s✿

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✷✵ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

② ❂ ❋❖❖✭❛✱ ①✱ ✷✳✺✮

❜ ❂ ❋❖❖✭❝✱ ③✱ t✮

❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ ♦♥❧② ①✱ ②✱ ③✱ ❛♥❞ t ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❆s ❋❖❖ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥t❡①ts✱ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✱ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❡✳❣✳✱ ❋❖❖❴❉✶ ❛♥❞ ❋❖❖❴❉✷ ✐♥ t❛♥❣❡♥t
♠♦❞❡✳ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❋❖❖ ✐♥
❛ ❝♦♥t❡①t t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛❝t✉❛❧ ❝❛❧❧ ❝♦♥t❡①ts✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✱ ❜✉t ♠❛② ❝❛✉s❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥
❋❖❖❴❉ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ♣❛ss✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ③❡r♦ ♦r ❞✉♠♠② ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r s♦♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆s ❋❖❖❴❉

❡①♣❡❝ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♥♦✇ ❢♦r ✐ts r❡s✉❧t ❛♥❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ✷ ❛♥❞ ✸✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦❞❡ ✐s✿

②❞ ❂ ❋❖❖❴❉✭❛✱ ①✱ ①❞✱ ✷✳✺✱ ✵✳✵✱ ②✮

❞✉♠♠ ❂ ❋❖❖❴❉✭❝✱ ③✱ ③❞✱ t✱ t❞✱ ❜✮

✹✳✻ ❆❝t✐✈✐t②

❚❤❡ ♣❛st s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡ ❛ ♥❛ï✈❡ ❆❉ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
■t ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❆❉ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ♦❜❡②✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞✲
❧✐♥❡ ♦♣t✐♦♥s t❤❛t ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ ❛❧❧ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥
❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ✇❡ ♠❛② ❦♥♦✇ st❛t✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❛❧✇❛②s
♥✉❧❧ ♦r ✉s❡❧❡ss ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✜♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡r❡ ✐s s❛✐❞ ♣❛ss✐✈❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s s❛✐❞ ❛❝t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✐t ❤❛s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛ ✏❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✑ t②♣❡ ✭❡✳❣✳ ✢♦❛t✱ ❝♦♠♣❧❡①✳ ✳ ✳ ✮ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❖♥❡
❝❛♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞♦ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞♦✉❜t✱ t❤❡ s❛❢❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛❝t✐✈❡
♠❡❛♥s ✏♣♦ss✐❜❧② ❛❝t✐✈❡✑ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡ ♠❡❛♥s ✏❝❡rt❛✐♥❧② ♣❛ss✐✈❡✑✳

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦❞❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt ✭♥❛♠❡❞ P ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✮ ♦❢ ❛ ❜✐❣❣❡r
♣r♦❣r❛♠✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ P✱ t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r ♠✉st ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧ts ✉s❡❞✿

❼ ❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✳ ■♥
t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢
t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❢♦r❡ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❝♦❞❡ P❴❉✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥♣✉t
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❛♥❞ ♠❛② ✈❡r② ✇❡❧❧ ❜❡ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜②
P❴❉✳ ■♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❤❛s t❤❡ r✐❣❤t t♦ ✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡t✉r♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♣♦♥ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ P❴❇✱ ✇❤❡r❡❛s r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❛♥❞ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳

❼ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✳ ■♥ t❛♥❣❡♥t
♠♦❞❡ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❤❛s t❤❡ r✐❣❤t t♦ ✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♣♦♥ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ P❴❉✱ ✇❤❡r❡❛s r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢
♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❛♥❞ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡
t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❢♦r❡ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❝♦❞❡ P❴❇✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s
♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❛♥❞ ♠❛② ✈❡r② ✇❡❧❧ ❜❡ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜② P❴❇✳

❆t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈ ✐s s❛✐❞ ✈❛r✐❡❞ ✭r❡s♣✳ ✉s❡❢✉❧✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ r✉♥ ♦❢ P t❤❛t r❡❛❝❤❡s t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✈ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✭r❡s♣✳ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✮

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✷✶

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✭r❡s♣✳ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts✮ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇❛②✳ ❆t ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✈ ✐s ❛❝t✐✈❡
✐❢ ✐t ✐s ❜♦t❤ ✈❛r✐❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧✳ ❱❛r✐❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛ st❛t✐❝ ❞❛t❛✲✢♦✇
❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts✿ ✐❢ ♦♥❡ ❛rr❛②
❡❧❡♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❛❝t✐✈❡✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛rr❛②✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✱
t❤r♦✉❣❤ s❧✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❼ ■♥ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ✇❤❡♥ ✈ ✐s ♥♦t ✈❛r✐❡❞✱ ♦r ✐♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ✇❤❡♥ ✈ ✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧✱ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✈ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞
❜② ❢♦r✇❛r❞ ♣❛rt✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❼ ■♥ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ✇❤❡♥ ✈ ✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧✱ ♦r ✐♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ✇❤❡♥ ✈ ✐s ♥♦t ✈❛r✐❡❞✱ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✈ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞ s❧✐❝✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❆❉ ♠♦❞❡❧✳

♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ♥❛ï✈❡ t❛♥❣❡♥t ✇✐t❤ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s

① ❂ ❛✯❜

❛ ❂ ✺✳✵

❞ ❂ ❛✯❝

❡ ❂ ❛✴①

❡❂❢❧♦♦r✭❡✮

①❞ ❂ ❛✯❜❞ ✰ ❛❞✯❜

① ❂ ❛✯❜

❛❞ ❂ ✵✳✵

❛ ❂ ✺✳✵

❞❞ ❂ ❛✯❝❞ ✰ ❛❞✯❝

❞ ❂ ❛✯❝

❡❞❂❛❞✴①✲❛✯①❞✴①✯✯✷

❡ ❂ ❛✴①

❡❞ ❂ ✵✳✵

❡ ❂ ❢❧♦♦r✭❡✮

① ❂ ❛✯❜

❛ ❂ ✺✳✵

❞❞ ❂ ❛✯❝❞

❞ ❂ ❛✯❝

❡ ❂ ❛✴①

❡ ❂ ❢❧♦♦r✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❚❛♥❣❡♥t ❆❉ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥ts ❛r❡ ❛✱ ❜✱ ❝✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥ts
❛r❡ ❞✱ ❡✳ P❛rt✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❛ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♥♦t ✈❛r✐❡❞ ❛❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✺✳✵✳
❙❧✐❝✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❡ ❜❡✐♥❣ ♥♦t ✉s❡❢✉❧ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ tr✉♥❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❧ t♦ ❢❧♦♦r✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t❤❛t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t❤❛t
❜❡❝♦♠❡ ♥✉❧❧ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡s❡t t♦ ✵✳✵✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t✲③❡r♦✳ ❚❤✐s
❤❛♣♣❡♥❡❞ t✇✐❝❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳ ❚❤✐s s♣❛r❡s t❤❡ r❡s❡t st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡①t
✐♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ♣❛② s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♠❡r❣❡s ❛ ❜r❛♥❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t✲③❡r♦ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t✲③❡r♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡s❡t t♦
✵✳✵ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✢♦✇ ♠❡r❣❡s✳ ❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t✲③❡r♦ t❛❝t✐q✉❡ ②✐❡❧❞s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❣❛✐♥✱ ❛t t❤❡ ❝♦st
♦❢ ❡①tr❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r ❝❛♥ t✉r♥ ♦✛ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t✲③❡r♦
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✲❧✐♥❡ ♦♣t✐♦♥✳

✹✳✼ ▼✉❧t✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥

■t ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ ❛t t❤❡
s❛♠❡ ♣♦✐♥t X ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✱ ❜✉t ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s❡ts ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s Ẋ ♦r Y ✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ s❛✇ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ▼❛tr✐① ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t X ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ Ẋ ✐♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✱ ♦r
❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ Y ✐♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡✳
❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♦rts ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✱
r❡❣❛r❞❧❡ss t❛♥❣❡♥t ♦r ❛❞❥♦✐♥t✿

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✷✷ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

❼ s♦♠❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❼ s♦♠❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✉s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❝♦❞❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ r❡t✉r♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞❧❡ss
♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❝t♦r❡❞ ♦✉t✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡♠✉❧t✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦❞❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞
✐♥t♦ ❛♥ ❡①tr❛ ❧♦♦♣ ♦♥ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ẋ✳

❋✐❣✉r❡ ✾ ✐❧❧✉str❛t❡s ♠✉❧t✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s Ẋ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡❞ t②♣❡✱ ♦r ♦❢ ❛rr❛② t②♣❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡❡♣❡st ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ s♦ t❤❛t t❛❦✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥
❡❛s✐❧② tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ t❛♥❣❡♥t ♠✉❧t✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧

❙❯❇❘❖❯❚■◆❊ ●✭①✱②✮

❘❊❆▲ ✿✿ ①✱ ②✭✯✮

❊❳❚❊❘◆❆▲ ❋

❘❊❆▲ ✿✿ ❋

① ❂ ① ✰ ②✭✷✮

① ❂ ①✯①

②✭✶✵✮ ❂ ①✯❋✭②✭✾✮✮

❊◆❉ ❙❯❇❘❖❯❚■◆❊ ●

❙❯❇❘❖❯❚■◆❊ ●❴❉✭①✱①❞✱②✱②❞✮

❘❊❆▲ ✿✿ ①✱ ②✭✯✮

❘❊❆▲ ✿✿ ①❞✱ ②❞✭✯✮

✳✳✳

①❞ ❂ ①❞ ✰ ②❞✭✷✮

① ❂ ① ✰ ②✭✷✮

①❞ ❂ ①❞✯① ✰ ①✯①❞

① ❂ ①✯①

r❡s✉❧t✶❞ ❂

❋❴❉✭②✭✾✮✱②❞✭✾✮✱r❡s✉❧t✶✮

②❞✭✶✵✮ ❂ ①❞✯r❡s✉❧t✶

✰ ①✯r❡s✉❧t✶❞

②✭✶✵✮ ❂ ①✯r❡s✉❧t✶

❊◆❉ ❙❯❇❘❖❯❚■◆❊ ●❴❉

❙❯❇❘❖❯❚■◆❊ ●❴❉❱✭①✱①❞✱②✱②❞✱

♥❜❞✐rs✮

❯❙❊ ❉■❋❋❙■❩❊❙

❘❊❆▲ ✿✿ ①✱ ②✭✯✮

❘❊❆▲ ✿✿ ①❞✭♥❜❞✐rs♠❛①✮

❘❊❆▲ ✿✿ ②❞✭♥❜❞✐rs♠❛①✱✯✮

✳✳✳

❘❊❆▲ ✿✿ r❡s✉❧t✶❞✭♥❜❞✐rs♠❛①✮

■◆❚❊●❊❘ ✿✿ ♥❜❞✐rs✱ ♥❞

① ❂ ① ✰ ②✭✷✮

❉❖ ♥❞❂✶✱♥❜❞✐rs

①❞✭♥❞✮ ❂ ①❞✭♥❞✮ ✰ ②❞✭♥❞✱ ✷✮

①❞✭♥❞✮ ❂ ①❞✭♥❞✮✯① ✰ ①✯①❞✭♥❞✮

❊◆❉ ❉❖

① ❂ ①✯①

❈❆▲▲ ❋❴❉❱✭②✭✾✮✱②❞✭✿✱✾✮✱

r❡s✉❧t✶✱r❡s✉❧t✶❞✱♥❜❞✐rs✮

❉❖ ♥❞❂✶✱♥❜❞✐rs

②❞✭♥❞✱ ✶✵✮ ❂ ①❞✭♥❞✮✯r❡s✉❧t✶

✰ ①✯r❡s✉❧t✶❞✭♥❞✮

❊◆❉ ❉❖

②✭✶✵✮ ❂ ①✯r❡s✉❧t✶

❊◆❉ ❙❯❇❘❖❯❚■◆❊ ●❴❉❱

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚❛♥❣❡♥t ●❴❉ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ t❛♥❣❡♥t ●❴❉❱ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ●✳
♥❜❞✐rs♠❛① ✐s ❛ st❛t✐❝ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♠♦❞✉❧❡ ❉■❋❋❙■❩❊❙✱ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❡①tr❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆r❣✉♠❡♥t ♥❜❞✐rs ✭≤♥❜❞✐rs♠❛①✮ ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r✉♥✳

❚❛♣❡♥❛❞❡ ♠❛❦❡s ❛ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛t❡❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ s❛❢❡❧② ♠♦✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦❞❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ t♦♦❧ t♦ ❣r♦✉♣
❧♦♦♣s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❡r❣❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤✐s
r❡❞✉❝❡s ❧♦♦♣ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✾✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✱
t❤✐s ❜✉✐❧❞s ❧❛r❣❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❝t✐♦♥s ❡✳❣✳ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ❧✐❦❡ ❖♣❡♥▼P✳

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✷✸

❆t ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠✉❧t✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r
t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦♠❡ s✐③❡❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐t✳

✹✳✽ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s

❋r♦♠ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥❝❡r♥ ♦♥❧② t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❆❉✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s
❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❚❛♣❡♥❛❞❡ ❝❧❡❛r❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥❧②
✇♦rt❤ t❤❡ ❡✛♦rt✳

❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡s ❡❧❡♠❡♥t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
❝♦❞❡✱ s✉❝❤ ❛s s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥str✉❝t✐♦♥s ♠❡r❣✐♥❣ r❡❧✐❡s ♦♥ ❚❛♣❡♥❛❞❡ r✉♥♥✐♥❣ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡
❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ❣r❛♣❤✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❧♦❝❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦✱ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡
♥♦t r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ ❝♦♠♣✐❧❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❡♣✲❤♦❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞♦❡s♥✬t ❦♥♦✇
t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦✿

r❡s ❂ ✭t❛✉✲✇✭✐✱❥✮✮✯❣✭✐✱❥✮✯✭③✭❥✮✲✷✳✵✮✴✈✭❥✮

❣✭✐✱❥✮ ❂ r❡s✯✈✭❥✮

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢t❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❛♣❡♥❛❞❡
❞♦❡s ♥♦t ❧♦♦❦ ❢♦r ❝♦♠♠♦♥ s✉❜✲❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✱ ❜✉t ❛t ❧❡❛st ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ♦♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❆❉✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s

♥❛ï✈❡ ❛❞❥♦✐♥t s♣❧✐t ❛♥❞ ♠❡r❣❡

r❡s❜ ❂ ✈✭❥✮✯❣❜✭✐✱ ❥✮

✈❜✭❥✮ ❂ ✈❜✭❥✮ ✰ r❡s✯❣❜✭✐✱ ❥✮

❣❜✭✐✱ ❥✮ ❂ ✵✳✵

t❛✉❜ ❂ t❛✉❜

✰✭③✭❥✮✲✷✳✵✮✯❣✭✐✱ ❥✮✯r❡s❜✴✈✭❥✮

✇❜✭✐✱ ❥✮ ❂ ✇❜✭✐✱ ❥✮

✲❣✭✐✱ ❥✮✯✭③✭❥✮✲✷✳✵✮✯r❡s❜✴✈✭❥✮

❣❜✭✐✱ ❥✮ ❂ ❣❜✭✐✱ ❥✮

✰✭③✭❥✮✲✷✳✵✮✯✭t❛✉✲✇✭✐✱ ❥✮✮✯r❡s❜✴✈✭❥✮

③❜✭❥✮ ❂ ③❜✭❥✮

✰✭t❛✉✲✇✭✐✱ ❥✮✮✯❣✭✐✱ ❥✮✯r❡s❜✴✈✭❥✮

✈❜✭❥✮ ❂ ✈❜✭❥✮

✲✭t❛✉✲✇✭✐✱ ❥✮✮✯❣✭✐✱ ❥✮✯✭③✭❥✮✲✷✳✵✮✯r❡s❜✴✈✭❥✮✯✯✷

r❡s❜ ❂ ✈✭❥✮✯❣❜✭✐✱ ❥✮

t❡♠♣ ❂ ✭③✭❥✮✲✷✳✵✮✴✈✭❥✮

t❡♠♣❜✵ ❂ t❡♠♣✯❣✭✐✱ ❥✮✯r❡s❜

t❡♠♣❜ ❂ ✭t❛✉✲✇✭✐✱ ❥✮✮

✯❣✭✐✱ ❥✮✯r❡s❜✴✈✭❥✮

✈❜✭❥✮ ❂ ✈❜✭❥✮

✰r❡s✯❣❜✭✐✱ ❥✮ ✲t❡♠♣✯t❡♠♣❜

❣❜✭✐✱ ❥✮ ❂ t❡♠♣

✯✭t❛✉✲✇✭✐✱ ❥✮✮✯r❡s❜

t❛✉❜ ❂ t❛✉❜ ✰ t❡♠♣❜✵

✇❜✭✐✱ ❥✮ ❂ ✇❜✭✐✱ ❥✮ ✲ t❡♠♣❜✵

③❜✭❥✮ ❂ ③❜✭❥✮ ✰ t❡♠♣❜

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s

s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞
❜✉✐❧t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❖♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ❡①❛♠♣❧❡✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t r❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡s✱ ✐s ♣❛ss✐✈❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✵✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥ts✱ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❛t t❤r❡❡ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞
❛r❡ ✇♦rt❤ ❜❡✐♥❣ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♥❛♠❡❧②✱ ✭③✭❥✮✲✷✳✵✮✴✈✭❥✮✱ ❣✭✐✱ ❥✮✯✭③✭❥✮✲✷✳✵✮✯r❡s❜✴✈✭❥✮✱ ❛♥❞
✭t❛✉✲✇✭✐✱ ❥✮✮✯❣✭✐✱ ❥✮✯r❡s❜✴✈✭❥✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣
✈❜✭❥✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❣❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❡ st❛t❡♠❡♥t r❡s❡ts ❣❜✭✐✱ ❥✮ t♦ ③❡r♦ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❧❛t❡r ✐♥❝r❡✲
♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ ❛❢t❡r ❛❧❧ t❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣✳

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✷✹ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

✹✳✾ ■♠♣r♦✈✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛♣♣❧✐❡s s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✉s❡❧❡ss
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤r❡❡ s✉❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s♦ t❤❛t ✐ts ❛❞❥♦✐♥t
❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✐ts ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✿

♥ ❂ ■◆❉✶✭✐✮

❇✭♥✮ ❂ ✭❆✭♥✮✰❇✭♥✮✮✯✵✳✺

❆✭♥✮ ❂ ❆✭♥✮✰①

❝ ❂ ❆✭♥✮✯❇✭♥✮

❆✭♥✮ ❂ ❆✭♥✮✯❆✭♥✰✶✮

♥ ❂ ■◆❉✷✭✐✮

❩✭♥✮ ❂ ❩✭♥✮ ✰ ❝

♥ ❂ ■◆❉✷✭✐✰✶✮

❝ ❂ ❆✭♥✮✴❇✭♥✮

❚✭♥✮ ❂ ❚✭♥✮ ✲ ❝

❋✐❣✉r❡ ✶✶ s❤♦✇s t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡s ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❉✐✛✲
❧✐✈❡♥❡ss ✐s ❛❜♦✉t ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣✱ t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ♥❡❡❞❡❞
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r r❡s✉❧t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧t ❜✉t ♥♦t ❢♦r ❛♥② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❛t t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡ ♠✉st ♥♦t ❜♦t❤❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ❛r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❧✐❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ t♦ t❛❦❡ ❛✇❛② ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤✐s
s❧✐❝✐♥❣ ❣♦❡s ❜❛❝❦✇❛r❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣✳

❆t ✜rst s✐❣❤t✱ t❤✐s s❧✐❝✐♥❣ ✐s ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♠♣❛❝t ❛s ✐t ❛♣♣❧✐❡s ♦♥❧② ✏♥❡❛r✑ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
s✇❡❡♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ ❡♥❞✲✉s❡rs r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧t✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s s❧✐❝✐♥❣ ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✲❧✐♥❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
s❧✐❝✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇❤❡r❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✵✮✱ ✐✳❡✳
❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ❛♥❞ ✐ts ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♠❡❡t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
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❛❜✭♥✰✶✮ ❂ ❛❜✭♥✰✶✮

✰❛✭♥✮✯❛❜✭♥✮

❛❜✭♥✮ ❂ ❜✭♥✮✯❝❜

✰❛✭♥✰✶✮✯❛❜✭♥✮

❜❜✭♥✮ ❂ ❜❜✭♥✮

✰❛✭♥✮✯❝❜

①❜ ❂ ①❜ ✰ ❛❜✭♥✮

❛❜✭♥✮ ❂ ❛❜✭♥✮

✰✵✳✺✯❜❜✭♥✮

❜❜✭♥✮ ❂ ✵✳✺✯❜❜✭♥✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❉✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ❚❇❘✱ ❛♥❞ r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t♦ ❛ s♠❛❧❧
❡①❛♠♣❧❡

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✷✻ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

✹✳✶✵ ❈❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣

❈❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✷✮ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ r✉♥✲t✐♠❡ ❛♥❞
♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st♦r❡✲❛❧❧ str❛t❡❣②✱
❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ❈ ♦❢ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ P❂❯❀❈❀❉ ❛♠♦✉♥ts t♦ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
♥♦r♠❛❧ t✇♦✲s✇❡❡♣ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ P

P =
−→
P ;
←−
P =

−→
U ;
−→
C ;
−→
D ;
←−
D ;
←−
C ;
←−
U ;

❜②
P =
−→
U ; •; C;

−→
D ;
←−
D ; ◦;

−→
C ;
←−
C ;
←−
U ,

✇❤❡r❡ • ❛♥❞ ◦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st♦r❡ ❛♥❞ r❡st♦r❡ ❛ s♥❛♣s❤♦t ✐✳❡✳ ✏❡♥♦✉❣❤✑ ✈❛❧✉❡s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r r✉♥s ♦❢ ❈ ❛♥❞ ♦❢

−→
C ;
←−
C ❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐s t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ❈

❛♥❞ ❢♦r ❉ ❛r❡ ♥❡✈❡r st♦r❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦st ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♠❡♠♦r②
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛ r✉♥ ♦❢ ❈✳

❇② ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡s ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛t ❡✈❡r②
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥❡st❡❞ ❥✉st ❧✐❦❡ ❝❛❧❧s ❛r❡ ♥❡st❡❞✳ ❈❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s
r❛❞✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✷✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝❛❧❧ t♦

❲✐t❤♦✉t ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ❲✐t❤ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣

② ❂ ❋❖❖❴❋❲❉✭❛✱ ①✱ ✷✳✺✮

✳✳✳

❈❆▲▲ ❋❖❖❴❇❲❉✭❛✱ ①✱ ①❜✱ ✷✳✺✱ ❞✉♠♠②❜✱ ②❜✮

❈❆▲▲ P❯❙❍❘❊❆▲✹✭❛✮

❈❆▲▲ P❯❙❍❘❊❆▲✹✭①✮

② ❂ ❋❖❖✭❛✱ ①✱ ✷✳✺✮

✳✳✳

❈❆▲▲ P❖P❘❊❆▲✹✭①✮

❈❆▲▲ P❖P❘❊❆▲✹✭❛✮

❈❆▲▲ ❋❖❖❴❇✭❛✱ ①✱ ①❜✱ ✷✳✺✱ ❞✉♠♠②❜✱ ②❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧

❋❖❖ ✐s ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t❡❞✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ st♦r❡s ❛ s♥❛♣s❤♦t ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ s✐t❡✱ t❤❡♥
❝❛❧❧s ♣❧❛✐♥ ❋❖❖✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ r❡st♦r❡s t❤❡ s♥❛♣s❤♦t✱ t❤❡♥ ❝❛❧❧s ❋❖❖❴❇ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤
❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣s ❢♦r ❋❖❖✳

❲❤❡♥ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❈✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
−→
C ;
←−
C ✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥

t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
−→
D ;
←−
D t❤❛t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❞✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✾ ❜❡❛r ♠♦r❡ ❢r✉✐t ✇❤❡♥ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♣❡♥s
♠♦r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥ ❆❉
t♦♦❧ s❤♦✉❧❞ r❡st❛rt t❤❡ st❛t✐❝ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t❡❞ ♣❛rt✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝♦✈❡r
t❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♠❡♥❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝✲
t✐✈❡ ✩❆❉ ◆❖❈❍❊❈❑P❖■◆❚ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡s ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛❧❧✳ ❚♦ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ ❛❧❧ ❝❛❧❧s✱ ❛tt❛❝❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❡❛❞❡r ✐ts❡❧❢✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❞✐r❡❝t✐✈❡s ✩❆❉ ❈❍❊❈❑P❖■◆❚✲❙❚❆❘❚ ❛♥❞ ✩❆❉ ❈❍❊❈❑P❖■◆❚✲❊◆❉ ❞❡✜♥❡ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡ ✭✇❡❧❧✲str✉❝t✉r❡❞✮ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❧♦♦♣s✱ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ✩❆❉ ❇■◆❖▼■❆▲✲❈❑P ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♦♣ ❤❡❛❞❡r t❡❧❧s ❚❛♣❡♥❛❞❡ t♦
❛♣♣❧② ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✐❛❧ str❛t❡❣② t♦ ❛♣♣❧② t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡
❧♦♦♣s s✉❝❤ ❛s t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ ❧♦♦♣s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ✩❆❉ ■■✲▲❖❖P ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♦♣ ❤❡❛❞❡r
t❡❧❧s ❚❛♣❡♥❛❞❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦♦♣ ❤❛s ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ■t❡r❛t✐♦♥s✳ ❈❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r② st♦r❛❣❡ ❬✶✵❪✳

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✷✼

✹✳✶✶ ❆❞❥♦✐♥t ♦❢ ❛rr❛② ♥♦t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡s ♥✐❝❡❧② t♦ ❋♦rtr❛♥ ❛rr❛② ♥♦t❛t✐♦♥✳ ■t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✉♠ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t t✉r♥ ❛ s❝❛❧❛r ✐♥t♦ ❛♥ ❛rr❛②✳ ▼❛s❦s ❛♥❞ ✇❤❡r❡

❣✉❛r❞s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❝❤❡❝❦❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✬s ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❧✐❦❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳

♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❞❥♦✐♥t

❛✭✿✮ ❂ ✷✳✾✯❛✭✿✮ ✰ ① ①❜ ❂ ①❜ ✰ ❙❯▼✭❛❜✭✿✮✮

❛❜✭✿✮ ❂ ✷✳✾✯❛❜✭✿✮
s ❂ s

✰ ❙❯▼✭❛✭✿✮✯①✱ ♠❛s❦❂❜✭✿✮❃✵✮

①❜ ❂ ①❜ ✰ s❜✯❙❯▼✭❛✭✿✮✱ ♠❛s❦❂❜✭✿✮❃✵✮

✇❤❡r❡✭❜✭✿✮❃✵✮ ❛❜✭✿✮ ❂ ❛❜✭✿✮ ✰ ①✯s❜
✇❤❡r❡✭t✭✿✮❁✵✮ ❛✭✿✮ ❂ r✯r r❜ ❂ r❜ ✰ ✷✳✵✯r✯❙❯▼✭❛❜✭✿✮✱ ♠❛s❦❂t✭✿✮❁✵✮

✇❤❡r❡✭t✭✿✮❁✵✮ ❛❜✭✿✮ ❂ ✵✳✵
❛✭✶✿♥✮ ❂ ❝✭✵✿♥✲✶✮

✯❙❯▼✭❞✭✿✱✿✮ ❞✐♠❂✷✮

❝❜✭✵✿♥✲✶✮ ❂ ❝❜✭✵✿♥✲✶✮ ✰ ❙❯▼✭❞✭✿✱✿✮✱❞✐♠❂✷✮✯❛❜✭✶✿♥✮

❞❜✭✿✱✿✮ ❂ ❞❜✭✿✱✿✮ ✰ ❙P❘❊❆❉✭❝✭✵✿♥✲✶✮✯❛❜✭✶✿♥✮✱♥✱✷✮

❛❜✭✶✿♥✮ ❂ ✵✳✵

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❆❞❥♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡ ❋♦rtr❛♥ ❛rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s

✺ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t❡s ♦♥ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ❢r♦♠ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❛rt ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥❛❧②s❡s
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ r✉♥✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ♥❡❝❡ss❛r② ❞❡t❛✐❧✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧②
t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t
✇❛②✱ ♥❛♠❡❧② ✇✐t❤ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❤❡② ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❢♦r♠❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❆❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡✐r ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✶ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✹ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♦✉r ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡s✳ ■♥ ✐ts
❧❡❢t ♣❛rt✱ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❛t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
r✉♥♥✐♥❣ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ✐t✳ ❆ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s t❤❛t ❡✣❝✐❡♥t ❆❉ ❛♥❛❧②s❡s ♠✉st
❜❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ t❤✐♥❣ ❛s s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✿ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡
♠✉st ❜❡ ♣❛rs❡❞✱ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❥♦✐♥t❧②✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✹ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r ✐♥ t❤❛t
❚❛♣❡♥❛❞❡ ♣r♦❞✉❝❡s ✐ts r❡s✉❧t ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦❞❡✳
❚❤✐s ✐♠♣♦s❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ r❡s✉❧t r❡❛❞❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✉♥❧✐❦❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ st♦r❡ t❤❡ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤✐s ♦r❞❡r ✐s ✉s❡❧❡ss ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s✱ ❛s ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥t♦ s②♠❜♦❧ t❛❜❧❡s✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛
♠❛t❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r✳

▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ ♣❛rs✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥♣❛rs✐♥❣ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✲
s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ■♠♣❡r❛t✐✈❡
▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭■▲✮✳ ■▲ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦♥❝r❡t❡ s②♥t❛①✱ ✐✳❡✳ ♥♦ t❡①t✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ P❛rs✐♥❣ ❛♥② s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ■▲ tr❡❡✱ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ■▲ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■▲ ♣r♦✈✐❞❡s
❡♥♦✉❣❤ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥str✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣r♦♠♦t❡❞✿
❛t ♣r❡s❡♥t✱ ✼✶ ■▲ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❋♦rtr❛♥ ❛♥❞ ❈✱ ✺✺ ❛r❡ ❋♦rtr❛♥✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ✷✻ ❛r❡
❈✲s♣❡❝✐✜❝✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✶✾ ♦♣❡r❛t♦rs ❡①✐st ✐♥ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ❢♦r ❖❜❥❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ Pr♦♠♦t✐♦♥ ♦❢
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♠♣❧✐❡s ✭r❡✈❡rs✐❜❧❡✮ tr❡❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❈✲st②❧❡ ♣♦✐♥t❡r ❛❝❝❡ss ♠❡t❤♦❞s ♦r ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱
♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤❛♥ ♣❧❛✐♥ ■▲ tr❡❡s✳
❚❤✐s ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✺✱ ❛♥❞ ✐ts ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆s ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦
♠❛❦❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❡❛s② ❛❝❝❡ss
t♦ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤ ✐s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✺✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
✸ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛rr♦✇s✿ ❚♦♣ ❝♦♥t❛✐♥s ▼✸ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s P✺✱ ▼✺ ✐♠♣♦rts ✭♦r ✉s❡s✮ ▼✸✱ P✼ ❝❛❧❧s P✺✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✇❡❡♣ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ❣r❛♣❤✱ ✈✐s✐t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♣♦ss✐❜❧② r❡♣❡❛t❡❞❧② ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱
❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ ✐s ❜✉✐❧t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❆t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✱ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s
❛r❡ ❇❛s✐❝ ❇❧♦❝❦s ✭s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐sts ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❛rr♦✇s ❛r❡ ❥✉♠♣s ❢r♦♠ ❛ ❇❛s✐❝ ❇❧♦❝❦
t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✺✱ ❛❧❧ t❤❡ ✢♦✇ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇
❣r❛♣❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❇❛s✐❝ ❇❧♦❝❦ ❢♦r ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ✉♥✐ts s✉❝❤ ❛s ♠♦❞✉❧❡s✳ ❲❤❡♥ s❡✈❡r❛❧
❛rr♦✇s ✢♦✇ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❇❛s✐❝ ❇❧♦❝❦✱ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❇❛s✐❝ ❇❧♦❝❦ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
✐♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ❛rr♦✇ t❛❦❡♥ ❛t r✉♥✲t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✉♥✐❢♦r♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇
♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s t♦ s✇❡❡♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛ ✢♦✇✲s❡♥s✐t✐✈❡
✇❛②✳ ■t ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t♦♦❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✱
❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝♦❞❡ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ t♦ t❤❡ ■▲
❚r❡❡ r❡❜✉✐❧❞❡r✳ ■♥ t❤❡♦r② t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✱ s✐♥❝❡
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✏❡①❡❝✉t❡❞✑✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♦r❞❡r ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❡♥❤❛♥❝❡s r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
❝♦❞❡✳

❊✣❝✐❡♥t ❛❝❝❡ss ❢r♦♠ ❛ s②♠❜♦❧ ♥❛♠❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t②♣❡ ✳ ✳ ✳ ✮ t♦ ✐ts r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❡♥s✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡s✱ s❦❡t❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✺✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❛t❛✲
✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❡✣❝✐❡♥t ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤ ♥♦❞❡✭s✮

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✷✾

Unit: P7
(procedure)

Unit: M6
(module)

Unit: P5
(procedure)

Unit: M3
(module)

Unit: Top
(root level)

if (...)

module M3

module M6

procedure P5(...)

real :: A(:),b

integer :: i

do i=1,50

A(i) = b*i

use M3

real :: v = 2.0

procedure P7(...)

integer :: i

if (...)

real :: tmp

v = ...

call P5(...)

do i=1,9

root Symbol Table:

M6: module

M3: module

Symbol Table of M3:

P5: procedure

Symbol Table of P5:

A: variable, real(:)

b: variable, real

i: variable, integer

Symbol Table of M3 (copy):

P5: procedure

Symbol Table of M6:

P7: procedure

v: variable, real

Symbol Table of P7:

i: variable, integer

Local Symbol Table:

tmp: variable, real

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ■♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥s✐❞❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✸✵ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❤❡♥ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛②✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡s ✉s❡ ❛ ❤❛s❤ ❝♦❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛ tr❡❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s❝♦♣✐♥❣✳ ❆ ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞
❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♥❛♠✐♥❣✱ ✇❤❡♥ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠ ❡❧❡♠❡♥t ✏✐♠♣♦rts✑ ♦r ✏✉s❡s✑
✐t✳ ❊❛❝❤ ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡ s❡❡s t❤❡ s②♠❜♦❧s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✐ts ♣❛r❡♥t ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡✳ ❊❛❝❤ ❇❛s✐❝
❇❧♦❝❦ ❤❛s ❛ ❧✐♥❦ t♦ t❤❡ ❞❡❡♣❡st ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡ ✐t ❝❛♥ s❡❡✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠❜♦❧
❢r♦♠ ❛ ❇❛s✐❝ ❇❧♦❝❦ st❛rts ❢r♦♠ t❤✐s ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐❢ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t
❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧② ✉♥t✐❧ t❤❡ ✏r♦♦t✑ ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡✳

▼♦st s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤❡ ❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦✐♥❞ ✭✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ✳ ✳ ✮
❛ t②♣❡✱ ❛♥❞ ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✐s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❛♠❡✱ ✐ts ❡♥tr② ✐♥ t❤❡
❙②♠❜♦❧ ❚❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤✱ ✐ts❡❧❢ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❝❛❧❧❡rs ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❡s✳ ❚❤✐s ♥♦❞❡ ✐♥ t✉r♥ ❤❛s ❛ ❧✐♥❦ t♦ ✐ts ✢♦✇ ❣r❛♣❤✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❧✐♥❦s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡ ✶✺ ✐s ♥♦t s♦ ✐♥tr✐❝❛t❡ ❛❢t❡r ❛❧❧✳
❚❤✐s ✐s ❛❜♦✉t ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢
❚❛♣❡♥❛❞❡✳

❆t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ t❤❡ ■▲ ❚r❡❡
✐ts❡❧❢✱ ❛s t❤❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❛❞❡q✉❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤✐s tr❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ✐❢✲
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧ ♥❡st❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st s♣❧✐t
t❤✐s ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ s✐♠♣❧❡r ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ❢❛r ❧❡ss
s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❛♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳

❲❤❡♥ ❛ s②♠❜♦❧ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ st♦r❛❣❡ ✭❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦r ❛
❝❧❛ss✮✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ✭❜✉♥❝❤ ♦❢✮ ✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ✐ts ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥✭s✮✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ❛❧❧ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❜✐ts❡ts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs✱ ❝❛❧❧❡❞ ③♦♥❡s✳
❆ s❝❛❧❛r ♦r ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s❝❛❧❛rs r❡❝❡✐✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ③♦♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ♦❜❥❡❝t
r❡❝❡✐✈❡s ♦♥❡ ③♦♥❡ ♣❡r ✏❝♦♠♣♦♥❡♥t✑ ♦r ✏✜❡❧❞✑✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s ❣r❡❛t❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s✳

✺✳✷ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s

❙t❛t✐❝ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ❬✶❪ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ st❡♣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
❛❧♠♦st ❡✈❡r② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ ♦✉r ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡❞ ❛ ♥❡✇ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛✲
✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ s❤♦✇s t❤❡♠ ❛❧❧✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛ ❞❛t❛✲✢♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ■♥❢♦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝♦❞❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❜❡❢♦r❡ ♦r ❛❢t❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥str✉❝t✐♦♥ I✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ ■♥❢♦−(I) ✭r❡s♣✳
■♥❢♦+(I)✮ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■♥❢♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ ✭r❡s♣✳ ❛❢t❡r✮ I✳

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r✉♥ t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ❆❉✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s❡s t❤❛t ❛r❡
♥❡❡❞❡❞ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✿

❼ P♦✐♥t❡r ❛♥❛❧②s✐s ✜♥❞s ♣♦✐♥t❡r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ t❡❧❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✐♥t❡r✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛r❣❡ts ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡①
♣♦✐♥t❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❆❉ ❛♥❞ ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❼ ■♥✲♦✉t ❛♥❛❧②s✐s ✜♥❞s ✐♥✲♦✉t s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡
s❡ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♠❛② ♦r ♠✉st ❜❡ r❡❛❞ ♦r ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t❡
♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❢♦✉r ❜♦♦❧❡❛♥s ♣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ tr✉❡ ✇❤❡♥ ❞✉r✐♥❣
s♦♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛② ❜❡

✕ r❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥✱

✕ r❡❛❞ ❛♥❞ ♥♦t ♦✈❡r✇r✐tt❡♥✱

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✸✶

✕ ♥♦t ✉s❡❞ ❜✉t ♦✈❡r✇r✐tt❡♥✱

✕ ♥❡✐t❤❡r ✉s❡❞ ♥♦r ♦✈❡r✇r✐tt❡♥✳

❚❤❡ ✐♥✲♦✉t s❡ts ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ I ✐♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ s❡ts ❈st(I) ✭r❡s♣✳
❉❡❛❞(I)✮ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♠✉st✲r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✭r❡s♣✳ ✉♥✉s❡❞✮ ❢r♦♠ t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ t✐❧❧
t❤❡ ❡①✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s ❛ s✐❞❡ ❡✛❡❝t✱ ✐♥✲♦✉t ❛♥❛❧②s✐s ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡ ♦❢ ✉♥✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✇❛r♥✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❆❉✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✐♥♦r ✐ss✉❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛♥❛❧②s❡s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ♣♦✐♥t❡r
❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♦✉t s❡ts✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥t❡r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s
♦♥ ✐♥✲♦✉t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❞✐❝t❛t❡s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ r✉♥✳
P♦✐♥t❡r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥✲♦✉t s❡ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧♠♦st ❛❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳

❚❤❡♥ ❝♦♠❡ t❤❡ ❆❉✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝✳ ✹✳ ❚❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✻✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛❝t✐✈✐t②
❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝✳ ✹✳✻✳ ❚❤❡♥ ❝♦♠❡ ❞✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞
❚❇❘ ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝✳ ✹✳✾✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠❡s ❛❞❥♦✐♥t✲♦✉t
❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦ts ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣✱ ❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ❋♦r
❡✣❝✐❡♥❝② r❡❛s♦♥s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s❡s ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❝♦♠♣✉t❡ ✉s❡✲
❢✉❧ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❞✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t✲♦✉t ❛♥❛❧②s❡s✿ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞✐✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❇❘ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t✲♦✉t ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡
❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❆❉✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❆❉✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛❧②s❡s✳

❼ ❆❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ♣r♦♣❛✲
❣❛t❡s ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ❱❛r✐❡❞ s❡t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇❛② ♦♥ s♦♠❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥♣✉t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❜❛❝❦✇❛r❞s t❤❡ ❯s❡❢✉❧ s❡t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ s♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✉t♣✉t ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇❛②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✏❞❡♣❡♥❞s
✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇❛② ♦❢✑ ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡ ♦♥ ❝♦❞❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡✿

❱❛r✐❡❞+(I) = ❱❛r✐❡❞−(I)⊗❉✐✛✲❞❡♣(I)

❯s❡❢✉❧−(I) = ❉✐✛✲❞❡♣(I)⊗❯s❡❢✉❧+(I)

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ❉✐✛✲❞❡♣(I) ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❢♦r❡ I ❛♥❞ ❛❢t❡r I
✐s s✉❝❤ t❤❛t (v1.v2) ∈ ❉✐✛✲❞❡♣(I) ✐✛ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v2 ❛❢t❡r I ❞❡♣❡♥❞s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
✇❛② ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v1 ❜❡❢♦r❡ I✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ⊗ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛s✿

v2 ∈ S ⊗❉✐✛✲❞❡♣(I) ⇐⇒ ∃v1 ∈ S|(v1.v2) ∈ ❉✐✛✲❞❡♣(I)

❛♥❞ ❧✐❦❡✇✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❉✐✛✲❞❡♣(I)⊗S✳ ❲❤❡♥ I ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t❡♠❡♥t s✉❝❤ ❛s
❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱❉✐✛✲❞❡♣(I) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢②✿ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧② ♦♥ ❛❧❧ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①❝❡♣t t❤♦s❡ t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
✇❛② s✉❝❤ ❛s ✐♥❞✐❝❡s ♦r ♦t❤❡r ❛❞❞r❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡♠s❡❧❢ ♦♥❧②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡ v✱
❡✳❣✳ ❛♥ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥t✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ v ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❛❞❞✐♥❣
(v.v) ✐♥t♦ ❉✐✛✲❞❡♣(I)✳ ❲❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ I ✐s ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ P ✱ t❤❡♥ ✇❡
r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❞✐✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ ❉✐✛✲❞❡♣(P )✳ ❚❤❡
❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛t ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ❜r❛♥❝❤❡s✿

❱❛r✐❡❞−(I) =
⋃

J ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ I

❱❛r✐❡❞+(J)

❯s❡❢✉❧+(I) =
⋃

J s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ I

❯s❡❢✉❧−(J)

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼
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Useful
inputs

Analysis

Result

LEGEND :

... used in all analyses below:

Source Internal Representation

Pointer
analysis

Pointer targets

In-Out
analysis

In-Out sets

Detection of
Uninitialized uses

Warning messages Detection of
Aliasing

Warning messages Diff-dependency
analysis

Diff-dep relations
Dependency

analysis

Dep relationsActivity analysis
(Varied and Useful)

Active variables

Diff-liveness
analysis

Diff-live variables

TBR
analysis

TBR variables

Adjoint-out
analysis

Adj-out variables

Tangent
AD

Tangent Internal Representation

Adjoint
AD

Adjoint Internal Representation

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❚❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛♣❡♥❛❞❡

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✸✸

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❥✉st t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✿

❆❝t✐✈❡−(I) = ❱❛r✐❡❞−(I) ∩❯s❡❢✉❧−(I)

❆❝t✐✈❡+(I) = ❱❛r✐❡❞+(I) ∩❯s❡❢✉❧+(I)

❼ ❉✐✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦❢ t❤❡
❞✐✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❉✐✛✲❞❡♣(P ) ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ P ✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✛✲

❞❡♣ ♦❜❥❡❝ts ❛s✿

(v1.v3) ∈ ❉✐✛✲❞❡♣(A)⊗❉✐✛✲❞❡♣(B) ⇐⇒

∃v2|(v1.v2) ∈ ❉✐✛✲❞❡♣(A)&(v2.v3) ∈ ❉✐✛✲❞❡♣(B)

t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❉✐✛✲❞❡♣(P ) ❜② ❛ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦♥ P ✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳ ❈❛❧❧✐♥❣ I0 t❤❡ ❡♥tr② ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ P ✱ I∞ ✐ts ❡①✐t ✐♥str✉❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ■❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡✿

❉✐✛✲❞❡♣+(I0) = ■❞

❉✐✛✲❞❡♣+(I) = ❉✐✛✲❞❡♣−(I)⊗❉✐✛✲❞❡♣(I)
❉✐✛✲❞❡♣−(I) =

⋃

J ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ I

❉✐✛✲❞❡♣+(J)

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❉✐✛✲❞❡♣(P ) ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❉✐✛✲❞❡♣−(I∞)✳

❼ ❉✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ✜♥❞s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♣❡r❢❡❝t❧②
✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts r❡s✉❧ts✱ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ■❢ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❛❞ ❝♦❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❉✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s
♣r♦♣❛❣❛t❡s✱ ❜❛❝❦✇❛r❞s ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❉✐✛✲❧✐✈❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❆t t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✱ ✐t ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
t♦ ∅✳ ❆ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ✐s ❞✐✛✲❧✐✈❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ I ❡✐t❤❡r ✐❢ v ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✐♥str✉❝t✐♦♥ I ′✱ ♦r ✐❢ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ v ✐s ❞✐✛✲❧✐✈❡ ❛❢t❡r I✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇
❡q✉❛t✐♦♥s✿

❉✐✛✲❧✐✈❡−(I∞) = ∅
❉✐✛✲❧✐✈❡−(I) = ✉s❡(I ′) ∪ (❉❡♣(I)⊗❉✐✛✲❧✐✈❡+(I))

t❤❛t ✉s❡ ❉❡♣(I)✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❢♦r❡ I ❛♥❞ ❛❢t❡r I✳ ▲✐❦❡
❉✐✛✲❞❡♣(I)✱ ❉❡♣(I) ✐s ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤❡♥ I ✐s ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ P ✳ ❲❡
❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿

❉✐✛✲❧✐✈❡+(I) =
⋃

J s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ I

❉✐✛✲❧✐✈❡−(J)

❉✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss ♠✉st ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧✿ ❛ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ❤❛s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦r t❤❛t ❝♦♠✲
♣✉t❡s ❛ ❞✐✛✲❧✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❦❡s ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❞✐✛✲❧✐✈❡✳ ❆ ❞✐✛✲❧✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠❛❦❡s
❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐t ✉s❡s ❞✐✛✲❧✐✈❡✳

❼ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉ts
❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ P ✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊗ ❛s ✇❛s
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❉✐✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❖♥❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡
✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✿ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼
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♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐ts❡❧❢✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♠♣✉t❡ ❉❡♣(P ) ❜② ❛ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣
♦♥ P ✱ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❉✐✛✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✿

❉❡♣+(I0) = ■❞

❉❡♣+(I) = ❉❡♣−(I)⊗❉❡♣(I)
❉❡♣−(I) =

⋃

J ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ I

❉❡♣+(J)

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❉❡♣(P ) ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❉❡♣−(I∞)✳

❼ ❚❇❘ ❛♥❛❧②s✐s ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❆❉ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙t♦r❡✲❆❧❧ str❛t❡❣②✳
■t ✜♥❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt②
✐s ❞②♥❛♠✐❝✿ ✐t ✐s r❡s❡t t♦ ❢❛❧s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇
✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❚❇❘ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♦✈❡r✇r✐tt❡♥✱ ❛♥❞ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆t s✉❝❤ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥✱
♦✉r ❛❞❥♦✐♥t ❆❉ ♠♦❞❡❧ ✭st♦r❡✲❛❧❧✮ ✇✐❧❧ ✐♥s❡rt st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❣❡ts ♦✈❡r✇r✐tt❡♥
✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡st♦r❡ ✐t ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞
s✇❡❡♣✳ ❚❇❘ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡s✱ ❢♦r✇❛r❞ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❚❇❘ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ✐s ✭❛❝t✉❛❧❧② ♠❛② ❜❡✮ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤✐s s❡t
✐s ❡♠♣t② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡✳ ❆ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ❡♥t❡rs t❤❡ ❚❇❘ s❡t
❛❢t❡r ✐♥str✉❝t✐♦♥ I ✐❢ v ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ I ′✱ ❛♥❞ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s s❡t
✐❢ I ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ v ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦✈❡r✇r✐tt❡♥
❜② I ✭v ∈ ❦✐❧❧(I)✮✳ ❚❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t ❛❜♦✉t I ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡ ❝♦♠❡s
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❞✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s✿

❉✐✛✲♣r❡s❡♥t(I)⇐⇒ ♦✉t(I) ∩❉✐✛✲❧✐✈❡+(I) 6= ∅

❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

❚❇❘+(I) =

{

(❚❇❘−(I) ∪ ✉s❡(I ′)) \ ❦✐❧❧(I) ✐❢❉✐✛✲♣r❡s❡♥t(I),
❚❇❘−(I) ∪ ✉s❡(I ′) ♦t❤❡r✇✐s❡

❚❇❘−(I) =
⋃

J ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ I

❚❇❘+(J)

❼ ❆❞❥♦✐♥t✲♦✉t ❛♥❛❧②s✐s ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❆❉✳ ■t ✜♥❞s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡
✈❛❧✉❡ ♠❛② ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡❧ ♦❢
t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❡q✉❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✐ts ❛❞❥♦✐♥t ✭✐✳❡✳
✐ts ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s❡❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ P ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
P❂❯❀I❀❉ ❛r♦✉♥❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥ I✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ✐ts st❛♥❞❛r❞ t✇♦✲s✇❡❡♣ ❛❞❥♦✐♥t ✐s✿

P =
−→
U ;
−→
I ;
−→
D ;
←−
D ;
←−
I ;
←−
U ,

t❤❡♥❆❞❥✲♦✉t+(I) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛②❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜②
−→
D ;
←−
D ✱ ❛♥❞❆❞❥✲♦✉t−(I) t❤♦s❡

♠♦❞✐✜❡❞ ❜②
−→
I ;
−→
D ;
←−
D ;
←−
I ✳ ❆❞❥♦✐♥t✲♦✉t ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤❡ ❆❞❥✲♦✉t s❡ts ❜❛❝❦✇❛r❞s✱

✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ∅ ❛t t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ P✳ ❆ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ❡♥t❡rs t❤❡ ❆❞❥✲♦✉t ❜❡❢♦r❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥

I ✐❢ ✐t ✐s ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜② t❤❡ I t❤❛t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
−→
I ✭✇❤❡♥ ❉✐✛✲♣r❡s❡♥t(I)✮✳

←−
I ♦♥❧②

♦✈❡r✇r✐t❡s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡s ♥♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
st♦r❡✴r❡st♦r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❚❇❘ ❛♥❛❧②s✐s ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡✿ ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ v ✐s ✐♥ ❚❇❘−(I)✱ ♦r ✇✐❧❧ ❡♥t❡r t❤❡ ❚❇❘ s❡t ❜❡❝❛✉s❡ I ′ ✉s❡s ✐t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙t♦r❡✲❆❧❧

str❛t❡❣② ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r ♦✈❡r✇r✐t✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ t♦ v ✐♥
−→
I ;
−→
D ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❞♦♥❡

✐♥
←−
D ;
←−
I ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ v ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ❆❞❥✲♦✉t−(I)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✸✺

❆❞❥✲♦✉t−(I∞) = ∅

❆❞❥✲♦✉t−(I) =







(❆❞❥✲♦✉t+(I) ∪ ♦✉t (I)) \ (❚❇❘−(I) ∪ ✉s❡(I ′))
✐❢ ❉✐✛✲♣r❡s❡♥t(I),

❆❞❥✲♦✉t+(I) ♦t❤❡r✇✐s❡
❆❞❥✲♦✉t+(I) =

⋃

J s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ I

❆❞❥✲♦✉t−(J)

❲❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛ ❞✐✣❝✉❧t② ❤❡r❡✿ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✾ ✉s❡s t❤❡ ❆❞❥✲♦✉t s❡ts✱ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❚❇❘ s❡ts✱ t❤✉s ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❝②❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❜r❡❛❦ t❤✐s ❝②❝❧❡✱ ❜✉t ✇❡ ❤♦♣❡
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✉s ✜♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❛② t♦ ❞♦ s♦✳

✺✳✸ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❘✉❧❡s ❢♦r ❚❛♥❣❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

❚♦ s♣❡❝✐❢② ❛❝t✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲str✉❝t✉r❡❞
❝♦❞❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❛♥❞ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t s②♥t❛①
tr❡❡✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✐♥❞✉str② ❝♦❞❡s t❤❛t r❡s♣❡❝t str✐❝t ❝♦❞✐♥❣ r✉❧❡s✳
❋♦r ✇❡❧❧✲str✉❝t✉r❡❞ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢
◆❛t✉r❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❬✶✸❪✱ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❬✶✾❪ t❤❛t ✉s❡s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦❣r❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ◆❛t✉r❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s r✉❧❡s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧♠♦st ❛❧❧
t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❢❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t❤❛t r❡q✉✐r❡
❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ❡①❛❝t❧② ❢♦r ❜♦t❤
t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱

❼ ❤♦✇ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❜❡♥❡✜ts t♦ ❛❝t✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱

❼ ❤♦✇ t❤❡ s❧✐❝✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞♦♥❡✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡s❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥② ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s P❘❖▲❖●✳ ❚❤✐s
②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❛♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉ ✐♥
❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ♠✐ss✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s②♥t❛① ❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✿ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐st ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s
♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜❛r✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❤②♣♦t❤❡s✐s
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t r❡str✐❝t ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛r❡ r❡✇r✐t❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❤❛t t✉r♥ ❛ s♦✉r❝❡ tr❡❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥t♦ ❛ r❡✇r✐tt❡♥ ♦♥❡✳
❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡✇r✐tt❡♥ ♣❛tt❡r♥ ❜② ❛ → s✐❣♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡❛r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♥❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ✏✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❛s✑✳ ❚r❡❡ ♣❛tt❡r♥s
♠❛② ❤❛✈❡ tr❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t t❤❡✐r ❧❡❛✈❡s✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✉♣♣❡r✲❝❛s❡ ■❚❆▲■❈❙✱ t❤❛t ❣❡t ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞
❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜✲tr❡❡ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ tr❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
tr❡❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ■▲ tr❡❡s✳ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡♠ ❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ s②♥t❛①✱ ❛❦✐♥ t♦ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ t②♣❡✇r✐t❡r ❢♦♥t✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✇❡ ❣✐✈❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❛♥❞ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✿ ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❛❜str❛❝t s②♥t❛① tr❡❡✱ s♦
t❤❛t ♥♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ ❞❛t❛✲
✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ tr❡❡ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡s ❛s ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t t❤❡ tr❡❡ t♦ ❜❡ t❡st❡❞✳

❼ ✐s❆❝t✐✈❡❊①♣r(❊❳P❘) ✐s tr✉❡ ✐❢ ❊❳P❘ ✐s ✭♦r ✉s❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇❛②✮ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❆❝t✐✈❡−✳

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✸✻ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

❼ ✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧(❈❆▲▲) ✐s tr✉❡ ✐❢ ♦♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❈❆▲▲ ✐s ✭♦r ✉s❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇❛②✮
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❆❝t✐✈❡− ♦r t♦ ❆❝t✐✈❡+✳

❼ ✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛(■) ✐s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ■ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s ❞✐✛✲❧✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✐✳❡✳ ♦✉t(I) ∩❉✐✛✲❧✐✈❡+(I) 6= ∅✳

❼ ✐s❘❡❢(❊❳P❘) ✐s tr✉❡ ✐❢ ❊❳P❘ ✐s ❛ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❡✳❣✳ ① ♦r ❆❬✐❪ ❜✉t ♥♦t ①✯✷✳✵✳

❼ ✐s❉✐✛Pr♦❝(P) ✐s tr✉❡ ✐❢ ✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❛❧❧ t♦ P✳

❼ ✐s❉✐✛❋♦r♠❛❧❆r❣(❆❘●) ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢❡❡❞s ✐♥t♦ t❤✐s
❢♦r♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❆❝t✐✈❡− ♦r t♦ ❆❝t✐✈❡+✳

❼ ✐s❉✐✛(❘❊❋) ✐s tr✉❡ ✐❢ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❘❊❋ r❡❢❡rs t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ❆❝t✐✈❡ ❛t s♦♠❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳

❚❤❡ r✉❧❡s ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ ❢❡✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ s②♠❜♦❧ ♥❛♠❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡
r❡t✉r♥❡❞ ♥❛♠❡ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠✳

❼ ✈❛r◆❛♠❡ ❜✉✐❧❞s ❛ ♥❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❡♥❞✐♥❣
✏❞✑ ✭t❛♥❣❡♥t✴❞♦t✮ ♦r ✏❜✑ ✭❛❞❥♦✐♥t✴❜❛r✮ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡✳

❼ ♣r♦❝◆❛♠❡ ❜✉✐❧❞s ❛ ♥❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣✲
♣❡♥❞✐♥❣ ✏❴❉✑ ♦r ✏❴❇✑ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❛♠❡✳

❼ ♥❡✇❋r❡❡❱❛r ❜✉✐❧❞s ❛ ♥❡✇ ♥❛♠❡ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❣✐✈❡♥ t②♣❡✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ♥❡✇ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s
❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❛t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡✇r✐t❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s

❉❊❈▲❙→
•

❉❊❈▲❙ ❛♥❞ ❉❊❈▲❙→ ❉❊❈▲❙

❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡t❛✐❧ t❤❡ r✉❧❡s t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡♠✳
■♥ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡✱ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❛❧❧ t♦ ✐t ✐s ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡

♦❢ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❝❛❧❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛r❡✿

✐s❉✐✛Pr♦❝✭P✮ P
procName
−−−−−−→

•

P

❆❘●❙→
•

❆❘●❙ ■◆❙❚❘❙→
•

■◆❙❚❘❙ ❉❊❈▲❙→
•

❉❊❈▲❙

♣r♦❝❡❞✉r❡ P ✭ ❆❘●❙ ✮ ④❉❊❈▲❙❀ ■◆❙❚❘❙⑥→ ♣r♦❝❡❞✉r❡
•

P✭
•

❆❘●❙✮ ④
•

❉❊❈▲❙❀
•

■◆❙❚❘❙⑥

✐s❉✐✛❋♦r♠❛❧❆r❣✭❆❘●✮ ❆❘●
varName
−−−−−−→

•

❆❘● ❆❘●❙→
•

❆❘●❙

✭❆❘● ✳ ❆❘●❙✮→ ✭❆❘● ✱
•

❆❘● ✳
•

❆❘●❙✮

✦✐s❉✐✛❋♦r♠❛❧❆r❣✭❆❘●✮ ❆❘●❙→
•

❆❘●❙

✭❆❘● ✳ ❆❘●❙✮→ ✭❆❘● ✳
•

❆❘●❙✮

✭✮→ ✭✮

❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ r❡✢❡❝t t❤❛t t❛♥❣❡♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥✲
str✉❝t✐♦♥s✿

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✸✼

■◆❙❚❘→
•

■◆❙❚❘ ■◆❙❚❘❙→
•

■◆❙❚❘❙

④■◆❙❚❘ ❀ ■◆❙❚❘❙⑥→ ④
•

■◆❙❚❘ ❀
•

■◆❙❚❘❙⑥

④⑥→ ④⑥

❚❛♥❣❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ♣✉s❤❡❞ ❞❡❡♣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ♦♣t✐✲
♠✐③❡❞ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦t ❞✐✛✲❧✐✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✐s
❛❝t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞✐✛✲❧✐✈❡ t♦♦✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡
❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ❧♦♦♣s✿

✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ P❆❘❚✶→
•

P❆❘❚✶ P❆❘❚✷→
•

P❆❘❚✷

✐❢ ✭❚❊❙❚✮ P❆❘❚✶ ❡❧s❡ P❆❘❚✷→ ✐❢ ✭❚❊❙❚✮
•

P❆❘❚✶ ❡❧s❡
•

P❆❘❚✷

✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮

✐❢ ✭❚❊❙❚✮ P❆❘❚✶ ❡❧s❡ P❆❘❚✷→ ④⑥

✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ■◆❙❚❘❙→
•

■◆❙❚❘❙

❧♦♦♣✭❈❖◆❚❘❖▲✮ ■◆❙❚❘❙→ ❧♦♦♣✭❈❖◆❚❘❖▲✮
•

■◆❙❚❘❙

✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮

❧♦♦♣✭❈❖◆❚❘❖▲✮ ■◆❙❚❘❙→ ④⑥

❚❤❡ ❡①❡♠♣❧❛r② ❛t♦♠✐❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❋♦✉r ❝❛s❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜❡✐♥❣ ❞✐✛✲❧✐✈❡ ♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦r ♥♦t✿

✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ✐s❉✐✛✭❘❊❋✮ ❘❊❋
ref
−−→

•

❘❊❋ ❊❳P❘
expr
−−−→

•

❊❳P❘

❘❊❋✿❂❊❳P❘→ ④
•

❘❊❋✿❂
•

❊❳P❘ ❀ ❘❊❋✿❂❊❳P❘⑥

✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ✦✐s❉✐✛✭❘❊❋✮

❘❊❋✿❂❊❳P❘→ ❘❊❋✿❂❊❳P❘

✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ✐s❉✐✛✭❘❊❋✮ ❘❊❋
ref
−−→

•

❘❊❋ ❊❳P❘
expr
−−−→

•

❊❳P❘

❘❊❋✿❂❊❳P❘→
•

❘❊❋✿❂
•

❊❳P❘

✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ✦✐s❉✐✛✭❘❊❋✮

❘❊❋✿❂❊❳P❘→ ④⑥

❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❥✉st r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ r✉❧❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛❧❧ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t✱ ♦r ❞✐✛✲❧✐✈❡ ♦r ♥♦t✳ ❆s
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧② ♠❛♥② ❝❛❧❧ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s✱ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❞✉♠♠②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣❛ss❡❞✿

✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧✭✮ P
procName
−−−−−−→

•

P ❆❘●❙
actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙,

•

❆❘●❙,P❖❙❚❙

❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮→ ④■◆■❚❙❀ ❝❛❧❧
•

P✭
•

❆❘●❙✮ ❀ P❖❙❚❙⑥

✦✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧✭✮ ✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮

❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮→ ❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✸✽ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

✦✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧✭✮ ✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮

❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮→ ④⑥

✐s❉✐✛❋♦r♠❛❧❆r❣✭❆❘●✮ ❆❘●
actualArg
−−−−−−→■◆■❚,

•

❆❘●,P❖❙❚

❆❘●❙
actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙,

•

❆❘●❙,P❖❙❚❙

✭❆❘●✳❆❘●❙✮
actualArgs
−−−−−−−→④■◆■❚❀■◆■❚❙⑥, ✭❆❘●✱

•

❆❘●✳
•

❆❘●❙✮, ④P❖❙❚❀P❖❙❚❙⑥

✦✐s❉✐✛❋♦r♠❛❧❆r❣✭❆❘●✮ ❆❘●❙
actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙,

•

❆❘●❙,P❖❙❚❙

✭❆❘●✳❆❘●❙✮
actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙, ✭❆❘●✳

•

❆❘●❙✮, P❖❙❚❙

✭✮
actualArgs
−−−−−−−→④⑥, ✭✮, ④⑥

✐s❘❡❢✭✮ ✐s❉✐✛✭✮ ❊❳P❘
ref
−−→

•

❊❳P❘

❊❳P❘
actualArg
−−−−−−→④⑥,

•

❊❳P❘, ④⑥

✦✭✐s❘❡❢✭✮ ✐s❉✐✛✭✮✮ t②♣❡❖❢✭❊❳P❘✮
newFreeVar
−−−−−−−−→❱ ❱

varName
−−−−−−→

•

❱ ❊❳P❘
expr
−−−→

•

❊❳P❘

❊❳P❘
actualArg
−−−−−−→④

•

❱✿❂
•

❊❳P❘⑥,
•

❱, ④⑥

❋✐♥❛❧❧②✱ t❛♥❣❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ r✉❧❡s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❋♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♦♥❧② t❤❡ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❆❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡
❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ r✉❧❡ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s t❤❡
✇❛② ❢♦r ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡t❛✐❧ t❤✐s ✭♦♣t✐♦♥❛❧✮

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② ♣r❡❞✐❝❛t❡
simplify
−−−−−→✳

✐s❆❝t✐✈❡❊①♣r✭✮ ❊❳P❘
activeExpr
−−−−−−−→

•

❊❳P❘
•

❊❳P❘
simplify
−−−−−→

•

❙■▼P▲❊❳P❘

❊❳P❘
expr
−−−→

•

❙■▼P▲❊❳P❘

✦✐s❆❝t✐✈❡❊①♣r✭✮

❊❳P❘
expr
−−−→✵✳✵

❊❳P❘✶
expr
−−−→

•

❊❳P❘✶ ❊❳P❘✷
expr
−−−→

•

❊❳P❘✷

❊❳P❘✶✯❊❳P❘✷
activeExpr
−−−−−−−→ ❊❳P❘✶✯

•

❊❳P❘✷ ✰
•

❊❳P❘✶✯❊❳P❘✷

✐s❘❡❢✭✮ ❘❊❋
ref
−−→

•

❘❊❋

❘❊❋
activeExpr
−−−−−−−→

•

❘❊❋

❘❊❋
ref
−−→

•

❘❊❋

❘❊❋✭■◆❉❊❳✮
ref
−−→

•

❘❊❋✭■◆❉❊❳✮

◆❆▼❊
varName
−−−−−−→

•

◆❆▼❊

◆❆▼❊
ref
−−→

•

◆❆▼❊

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❆❉✳

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✸✾

✺✳✹ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❘✉❧❡s ❢♦r ❆❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

❚❤❡ r✉❧❡s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❧✐st ❡①♣r❡ss ❛❧❧ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❢❡✇
❣❧♦❜❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✮✳ ❚❤❡② ❡①♣r❡ss ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r

❼ ❤♦✇ ❚❇❘ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② st♦r❛❣❡✱

❼ t❤❡ ❡①❛❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r
s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✵✳

❚❤❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ ❢❡✇ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ s❦✐♣ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣♦✐♥t❡rs ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡❛♣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✾✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦♥ ❛ss✐❣♥❡♠❡♥ts t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ✐s t♦♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞
✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❛♥❣❡♥t
♠♦❞❡✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ✉s❡ ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣✿

❼ ✐s❏♦✐♥t(❈❆▲▲) ✐s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤✐s ❈❆▲▲ ✐s ❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐✳❡✳✱ t♦ ❛♣♣❧② ❝❤❡❝❦✲
♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ t❤✐s ❈❆▲▲

❼ ✐s❈❛❧❧❡❞❏♦✐♥t(P) ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❛❧❧ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ P ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❥♦✐♥t ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛t✐♦♥✳

❼ ✐s❈❛❧❧❡❞❙♣❧✐t(P) ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❛❧❧ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ P ✇❛s ♥♦t s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❥♦✐♥t
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t✇♦ ♥❡✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❝r❡❛t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❛♠❡s ❢♦r t❤❡ s♣❧✐t ♠♦❞❡✿

❼ ♣r♦❝◆❛♠❡❋✇❞ ❜✉✐❧❞s ❛ ♥❛♠❡ ❢♦r t❤❡ s♣❧✐t ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ✏❴❋❲❉✑ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❛♠❡✳

❼ ♣r♦❝◆❛♠❡❇✇❞ ❜✉✐❧❞s ❛ ♥❛♠❡ ❢♦r t❤❡ s♣❧✐t ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ✏❴❇❲❉✑ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❛♠❡✳

❈❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ■◆❙❚❘❙ ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✾✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇
❛♥❛❧②s❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐✛✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❚❇❘✮ ❜❡ r✉♥ ❛❣❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t❡❞
♣r♦❣r❛♠ ♣✐❡❝❡ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✳ ❆❢t❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t❡❞ ♣✐❡❝❡✱ t❤❡
❛♥❛❧②s❡s r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡s❡t t♦ t❤❡✐r ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s ❜②
✏❲✐t❤ ❈❑P❞❛t❛❋❧♦✇✭■◆❙❚❘❙✮ ✿✑

■♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ✇❛②s ✭♦r ❜♦t❤✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
s✇❡❡♣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❥♦✐♥t ♠♦❞❡✳ ❚❤❡
❡♥❞✲✉s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ ❛♣♣❧② ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡ ❝❛❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❜✉✐❧❞✐♥❣ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s♣❧✐t ♠♦❞❡✳ ■t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠✉st ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ ❥♦✐♥t
❛♥❞ s♣❧✐t ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛r❡✿

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✹✵ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

✐s❉✐✛Pr♦❝✭P✮ ✐s❈❛❧❧❡❞❙♣❧✐t✭P✮ P
procNameFwd
−−−−−−−−−→

−→
P P

procNameBwd
−−−−−−−−−→

←−
P

❆❘●❙→ ❆❘●❙ ■◆❙❚❘❙→

[ −−−−−→
■◆❙❚❘❙
←−−−−−
■◆❙❚❘❙

❉❊❈▲❙→ ❉❊❈▲❙

♣r♦❝❡❞✉r❡ P✭❆❘●❙✮ ④❉❊❈▲❙❀ ■◆❙❚❘❙⑥

→ ♣r♦❝❡❞✉r❡
−→
P ✭❆❘●❙✮ ④❉❊❈▲❙❀

−−−−−→
■◆❙❚❘❙⑥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

←−
P ✭❆❘●❙✮ ④❉❊❈▲❙❀

←−−−−−
■◆❙❚❘❙⑥

✐s❉✐✛Pr♦❝✭P✮ ✐s❈❛❧❧❡❞❏♦✐♥t✭P✮ P
procName
−−−−−−→P

❆❘●❙→ ❆❘●❙







❲✐t❤ ❈❑P❞❛t❛❋❧♦✇✭■◆❙❚❘❙✮ ✿

■◆❙❚❘❙→

[ −−−−−→
■◆❙❚❘❙
←−−−−−
■◆❙❚❘❙







❉❊❈▲❙→ ❉❊❈▲❙

♣r♦❝❡❞✉r❡ P✭❆❘●❙✮④❉❊❈▲❙❀ ■◆❙❚❘❙⑥

→ ♣r♦❝❡❞✉r❡ P✭❆❘●❙✮ ④❉❊❈▲❙❀
−−−−−→
■◆❙❚❘❙❀

←−−−−−
■◆❙❚❘❙⑥

✐s❉✐✛❋♦r♠❛❧❆r❣✭❆❘●✮ ❆❘●
varName
−−−−−−→❆❘● ❆❘●❙→ ❆❘●❙

✭❆❘● ✳ ❆❘●❙✮→ ✭❆❘● ✱ ❆❘● ✳ ❆❘●❙✮

✦✐s❉✐✛❋♦r♠❛❧❆r❣✭❆❘●✮ ❆❘●❙→ ❆❘●❙

✭❆❘● ✳ ❆❘●❙✮→ ✭❆❘● ✳ ❆❘●❙✮

✭✮→ ✭✮

❖♥❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❆❉ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ t✇♦✲s✇❡❡♣s str✉❝t✉r❡✱ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡♥ ❜❛❝❦✇❛r❞✱
♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s r❡✢❡❝t t❤❛t ❜②
♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦❞❡✿

■◆❙❚❘→

[ −−−−→
■◆❙❚❘
←−−−−
■◆❙❚❘

■◆❙❚❘❙→

[ −−−−−→
■◆❙❚❘❙
←−−−−−
■◆❙❚❘❙

④■◆❙❚❘ ❀ ■◆❙❚❘❙⑥→

[

④
−−−−→
■◆❙❚❘ ❀

−−−−−→
■◆❙❚❘❙⑥

④
←−−−−−
■◆❙❚❘❙ ❀

←−−−−
■◆❙❚❘⑥

④⑥→

[

④⑥

④⑥

✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ❜♦♦❧❡❛♥
newFreeVar
−−−−−−−−→❇❘❆◆❈❍ P❆❘❚✶→

[ −−−−→
P❆❘❚✶
←−−−−
P❆❘❚✶

P❆❘❚✷→

[ −−−−→
P❆❘❚✷
←−−−−
P❆❘❚✷

✐❢ ✭❚❊❙❚✮ P❆❘❚✶ ❡❧s❡ P❆❘❚✷

→

[

✐❢ ✭❚❊❙❚✮ ④
−−−−→
P❆❘❚✶❀ ♣✉s❤✭tr✉❡✮⑥ ❡❧s❡ ④

−−−−→
P❆❘❚✷❀ ♣✉s❤✭❢❛❧s❡✮⑥

♣♦♣✭❇❘❆◆❈❍✮❀ ✐❢ ✭❇❘❆◆❈❍✮
←−−−−
P❆❘❚✶ ❡❧s❡

←−−−−
P❆❘❚✷

✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮

✐❢ ✭❚❊❙❚✮ P❆❘❚✶ ❡❧s❡ P❆❘❚✷→

[

④⑥

④⑥
■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✹✶

✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ✐♥t❡❣❡r
newFreeVars
−−−−−−−−→❱❋✱ ❱❚✱ ❱❙ ■◆❙❚❘❙→

[ −−−−−→
■◆❙❚❘❙
←−−−−−
■◆❙❚❘❙

❧♦♦♣✭■❂❋✱❚✱❙✮ ■◆❙❚❘❙

→

[

♣✉s❤✭■✮❀ ❱❋✿❂❋❀ ❱❙✿❂❙❀ ❧♦♦♣✭■❂❱❋✱❚✱❱❙✮
−−−−−→
■◆❙❚❘❙❀ ♣✉s❤✭■✲❱❙✱❱❋✱✲❱❙✮

♣♦♣✭❱❋✱❱❚✱❱❙✮❀ ❧♦♦♣✭■❂❱❋✱❱❚✱❱❙✮
←−−−−−
■◆❙❚❘❙❀ ♣♦♣✭■✮

✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮

❧♦♦♣✭❈❖◆❚❘❖▲✮ ■◆❙❚❘❙→

[

④⑥

④⑥

❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛s❡s ❛s ❢♦r t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡✳ ❆❝t✉❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✳ ❙❛✈✐♥❣ ❛♥❞ r❡st♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✐s ❞♦♥❡ ❤❡r❡✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣✉s❤ ❛♥❞ ♣♦♣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❘❱❆❘❙ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜②

t❤✐s ❛ss✐❣♥♠❡♥t I t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ Pr❡❞✐❝❛t❡
restore
−−−−→ ❝♦♠♣✉t❡s ❘❱❆❘❙ =

♦✉t(I)∩(❚❇❘−(I)∪✉s❡(I ′))✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡
❱✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛❧✐❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛✭✐✮

✿❂ ✷✯❛✭❥✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛t✐❝ ✇❛② t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ✐ ❡q✉❛❧s ❥ ♦r ♥♦t✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❱ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❝r❡❛t❡ ❝♦rr❡❝t ❛❞❥♦✐♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❝❛♥ s♣❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡
st❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❤❡r❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ✐s❉✐✛✭❘❊❋✮ ❘❊❋✿❂❊❳P❘
restore
−−−−→ ❘❱❆❘❙ ❘❊❋

ref
−−→ ❘❊❋

t②♣❡❖❢✭❘❊❋✮
newFreeVar
−−−−−−−−→❱ ❱

varName
−−−−−−→❱ ❊❳P❘,❱

expr
−−−→ ■◆❙❚❘❙

❘❊❋✿❂❊❳P❘→

[

♣✉s❤✭❘❱❆❘❙✮❀ ❘❊❋✿❂❊❳P❘

♣♦♣✭❘❱❆❘❙✮❀ ❱✿❂❘❊❋❀ ❘❊❋✿❂✵✳✵❀ ■◆❙❚❘❙

✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ✦✐s❉✐✛✭❘❊❋✮ ❘❊❋✿❂❊❳P❘
restore
−−−−→ ❘❱❆❘❙

❘❊❋✿❂❊❳P❘→

[

♣✉s❤✭❘❱❆❘❙✮❀ ❘❊❋✿❂❊❳P❘

♣♦♣✭❘❱❆❘❙✮❀

✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ✐s❉✐✛✭❘❊❋✮ ❘❊❋
ref
−−→ ❘❊❋

t②♣❡❖❢✭❘❊❋✮
newFreeVar
−−−−−−−−→❱ ❱

varName
−−−−−−→❱ ❊❳P❘,❱

expr
−−−→ ■◆❙❚❘❙

❘❊❋✿❂❊❳P❘→

[

④⑥

❱✿❂❘❊❋❀ ❘❊❋✿❂✵✳✵❀ ■◆❙❚❘❙

✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ✦✐s❉✐✛✭❘❊❋✮

❘❊❋✿❂❊❳P❘→

[

④⑥

④⑥

❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡t❤❡r ❛ ❥♦✐♥t ♦r s♣❧✐t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛✲
t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❆s ❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛♥s ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ s♥❛♣s❤♦ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ❙◆P ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ r❡st♦r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣❡❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❛❧❧✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛♥♦t❤❡r s❡t ❙❇❑ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ r❡st♦r❡❞ ❛❢t❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❞❥♦✐♥t ❝❛❧❧ P✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ❙◆P ❛♥❞ ❙❇❑ ❛♥❞ ♥♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❡tt❡r

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✹✷ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ❜② ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥❡❞ ❜② ♣r❡❞✐❝❛t❡
snapshot
−−−−−−→ ✐s ❢♦r ❛♥② ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t❡❞

♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ C✿

❙◆P = ♦✉t(C) ∩
(

❚❇❘−(C) ∪❉✐✛✲❧✐✈❡−(C)
)

❙❇❑ = ∅

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡ ✉s❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❧♦♦❦✱ t❤❛t r❡st♦r❡s ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❛❝❦ ✇✐t❤♦✉t ❛❝t✉❛❧❧②
♣♦♣♣✐♥❣ t❤❡♠✳ ■♥ ❏♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡①tr❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ✐s ♥♦t
❞✐✛✲❧✐✈❡✿

✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧✭✮ ✐s❏♦✐♥t✭✮ ✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮
snapshot
−−−−−−→ ❙◆P✱❙❇❑

P
procName
−−−−−−→P ❆❘●❙

actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙,❆❘●❙,P❖❙❚❙

❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮

→

[

♣✉s❤✭❙❇❑✮❀ ♣✉s❤✭❙◆P\❙❇❑✮❀ ❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮

♣♦♣✭❙◆P\❙❇❑✮❀ ❧♦♦❦✭❙❇❑∩❙◆P✮❀ ■◆■❚❙❀ ❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮❀ P❖❙❚❙❀ ♣♦♣✭❙❇❑✮

✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧✭✮ ✐s❏♦✐♥t✭✮ ✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮
snapshot
−−−−−−→ ❙◆P✱❙❇❑

P
procName
−−−−−−→P ❆❘●❙

actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙,❆❘●❙,P❖❙❚❙

❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮

→

[

♣✉s❤✭❙❇❑✮❀ ♣✉s❤✭❙◆P\❙❇❑✮
♣♦♣✭❙◆P\❙❇❑✮❀ ❧♦♦❦✭❙❇❑∩❙◆P✮❀ ■◆■❚❙❀ ❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮❀ P❖❙❚❙❀ ♣♦♣✭❙❇❑✮

✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧✭✮ ✦✐s❏♦✐♥t✭✮

P
procNameFwd
−−−−−−−−−→

−→
P P

procNameBwd
−−−−−−−−−→

←−
P ❆❘●❙

actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙,❆❘●❙,P❖❙❚❙

❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮→

[

❝❛❧❧
−→
P ✭❆❘●❙✮

■◆■❚❙❀ ❝❛❧❧
←−
P ✭❆❘●❙✮❀ P❖❙❚❙

✦✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧✭✮ ✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮ ❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮
restore
−−−−→ ❘❱❆❘❙

❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮→

[

♣✉s❤✭❘❱❆❘❙✮❀ ❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮

♣♦♣✭❘❱❆❘❙✮

✦✐s❆❝t✐✈❡❈❛❧❧✭✮ ✦✐s▲✐✈❡❋♦r❉✐✛✭✮

❝❛❧❧ P✭❆❘●❙✮→

[

④⑥

④⑥

❚❤❡ ♥❡①t r✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r t♦ r❡q✉✐r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ❛♥② ✇❡❧❧✲str✉❝t✉r❡❞ ♣✐❡❝❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✿

■◆❙❚❘❙
snapshot
−−−−−−→ ❙◆P✱❙❇❑

{

❲✐t❤ ❈❑P❞❛t❛❋❧♦✇✭■◆❙❚❘❙✮ ✿

■◆❙❚❘❙→

[ −−−−−→
■◆❙❚❘❙
←−−−−−
■◆❙❚❘❙

}

❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✭■◆❙❚❘❙✮

→

[

♣✉s❤✭❙❇❑✮❀ ♣✉s❤✭❙◆P\❙❇❑✮❀ ■◆❙❚❘❙

♣♦♣✭❙◆P\❙❇❑✮❀ ❧♦♦❦✭❙❇❑∩❙◆P✮❀
−−−−−→
■◆❙❚❘❙❀

←−−−−−
■◆❙❚❘❙❀ ♣♦♣✭❙❇❑✮ ■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✹✸

❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧ ❛r❡ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ■◆■❚❙ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣
P❖❙❚❙ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✿

✐s❉✐✛❋♦r♠❛❧❆r❣✭❆❘●✮ ❆❘●
actualArg
−−−−−−→■◆■❚,❆❘●,P❖❙❚

❆❘●❙
actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙,❆❘●❙,P❖❙❚❙

✭❆❘●✳❆❘●❙✮
actualArgs
−−−−−−−→④■◆■❚❀■◆■❚❙⑥, ✭❆❘●✱❆❘●✳❆❘●❙✮, ④P❖❙❚❀P❖❙❚❙⑥

✦✐s❉✐✛❋♦r♠❛❧❆r❣✭❆❘●✮ ❆❘●❙
actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙,❆❘●❙,P❖❙❚❙

✭❆❘●✳❆❘●❙✮
actualArgs
−−−−−−−→■◆■❚❙, ✭❆❘●✳❆❘●❙✮, P❖❙❚❙

✭✮
actualArgs
−−−−−−−→④⑥, ✭✮, ④⑥

✐s❘❡❢✭✮ ✐s❉✐✛✭✮ ❊❳P❘
ref
−−→❊❳P❘

❊❳P❘
actualArg
−−−−−−→④⑥, ❊❳P❘, ④⑥

✦✭✐s❘❡❢✭✮ ✐s❉✐✛✭✮✮ t②♣❡❖❢✭❊❳P❘✮
newFreeVar
−−−−−−−−→❱ ❱

varName
−−−−−−→❱ ❊❳P❘,❱

expr
−−−→P❖❙❚❙

❊❳P❘
actualArg
−−−−−−→④❱✿❂✵✳✵⑥, ❱, P❖❙❚❙

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛t❝❤❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ❛❞❥♦✐♥t ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛t✐♦♥✿ ❛♥ ❛❞❥♦✐♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❱❆▲ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❊❳P❘ ❞♦✇♥ t♦ ✐ts
❧❡❛✈❡s ✭✐✳❡✳ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐t ❣♦❡s
❞♦✇♥ ✐♥t♦ ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ✭♦♥❧② t❤❡ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤
❛❝t✐✈❡ ❧❡❛❢✱ ❛ ♥❡✇ ❛ss✐❣♥♠❡♥t st❛t❡♠❡♥t ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❛t ✐♥❝r❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤✐s
❧❡❛❢ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

✐s❆❝t✐✈❡❊①♣r✭✮ ❊❳P❘,❱❆▲
activeExpr
−−−−−−−→■◆❙❚❘❙

❊❳P❘,❱❆▲
expr
−−−→■◆❙❚❘❙

✦✐s❆❝t✐✈❡❊①♣r✭✮

❊❳P❘,❱❆▲
expr
−−−→④⑥

❊❳P❘✶,❊❳P❘✷✯❱❆▲
expr
−−−→■◆❙❚❘❙✶ ❊❳P❘✷,❊❳P❘✶✯❱❆▲

expr
−−−→■◆❙❚❘❙✷

❊❳P❘✶✯❊❳P❘✷,❱❆▲
activeExpr
−−−−−−−→{■◆❙❚❘❙✶;■◆❙❚❘❙✷}

✐s❘❡❢✭❘❊❋✮ ❘❊❋
ref
−−→❘❊❋

❘❊❋,❱❆▲
activeExpr
−−−−−−−→{❘❊❋:=❘❊❋+❱❆▲}

❘❊❋
ref
−−→❘❊❋

❘❊❋✭■◆❉❊❳✮
ref
−−→ ❘❊❋✭■◆❉❊❳✮

◆❆▼❊
varName
−−−−−−→◆❆▼❊

◆❆▼❊
ref
−−→ ◆❆▼❊

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❆❉✳

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✹✹ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

✺✳✺ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦t❡s ❢♦r ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

❚❛♣❡♥❛❞❡ r✉♥s ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❝♦❞❡✬s ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛✲
t✐♦♥ t♦ ✐t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝♦❞❡✳

❆s ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s r✉♥s ♦♥ ❛ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❋❧♦✇ ●r❛♣❤s✱ t❤❡
❞❛t❛✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇❡❡♣s ♦♥ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ s✇❡❡♣s ❝❛♥ ❜❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ♦r ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✭♦♥ t❤❡ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤✮✱
❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ♦r ❜❛❝❦✇❛r❞ ✭♦♥ t❤❡ ❋❧♦✇ ●r❛♣❤s✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ❛ t♦♣✲
❞♦✇♥ s✇❡❡♣ ♦♥ t❤❡ ❈❛❧❧ ●r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ❋❧♦✇ ●r❛♣❤ ❛ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣ ❢♦r t❤❡
❱❛r✐❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ❢♦r t❤❡ ❯s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝②❝❧❡s✱ t❤❡s❡
s✇❡❡♣s ♠✉st ✐t❡r❛t❡ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✈✐s✐t t❤❡ ❣r❛♣❤
♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ♦r❞❡r ✭❡✳❣✳ ❞❡♣t❤ ✜rst s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❢♦r ❛ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣✮ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛
✇❛✐t ❧✐st ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❛ ♥❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✲✇✐s❡✱ t❤✐s ✈❡r② ✉♥✐❢♦r♠ str✉❝t✉r❡
♦❢ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❛❧②s❡s ❛❧❧♦✇s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ✐♥❤❡r✐t ❢r♦♠ ❛ ♣❛r❡♥t ❏❛✈❛ ❝❧❛ss t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡s❡
s✇❡❡♣s✳

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ✭❈❛❧❧ ●r❛♣❤✮ ❛s ❛ q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❣r❛♣❤
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❧❛❜❡❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✱ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥ts ❥✉st t♦ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✱ ♣r♦❝❡❞✉r❡✭s✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✉♣♣♦rts ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②
t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s t♦ ❝♦♣❡
✇✐t❤ ✈✐s✐❜✐❧✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♠✐♥♦r s✉❜t❧❡t✐❡s✱ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❤❡r❡✳

❆t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ st♦r❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤ ✭❋❧♦✇ ●r❛♣❤✮ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ❚❛♣❡♥❛❞❡ t♦ ❡q✉❛❧❧②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ✐ts ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✱ ❜✉t ❢♦r ✇❡❧❧✲str✉❝t✉r❡❞ ❝♦❞❡ t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❤❛s❡s✿

✶✳ ❇✉✐❧❞ ♥❡✇✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❇❛s✐❝ ❇❧♦❝❦✭s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❇❛s✐❝ ❇❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✳
❆t t❤✐s ❞❡❡♣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛❜str❛❝t s②♥t❛① tr❡❡s✱ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧②✳

✷✳ ❈♦♥♥❡❝t t❤❡ ♥❡✇ ❇❛s✐❝ ❇❧♦❝❦s ✇✐t❤ ❈♦♥tr♦❧ ❋❧♦✇ ❛rr♦✇s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❋❧♦✇
❛rr♦✇s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s② ✐♥ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣
♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛t
❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ ♠❡r❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣✱ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♠❡♠♦r② t♦ t❛❦❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❛❝❦✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ②✐❡❧❞s ❛
❜❡tt❡r ❞❡❛❞ ❝♦❞❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣s t❤❛♥ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳

❲❤❛t ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❞♦❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❞♦ ♥♦t ❡①♣r❡ss ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✿

❼ t❤❡ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❼ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❧✐❝✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ❛t t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣s✳

❼ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t✲③❡r♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t s♣❛r❡s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ♣♦st✲
♣♦♥❡s ✐t t✐❧❧ ✐t ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r②

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✹✺

❼ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ t❤❡ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❦♥♦✇♥ ❛s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈s ♥♦♥✲✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡

❼ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ r❡❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡st♦r✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ st❛❝❦✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✶✳

✻ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛t✉s ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡ st❛rt❡❞ ✐♥ ✶✾✾✾ ❛s ❛ ♠❛❥♦r r❡❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❆❉ t♦♦❧ ❖❞②ss❡❡ ❬✷✵❪✳ ■♥
✐ts ♣r❡s❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭✈✸✳✻✱ r❡✈✐s✐♦♥ ✹✸✹✹✮✱ ❚❛♣❡♥❛❞❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ✶✸✽✱✵✵✵ ❧✐♥❡s ♦❢
❏❛✈❛✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡s ✶✱✶✷✵ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♥♦♥✲r❡❣r❡ss✐♦♥ t❡sts ❛♥❞ ✶✺
❝♦♠♣❧❡t❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✇❡❜ s❡r✈❡r ❛t ✉r❧
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲t❛♣❡♥❛❞❡✳✐♥r✐❛✳❢r✿✽✵✽✵✳ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ ♠♦st ❛r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞✲❧✐♥❡ ♦♣t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✉s❡r✬s ❣✉✐❞❡✱ ❛ t✉t♦r✐❛❧✱ ❛ ❋❆◗✱ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❯s❡rs
♠❛② s✉❜s❝r✐❜❡ t♦ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❛✐❧✐♥❣ ❧✐st✳ ❉♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✐s ❢r❡❡ ❢♦r ♥♦♥♣r♦✜t ❛❝❛❞❡♠✐❝
r❡s❡❛r❝❤ ♦r ❡❞✉❝❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ st✐❧❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ r❡q✉❡st✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✲❧✐♥❡ ♦♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❆❉ ❞✐r❡❝t✐✈❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞
✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✱ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ♠❛② r❡t✉r♥ ❡rr♦r ❛♥❞
✇❛r♥✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❛♣❡♥❛❞❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠♦❞❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ✐ts ♦✇♥ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❛❧s♦
♣r♦✈✐❞❡s s✉♣♣♦rt t♦ ❧♦❝❛t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉❣s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❞❡✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t
❝♦❞❡ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞❡❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✬s
❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ P t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ F : X ∈ IRn 7→ Y ∈ IRm✱ ❝❛❧❧
F ′(X) ✐ts ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛t ♣♦✐♥t X✱ Ẋ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ IRn ❛♥❞ Y ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ♦❢ IRm.
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛r❡✿

❼ ❚❤❡ ✏❝❤❡❝❦s✉♠✑✱ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s Y ×F ′(X)×Ẋ ❢♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② Ẋ ❛♥❞ Y ✳ ❇② ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✱
t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s Y × (F ′(X)× Ẋ) ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦❞❡✱ ♦r ❛s (Y × F ′(X))× Ẋ
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡✳

❼ ❚❤❡ ✏❞♦t✲♣r♦❞✉❝t✑✱ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s Ẋ∗×F ′(X)∗×F ′(X)×Ẋ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ∗ ❞❡♥♦t❡s tr❛♥s♣♦s✐✲
t✐♦♥✱ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② Ẋ✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ sq✉❛r❡ ♥♦r♠ ♦❢ Ẏ = F ′(X)×Ẋ✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦❞❡✱ ♦r ❜② s❡tt✐♥❣ Y = Ẏ ∗✱ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ X = Y ×F ′(X)
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t Ẋ.X✳

❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♠♦st ✜❡❧❞s ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❆❉ t♦♦❧s ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛
✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡♠ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣r❛❞✐❡♥ts ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ❛r❡
♦♥❡ ♣r♦❡♠✐♥❡♥t ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ❆❉✳ ❋♦r s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢r✉✐t❢✉❧
❥♦✐♥t r❡s❡❛r❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉ s♣❡❝✐❛❧✐sts✱ t♦ ❞❡✈✐s❡ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t r❡❧② ♦♥ s♣❡❝✐❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❬✺❪✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥t ❥♦✐♥t ♣r♦❣r❡ss ❢♦r
❜♦t❤ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❆❉✳ ❙t✐❧❧✱ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞
t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛② ❛♥ ❆❉
t♦♦❧ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❉ t♦♦❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❤❡r❡ t♦ ❣♦
✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢✳ ❋♦r ❡❛❝❤✱ ❛❢t❡r ❛
❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ str✐❝t❧② ❆❉✲r❡❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✹✻ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

✜❣✉r❡s ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
♣r♦❣r❛♠✳

❼ ✉♥s✷❉ ✐s ❛ ✷❉ st❡❛❞②✲st❛t❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤
✸✵✵✵ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❢t❡r ✺✻✻ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❡♥ ♦✉t♣✉ts ❛
❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❧✐❢t✱ ❞r❛❣✳ ✳ ✳ ✮✳

❼ ♥s❝✷❦❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ✉♥st❡❛❞② ❊✉❧❡r ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ❝❛r ✐♥❞✉str②✳
❖♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ✐s ✶✺✶✻ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ✐s ✜①❡❞ t♦ ✽✵✳

❼ ❧✐❞❛r s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛❝r♦ss t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❆s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t
✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t r❡❝❡✐✈❡❞
❜② ❛ ❧✐❞❛r✳

❼ ♥❡♠♦ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ✏❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ ❖P❆ ❬✶✻❪ ♦❝❡❛♥ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❤❡r❡ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❆♥t❛r❝t✐❝✳ ▼❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✷o ✇✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥s
❢♦r ✹✵✵ t✐♠❡ st❡♣s✱ ✐✳❡✳ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♠♦♥t❤✳

❼ ❣②r❡ ✐s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖P❆ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❛s✐♥ ♠❡s❤❡❞ ✇✐t❤
✷✶✽✷✹ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ t❡st ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛ s❤♦rt s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✵ t✐♠❡ st❡♣s✳

❼ ✇✐♥♥✐❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✷❉ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐s❧✐ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦❧❛r
✐❝❡ ❝❛♣s✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉♥st❡❛❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥s ♦♥ ❛ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ✷✺✵ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❢♦r ✶✵✵✵
t✐♠❡ st❡♣s✳

❼ st✐❝s ❬✶✺❪ s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❝r♦♣ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ②❡❛r ✭✸✺✵ t✐♠❡ st❡♣s✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
❝❧✐♠❛t❡ ❛♥❞ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r st✉❞② ✇❛s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❼ s♠❛❝✲s❛✐❧ ❬✶✹❪ ❛r❡ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✲s✉r❢❛❝❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❤❡r❡
t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❢r♦♠ ❝❛♥♦♣② r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡✳
❲❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❝❛❧❛r
♦✉t♣✉t✳ ❋♦r ♦t❤❡r ✉s❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♦✉t♣✉ts✱ ❧✐❦❡ ✼✽✵✶ ❤❡r❡✳

❼ tr❛❝❡s s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ♣♦❧❧✉t❛♥ts t❤r♦✉❣❤ ❧❛②❡rs ♦❢ s♦✐❧ ❛♥❞ r♦❝❦✱ ❝❛rr✐❡❞ ❜②
✇❛t❡r✳ ■t ✇❛s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢❛s❤✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ♦❢ r♦❝❦✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥ t❤✐s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s♦ ♦♥❧② ✽ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❛❜❧❡ ✶✼ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ s✐③❡ ✐♥ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt
t❤❛t ✇❛s s✉❜♠✐tt❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ r✉♥✲t✐♠❡ T ✳ ■t ❣✐✈❡s ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n
❛♥❞ m ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t✐♠❡
TAD t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❝♦❞❡ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ s❤♦rt❡r✳ ❋♦r t❤❡ t❛♥❣❡♥t
♠♦❞❡✱ t❤❡ t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② At ♦❢ t❛♥❣❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s tt ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✈✐❞❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
dd ✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❞✐✈✐❞❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧② At = −❧♦❣10(

tt−dd
dd

)
s♦ t❤❛t ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡❛♥s ❤✐❣❤❡r At✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ t❤❡♥ s❤♦✇s t❤❡ r❛t✐♦ Rt ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♦❜t❛✐♥
♦♥❡ t❛♥❣❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ Ẏ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ T ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✳ ❋♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ t❤❡
t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s ✭t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❧♦❣10 ♦❢✮ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② Aa ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤✐s
❛❝❝✉r❛❝② Aa s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② r❡✢❡❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ t❤❡♥ s❤♦✇s t❤❡ r❛t✐♦ Ra ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❡ ❣r❛❞✐❡♥t X ❞✐✈✐❞❡❞
❜② T ✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡ r❛t✐♦s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ n ❛♥❞ m ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
♠♦❞❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡ t❤❡ ♣❡❛❦ s✐③❡ ♦❢

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✹✼

♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ t❛♥❣❡♥t ❛❞❥♦✐♥t
❧✐♥❡s T n → m TAD At Rt Aa Ra ♣❡❛❦ tr❛✣❝

✭s✮ ✭s✮ ✭▼❜✮ ✭▼❜✮

✉♥s✷❞ ✭❋✼✼✮ ✷✵✵✵ ✶✳✸ 14000 → 3 ✻ ✸✳✹ ✷✳✹ ✶✺✳✶ ✺✳✾ ✷✹✶ ✶✷✹✸

♥s❝✷❦❡ ✭❋✼✼✮ ✸✺✵✵ ✵✳✹ 1602 → 5607 ✶✶ ✶✳✾ ✷✳✹ ✹✳✺ ✶✻✳✷ ✶✻✽ ✷✽✵✻

❧✐❞❛r ✭❋✾✵✮ ✸✸✵ ✸✳✸ 37 → 37 ✷ ✻✳✼ ✶✳✶ ✶✹✳✹ ✷✳✵ ✶✶ ✶✶

♥❡♠♦ ✭❋✾✵✮ ✺✺✵✵✵ ✷✵✽ 9100 → 1 ✾✺ ✸✳✵ ✷✳✵ ✽✳✶ ✻✳✺ ✶✺✾✶ ✽✺✷✵✸

❣②r❡ ✭❋✾✵✮ ✷✶✵✵✵ ✸✵ 21824 → 1 ✷✻ ✹✳✺ ✶✳✾ ✶✸✳✸ ✼✳✾ ✹✽✶ ✹✽✻✵✷

✇✐♥♥✐❡ ✭❋✾✵✮ ✸✼✵✵ ✵✳✻ 3 → 1 ✽ ✶✳✹ ✶✳✼ ✶✸✳✼ ✺✳✾ ✹✷✶ ✻✶✹

st✐❝s ✭❋✼✼✮ ✶✼✵✵✵ ✵✳✷ 739 → 1467 ✷✵✻ ✽✳✻ ✷✳✹ ✶✺✳✸ ✸✳✾ ✶✺✺ ✶✽✻

s♠❛❝✲s❛✐❧✭❋✼✼✮ ✶✼✵✵ ✷✳✷ 1321 → 7801 ✻ ✺✳✾ ✶✳✵ ✶✵✳✺ ✸✳✶ ✷ ✷✶

tr❛❝❡s ✭❋✾✵✮ ✶✾✽✵✵ ✶✸✳✷ 8 → 1 ✺✸ ✹✳✵ ✶✳✸ ✶✷✳✾ ✸✳✽ ✶✺✾ ✹✸✾✵

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦❞❡ ♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② st❛❝❦✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✣❝ ♦❢ ❞❛t❛ ♣✉s❤❡❞ t♦ ❛♥❞ ♣♦♣♣❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s st❛❝❦✳ ▼♦st
♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❞✐r❡❝t✐✈❡s ♦♥ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡s❡ ♠❡♠♦r②
❝♦sts✳

✼ ❖✉t❧♦♦❦

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❚❛♣❡♥❛❞❡✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
✐s ♥❛t✉r❛❧❧② s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✱ ♦♥❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦✉r❝❡
♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❜♦✉t ✐ts ❛❝t✉❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❛♣❡♥❛❞❡
❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❆❉ t❤❛t ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥ ❛ ♣❛♥♦r❛♠❛ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ✇❤② ✇❡
❝❤♦s❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐t ♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❚❛♣❡♥❛❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss t♦ s❡✈❡r❛❧ ❧❛r❣❡ ❝♦❞❡s✱ ❜♦t❤ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧✱
❛♥❞ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡ ❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❜② ❡♥❞ ✉s❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜② t❤♦s❡ ❤❛✈✐♥❣
✇r✐tt❡♥ ❛♥ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡ ❜② ❤❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ▼✉❝❤ ✇♦r❦ r❡♠❛✐♥s t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✇✐❞❡❧②
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ■♥ ♦✉r ❧♦♥❣ ❧✐st ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ ❛s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♦r ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t♦♦❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✇rt ❛♥♦t❤❡r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ❛❞❞r❡ss ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜② ♥❛♠❡✱
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜t ❜r♦✉❣❤t ❜② ❛ ❜❡tt❡r ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛❧✐t②✳ ❙✉♣♣♦rt ❢♦r r❡♣❡❛t❡❞
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❜② ❚❛♥❣❡♥t✲♦✈❡r✲❆❞❥♦✐♥t
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ✐s ❣❛✐♥✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②
◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡ ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥
s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ✜①❡❞✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
♠♦❞❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✭✶✮ ▼❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✭✷✮ ❉②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞
✭✸✮ ❖❜❥❡❝t✲❖r✐❡♥t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

▼❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② tr❛♥s♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡
❛❞❥♦✐♥t✳ ❚❤✐s ❡①❤✐❜✐ts ✈❡r② ❡❧❡❣❛♥t ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✏s❡♥❞s✑ ❛♥❞ ✏r❡❝❡✐✈❡s✑✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢
♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ◆♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭♦r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ♠♣✐❴✐s❡♥❞✴♠♣✐❴✇❛✐t
♣❛✐r✱ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ♠♣✐❴✐r❡❝✈✴♠♣✐❴✇❛✐t ♣❛✐r✱ ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡s ♦♥ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❞❡t❡❝t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✏s❡♥❞s✑ ❛♥❞ ✏r❡❝❡✐✈❡s✑✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s❛❢❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❚❛♣❡♥❛❞❡ ②❡t✳

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✹✽ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

❉②♥❛♠✐❝ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❝❛✉s❡s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ t♦ ✉s❡ ♠❡♠♦r② t❤❛t ✇❛s
❞❡❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣✳ ❖♥❡ ❛♥s✇❡r ✐s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ s♦♠❡ ♠❡♠♦r② ❛❣❛✐♥✱ ❜✉t t❤✐s
❝❛♥ r❡t✉r♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤✉♥❦ ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❛✈❡❞ ❛❞❞r❡ss❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♥❡✇ ❝❤✉♥❦ ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥s✇❡rs✳ ❋✐rst✱ s❛✈❡❞ ❛❞❞r❡ss❡s ❝❛♥
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s♣❡❝✐❛❧ ❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣② t❤❛t r❡❝♦♠♣✉t❡s ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ✢② ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❖❜❥❡❝t✲❖r✐❡♥t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐♠♣❧② ❛ ❞❡❡♣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❖❜❥❡❝t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ❛❞❞r❡ss s❡❡♠s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s✳ ■t ❛❧s♦ s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ✜rst ❛❞❞r❡ss ❏❛✈❛ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❈✰✰✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♠♣❧✐❝✐t
❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜② ●❛r❜❛❣❡ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ❤❛r❞❡r t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣✳

■♥r✐❛



❚❛♣❡♥❛❞❡ ✹✾

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ❆❤♦✱ ❘✳ ❙❡t❤✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❯❧❧♠❛♥✳ ❈♦♠♣✐❧❡rs✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❚♦♦❧s✳ ❆❞❞✐s♦♥✲
❲❡s❧❡②✱ ✶✾✽✻✳

❬✷❪ ❈❤r✐st✐❛♥ ❍✳ ❇✐s❝❤♦❢✱ ❍✳ ▼❛rt✐♥ ❇ü❝❦❡r✱ P❛✉❧ ❉✳ ❍♦✈❧❛♥❞✱ ❯✇❡ ◆❛✉♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥ ❯t❦❡✱
❡❞✐t♦rs✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✽✳

❬✸❪ ❍✳ ▼❛rt✐♥ ❇ü❝❦❡r✱ ●❡♦r❣❡ ❋✳ ❈♦r❧✐ss✱ P❛✉❧ ❉✳ ❍♦✈❧❛♥❞✱ ❯✇❡ ◆❛✉♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❇♦②❛♥❛ ◆♦rr✐s✱
❡❞✐t♦rs✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❚❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✵
♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ✷✵✵✺✳

❬✹❪ ●❡♦r❣❡ ❈♦r❧✐ss✱ ❈❤r✐stè❧❡ ❋❛✉r❡✱ ❆♥❞r❡❛s ●r✐❡✇❛♥❦✱ ▲❛✉r❡♥t ❍❛s❝♦ët✱ ❛♥❞ ❯✇❡ ◆❛✉♠❛♥♥✱
❡❞✐t♦rs✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✿ ❢r♦♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ✷✵✵✶✳

❬✺❪ ❆✳ ❉❡r✈✐❡✉①✱ ▲✳ ❍❛s❝♦ët✱ ▼✳ ❱❛③q✉❡③✱ ❛♥❞ ❇✳ ❑♦♦❜✉s✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧♦♦♣s ❢♦r s❤❛♣❡ ❛♥❞
❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ ❇✳ ❯t❤✉♣✱ ❙✳✲P✳ ❑♦r✉t❤✉✱ ❘✳✲❑✳ ❙❤❛r♠❛✱ ❛♥❞ P✳ Pr✐②❛❞❛rs❤✐✱ ❡❞✐t♦rs✱
❘❡❝❡♥t ❚r❡♥❞s ✐♥ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✸✻✸✕✸✼✸✳ ❚❛t❛✲▼❝●r❛✇ ❍✐❧❧✱
◆❡✇ ❉❡❧❤✐✱ ✷✵✵✺✳ P♦st✲❙❆❘❖❉✲✷✵✵✺✱ ❇❛♥❣❛❧♦r❡✱ ■♥❞✐❛✳

❬✻❪ ▼✳ ❋❛❣❛♥✱ ▲✳ ❍❛s❝♦ët✱ ❛♥❞ ❏✳ ❯t❦❡✳ ❉❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐♥ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❛✉❣✲
♠❡♥t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ✻t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙♦✉r❝❡ ❈♦❞❡ ❆♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❙❈❆▼ ✷✵✵✻✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ P❆✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✻✳

❬✼❪ ❘✳ ●✐❡r✐♥❣✳ ❚❛♥❣❡♥t ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❆❞❥♦✐♥t ▼♦❞❡❧ ❈♦♠♣✐❧❡r✱ ❯s❡rs ♠❛♥✉❛❧✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱
✶✾✾✼✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛✉t♦❞✐✛✳❝♦♠✴t❛♠❝✳

❬✽❪ ❆✳ ●r✐❡✇❛♥❦✳ ❆❝❤✐❡✈✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ r❡✈❡rs❡
❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✶✿✸✺✕✺✹✱ ✶✾✾✷✳

❬✾❪ ❆✳ ●r✐❡✇❛♥❦ ❛♥❞ ❆✳ ❲❛❧t❤❡r✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❆❧✲
❣♦r✐t❤♠✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ◆✉♠❜❡r ✶✵✺ ✐♥ ❖t❤❡r ❚✐t❧❡s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙■❆▼✱
P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ P❆✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✵❪ ▲✳ ❍❛s❝♦ët✱ ❙✳ ❋✐❞❛♥♦✈❛✱ ❛♥❞ ❈✳ ❍❡❧❞✳ ❆❞❥♦✐♥✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ♣❛❣❡s ✷✾✾✕✸✵✹
✐♥ ❬✹❪✳ ✷✵✵✷✳

❬✶✶❪ ▲✳ ❍❛s❝♦ët✱ ❯✳ ◆❛✉♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧✳ ✏❚♦ ❇❡ ❘❡❝♦r❞❡❞✑ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ r❡✈❡rs❡✲♠♦❞❡
❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❋✉t✉r❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙②st❡♠s✱ ✷✶✭✽✮✿✶✹✵✶✕✶✹✶✼✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✷❪ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧✳ ❚❆P❊◆❆❉❊ ✷✳✶ ✉s❡r✬s ❣✉✐❞❡✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ✸✵✵✱ ■◆❘■❆✱
✷✵✵✹✳

❬✶✸❪ ●✳ ❑❛❤♥✳ ◆❛t✉r❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✹✼✿✷✷✕✸✾✱ ✶✾✽✼✳ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙❚❆❈❙ ✶✾✽✼✱ P❛ss❛✉✱ ●❡r♠❛♥②✳

❬✶✹❪ ❈✳ ▲❛✉✈❡r♥❡t✱ ❋✳ ❇❛r❡t✱ ▲✳ ❍❛s❝♦ët✱ ❙✳ ❇✉✐s✱ ❛♥❞ ❋✳✲❳✳ ▲❡❉✐♠❡t✳ ▼✉❧t✐t❡♠♣♦r❛❧✲♣❛t❝❤
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉r❢❛❝❡✲❛t♠♦s♣❤❡r❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✶✶✷✭✸✮✿✽✺✶✕✽✻✶✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✺❪ ❈✳ ▲❛✉✈❡r♥❡t✱ ▲✳ ❍❛s❝♦ët✱ ❋✳✲❳✳ ▲❡ ❉✐♠❡t✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇❛r❡t✳ ❯s✐♥❣ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
t♦ st✉❞② t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❝r♦♣ ♠♦❞❡❧✳ ✷✵✶✷✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✱ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❆❉✷✵✶✷✱ ❋♦rt
❈♦❧❧✐♥s✱ ❈♦✳

❘❘ ♥➦ ✼✾✺✼



✺✵ ▲✳ ❍❛s❝♦ët ❛♥❞ ❱✳ P❛s❝✉❛❧

❬✶✻❪ ●✳ ▼❛❞❡❝✱ P✳ ❉❡❧❡❝❧✉s❡✱ ▼✳ ■♠❜❛r❞✱ ❛♥❞ ❈✳ ▲❡✈②✳ ❖P❆✽✳✶ ♦❝❡❛♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✉❛❧✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ P♦❧❡ ❞❡ ▼♦❞❡❧✐s❛t✐♦♥✱ ■P❙▲✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✼❪ ❯✳ ◆❛✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ❏✳ ❘✐❡❤♠❡✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ◆❆●❲❛r❡ ❋♦rtr❛♥ ✾✺ ❝♦♠♣✐❧❡r✳
♣❛❣❡s ✶✺✾✕✶✻✾ ✐♥ ❬✸❪✳ ✷✵✵✺✳

❬✶✽❪ ❯✳ ◆❛✉♠❛♥♥✱ ❏✳ ❯t❦❡✱ ❆✳ ▲②♦♥s✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋❛❣❛♥✳ ❈♦♥tr♦❧ ✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧ ❢♦r ❛❞❥♦✐♥t ❝♦❞❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉rt❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙♦✉r❝❡ ❈♦❞❡
❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❙❈❆▼ ✷✵✵✹✮✱ ♣❛❣❡s ✺✺✕✻✹✱ ▲♦s ❆❧❛♠✐t♦s✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✹✳
■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✳

❬✶✾❪ ●✳ P❧♦t❦✐♥✳ ❆ str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✻✵✕✻✶✿✶✼✕✶✸✾✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✵❪ ◆✳ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❙✳ ❉❛❧♠❛s✱ ❛♥❞ ❆✳ ●❛❧❧✐❣♦✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❖❞②ssé❡✳ ❚❡❧❧✉s ❆✱
✹✺✭✺✮✿✺✺✽✕✺✻✽✱ ✶✾✾✸✳

❬✷✶❪ ❏✳ ❙❤✐♥✱ P✳ ▼❛❧✉s❛r❡✱ ❛♥❞ P✳ ❍♦✈❧❛♥❞✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♥t❡①t✲❙❡♥s✐t✐✈❡✱
❋❧♦✇✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ♣❛❣❡s ✶✶✺✕✶✷✺
✐♥ ❬✷❪✳ ✷✵✵✽✳

❬✷✷❪ ❏❡❛♥ ❯t❦❡ ❛♥❞ ❯✇❡ ◆❛✉♠❛♥♥✳ ❙❡♣❛r❛t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❛s❦s ❢♦r t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ ▼✳ ❍❛♠③❛✱ ❡❞✐t♦r✱ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❙❊❆ ✷✵✵✹✮✱ ♣❛❣❡s ✺✺✷✕✺✺✽✱ ❆♥❛❤❡✐♠✱ ❈❛❧❣❛r②✱ ❩✉r✐❝❤✱ ✷✵✵✹✳ ❆❈❚❆ Pr❡ss✳

❬✷✸❪ ❏❡❛♥ ❯t❦❡✱ ❯✇❡ ◆❛✉♠❛♥♥✱ ▼✐❦❡ ❋❛❣❛♥✱ ◆❛t❤❛♥ ❚❛❧❧❡♥t✱ ▼✐❝❤❡❧❧❡ ❙tr♦✉t✱ P❛tr✐❝❦ ❍❡✐♠❜❛❝❤✱
❈❤r✐s ❍✐❧❧✱ ❛♥❞ ❈❛r❧ ❲✉♥s❝❤✳ ❖♣❡♥❆❉✴❋✿ ❆ ♠♦❞✉❧❛r✱ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ t♦♦❧ ❢♦r ❆✉t♦♠❛t✐❝
❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❋♦rtr❛♥ ❝♦❞❡s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✸✹✭✹✮✿✶✽✿✶✕
✶✽✿✸✻✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✹❪ ❆✳ ❲❛❧t❤❡r ❛♥❞ ❆✳ ●r✐❡✇❛♥❦✳ ●❡tt✐♥❣ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❆❉❖▲✲❈✳ ■♥ ❯✳ ◆❛✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ❖✳ ❙❝❤❡♥❦✱
❡❞✐t♦rs✱ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❝❤❛♣t❡r ✼✱ ♣❛❣❡s ✶✽✶✕✷✵✷✳ ❈❤❛♣♠❛♥✲❍❛❧❧ ❈❘❈
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷✳

■♥r✐❛



RESEARCH CENTRE

SOPHIA ANTIPOLIS – MÉDITERRANÉE

2004 route des Lucioles - BP 93

06902 Sophia Antipolis Cedex

Publisher

Inria

Domaine de Voluceau - Rocquencourt

BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex

inria.fr

ISSN 0249-6399


	Introduction
	Elements of Automatic Differentiation
	Design Choices Rationale
	The Tapenade Automatic Differentiation model
	Symbol names
	Types of differentiated variables
	Simple assignments
	Sequences of instructions and control
	Procedure calls
	Activity
	Multi-directional extension
	Splitting and merging the differentiated instructions
	Improving trajectory computation
	Checkpointing
	Adjoint of array notation

	Specification and notes on actual implementation
	Internal Representation
	Data-Flow Equations of program static analysis
	Inference Rules for Tangent differentiation
	Inference Rules for Adjoint differentiation
	Implementation notes for analyses and transformations

	Development status and Performances
	Outlook

