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Résumé— Cet article propose quelques formes ”normales”
non linéaires plates. L’idée est de trouver les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’un systéme soit équivalent
par difféomorphisme a4 un systéme que 1’on sait plat. Ainsi
nous obtenons des conditions suffisantes qui permettent de
conclure si un systéme non linéaire est plat.

I. Introduction

La commande d’un systeme a non minimum de phase
est un probleme délicat aussi bien pour les systémes non
linéaires que linéaires. Ce probleme peut étre résolu par le
choix de nouvelles sorties qui rendent le systéme a mini-
mum de phase, la démarche logique étant de passer d’un
probleme de commande mal posé a un probleme bien posé.
En 1992, M. Fliess, J. Lévine, Ph. Martin et P. Rou-
chon ([11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18]) ont intro-
duit le concept de sorties plates, ces sorties garantissent
que le probleme sera bien posé en terme de commande et
de génération de trajectoire [35]. Mais le concept de sor-
ties plates peut avoir d’autres applications (voir [32], [43],
[44], [45], [46], [47]). En effet, un probléeme de détection
et d’isolation de défauts ainsi que la commande tolérante
aux défauts, peuvent dans certains cas, étre vu comme un
probléme d’inversion & gauche (sorties/défauts) qui devient
un probléme bien posé si les sorties sont plates [27]. De
méme, en communication privée par synchronisation de
systemes chaotiques, il est possible d’utiliser le concept de
platitude pour bien choisir la ou les lignes de transmissions
(sorties). Enfin, si sur un systéme mal modélisé, on connait
uniquement les sorties plates et les degrés relatifs qui leurs
sont associés, il est possible de faire de la commande sans
modele ou de la commande par mode glissant [29]. Dans
tous les cas énumérés ci-dessus, le probleme revient alors a
déterminer si le systéme est plat et si la réponse est positive
a trouver des sorties plates. Ce probleme de détermination
de platitude est un probléme encore largement ouvert,
bien que des travaux importants sur le sujet ont déja été
fait, citons par exemple une approche par les différentielles
extérieurs ou les systemes dynamiques sont vus comme des
systémes Pfaffian dans un espace de jets approprié (voir
[1], [7], [8], [30], [33], [44]), ainsi la platitude a été reliée
a la notion d’équivalence absolue introduite par E. Cartan
[4]. On trouve également une approche géométrique sous le
nom de I’équivalence de Lie-Bécklund mise en évidence en
[12], [14], [15], [26].

Tous ces travaux sur la platitude ont donné de nom-
breux résultats. Ainsi, on sait que les systémes dyna-

miques linéarisables par retour d’état statique ou dyna-
mique sont plats. D’ailleurs, la notion de platitude peut étre
vue comme une sorte de généralisation de la linéarisation
étudiée par exemple dans (]23], [36], [37], [38],[39], [40],[41]
[42]). Il est aussi connu [5] qu’un systéme dynamique affine,
commandable et de codimension 1 est plat.

Dans cet article, comme dans sa premiere version [21],
nous allons utiliser le concept de forme normale pour
déterminer si un systeme est plat. Rappelons que le concept
de forme normale a été introduit par H. Poincaré pour
I'étude de la stabilité des systémes et utilisé par la suite
par [23], [24], [25] pour déterminer si un systeme est
linéarisable, stabilisable, observable. Dans la méme logique,
la classe des formes normales considérées est ici reliée a la
relation d’équivalence par difféomorphisme aux systémes
zéro plat, c’est-a-dire aux systemes plats qui ont une ex-
pression de la sortie plate uniquement en fonction des états
du systéme. Il est & noter que I'on trouve dans [30], une ca-
ractérisation des systemes k-plats par une approche de type
Cartan-Kéahler .

La suite de l'article est organisée de la fagon sui-
vante : la section 2 est consacrée aux notations et quelques
définitions. La section 3 décrit les classes de systemes O-
plats étudiés, ces classes vont étre caractérisées par leurs
formes normales et les systémes non linéaires équivalent a
une de ces formes normales seront représentés par celle-ci.
Dans la section 4 des conditions géométriques seront four-
nies pour caractériser les systémes qui appartiennent a la
classe décrite dans la section 3.

II. Notations et Definitions

Commencons par définir la notion de platitude pour un
systeme non linéaire dont le modele est sous la forme sui-
vante :

&= f(z,u) (1)

otz e X CR" ueld CR™ et f un champs de vecteurs
suffisamment dérivable sur X x U qui régit la dynamique
du systeéme en question.

Définition 1 Le systéme dynamique (1) est plat s’
existe m fonctions y = (y1,...,ym)? appelées les sorties
différentiellement plates telles que :

1. La sortie plate soit uniquement une fonction de 1’état
z et de lentrée w et ses dérivées ul®, c’est-a-dire
y(x, u, i, ..., ul™)).



2. L’état puisse s’écrire comme une fonction des sorties
plates et leurs dérivées, c’est-a-dire z = p(y, 7, ...,y"™)).

3. L’entrée puisse s’écrire comme une fonction des sorties
plates et leurs dérivées, c’est-a-dire u = (y, 7, ..., y"2+1).

Dans cet article, sans perdre en généralité, les systéemes
considérés seront affines de la forme suivante :

i = f@)+ Y gl o)

Remarque 1 : un systéme de la forme (1) peut se
réécrire sous la forme (2) en ajoutant a chaque entrée un
intégrateur.

De méme, et ici sans aucune perte de généralité, nous al-
lons supposer que :

Hypotheses 1 :

G =[g1,...,9m] est de rang m.

L’objectif de ce travail est de mettre en évidence une
classe de systemes non-linéaires dont les sorties plates
ne dépendent que des variables d’état z. Ceci signifie
que dans le point 1 de la définition 1, nous avons seule-
ment Pécriture y(x). Dans la littérature, ces systémes sont
nommés systémes 0-plat [30].

On rappelle que les systéemes dynamiques O-plat les plus
connus sont les systemes dynamiques linéarisable par re-
tour d’état statique ( [23],[28]).

Une autre classe, bien connue, de systemes dynamiques 0-
plat est celle des systemes dynamiques affines et comman-
dables de codimension 1, c’est-a-dire m = n—1 ([26], [35]).

III. Classes de Systéemes Dynamiques 0-plat

Dans cette section, nous présentons des classes de
systemes O0-plat, représentées par leur forme normale,
celles-ci comprennent le cas le plus connu des systemes af-
fines commandable de co-codimension 1. Pour cela, nous
ferons 'hypotheése que le systéeme dynamique affine (2) est
commandable. Plus précisément, nous allons supposer qu’il
existe une liste de m entiers : v1 > vy > ... > vy, tels que :

W+ ..tV =mn,

et la distribution
A= span{adgcgi pour 0<j <y}

est de dimension n, ot adsg; = [f,g:] est le crochet de
Lie de f par g; et ad’}gi = [ad];_l 9i, gi] avec la convention
classique : ad(}gi = ¢g;. Pour tout 1 < 5 < m, on pose
25 = (21,5, -+ 205, ;)T et on définit les dynamiques suivantes
par bloc :

fg= ozt 2 ag (&)
=1
Zoj= 235+ 2 ab(&)u
=2 (3)
. m l
Zuyy = a;(8y) + Zayj,j(fuj)ul

=1

ou & = (25, 1 <k <metl<s<min(i+1,uy)) et si
pour un indice 1 < j < m, on a v; = 1 alors on garde que
la derniére equation du systéme dynamique (3).

D’aprés les équations du systéeme dynamique (3), les
fonctions a; et aé,j satisfont les propriétés suivantes :

Propriétés 1 :

a) Pour 1 < k < m, les fonctions a; dépendent seulement
des variables suivantes :

—zijtelquerv; >vpetl <i<yp+1

—zijtelquey; <ppetl<i<y

b) Les fonctions o ; sont définies par :

i,
— si v > 1, alors ozﬁj =0,
— si v, < 14, alors ai—f ; dépend seulement des variables
suivantes :
— 2gy pour 1<s<y si y <1<y,
— 25y pour 1<s<i+1 si 1<y <.

N
o, i #0sur X

Remarque 2 :
a) Pour un indice 7 fixe et pour tout 1 < j < m, la dyna-
mique (Z;;),,>; dépend des variables :
1. ux pour v <1
2. zgy pour 1<s<y si y <i<vyy,
3. zgy pour 1<s<i+1 si i<y <.
Ainsi, pour 1 < j < m la dynamique 2; ; dépend seulement
de (ug)u,=1, (#1,1)1<i<m €t (22,1)y,>2-
La dynamique (22,5),,>2 dépend seulement de :
(Uk) =2, (21,0)1<1<ms (22,0)1<i<m €t (23,1)v,>3
et ainsi de suite. 4
b) Nous pouvons utiliser le fait que af,j j 7 0 sur X pour
avoir a,; = 0 et u; = 1. En effet, nous considérons le retour
d’état statique suivant :

(uk)uk:h

1
— (v — ay,).

vj,j

Uj =

Interprétation géométrique

Pour donner une interprétation géométrique des conditions
ci-dessus, commengons par écrire le systéme dynamique (3)
sous la forme compacte suivante :

m
g=F+> Gy, (4)
k=1
avec B .
f = ( f1 f2 . fm )
ou pour 1 < j < m nous avons :
- T
Fi= (24 25 2,5 a;)
Pour 1 < k£ < m nous posons :
— —k =k —k \T
ge=(9% g5 . T )

oupour 1 <j<m

as; ..oap )T.

—k __ k
9; = (of; o3, v



Gréce au point (b) des propriétés 1, nous avons :

E;?:O siov; <wvg,(1<k<m)

Ce résultat nous donne les caractéristiques géométriques
du systeme (3) écrit sous sa forme compact (4).
Proposition 1 :

— La distribution suivante :
A= span{ad?ﬁi, pour tout v; >2 et 0<k<wvy; —2},

est involutive.

— le point (b) des propriétés (1), est équivalent au fait

suivant :

pour 1 < k < m avec v > 2 et pour les indices [ tels

que : v < v nous avons pour 0 < s <y —yp —1:

[?z,ad;k_yl_l_sgk] €
span{ad?@i pour j=0:1v, -y, —s et j>0}.

Preuve 1 : La deuxiéme partie de la proposition est
évidente. La premiere est due au fait que le dual de la
distribution A est la codistribution :

-1
A = span{dzu}lgjgm.

qui est engendrée par des formes différentielles exactes donc
elle est involultive. Cela est compatible avec la forme dy-
namique (3) et le fait que la fonction a; satisfait le point
(a) des propriétés (1).

Remarque 3 :
En utilisant un changement de coordonnées linéaire, nous
pouvons supposer que : ar = O%(z) et pour ozf,j tel que
i # v; nous avons aﬁj = 0!(2), ou O?(z), O'(z) sont les
termes d’ordre 2 et 1 respectivement en z.
Ainsi, nous avons le résultat préliminaire suivant.

Proposition 2 : Le systéeme dynamique (3) est locale-
ment O-plat et les variables (2’1,j)1gj§m sont des sorties
plates.

Preuve 2 : Gréce au point (b) des propriétés (1), pour
un indice fixe 1 < s < max7’,(v;), les dynamiques sui-
vantes :

{%s5, 1<j<m avec s<v;}

dependent seulement de G, 1’ensemble des variables sui-
vantes :

1. up pour vg <i,
2. zgy pour 1<s<y si y <i<vyy,
3. zgy pour 1<s<i+4+1 s i<y vy

Nous allons montrer que : y; = z;; pour 1 < j < m
sont des sorties plates. Pour cela, nous commengons par
écrire toutes les variables dans &, au moyen de y; = 21 ; et
Y; = #1,5. Or, dans &, nous connaissons déja les variables
(yj = #1,j)1<j<m- Nous avons alors a déterminer toutes les
variables d’état (22,),,>2 : (Uk)y,=1-

— Pour cela, nous utilisons le théoreme des fonctions im-

plicites pour calculer les variables (ZQJ-),,JZQ et les entrées

(Uk)pe=1, & partir des dynamiques 2, pour 1 <1 < m.
En effet, nous avons :

m
o § J — i
22,4 aq U = 0 si v;>2

21,5
l=r+1
m
s L E: J _ s
21,5 a; ag U = 0 si vy =1,
l=r+1

NG 4 3
ol aj; dépend seulement de (z10)1<1<m €t (22.1)y,>2-
Donc, nous devons calculer les m variables (227),,>2,

(u5)y,=1. La différentielle de cette équation par 5 )

est égale & I + O'(2,u) qui est localement inversible (ici
nous avons utilisé la remarque (2) et la proposition (2)).
Donc, nous avons :

e1(yk, gr) pour v <2 (5)
ey, Ux) pour vy, =1 (6)

22,1
Uk =

ou yr = z1x et 1 < k < m. Ainsi, nous connaissons
toutes les variables dans &, .

— Dans la deuxieme étape, nous injectons les expressions
(5)-(6) dans la dynamique (22, ;),,>2. Puis, nous utilisons
le méme argument pour calculer (z3;),,>3 et uj pour les
indices k tel que v = 2 (si v, > 2), ainsi, nous devons
seulement calculer (z3;),,>3. Finalement, nous obtenons
toutes les variables dans &,

— Maintenant, par induction nous supposons que nous
avons calculé &, et de la dynamique (£541,;)s+1<,; DOUS
calculons les variables dans G, en utilisant les mémes
arguments que précédemment.

Donnons un exemple illustratif pour montrer la procédure
de calcul proposée dans la démonstration ci-dessus.

Exemple 1 : Considérons le systéeme dynamique sui-
vant :

21,1 = 22,1
Zo1 = 231+ Z:zi’iluz
SiQ f1 = (222 — Dun + ot ue
212 = 22,2
292 = Uz

Nous donnerons la procédure pour calculer toutes les va-
riables d’états et les entrées de y1 = 21,1 et Y2 = 21,2. Pour
cela, considérons la sous-dynamique suivante :

21,1 — 221 =0
Z1,2 —222=0

nous obtenons z2 1 = Y1 et 222 = Y.
Maintenant, la dynamique suivante :

: _ Z2,1
{ 22,1 = 231+ g U2
22,9 = Un
d . t ) U1
onne ug = Yz €t 231 = Y; y.2_1y2.

Finalement, de la troisieme équation du systeme dyna-
mique nous obtenons :
23,1

3.1 — —Dup — ——uy =0
23,1 (22,2 )Ul Z2}2_1U2



nous en déduisons

- @ g -
1 y(g) _ %fll?n _ v — y2yi1y2y(2)
Y2 — 1 P2 —1 )

uy =

! ot

IV. Conditions Géométriques de la mise sous
Formes structurellement Plates

Dans cette section, nous donnerons les conditions
géométriques nécessaires et suffisantes pour l'existence du
difféomorphisme local qui transforme un systéme dyna-
mique affine de la forme (2) sous la forme normale (3).
Pour cela, nous supposons qu’il existe des entiers vy > vy >
.. > VUp, tels que :

1. Z:il vi=mn,

2. A:{ad’}gi pour i=1:m et 1<k <uy,—1} est de
rang n sur X.

Considerons aussi la distribution suivante :

A= span{ad};gi, pour tout v; >2 et 0<k<w; —2}

Théoréme 1 : Il existe un difféomorphisme local qui
transforme le systéme dynamique (2) sous la forme (3) si
et seulement si :

1) A est involutive
2) Pour 1 < k < m avec v, > 2 et pour 'indice [ tel que :
v < v nous avons pour 0 < s <y —y—1:

g ad 17175, €
span{ad;pgi pour j=0:v;,—v,—s et v; —y > s}.

Avant de prouver le théoréme ci-dessus, nous allons énoncer
un corollaire direct.

Corollaire 1 : Si v; < 2 pour tout j = 1 : m, alors il
existe un difféfomorphisme local qui transforme le systeme
dynamique (2) sous la forme normale (3) si et seulement si
la distribution

A ={g; pour 1<j<m tel que v; =2}

est involutive. (Ainsi, nous n’avons pas besoin de la condi-
tion (1) du théoreme (1)).
En particulier le systeme dynamique m = n — 1 de codi-
mension 1 est plat résultat bien connu [5].
Remarque 4 :
Dans le cas mono-entrée m = 1, nous avons seulement
la condition (1) du théoreme 1 et cette condition est
exactement la condition de linéarisation au moyen d’un
difféomorphisme et d’un retour d’état statique.
Maintenant, nous prouverons le théoreme 1.

Preuve 3 : La proposition 1 montre que les conditions
(1),(2) du théoréme 1 sont nécessaires.
Il reste donc & montrer qu’elles sont suffisantes. Pour cela,
nous assumons que v; > 2 pour ¢ = 1 :r et y; = 1 de
r+1<4¢<m. Ainsi dimA = v; + ... + v, — r de codimen-
sion m.

Si A est involutive alors, il existe m fonctions

indépendantes Ay, ..., hy, hpyq, ..., by, telles que :

1. dh;(A) =0 pour 1<i<m,

2. dhi(ad;ﬁlgi) #0sur X pour 1<i<m.
Maintenant, considérons les nouvelles variables

vantes :

sui-

Zij = L}_lhj pour j=1:m et 1 <7<y,
et posons z = (2;)1<j<m avec pour 1 < j <m

zj = (2i,5)1<i<u;-

Puis, considérons le difféomorphisme z = ¢(x), et pour
1 < s <'m, nous notons par gs = ¢.gs, gs = (@) 1<j<m Ol
aj = (af ) )i<i<v. -

Par définition des nouvelles coordonnées pour 1 < j < m
et 1 < ¢ < vj;, nous avons :

dz; ;s = 0 pour v, —i > 0. Ainsi, a; ; =0pourl1 <j<m
et 1 <i < wyj tel que vy —i > 0.

Finalement, nous pouvons en conclure que ¢, f est de la
forme (3) .

De plus, par les conditions d’involutivité, les fonctions
ay, vérifient le point (a) des propriétés 1.
Maintenant, les conditions (2) du théoréme 1 suivantes :

g, ad* " 710 g,] €
span{ad;gi pour j=0:v;,—vy —s et v; —y > s},

impliquent que aé’q avec p < v, ne dépendent pas des va-

riables z,,4s4+1,5 pour p < v + s. Donc, le point (b) des
propriétés 1 est vérifié.

Cas 1 : Codimension 2
Nous allons analyser le cas de codimension 2, ainsi m =
n — 2.
En ré-ordonnant (g;)1<;<m, nous avons deux cas :
1.1 =2 et 1, =2
2. vy = 3.
Le premier cas est semblable au corollaire (1). Ainsi, nous
devons seulement vérifier 'involutivité de la distribution

A = span{gi, g2}
Pour le deuxieme cas, nous devons vérifier deux conditions :
— distribution A = {g1,adsg1} est involutive, et
— pour tout 2 < k < m nous devons avoir [gi,g1] €
span{gs, ad;a:).
Exemple 2 : Considérons I'exemple issu de [30] modifié
pour une question de régularité :

T1 = Xz + 1473

T2 = T4
I3 =I5
Ty = U1
Ty = Uz

Un calcul simple montre que la distribution A est en-
gendrée par les champs de vecteurs suivants :

g1 = 3=,
adjgr = —3% — T35
ad%g; = (1 — x5) 8%1
92 = 31z et adrgs = *a%



Ainsi, dimA = 5 dans un voisinage ouvert de 0 tel que
Is 7é 1.
De plus, la distribution
A = span{gi,adysgi, 92}
est involutive. Ainsi, la condition (1) du théoréme 1 est
vérifiée. La condition (2) est aussi satisfaite, parce que go
commute avec g et adyg; :

[92,91] = [92,adfg1] = 0.

Maintenant, nous allons donner le difféomorphisme. Pour
. . . C . ~T

cela, il est facile de voir que la codistribution A" est en-

gendrée par dhl et dhg ou h1 = T3Ty — X1 et hg = Is3.

Donc, nous avons le difféfomorphisme suivant :

21,1 = hy
22,1 = th1 = (£L‘5 — 1) To
23,1 = L?hl = (15 — 1) T4
21,2 = ho
22,2 = thQ = T5

Celui-ci transforme le systéme dynamique en la forme 0-
plate suivante étudiée dans exemple 1 :

21,1 = 221
Za1 =231+ z:jil U
Z31 = (22 — Dur + 25U
21,2 = 2272
Zg2 = U3

Remarque 5 : — Les spécialistes de la linéarisation
par retour d’état dynamique vont remarquer que le
systeme ci-dessus est linéarisable. Mais ici on gagne par
le fait que I'on ne dérive pas u.

— Si, au lieu de prendre la premiere dynamique &, =
Zo + x4x3 nous prenons la dynamique &1 = x4xr3 comme
dans [30]. Alors dans ce cas, les mémes sorties plates
restent valable dy; (ad‘}gl) #0 et dyg(ad?gg) # 0 sur un
sous ensemble ouvert dense.

Donnons un autre exemple pour mettre en évidence la
deuxieme condition dans le théoreme.

Exemple 3 : Considérons dans RS le systeme dyna-
mique suivant :

1 = T2+ Pug + (1 +23)8 + 5) u3
T = T3 + Tauz + T3U3
T3 = U1
T4 =T5
jl‘5 = Uy + Tr3us
Tg = x3T5"* + ¥t uq + ug
ou B = xg — x3e”4.
Les générateurs de la distribution A sont :

B )
= —_— e _—
9 Oxs Oxg
) o
adggr = -5, adig Fo1
) 5 o P
= _ _ xr4 ——
92 Oxs ox1 4 ox
B B
d - e, = T4 _ 7 _—
acs92 om T 0za ¢ omg | 0 0ms
B F) B
= — = 1 =
g3 doc TP TG, T (x5 + ( +$3)5)8x1

Un calcul direct donne :

[92,91] = 0 € span{g1,adsg:}

0 0 0
l93.91] = _37@ - [“)7555 - 687951 € span{gy,adsg1, g2}

Ainsi, la condition (2) du théoréme 1 est vérifiée.
La condition (1) du théoréme est également validée. En
effet, la distribution

A= Span{gla adfgla 92}7

est involutive. De plus, A= span{dhy, dhg,dhs}, o hy =
Tr1 — LE5(1‘6 - 1‘3614), hz = x4 €t h3 = Tg — .1736964.

Mettons 21,1 = h1, 21,2 = ha et 21,3 = hs, nous obtenons le
difféomorphisme suivant :

21’1 = Tr1 — Ts (iCG — 1’36934)

22,1 = thl = X2 et 23,1 = L?chl = I3
Z1,2 = hg = X4 et 222 = thg = T5
z1,3 = hg=uxg— x3e™

qui transforme la dynamique sous la forme 0-plate (3) sui-
vante :

21,1 = 22,1 + 21,3U3
Z21 = 23,1 + 21,2U2 + 231U3

23,1 = U1

212 = 222
Zo2 = Ug + 23.1U3

213 =u3

V. Conclusion

Nous avons exhibé dans cet article les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’un systéme non linéaire
soit équivalent par difféomorphisme & un systéme de
référence (forme normale) qui est 0-plat. Il est évident que
notre démarche est de répondre a la question. ” Ce systéeme
est-il plat ?” Par la recherche d’équivalence a un systeme
que nous savons plat, nous donnons uniquement des condi-
tions suffisantes. Néanmoins, cette démarche, au-dela de
son souci de caractérisation et de classification, nous a ici
permis d’obtenir des conditions qui sont une généralisation
naturelle des conditions de 0-plat pour les systéemes dyna-
miques de co- dimension 1.
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