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_ILATION DE DONNEES OCEANOGRAPHIQUE

[’assimilation de données consiste a partir d'un modele M d’évolution d’une variable x.
et d’observations partielles (y¢) de la variable x, de retrouver la condition initiale x.
Le principe de l'assimilation de données variationnelle consiste & minimiser une fonction
colit J définie par

m%n J(xg) = %Zd(?—[i(xo),yf)2+%d(X0,X8)2, (1)

2
~ t
R~ d(XO, XO)

Généralement la distance d est une distance £5 pondérée. Or, en utilisant cette distance,
’assimilation de données variationnelle peine a faire face aux erreurs de déplacement.
En prenant des distances tenant mieux en compte des spécificités des densités, on espeére
aboutir a une assimilation variationnelle rendant un état plus réaliste. C’est pourquoi on
s'intéresse a la distance de Wasserstein d = Wh.

_ORT OPTIMAL DANS LE CAS D'ERREUR DE DEPLACEMENT.

Connaissant deux densités po(x) et pi(x), la distance de Wasserstein W;(py, p1) est
définie par

W3 (po, p1) = inf
o) (p(t, 2), v(t, 7))
Oip + div(pv) = 0

/0(07 ZL‘) — /00(55)7 /0(17 ZL’) — ,01($)

// p(t, x)|u(t, z)|* dtdz.
0,1]x§2

Le p(t,z) réalisant le minimum suit la géodésique dans l'espace de Wasserstein. Ci-
dessous 'exemple d’interpolation pour la distance de Wasserstein et pour la distance £
de py et pp diftérant d'un déplacement.
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Pour que la distance de Wasserstein soit définie, il faut que pg > 0, p;1 > O et fQ 0 = fQ O1.

On se place dans le cas ol xg, H;(Xg) et y¢ sont des mesures de probabilité, pour tout i.
Alors, la fonction cofit écrite avec la distance de Wasserstein est

Tvx) = 5 3 W (Hitxo).v7)

La méthode du gradient consiste a trouver grad Jy(xg) et a utiliser 'algorithme

1
Xy = xy — agrad Jw(x])

de sorte que Jy(x0) < Jw(x%). Pour trouver le gradient, il faut calculer la différen-
tielle et choisir un produit scalaire. En effet, grad 7 (xp) est 'élément tel que pour

tout 1, (1, gradJ (xp)) = DJ [xq|.n.

La différentielle :
On différentie Jy en calculant Jyy(xo + €n) :
o H;(xy + en) = H;(xo) + € L[t;, x0].n avec L le modéle tangent.

Wiy + eu,y’) = €(u, 1)y avec ¢ le potentiel de Kantorovich du transport
optimal entre y et y’.
On trouve ainsi que
D Xo|.n = <L ti, Xol.m , Z>
Twxol-n z@: i, Xo|.1 ¢2

avec 1; le potentiel de Kantorovich du transport optimal entre H;(xg) et y?.

Le produit scalaire :

Utiliser le produit scalaire L9 pour définir le gradient n’est pas correct : la convergence
de l'algorithme du gradient est trés mauvaise. On utilise plutot le produit scalaire W,
défini en xq par :

(1,17) = /Q <V - VP,
n = —div(xgV®), n = —div(xgVP')

avec @, @ tels que

Finalement, le gradient de [Jy(xg) pour le produit scalaire W, est, avec L* le modéle

adjoint,
gfadjw(X()) — —div (Xov (Z L*[tz, Xo]wz)) .

_RIABLES N'ETANT PAS DES MESURES DE PROBABILITE

Dans le cas ot H;(xg) et yg sont des mesures de probabilité, mais pas xj, on ne peut

pas écrire de terme d’ébauche. En effet, W3 (xg, x)) n’est pas défini. Par exemple soit le

modeéle d’évolution de Saint-Venant

Oh + div(hu) = 0 )
o+ (u-V)u+ gVh = pAu

ot I'on cherche & assimiler (hg, ug). La fonction cott s’écrit

1
T (ho, o) = 5 > W3 (Hilho, ), b)) + 77" (ho, wo)

Qu’écrire pour le terme d’ébauche J°(hg, ug) ? On ne peut pas écrire W5((hg, ug), (hS, ul))
puisque ug et ug ne sont ni positifs ni de méme intégrale. On ne peut pas ajouter un
terme ||ug — ul||3 puisque la convergence serait trés mauvaise (mélange de distance de
Wasserstein et de distance Ls).

On utilise plutot le terme d’ébauche suivant

Jb(h(), ’LLQ> — int
Oip + div(pv) =0

[[ GP+uprpdtaz, @

0,1]x€2
O + div(pw) = 0

p(0, ) = hy, p(1,2) = h)

u(0, x) = up, u(l, ) = ul

Dans ce cas l'interpolation entre deux (hg, ug) et (hq,u) décalés redonne bien un (h,u)
entre les deux.
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Le produit scalaire qu’on choisira sera

((") | (",)) — / hoVD - VO + / hoV - VI
U U 0 0

avec @, ®'. W, U tels que

n=—div(heV®), 1 = —div(heVd)
v=—div(hyVV¥), v = —div(h(V¥’).

_ICULTES LIEES AU TRANSPORT OPTIMAL

« La distance de Wasserstein n’est définie que pour des mesures de probabilité.

o Lorsque py, p1 = cte, 'interpolation W, ressemble a l'interpolation Ls...

o Lorsque J(h{) — ming, J (hg), on a seulement h{ — arg ming, J (hg).

o Le temps de calcul numérique de la distance de Wasserstein est plus long que celui de
la distance Ly |Peyré, Papadakis, Oudet, 2013|.

RESULTATS ET PERSPECTIVES

Pour de premiers tests sur l'assimilation (2) on compare 'erreur ||hy — hl||3 en utilisant
d= Lo et d=MW,. Les comportements sont corrects.

" evolution erreur |h0 - hO™ ]2

erreur

iterations

[l reste a implémenter 1'ébauche (3).

Ce travail est supporté par la région Rhone-Alpes.



