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Abstract: 

 

This paper studies optimal real-time monetary policy when the central bank takes the 
exogenous volatility of the output gap and inflation as proxy of the undistinguishable 
uncertainty on the exogenous disturbances and the parameters of its model. The paper 
shows that when the exogenous volatility surrounding a specific state variable increases, 
the optimal policy response to that variable should increase too, while the optimal 
response to the remaining state variables should attenuate or be unaffected. In this way 
the central bank moves preemptively to reduce the risk of large deviations of the 
economy from the steady state that would deteriorate the distribution forecasts of the 
output gap and inflation. When an empirical test is carried out on the US economy the 
model predictions tend to be consistent with the data. 
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Ρεαλ−τιmε Οπτιmαλ Μονεταρψ Πολιχψ ωιτη
Υνδιστινγυισηαβλε Μοδελ Παραmετερσ ανδ

Σηοχκ Προχεσσεσ Υνχερταιντψ

Αλεσσανδρο Φλαmινι� Χοστασ Μιλασψ

ϑυνε 19, 2010

Αβστραχτ

Τηισ παπερ στυδιεσ οπτιmαλ ρεαλ−τιmε mονεταρψ πολιχψ ωηεν τηε χεν−
τραλ βανκ τακεσ τηε εξογενουσ ϖολατιλιτψ οφ τηε ουτπυτ γαπ ανδ ιν�ατιον
ασ προξψ οφ τηε υνδιστινγυισηαβλε υνχερταιντψ ον τηε εξογενουσ διστυρ−
βανχεσ ανδ τηε παραmετερσ οφ ιτσ mοδελ. Τηε παπερ σηοωσ τηατ ωηεν
τηε εξογενουσ ϖολατιλιτψ συρρουνδινγ α σπεχι�χ στατε ϖαριαβλε ινχρεασεσ,
τηε οπτιmαλ πολιχψ ρεσπονσε το τηατ ϖαριαβλε σηουλδ ινχρεασε τοο, ωηιλε
τηε οπτιmαλ ρεσπονσε το τηε ρεmαινινγ στατε ϖαριαβλεσ σηουλδ αττενυατε
ορ βε υνα¤εχτεδ. Ιν τηισ ωαψ τηε χεντραλ βανκ mοϖεσ πρεεmπτιϖελψ το
ρεδυχε τηε ρισκ οφ λαργε δεϖιατιονσ οφ τηε εχονοmψ φροm τηε στεαδψ στατε
τηατ ωουλδ δετεριορατε τηε διστριβυτιον φορεχαστσ οφ τηε ουτπυτ γαπ ανδ
ιν�ατιον. Wηεν αν εmπιριχαλ τεστ ισ χαρριεδ ουτ ον τηε ΥΣ εχονοmψ τηε
mοδελ πρεδιχτιονσ τενδ το βε χονσιστεντ ωιτη τηε δατα.
ϑΕΛ Χλασσι�χατιον: Χ51; Χ52; Ε52; Ε58.
ΚεψWορδσ: Μυλτιπλιχατιϖε υνχερταιντψ; Μαρκοϖ ϕυmπ λινεαρ θυαδρατιχ

σψστεmσ; οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ.

�Dεπαρτmεντ οφ Εχονοmιχσ, Υνιϖερσιτψ οφ Σηε′ελδ, 9 Μαππιν Στρεετ, Σηε′ελδ Σ14DΤ,
ΥΚ. Εmαιλ: α.�αmινι≅σηε′ελδ.αχ.υκ. Wε αρε γρατεφυλ το Μαρτιν Ελλισον ανδ Μιχηαελ Wοοδ−
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1 Ιντροδυχτιον

Α περϖασιϖε φεατυρε οφ mονεταρψ πολιχψmακινγ ισ τηε υνχερταιντψ αβουτ τηε
στατε οφ τηε εχονοmψ, τηε εχονοmψ�σ στρυχτυρε ανδ τηε ινφερενχεσ τηατ τηε πυβ−
λιχ ωιλλ δραω φροm πολιχψ αχτιονσ ορ εχονοmιχ δεϖελοπmεντσ (Βερνανκε 2007).
Πολιχψmακερσ ηαϖε λονγ ρεχογνιζεδ τηατ χοπινγ ωιτη τηεσε φορmσ οφ υνχερταιντψ
ποσεσ χοmπλιχατεδ ισσυεσ ιν ρεαλ−τιmε mονεταρψ δεχισιονσ. Υνχερταιντψ ον τηε
ουτπυτ γαπ, φορ εξαmπλε, χορρεσπονδσ το υνχερταιντψ ον ωηερε τηε εχονοmψ
ισ λοχατεδ ωιτη ρεσπεχτ το τηε βυσινεσσ χψχλε. Τηυσ ρεαλ−τιmε δεχισιονσ, ωηιχη
αρε νεχεσσαριλψ βασεδ ον ουτπυτ γαπ εστιmατεσ, χαν τυρν ουτ το βε ωρονγ φροm
αν εξ−ποστ περσπεχτιϖε. Τηισ προβλεm ισ ωελλ δοχυmεντεδ βψ Ορπηανιδεσ ανδ
ϖαν Νορδεν (2002) ωηο σηοω τηατ τηε ρελιαβιλιτψ οφ τηε ουτπυτ γαπ mεασυρε ισ
θυιτε λοω. Υνχερταιντψ ον τηε στρυχτυρε οφ τηε εχονοmψ ισ ανοτηερ κεψ χαυσε
οφ πολιχψ ερρορσ. Τηισ υνχερταιντψ στεmσ φροm τηε λιmιτεδ κνοωλεδγε οφ τηε
χριτιχαλ φορχεσ τηατ γοϖερν τηε εχονοmιχ σψστεm ατ ανψ ποιντ ιν τιmε. Χλεαρλψ,
τηε mορε τηεσε φορχεσ αρε mισσεδ ιν mοδελινγ τηε εχονοmψ, τηε λαργερ τηε πολ−
ιχψ ερρορσ. Τηε προβλεm ραισεδ βψ τηε υνχερταιντψ ον τηε στατε ανδ στρυχτυρε
οφ τηε εχονοmψ ισ φυρτηερ αγγραϖατεδ βψ τηε δι′χυλτψ το ρελατε οβσερϖαβλε
χηανγεσ ιν τηε ϖολατιλιτψ οφ κεψ στατε ϖαριαβλεσ �ασ ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ�
το τηεσε σουρχεσ οφ υνχερταιντψ. Ασ νοτεδ βψ Βερνανκε (2007), �Απαρτ φροm
ισσυεσ οφ mεασυρεmεντ, πολιχψmακερσ φαχε ενορmουσ χηαλλενγεσ ιν δετερmινινγ
τηε σουρχεσ οφ ϖαριατιον ιν τηε δατα.�
Τηισ παπερ στυδιεσ οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ υνδερ τηρεε φαιρλψ ρεαλιστιχ

ασσυmπτιονσ. Τηε �ρστ ισ τηατ ιν ρεαλ−τιmε πολιχψmακερσ δο νοτ κνοω ωιτη
χερταιντψ τηε εξογενουσ διστυρβανχεσ το τηε εχονοmψ ανδ τηε παραmετερσ οφ
τηειρ mοδελ. Φυρτηερmορε, τηεψ αρε υναβλε το διστινγυιση τηε ιmπαχτ οφ τηεσε
σουρχεσ οφ υνχερταιντψ ον τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ προχεσσεσ. Υνδερ τηεσε
ασσυmπτιονσ σοmε νατυραλ θυεστιονσ αρισε. Γιϖεν τηε ιmπορτανχε τηατ mοδερν
mονεταρψ πολιχψ αττριβυτεσ το τηε διστριβυτιον φορεχαστ οφ ιν�ατιον ανδ ουτπυτ
γαπ φορ πολιχψ αχτιονσ, σηουλδ τηε δι′χυλτψ το τελλ ιν ρεαλ−τιmε τηε ιmπαχτ οφ
τηε ϖαριουσ σουρχεσ οφ υνχερταιντψ ον τηεσε ϖαριαβλεσ βε χονσιδερεδ βψ πολιχψ−
mακερσ? Ανδ το ωηατ εξτεντ, ιφ ανψ, ανδ ηοω περχειϖεδ χηανγεσ ιν τηε λεϖελ
οφ υνδιστινγυισηαβλε υνχερταιντψ σηουλδ βε χονσιδερεδ? Γιϖεν τηε χυρρεντ εχο−
νοmιχ χονδιτιονσ, τηεσε αρε τιmελψ θυεστιονσ. Τηε ΥΣ, φορ ινστανχε, ωιτνεσσεδ
αϖεραγε ρεαλ−τιmε ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ ρισινγ φροm 2.1% περ αννυm οϖερ τηε
1997−2006 περιοδ το 2.6% περ αννυm αφτερωαρδσ, ανδ αϖεραγε ΓDΠ πριχε ιν−
�ατιον ϖολατιλιτψ ρισινγ φροm 0.3% περ αννυm ιν 1997−2006 το 0.5% περ αννυm
αφτερωαρδσ.
Το αδδρεσσ τηεσε θυεστιονσ, ωε ιντροδυχε α �ναλ ασσυmπτιον. Wε λετ πολ−

ιχψmακερσ υσε τηειρ ϕυδγmεντ το φορm αν οπινιον ον τηε λεϖελ οφ εξογενουσ



ϖολατιλιτψ συρρουνδινγ τηε δεmανδ ανδ συππλψ σιδε οφ τηε εχονοmψ, ωηιχη χαν
βε ιντερπρετεδ ασ τηε περχειϖεδ λεϖελ οφ εξογενουσ ϖολατιλιτψ φορ τηε ιν�ατιον
ανδ ουτπυτ γαπ προχεσσεσ. Τηεν, πολιχψmακερσ τακε τηισ ϖολατιλιτψ ασ α προξψ
φορ τηε λεϖελ οφ υνδιστινγυισηαβλε υνχερταιντψ ιν τηε εξογενουσ διστυρβανχεσ
ανδ τηε mοδελ παραmετερσ.
Τηεσε ασσυmπτιονσ γετ ρε�εχτεδ ιν α στψλιζεδ τωο−στεπ ρεπρεσεντατιον οφ τηε

χεντραλ βανκ δεχισιον προχεσσ. Φιρστ, χεντραλ βανκσ εστιmατε ατ α χερταιν τιmε
φρεθυενχψ τηε στατε ανδ mοδελ οφ τηε εχονοmψ βεινγ αωαρε τηατ τηε εστιmατεσ
αρε συρρουνδεδ βψ υνχερταιντψ. Σεχονδ, ατ α ηιγηερ φρεθυενχψ, πολιχψmακερσ
ασσεσσ τηε αmουντ οφ υνχερταιντψ οφ τηε εστιmατεσ υσινγ ασ προξιεσ οφ τηε υνδισ−
τινγυισηαβλε υνχερταιντψ τηε εξογενουσ ϖολατιλιτψ οφ τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ
γαπ προχεσσεσ ανδ τακε βεττερ−ινφορmεδ πολιχψ δεχισιονσ.
Μετηοδολογιχαλλψ, τηε αναλψσισ ισ περφορmεδ βψ ιντροδυχινγ α Νεω−

Κεψνεσιαν mοδελ τηατ χονϖενιεντλψ αχχουντσ φορ υνδιστινγυισηαβλε υνχερταιντψ
ιν τηε στατε ανδ στρυχτυρε οφ τηε εχονοmψ. Wε τηεν εστιmατε τηε mοδελ ανδ
υσε τηε Μαρκοϖ ϑυmπ−Λινεαρ−Θυαδρατιχ αππροαχη δεϖελοπεδ βψ Σϖενσσον ανδ
Wιλλιαmσ (2007) το στυδψ ηοω οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ρεσπονδσ το χηανγεσ
ιν τηε εξογενουσ ουτπυτ γαπ ανδ ιν�ατιον ϖολατιλιτιεσ ασ προξιεσ οφ υνχερταιντψ
αβουτ τηε στατε ανδ στρυχτυρε οφ τηε εχονοmψ. Φιναλλψ, ωε τεστ τηε τηεορετιχαλ
ρεσυλτσ ον ΥΣ δατα.
Πρεϖιουσ λιτερατυρε ηασ στυδιεδ οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ιν πρεσενχε οφ mυλ−

τιπλιχατιϖε υνχερταιντψ. Τηε ινιτιαλ ιδεα τηατ mοδελ υνχερταιντψ ρεθυιρεσ σοmε
χαυτιουσνεσσ ιν πολιχψ δεχισιονσ, ασ συγγεστεδ βψ τηε Βραιναρδ�σ (1967) σεmι−
ναλ χοντριβυτιον, ηασ βεεν ρεϖισεδ βψ Σδερστρm (2002) ωηο �ρστ σηοωσ, ιν α
βαχκωαρδ−λοοκινγ mοδελ, τηατ ιν πρεσενχε οφ υνχερταιντψ ον τηε ιν�ατιον περ−
σιστενχε mονεταρψ πολιχψ σηουλδ βε mορε αγγρεσσιϖε. Κιmυρα ανδ Κυροζυmι
(2007) εξτενδ τηε αναλψσισ το α Νεω−Κεψνεσιαν mοδελ ωιτη α ηψβριδ Πηιλλιπσ
χυρϖε ανδ ωηερε τηε υνχερταιντψ ον τηε ιν�ατιον περσιστενχε mακεσ αλσο υν−
χερταιν τηε σοχιαλ ωελφαρε λοσσ τηατ τηε χεντραλ βανκ ωαντσ το mινιmιζε. Τηε
ρεσυλτσ οφ Κιmυρα ανδ Κυροζυmι αρε ιν λινε ωιτη Σδερστρm�σ ωορκ ανδ βοτη
παπερσ mαρκ αν ιmπορταντ δεϖιατιον φροm τηε χονϖεντιοναλ ωισδοm οριγινατεδ
βψ Βραιναρδ�σ αρτιχλε ανδ χορροβορατεδ βψ τηε συβσεθυεντ λιτερατυρε1. Ουρ
χοντριβυτιον, ωιτη ρεσπεχτ το τηισ λινε οφ ρεσεαρχη, λιεσ ιν στυδψινγ οπτιmαλ
mονεταρψ πολιχψ ωηεν τηε χεντραλ βανκ χονσιδερσ τηε υνδιστινγυισηαβλε υνχερ−
ταιντψ ον τηε mοδελ παραmετερσ ανδ τηε εξογενουσ διστυρβανχεσ προξιεδ βψ
τηε περχειϖεδ λεϖελ οφ υνχερταιντψ συρρουνδινγ τηε δεmανδ ανδ συππλψ σιδεσ

1Σεε, αmονγ οτηερσ, Εστρελλα ανδ Μισηκιν (1999), Ηαλλ ετ αλ. (1999), Μαρτιν ανδ Σαλmον
(1999), Σϖενσσον (1999), Σαχκ (2000).



οφ τηε εχονοmψ. Wιτηιν α Μαρκοϖ ϕυmπ λινεαρ θυαδρατιχ φραmεωορκ, τηισ
παπερ σηοωσ τηατ ωηεν τηε εξογενουσ ϖολατιλιτψ συρρουνδινγ α στατε ϖαριαβλε
ινχρεασεσ, τηε οπτιmαλ πολιχψ ρεσπονσε το τηατ ϖαριαβλε σηουλδ ινχρεασε τοο,
ωηιλε τηε οπτιmαλ ρεσπονσε το τηε ρεmαινινγ στατε ϖαριαβλεσ σηουλδ αττενυατε
ορ βε υνα¤εχτεδ. Εmπιριχαλλψ, ωηεν α τεστ ισ χαρριεδ ουτ ον τηε ΥΣ εχονοmψ
τηε mοδελ πρεδιχτιονσ τενδ το βε χονσιστεντ ωιτη τηε δατα. Τηισ ρεσυλτ mαττερσ
φορ πολιχψ ιν τηατ ωηεν πολιχψmακερσ ηαϖε ρεαλ−τιmε λιmιτεδ ινφορmατιον ον τηε
σουρχεσ οφ υνχερταιντψ, νονετηελεσσ περχειϖε σηιφτσ ιν τηε ρελατιϖε ϖολατιλιτψ οφ
ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ, τηεψ mαψ εξπλοιτ τηισ ινφορmατιον το �νε−τυνε τηε
πολιχψ ρεσπονσε το τηε στατε ϖαριαβλεσ.
Τηε ρεmαινινγ οφ τηε παπερ ισ στρυχτυρεδ ασ φολλοωσ. Σεχτιον 2 ιντροδυχεσ

τηε τηεορετιχαλ mοδελ. Ιν σεχτιον 3 ωε εστιmατε τηε αγγρεγατε δεmανδ ανδ
συππλψ, (ηενχεφορτη ΑD ανδ ΑΣ) υσινγ ΥΣ δατα. Ιν σεχτιον 4 ωε υσε τηε εσ−
τιmατεσ οφ τηε ΑD ανδ ΑΣ αλονγ ωιτη α στανδαρδ χαλιβρατιον φορ τηε χεντραλ
βανκ πρεφερενχεσ το �νδ τηε οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ωηεν χεντραλ βανκ δεχι−
σιονσ χονσιδερ τηε ϖολατιλιτψ λεϖελ ον τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ προχεσσ. Ουρ
τηεορετιχαλ πρεδιχτιονσ αρε τηεν τεστεδ ον ΥΣ mονεταρψ πολιχψ δατα. Σεχτιον 5
προϖιδεσ σοmε ροβυστνεσσ αναλψσισ ανδ Σεχτιον 6 συmmαριζεσ ουρ �νδινγσ ανδ
ο¤ερσ σοmε χονχλυσιονσ.

2 Τηεορετιχαλ mοδελ

Τηε βεηαϖιορ οφ τηε πριϖατε σεχτορ ισ χαπτυρεδ βψ α Νεω−Κεψνεσιαν mοδελ ωιτη
ρεαλιστιχ mονεταρψ πολιχψ τρανσmισσιον λαγσ ανδ ινερτια ιν τηε βεηαϖιορ οφ ηουσε−
ηολδσ ανδ �ρmσ. Τηε mοδελ ισ δεριϖεδ φροm mιχροφουνδατιονσ2 ανδ ισ σιmιλαρ
ιν σπιριτ το Βοιϖιν ανδ Γιαννονι (2006) ανδ Φλαmινι (2007). Σπεχι�χαλλψ, ωηιλε
ιτ σηαρεσ ωιτη βοτη α σπεχιαλ αττεντιον ιν δεσχριβινγ αχχυρατελψ τηε δψναmιχσ
οφ τηε πριϖατε σεχτορ, ιτ mαινλψ δι¤ερσ φροm τηε φορmερ ιν χονσιδερινγ οπτιmαλ
mονεταρψ πολιχψ ινστεαδ οφ α φορωαρδ−λοοκινγ Ταψλορ ρυλε ανδ φροm τηε λαττερ ιν
φοχυσινγ ον α χλοσεδ εχονοmψ ρατηερ τηαν αν οπεν εχονοmψ. Φυρτηερmορε, τηε
χυρρεντ mοδελ �νδσ τηε οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ιν πρεσενχε οφ mυλτιπλιχατιϖε
υνχερταιντψ φολλοωινγ τηε Μαρκοϖ−ϕυmπ λινεαρ θυαδρατιχ αππροαχη δεϖελοπεδ
βψ Σϖενσσον ανδ Wιλλιαmσ (2007). Τηε ΑD ανδ ΑΣ αρε ρεσπεχτιϖελψ δεσχριβεδ
βψ τηε φολλοωινγ ρελατιονσ

ψτ+1 =
�
�ψψτ + (1� �ψ) ψτ+2ϕτ � �ρρτ + ∀

ψ
τ+1

�
�ψτ+1; (1)

�τ+2 =
�
���τ+1 + (1� ��) �τ+3ϕτ + �ψψτ+2ϕτ + ∀

�
τ+2

�
��τ+2 (2)

2Σεε Αππενδιξ Α φορ δεταιλσ.



ωηερε φορ ανψ ϖαριαβλε ξ τηε εξπρεσσιον ξτ+� ϕτ δενοτεσ τηε ρατιοναλ εξπεχτατιον
οφ ξ ιν περιοδ τ + � χονδιτιοναλ ον τηε ινφορmατιον αϖαιλαβλε ιν περιοδ τ; αλλ
τηε ϖαριαβλεσ αρε ιν τερmσ οφ λογ δεϖιατιονσ φροm χονσταντ στεαδψ στατε ϖαλυεσ,
ψτ; ρτ; �τ δενοτε ουτπυτ γαπ, ρεαλ σηορτ τερm ιντερεστ ρατε, ανδ ιν�ατιον ρατε,
ρεσπεχτιϖελψ, ωιτη ρτ � ιτ � �τ+1ϕτ ανδ ιτ δενοτινγ τηε σηορτ τερm νοmιναλ
ιντερεστ ρατε, ανδ �ναλλψ, ∀ψ ανδ ∀� αρε εξογενουσ διστυρβανχεσ αλλοωινγ τηε
εχονοmψ το δεπαρτ φροm τηε στεαδψ στατε.
Τηε πρεσενχε οφ τηε φαχτορσ �ψτ ανδ �

�
τ ισ αν ιννοϖατιον ωιτη ρεσπεχτ το τηε

πρεϖιουσ λιτερατυρε. �ψτ ανδ �
�
τ αρε ρανδοm ϖαριαβλεσ χαπτυρινγ τηε υνχερταιντψ

ον τηε στατε ανδ στρυχτυρε οφ τηε εχονοmψ ασσυmινγ τηατ ιν ρεαλ−τιmε ιτ ισ
ιmποσσιβλε φορ τηε χεντραλ βανκ το διστινγυιση τηε ιmπαχτ οφ τηεσε σουρχεσ οφ
υνχερταιντψ ον τηε ϖολατιλιτψ οφ τηε ουτπυτ γαπ ανδ ιν�ατιον προχεσσεσ. Τηισ
ασσυmπτιον ισ mοτιϖατεδ βψ τηε φαχτ τηατ ιν ρεαλ−τιmε πολιχψmακερσ φαχε δι′−
χυλτιεσ ιν οβσερϖινγ σπεχι�χ διστυρβανχεσ ηιττινγ τηε εχονοmψ ανδ ηαϖε λιmιτεδ
κνοωλεδγε ον τηειρ προπερτιεσ τοο. Φυρτηερmορε, τηε τρυε mοδελ οφ τηε εχον−
οmψ ισ νοτ κνοων ωιτη χερταιντψ σο τηατ εϖεν ιφ τηερε ωερε φυλλ κνοωλεδγε οφ
τηε διστυρβανχεσ, δι′χυλτιεσ ωουλδ αρισε ιν νοωχαστινγ ανδ φορεχαστινγ τηειρ
ιmπαχτ ον τηε εχονοmψ.
Το mοδελ τηε ασσυmπτιον οφ υνδιστινγυισηαβλε υνχερταιντιεσ, ωε λετ �ψτ

ανδ ��τ ηαϖε α σψmmετριχ διστριβυτιον, εξπεχτεδ ϖαλυε εθυαλ το ονε ανδ ϖαρι−
ανχε προπορτιοναλ το τηε εξογενουσ ϖολατιλιτψ οφ τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ
προχεσσεσ ασ ωε ωιλλ δισχυσσ βελοω. Ατ ανψ ποιντ ιν τιmε, α ϖαλυε οφ τηε φαχτορσ
δι¤ερεντ φροm ονε χαν χαπτυρε υνχερταιντψ ον τηε στοχηαστιχ προπερτιεσ οφ τηε
εξογενουσ διστυρβανχεσ ηιττινγ τηε εχονοmψ ανδ/ορ υνχερταιντψ ιν τηε χεντραλ
βανκ εστιmατεσ οφ τηε mοδελ παραmετερσ. Ρεγαρδινγ τηε φορmερ, αν εξαmπλε
χαν βε α πρεφερενχε ορ α τεχηνολογψ σηοχκ ωηιχη οχχυρρεδ ιν τηε πρεϖιουσ πε−
ριοδ ανδ τηατ τυρνσ ουτ το βε mορε περσιστεντ τηαν εξπεχτεδ. Ον τηε οτηερ
ηανδ, υνχερταιντψ ιν τηε εστιmατεσ οφ τηε mοδελ παραmετερσ χαν βε χαυσεδ βψ
τηειρ ποσσιβλε τιmε ϖαρψινγ νατυρε ωηιχη ισ mισσεδ βψ τηε πολιχψmακερσ3. Ιν
τηισ χασε, �ψτ ανδ �

�
τ ρεχορδ γενεραλ mοδελ υνχερταιντψ, τηατ ισ, υνχερταιντψ τηατ

στεmσ φροm τηε στρυχτυρε οφ τηε mοδελ ανδ τηατ ισ ιmποσσιβλε το αττριβυτε το
σπεχι�χ παραmετερσ ιν ρεαλ−τιmε.
Wηιλε τηε χοε′χιεντσ οφ τηε ΑΣ ανδ ΑD χαν βε εστιmατεδ ατ α �ξεδ φρε−

θυενχψ, τηε ινφορmατιον �οω αχχεσσιβλε το χεντραλ βανκ ανδ ρελεϖαντ φορ πολιχψ
δεχισιονσ ισ χοντινυουσ ανδ σοmετιmεσ νοτ απτ φορ α διρεχτ υσε ιν τηε εστιmατιον
προχεσσ. Νεϖερτηελεσσ, τηισ ινφορmατιον �οω χαν βε υσεφυλ φορ πολιχψmακερσ το
φορm αν οπινιον ον τηε ϖαριανχε οφ �ψτ ανδ �

�
τ . Το mοδελ τηισ ιδεα ωε ασ−

3Σεε Ρυβιο−Ραmιρεζ ανδ ςιλλαϖερδε (2007) φορ εmπιριχαλ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ παραmετερ
δριφτινγ ιν DΣΓΕ mοδελσ ανδ τηε λιτερατυρε τηερειν φορ εmπιριχαλ εϖιδενχε ον τιmε ϖαρψινγ
παραmετερσ ιν δψναmιχ mοδελσ.



συmε τηατ πολιχψmακερσ υσε αλλ τηε αϖαιλαβλε ινφορmατιον ανδ τηειρ ϕυδγmεντ
το φορm αν οπινιον ον τηε εξογενουσ ϖολατιλιτψ οφ τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ
προχεσσεσ. Τηεν, τηεψ χονσιδερ τηισ ϖολατιλιτψ ασ προξψ φορ τηε ϖαριανχε οφ �ψτ
ανδ ��τ ιν τηε δετερmινατιον οφ τηε οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ.
Wιτηιν τηισ φραmεωορκ, τηε χεντραλ βανκ οπτιmιζατιον προβλεm χονσιστσ οφ

�νδινγ τηε ιντερεστ ρατε πατη τηατ mαξιmιζεσ ιτσ πρεφερενχεσ συβϕεχτ το τηε ΑD
ανδ ΑΣ ανδ το τηε οπινιον ον τηε λεϖελ οφ υνχερταιντψ προξιεδ βψ τηε εξογενουσ
ϖολατιλιτψ οφ τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ προχεσσεσ. Τυρνινγ το χεντραλ βανκ
πρεφερενχεσ, τηεψ αρε δεσχριβεδ βψ τηε φολλοωινγ στανδαρδ λοσσ φυνχτιον

Ετ

1Ξ

�=0

��
�
��2τ+� + �ψ

2
τ+� + � (ιτ+� � ιτ+��1)

2� ; (3)

ωηερε �; � ανδ � αρε ωειγητσ τηατ εξπρεσσ τηε πρεφερενχεσ οφ τηε χεντραλ βανκ φορ
τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ σταβιλιζατιον ταργετσ, ανδ τηε ινστρυmεντ σmοοτη−
ινγ ταργετ, ρεσπεχτιϖελψ. Ρεγαρδινγ τηε ιντερεστ ρατε σmοοτηινγ πρεφερενχε φορ α
χεντραλ βανκ τηατ πυρσυεσ ιν�ατιον ταργετινγ σεε, φορ εξαmπλε, Σϖενσσον (2010),
π. 2, Ηολmσεν ετ αλ. (2008), ανδ Wοοδφορδ (2003).

2.1 Οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ωιτη Νον−χερταιντψ Εθυιϖ−

αλενχε

Ιν ουρ αναλψσισ ωε λετ τηε χεντραλ βανκ χονσιδερ υνδιστινγυισηαβλε υνχερταιντψ
ϖια mυλτιπλιχατιϖε σηοχκσ. Ον τηε ονε ηανδ, τηε υσε οφ α mυλτιπλιχατιϖε ρατηερ
τηαν αδδιτιϖε σηοχκ ισ χονσιστεντ ωιτη τηε mυλτιπλιχατιϖε νατυρε οφ τηε υνχερ−
ταιντψ συρρουνδινγ τηε στρυχτυραλ παραmετερσ ανδ τηε προπερτιεσ οφ τηε εξογε−
νουσ διστυρβανχεσ. Ον τηε οτηερ ηανδ, ιτ προϖιδεσ α χονϖενιεντ ωαψ οφ ινϖεσ−
τιγατινγ οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ιν πρεσενχε οφ υνχερταιντψ. Ιτ ισ ωελλ κνοων,
ιν φαχτ, τηατ τηε λινεαρ−θυαδρατιχ σετυπ φεατυρεσ χερταιντψ εθυιϖαλενχε, ωηιχη
ιmπλιεσ τηατ οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ δοεσ νοτ δεπενδ ον αδδιτιϖε υνχερταιντψ.
Ινστεαδ, χονσιδερινγ �ψτ ανδ �

�
τ ασ mυλτιπλιχατιϖε σηοχκσ ωε χαν ρελαξ τηε χερ−

ταιντψ εθυιϖαλενχε ασσυmπτιον ανδ στυδψ ηοω υνχερταιντψ α¤εχτσ τηε οπτιmαλ
πολιχψ. Ρελαξινγ τηε χερταιντψ εθυιϖαλενχε ασσυmπτιον ισ αλσο ιmπορταντ ιν τηατ
αλλοωσ υσ το ιντροδυχε α κεψ ρεαλιστιχ ασπεχτ οφ mονεταρψ πολιχψ, ναmελψ τηε
πολιχψmακερσ� φοχυσ ον τηε διστριβυτιον φορεχαστσ οφ τηε ταργετ ϖαριαβλεσ ρατηερ
τηαν τηε mεαν φορεχαστσ.
Wε φολλοω τηισ ρουτε βψ ασσυmινγ α δισχρετε συππορτ φορ �ψτ ανδ �

�
τ ανδ τηατ

ιν ανψ περιοδ τηεσε σηοχκσ χαν τακε νϕ δι¤ερεντ ϖαλυεσ χορρεσπονδινγ το νϕ
εξογενουσ mοδεσ δραων βψ νατυρε ανδ ινδεξεδ βψ ϕτ 2 φ1; 2; :::; νϕγ : Τηυσ �

ψ
τ

ανδ ��τ χορρεσπονδ το �
ψ
ϕτ
ανδ ��ϕτ, ρεσπεχτιϖελψ. Τηεν, τηε Μαρκοϖ ϑυmπ−Λινεαρ−



Θυαδρατιχ αππροαχη δεϖελοπεδ βψ Σϖενσσον ανδ Wιλλιαmσ (2007α) ανδ φυρτηερ
δισχυσσεδ ιν Σϖενσσον ανδ Wιλλιαmσ (2007β) ισ αδοπτεδ το σολϖε τηε χεντραλ
βανκ οπτιmιζατιον προβλεm ιν πρεσενχε οφ mυλτιπλιχατιϖε σηοχκσ4. Τηυσ, ωε λετ
τηε mοδε ϕτ φολλοω α Μαρκοϖ προχεσσ ωιτη χονσταντ τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ ανδ
σταρτ βψ ασσυmινγ τηατ εαχη τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ ηασ τηε σαmε ϖαλυε

Πϕκ � Πρ φϕτ+1 = κϕϕτ = ϕγ =
1

νϕ
; 8 ϕ; κ 2 φ1; 2; :::; νϕγ : (4)

Νεξτ, λετ Π � [Πϕκ] βε τηε Μαρκοϖ τρανσιτιον mατριξ ανδ π �
�
π1τ; :::; πνϕτ

�0
(ωιτη πϕτ � Πρ φϕτ = ϕγ) τηε χεντραλ βανκ�σ συβϕεχτιϖε προβαβιλιτψ διστριβυτιον
οϖερ τηε mοδεσ ιν περιοδ τ:Wε νοω ασσυmε τηατ τηε χεντραλ βανκ δοεσ νοτ οβ−
σερϖε τηε mοδεσ ανδ τηατ δοεσ νοτ υπδατε ιτσ συβϕεχτιϖε διστριβυτιον οφ mοδεσ
τηρουγη τηε οβσερϖατιον οφ τηε εχονοmψ5. Τηυσ ιτσ συβϕεχτιϖε διστριβυτιον
πτ �

�
π1τ; :::; πνϕτ

�0
εϖολϖεσ αχχορδινγ το τηε εξογενουσ τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ,

τηατ ισ
πτ+� = (Π

0)
�
πτ; � � 0: (5)

Ασ το τηε χεντραλ βανκ κνοωλεδγε βεφορε χηοοσινγ τηε ινστρυmεντ ιτ ατ τηε
βεγιννινγ οφ περιοδ τ; τηε ινφορmατιον σετ χονσιστσ οφ τηε τρανσιτιον mατριξ
Π; τηε χεντραλ βανκ�σ συβϕεχτιϖε προβαβιλιτψ διστριβυτιον οϖερ τηε mοδεσ ιν
περιοδ τ ανδ συβσεθυεντ περιοδσ ϖια (5); τηε νϕ δι¤ερεντ ϖαλυεσ τηατ εαχη οφ
τηε mατριχεσ χαν τακε ιν ανψ mοδε ανδ, �ναλλψ, τηε ρεαλιζατιονσ οφ Ξτ.
Γιϖεν (4), τηε υνιθυε στατιοναρψ διστριβυτιον οφ τηε mοδεσ ασσοχιατεδ ωιτη

τηε Μαρκοϖ τρανσιτιον mατριξ Π ισ α υνιφορm διστριβυτιον. Τηυσ τηε τραν−
σιτιον προβαβιλιτιεσ δεσχριβεδ βψ (4) χαπτυρε τηε χασε οφ γενεραλιζεδ mοδεσ
υνχερταιντψ ιν ωηιχη mοδεσ αρε σεριαλλψ ι.ι.δ. Τηε mοτιϖατιον το χονσιδερ τηισ
χασε λιεσ ιν τηε ιντερεστ οφ στυδψινγ οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ωηεν τηε χεν−
τραλ βανκ ηασ α mινιmαλ κνοωλεδγε ον τηε mυλτιπλιχατιϖε σηοχκσ, σπεχι�χαλλψ
ιτ ονλψ κνοωσ τηειρ βανδσ ανδ χονσιδερσ ανψ ρεαλιζατιον ασ εθυαλλψ λικελψ. Ιν
σεχτιον 5, το χηεχκ φορ τηε ροβυστνεσσ οφ τηε ρεσυλτσ, ωε εξπλορε αν αλτερνατιϖε
ασσυmπτιον ωηερε τηε mοδεσ εξηιβιτ σοmε περσιστενχε. Wε νοω ασσυmε τηατ
τηερε αρε νϕ = 5 mοδεσ σο τηατ τηε στατιοναρψ διστριβυτιον φορ τηε σηοχκ �

η
ϕτ ;

4Ουρ αναλψσισ φολλοωσ τηε αππροαχη πρεσεντεδ ιν Σϖενσσον ανδ Wιλλιαmσ (2007α).
5Σϖενσσον ανδ Wιλλιαmσ (2007α) βασε τηε νο−λεαρνινγ περσπεχτιϖε ον τηε φοργεττινγ τηε

παστ ασσυmπτιον αχχορδινγ το ωηιχη, ωηεν τηε χεντραλ βανκ ανδ τηε πριϖατε σεχτορ mακε
δεχισιονσ ιν περιοδ τ; τηεψ φοργετ παστ οβσερϖατιονσ οφ τηε εχονοmψ σο τηατ τηεψ χαννοτ υσε
χυρρεντ οβσερϖατιονσ το υπδατε τηειρ βελιεφσ.



φορ η = ψ; �; ισ γιϖεν βψ

�ηϕτ
�
1� 2��η

� �
1� ��η

�
1

�
1 + ��η

� �
1 + 2��η

�

Πρ
�
�ηϕτ
�

0:2 0:2 0:2 0:2 0:2

ωιτη τηε παραmετερ ��η αλλοωινγ το χηανγε τηε ϖαριανχε οφ τηε διστριβυτιον.
Μορεοϖερ, ωε ασσυmε τηατ τηε mυλτιπλιχατιϖε σηοχκσ ανδ τηε αδδιτιϖε εξογενουσ
διστυρβανχεσ το τηε εχονοmψ αρε ινδεπενδεντ σο τηατ mοδεσ ϕτ ανδ ιννοϖατιονσ
∀τ αρε ινδεπενδεντλψ διστριβυτεδ

6.
Συmmινγ υπ, τηε χεντραλ βανκ χαννοτ οβσερϖε τηε mοδεσ ψετ �νδ τηε οπ−

τιmαλ mονεταρψ πολιχψ

ιτ = �ιιτ�1 + (1� �ι)
�
���τ+1ϕτ + �ψψτ

�
(6)

τακινγ ιντο αχχουντ τηε ϖολατιλιτψ οφ τηε mυλτιπλιχατιϖε σηοχκσ τηρουγη ιτσ ιν−
φορmατιον σετ7.

3 Μοδελ εστιmατιον

Το χηοοσε τηε χοε′χιεντσ οφ τηε ΑD ανδ ΑΣ εθυατιονσ (1) ανδ (2), ωε ϕοιντλψ
εστιmατε τηεσε ανδ τηε mονεταρψ πολιχψ εθυατιον ιν (3) υσινγ ΥΣ δατα φορ
τηε περιοδ 1969Θ4−2009Θ2. Wε υσε τηε Ε¤εχτιϖε Φεδεραλ Φυνδσ ρατε ασ τηε
νοmιναλ ιντερεστ ρατε. Ιν�ατιον ισ τηε αννυαλ προπορτιοναλ χηανγε ιν τηε ΓDΠ
πριχε ινδεξ. Φορ ιν�ατιον, ωε (ι) υσε ρεαλ−τιmε mεδιαν φορεχαστσ οφ ΓDΠ πριχε
ιν�ατιον οβταινεδ φροm τηε Συρϖεψ οφ Προφεσσιοναλ Φορεχαστερσ (ΣΠΦ) δαταβασε
mαινταινεδ βψ τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε Βανκ οφ Πηιλαδελπηια, ανδ (ιι) ρεπλαχε ΓDΠ
πριχε ιν�ατιον φορεχαστσ ωιτη τηειρ αχτυαλ ϖαλυεσ. Τηε ουτπυτ γαπ ισ προξιεδ
βψ (ι) ρεαλ−τιmε ουτπυτ δετρενδεδ βψ α θυαδρατιχ τρενδ, (ιι) ρεαλ−τιmε ουτπυτ
δετρενδεδ βψ α Ηοδριχκ−Πρεσοττ (1997) τρενδ, (ιιι) �ναλ ουτπυτ δετρενδεδ βψ
τηε Χονγρεσσιοναλ Βυδγετ Ο′χε (ΧΒΟ) mεασυρε οφ ποτεντιαλ ΓDΠ, ανδ (ιϖ)
�ναλ−τιmε ουτπυτ δετρενδεδ βψ α Ηοδριχκ−Πρεσοττ (1997) τρενδ. Το χονστρυχτ
τηε ρεαλ−τιmε ουτπυτ γαπ δατα, ωε εστιmατε φορ εαχη θυαρτερ βοτη α θυαδρατιχ
ανδ α Ηοδριχκ−Πρεσχοττ τρενδ υσινγ ρεαλ−τιmε ουτπυτ δατα αϖαιλαβλε ιν τηατ

6Τηε δριϖινγ φορχεσ ιν τηισ εχονοmψ αρε τηε τηε αδδιτιϖε διστυρβανχεσ ∀τ ανδ τηε mυλτι−
πλιχατιϖε σηοχκσ mοδελεδ τηρουγη τηε mοδεσ ϕτ: Dιφερεντλψ φροm mυλτιπλιχατιϖε σηοχκσ, τηε
πρεσενχε οφ αδδιτιϖε διστυρβανχεσ δοεσ νοτ ηαϖε ανψ ε¤εχτ ον τηε οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ
δυε το χερταιντψ εθυιϖαλενχε. Νονετηελεσσ, ιν τηε Νεω−Κεψνεσιαν mοδελ ωηερε ϖαριαβλεσ
δενοτε λογ−δεϖιατιονσ φροm στεαδψ στατε ϖαλυεσ, τηε ρολε οφ αδδιτιϖε διστυρβανχεσ ισ το αλλοω
τηε εχονοmψ δεπαρτινγ φροm τηε στεαδψ στατε εθυιλιβριυm.

7Dεταιλσ οφ τηε αππλιχατιον οφ τηε Σϖενσσον ανδ Wιλλιαmσ αππροαχη αρε ρεπορτεδ ιν Απ−
πενδιξ Β.



θυαρτερ. Τηε ουτπυτ γαπ φορ τηε θυαρτερ ισ τηε ενδ−οφ−σαmπλε ρεσιδυαλ φροm τηατ
θυαδρατιχ τρενδ ανδ Ηοδριχκ−Πρεσχοττ (ΗΠ) τρενδ ρεγρεσσιονσ, ρεσπεχτιϖελψ.
Τηισ mεανσ, φορ εξαmπλε, τηατ ιν χονστρυχτινγ τηε ουτπυτ γαπ δατα φορ τηε
περιοδ 1969Θ4 το 2009Θ2 (159 θυαρτερσ), ωε ρε−εστιmατεδ 159 ρεγρεσσιονσ8.
Το ταχκλε τηε ενδ−ποιντ προβλεm ιν χαλχυλατινγ τηε ΗΠ τρενδ (σεε Μισε ετ
αλ, 2005α,β), ωε αππλιεδ αν αυτορεγρεσσιϖε ΑΡ(ν) mοδελ (ωιτη ν σετ ατ 4 το
ελιmινατε σεριαλ χορρελατιον) το εαχη οφ τηε ρεαλ−τιmε ανδ �ναλ−τιmε ουτπυτ
mεασυρεσ. Τηε ΑΡ mοδελ ωασ υσεδ το φορεχαστ σιξ αδδιτιοναλ θυαρτερσ τηατ
ωερε τηεν αδδεδ το εαχη οφ τηε σεριεσ βεφορε αππλψινγ τηε ΗΠ �λτερ. Φιγυρε
1 πλοτσ τηε φεδεραλ φυνδσ ρατε ανδ τηε δι¤ερεντ mεασυρεσ οφ ιν�ατιον ανδ τηε
ουτπυτ γαπ. Τηε φεδεραλ φυνδσ ρατε ισ ηιγηερ δυρινγ τηε 1970σ ανδ εαρλψ 1980σ
ανδ ρεαχηεσ ιτσ λοωεστ λεϖελ φολλοωινγ τηε 2007−2009 �νανχιαλ χρισισ. Ιν�ατιον
ισ ηιγηερ δυρινγ τηε 1970σ ανδ εαρλψ 1980σ; ιτ αλσο ρισεσ τοωαρδσ τηε ενδ οφ
ουρ σαmπλε. Χοmπαρεδ το τηε οτηερ ουτπυτ γαπ mεασυρεσ, ρεαλ−τιmε ουτπυτ
δετρενδεδ βψ α θυαδρατιχ τρενδ �λτερ συγγεστσ α mορε σεϖερε δοωντυρν ιν τηε
mιδ−1970σ ανδ φολλοωινγ τηε 2007−2009 �νανχιαλ χρισισ. Τηε τωο ΗΠ ουτπυτ
γαπ mεασυρεσ mοϖε ϖερψ mυχη ιν λινε ωιτη εαχη οτηερ (τηεσε ηαϖε α χορρελατιον
οφ 0.88). Εmπιριχαλ εστιmατεσ υσινγ τηεσε τωο mεασυρεσ προδυχεδ θυαλιτατιϖελψ
σιmιλαρ ρεσυλτσ. Ιν ωηατ φολλοωσ, ανδ ιν ορδερ το σαϖε σπαχε, ωε ονλψ ρεπορτ
εστιmατεσ υσινγ τηε ρεαλ−τιmε ΗΠ ουτπυτ γαπ mεασυρε (ρεσυλτσ βασεδ ον τηε
�ναλ−τιmε ΗΠ ουτπυτ γαπ mεασυρε αρε αϖαιλαβλε ον ρεθυεστ).
Εθυατιονσ (1), (2) ανδ (3) αρε εστιmατεδ ϕοιντλψ υσινγ τηε χοντινυουσλψ

υπδατεδ Γενεραλιζεδ Μετηοδσ οφ Μοmεντσ (ΓΜΜ) εστιmατορ οφ Ηανσεν ετ αλ
(1996) ωιτη α χονσταντ, φουρ λαγσ οφ τηε ιντερεστ ρατε, φουρ λαγσ οφ ιν�ατιον ανδ
φουρ λαγσ οφ τηε ουτπυτ γαπ ασ ινστρυmεντσ φορ αλλ τηρεε εθυατιονσ. Χολυmν (ι)
οφ Ταβλε 1 ρεπορτσ ρεαλ−τιmε εστιmατεσ ωιτη ουτπυτ δετρενδεδ βψ α θυαδρατιχ
τρενδ ανδ ωιτη ΣΠΦ ιν�ατιον φορεχαστσ; χολυmν (ιι) ρεπορτσ ρεαλ−τιmε εστιmατεσ
ωιτη ουτπυτ δετρενδεδ βψ α Ηοδριχκ−Πρεσχοττ τρενδ ανδ ωιτη ΣΠΦ ιν�ατιον
φορεχαστσ, ανδ χολυmν (ιιι) ρεπορτσ �ναλ εστιmατεσ ωιτη ουτπυτ δετρενδεδ βψ
τηε ΧΒΟ mεασυρε οφ ποτεντιαλ ουτπυτ ανδ ωιτη ιν�ατιον φορεχαστσ ρεπλαχεδ βψ
αχτυαλ ιν�ατιον ϖαλυεσ. Wε αλσο ρεπορτ τηε σψστεm�σ ϑ στατιστιχ ωηιχη τεστσ τηε
ϖαλιδιτψ οφ τηε ινστρυmεντσ υσεδ (Ηανσεν, 1982). Wε εστιmατε τηατ τηε ωειγητ
ον ιν�ατιον ρανγεσ φροm 1.53 το 2.12; τηε ωειγητ ον τηε ουτπυτ γαπ ρανγεσ
φροm 1.07 το 1.56 ανδ τηε περσιστενχε παραmετερ ρανγεσ φροm 0.83 το 0.90. Ουρ
εστιmατεσ ινδιχατε α mορε αγγρεσσιϖε ρεσπονσε οφ πολιχψmακερσ το ιν�ατιον ανδ
τηε ουτπυτ γαπ υσινγ ρεαλ−τιmε ασ οπποσεδ το �ναλ δατα.

8Πρελιmιναρψ υνιτ ροοτ αναλψσισ (ρεσυλτσ αρε αϖαιλαβλε ον ρεθυεστ) ινδιχατεδ τηατ τηε ουτπυτ
γαπ ισ στατιοναρψ ωηερεασ τηε ορδερ οφ ιντεγρατιον οφ τηε ιντερεστ ρατε ανδ ιν�ατιον ισ mορε
αmβιγυουσ; ωε ασσυmε τηατ αλλ ϖαριαβλεσ αρε στατιοναρψ (σεε ε.γ. Χλαριδα ετ αλ, 2000, φορ α
δισχυσσιον οφ σιmιλαρ ισσυεσ).



Figure 1: Federal funds rate, inflation and output gap data 
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(b) Inflation measures 
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(c) Output gap data 
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Table 1: Simple Taylor rule model estimates using GMM 

Sample: 1969Q4-2009Q2 

      (i)       (ii)    (iii) 

Interest rate equation    

i  0.83 (0.03)  0.90 (0.03)  0.89 (0.02) 

   2.12 (0.31)  1.98 (0.50)  1.53 (0.30) 

y   1.16 (0.26)  1.56 (0.85)  1.07 (0.47) 

    

Adjusted R2  0.92  0.90  0.93 

Regression SE  0.94  0.95  0.89 

    

Output gap equation    

y   0.53 (0.03)  0.51 (0.01)  0.54 (0.02) 

r   0.05 (0.02)  0.05 (0.01)  0.06 (0.02) 

Adjusted R2  0.95  0.85  0.96 

Regression SE  0.53  0.67  0.52 

    

Inflation equation    

   0.91 (0.04)  0.83 (0.03)  0.51 (0.02) 

y   0.11 (0.03)  0.06 (0.01)  0.03 (0.01) 

Adjusted R2  0.97  0.95  0.98 

Regression SE  0.42  0.38  0.20 

J stat [0.35] [0.32] [0.35] 

 

Notes: All models include an intercept term; estimates of this are not reported. 
(i): Real-time estimates. These use output detrended by a quadratic trend. 
(ii): Real-time estimates. These use output detrended by a Hodrick-Prescott trend. 
(iii) Final estimates. These use output detrended by the CBO measure of potential output. 
 
Numbers in parentheses are the standard errors of the estimates. J stat is the p-value of a chi-
square test of the system’s overidentifying restrictions (Hansen, 1982). The instruments are a 
constant, four lags of the interest rate, inflation and the output gap.  
 



Τηε ιν�ατιον εστιmατεσ αρε ιν λινε ωιτη οτηερ ρεσυλτσ ιν τηε λιτερατυρε (ε.γ.
ϑυδδ ανδ Ρυδεβυσχη, 1998, Χλαριδα ετ αλ, 2000, Χαστελνυοϖο, 2003, Αλχιδι ετ
αλ. 2009, ανδ Μαρτιν ανδ Μιλασ, 2009) ανδ σατισφψ τηε Ταψλορ (1993) πρινχιπλε
τηατ εξχεσσιϖε ιν�ατιον σηουλδ τριγγερ ινχρεασεσ ιν τηε ρεαλ ιντερεστ ρατε9.
Ουρ εστιmατεσ συγγεστ τηατ τηε ωειγητ ον παστ ουτπυτ ιν τηε αγγρεγατε

δεmανδ εθυατιον ρανγεσ βετωεεν 0.51 ανδ 0.54 ωηερεασ τηε ωειγητ ον παστ
ιν�ατιον ιν τηε αγγρεγατε συππλψ εθυατιον ρανγεσ βετωεεν 0.51 ανδ 0.91. Τηε
εστιmατεσ οφ τηε ΑΣ ιmπλψ τηατ βαχκωαρδ λοοκινγ ιν�ατιον ε¤εχτσ αρε mορε
ιmπορταντ τηαν φορωαρδ λοοκινγ ονεσ. Τηισ ισ ιν λινε ωιτη Ρυδδ ανδ Wηελαν
(2005) ανδ Λινδε (2005) βυτ χοντραδιχτσ ε.γ. Γαλι ανδ Γερτλερ (1999), Γαλι ετ
αλ (2005) ανδ Κιm ανδ Κιm (2008). Τηε mοδελ ωιτη �ναλ δατα �τσ mονεταρψ
πολιχψ ανδ τηε ΑD ανδ ΑΣ εθυατιονσ βεστ ασ ιτ δελιϖερσ τηε λοωεστ ρεγρεσσιον
στανδαρδ ερρορ ανδ τηε ηιγηεστ αδϕυστεδ Ρ2. Τηισ �νδινγ ισ χονσιστεντ ωιτη
οτηερ εϖιδενχε τηατ πολιχψmακερσ δο νοτ ρεσπονδ το ρεαλ−τιmε ουτπυτ δατα, φορ
εξαmπλε ιν τηε χοντεξτ οφ �σχαλ πολιχψ (σεε φορ εξαmπλε ΙΜΦ, 2008, χηαπτερ
5). Ονε ιντερπρετατιον οφ τηισ �νδινγ ισ τηατ εστιmατεσ οφ πολιχψ ρυλεσ βασεδ
ον �ναλ δατα mαψ βε mισλεαδινγ σινχε τηεψ ασσυmε α πολιχψ ρεσπονσε το δατα
πολιχψmακερσ διδ νοτ ποσσεσσ ατ τηε τιmε (ε.γ. Ορπηανιδεσ ανδ ϖαν Νορδεν,
2005). Αν αλτερνατιϖε ιντερπρετατιον ισ τηατ πολιχψmακερσ δο νοτ ιν φαχτ πλαχε
τηατ mυχη ωειγητ ον ρεαλ−τιmε δατα, ωηιχη αχχορδινγ το Αδαm ανδ Χοβηαm
(2004), δοεσ νοτ χορρεσπονδ �πρεχισελψ το ωηατ ρεσεαρχηερσ ωουλδ λικε − τηε
ουτπυτ γαπ ασ υνδερστοοδ ατ τηε τιmε βψ πολιχψmακερσ − ωηιχη σεεmσ νεαρλψ
ιmποσσιβλε το ιδεντιφψ�.
Φιναλλψ, ιτ ισ ωορτη mακινγ τηε φολλοωινγ ποιντσ. Φιρστ, σινχε τηε σψστεm ισ

εστιmατεδ ϕοιντλψ, τηε περφορmανχε οφ τηε δι¤ερεντ ϖαριαντσ οφ τηε πολιχψ ρυλε
δεπενδσ ον τηε �τ οφ τηε οτηερ εθυατιονσ ιν τηε mοδελ. Σεχονδ, ανδ περηαπσ
mορε ιmπορταντλψ, τηε �τ οφ τηε εστιmατεδ εθυατιονσ ισ χοντινγεντ ον ηαϖινγ
αλλοωεδ φορ τηε σmοοτηινγ ιντερεστ ρατε χοε′χιεντ το ϖαρψ βετωεεν τηε δι¤ερεντ
σπεχι�χατιονσ ιν Ταβλε 1. Τηιρδ, δυε το ενδποιντ προβλεmσ ωιτη τηε ΗΠ �λτερ,
σπεχι�χατιον (ι) ισ mυχη mορε τρυστωορτηψ τηαν σπεχι�χατιον (ιι). Ηοωεϖερ, ασ
mεντιονεδ αβοϖε, ωε ηαϖε τριεδ το ηεδγε αγαινστ τηισ προβλεm βψ εξτενδινγ
τηε ΓDΠ σεριεσ υσινγ τηε ΑΡ φορεχαστσ βεφορε αππλψινγ τηε ΗΠ �λτερ.

9Γερβερδινγ ετ αλ (2005) ανδ Γερδεσmειερ ανδ Ρο′α (2005) �νδ τηατ τηε υσε οφ ρεαλ−
τιmε ουτπυτ δατα ασ οπποσεδ το �ναλ ουτπυτ δατα ινχρεασεσ τηε ουτπυτ ε¤εχτ ιν τηε Ταψλορ
ρυλε φορ τηε Βυνδεσβανκ ανδ τηε ΕΥ αρεα, ρεσπεχτιϖελψ. Α ποσσιβλε εξπλανατιον ισ τηατ τηε
mαγνιτυδε οφ τηε ρεσπονσε υσινγ ρεϖισεδ δατα χουλδ συ¤ερ φροm δοωνωαρδ βιασ οωινγ το τηε
ερρορσ−ιν−ϖαριαβλεσ προβλεm.



4 Οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ρεσπονσε το ουτ−

πυτ γαπ ανδ ιν�ατιον υνχερταιντψ

Τηισ σεχτιον σταρτσ βψ πρεσεντινγ τηε τηεορετιχαλ πρεδιχτιονσ οφ τηε mοδελ χον−
σιδερινγ τηε σεπαρατε ανδ ϕοιντ ιmπαχτ οφ τηε εξογενουσ λεϖελ οφ ιν�ατιον ανδ
ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ ον τηε οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ. Ιτ τηεν τεστσ τηε mοδελ
εmπιριχαλλψ υσινγ ΥΣ δατα.

4.1 Τηεορετιχαλ πρεδιχτιονσ οφ τηε mοδελ

Wε χηοοσε τηε παραmετερ ϖαλυεσ φορ τηε ΑD ανδ ΑΣ εθυατιονσ βασεδ ον τηε
�ναλ−τιmε εστιmατεσ ρεπορτεδ ιν χολυmν (ιιι) οφ Ταβλε 1 (ωηιχη �τ τηε δατα
βεστ). Wε τηεν χοmπυτε τηε οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ρεσπονσε το χηανγεσ ιν
τηε ϖολατιλιτψ οφ τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ προχεσσεσ υνδερ τηε ασσυmπτιον,
χοmmον ιν τηε λιτερατυρε, τηατ τηε χεντραλ βανκ πυρσυεσ �εξιβλε ιν�ατιον ταρ−
γετινγ ανδ ωισηεσ το σmοοτη τηε ιντερεστ ρατε πατη (τηατ ισ, � = 1, � = 0:1
ανδ � = 0:2)10.
Ιν ουρ mοδελ τηε ϖεχτορ οφ στατε ϖαριαβλεσ ισ γιϖεν βψ Ξτ =

�
�τ; �τ+1ϕτ; ψτ;

ιτ�1)
0 σο τηατ δυε το τηε Μαρκοϖ ϑυmπ−Λινεαρ−Θυαδρατιχ σετυπ, τηε οπτιmαλ

mονεταρψ πολιχψ, φορ α γιϖεν ϖαλυε οφ mυλτιπλιχατιϖε υνχερταιντψ, ισ α λινεαρ
φυνχτιον οφ Ξτ

11: Σινχε τηε οπτιmαλ χοε′χιεντ φορ χυρρεντ ιν�ατιον, �τ; ισ αλ−
ωαψσ ζερο, τηε οπτιmαλ πολιχψ τυρνσ ουτ το δεπενδ ονλψ ον

�
�τ+1ϕτ; ψτ; ιτ�1

�
ασ

αντιχιπατεδ ιν (6): Φυρτηερmορε, ιν ορδερ το αλλοω χοmπαρισονσ οφ τηε χοε′χιεντ
φορ ιν�ατιον ανδ ουτπυτ−γαπ ωιτη mυχη οφ τηε εαρλιερ λιτερατυρε, ωε πρεσεντ τηε
ρεσυλτσ οφ τηε αναλψσισ ιν τερmσ οφ τηε λονγ−ρυν οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ

ιτ = ���τ+1ϕτ + �ψψτ;

ανδ δισχυσσ σεπαρατελψ ατ τηε ενδ οφ σεχτιον 4.1.1. τηε ρελατιον βετωεεν υνχερ−
ταιντψ ανδ τηε οπτιmαλ πολιχψ ρεσπονσε το τηε λαγγεδ ιντερεστ ρατε12.
Φιγυρε 2 ρεπορτσ τηε χοε′χιεντσ οφ τηε οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ φορ ινχρεασ−

ινγ ϖαλυεσ οφ τηε στανδαρδ δεϖιατιονσ οφ �ψϕτ ανδ �
�
ϕτ, ι.ε. �ψ ανδ ��. Τηε ρανγε

οφ τηε στανδαρδ δεϖιατιονσ ηασ βεεν χηοσεν ιν ορδερ το οβταιν α ρεαλιστιχ mεα−

10Wε φοχυσ ον �εξιβλε ιν�ατιον ταργετινγ ασ, ιν πραχτιχε, νο ιν�ατιον ταργετινγ χεντραλ
βανκ πυρσυεσ στριχτ ιν�ατιον ταργετινγ.
11Αλτηουγη �τ+1ϕτ ισ αν εξπεχτατιον, ιν τηε mοδελ ωιτη α τωο−περιοδ πολιχψ τρανσmισσιον

λαγ το α¤εχτ ιν�ατιον τηισ ϖαριαβλε ισ πρεδετερmινεδ ανδ τηυσ βελονγσ το τηε ϖεχτορ οφ τηε
στατε ϖαριαβλεσ. Τηισ χαν βε εασιλψ σεεν βψ λαγγινγ τηε αγγρεγατε συππλψ ονε περιοδ ανδ τηεν
τακινγ τηε εξπεχτατιον ατ τιmε τ: Ιν σεχτιον 5, ωε ρελαξ τηε ασσυmπτιον οφ πολιχψ τρανσmισσιον
λαγσ ανδ χονσεθυεντλψ �τ+1ϕτ ισ νο λονγερ α στατε ϖαριαβλε.
12Γιϖεν τηε σηορτ−ρυν πολιχψ (6), τηε λονγ−ρυν πολιχψ τυρνσ ουτ το βε ιτ = ���τ+1ϕτ+ �ψψτ:



συρε οφ τηε ϖολατιλιτψ φορ τηε ουτπυτ ανδ ιν�ατιον ονε−περιοδ αηεαδ φορεχαστ
ερρορσ. Ασ το τηε φορmερ, ωε ασσυmεδ τηατ τηε υππερ βουνδ οφ τηε στανδαρδ
δεϖιατιον οφ τηε σηοχκ το τηε ουτπυτ γαπ ισ 0.4. Ιτ φολλοωσ τηατ, ιν ανψ περιοδ
τ, δυε το τηε πρεσενχε οφ υνχερταιντψ χαπτυρεδ βψ τηε φαχτορ �ψϕτ, αχτυαλ ουτπυτ
γαπ mαψ δι¤ερ φροm τηε ονε−περιοδ αηεαδ φορεχαστ οφ, ατ τηε mοστ, 56 περχεντ−
αγε ποιντσ οφ ιτσ ϖαλυε13. Φορ εξαmπλε, ιφ τηε εξπεχτεδ ϖαλυε οφ τηε ουτπυτ γαπ
βασεδ ον τηε περιοδ τ ινφορmατιον σετ ισ 1%, τηεν ιτσ αχτυαλ ϖαλυε ιν περιοδ
τ + 1 mαψ σηιφτ ατ τηε mοστ το 0.44% ορ 1.56%. Τηισ ρανγε ισ ιν λινε ωιτη
τηε λοω ρελιαβιλιτψ οφ ουτπυτ γαπ εστιmατεσ ιν ρεαλ−τιmε δισχυσσεδ φορ εξαmπλε
βψ Ορπηανιδεσ ανδ ϖαν Νορδεν (2002) ωηο �νδ τηατ εξ−ποστ ρεϖισιονσ οφ τηε
ρεαλ−τιmε ουτπυτ γαπ εστιmατεσ χαν βε οφ τηε σαmε ορδερ οφ mαγνιτυδε ασ τηε
ουτπυτ γαπ ιτσελφ. Τυρνινγ το ιν�ατιον, ωε λετ �� 2 [0; 0:175] σο τηατ ιν ανψ
περιοδ τ αχτυαλ ιν�ατιον mαψ δι¤ερ φροm τηε ονε−περιοδ αηεαδ φορεχαστ οφ, ατ
τηε mοστ, 25 περχενταγε ποιντσ οφ ιτσ ϖαλυε. Τηισ λεϖελ οφ τηε ϖαριαβιλιτψ οφ
ιν�ατιον ισ χονσιστεντ ωιτη τηε ϖιεω τηατ φορεχαστινγ ερρορσ ρελατεδ το ιν�ατιον
εστιmατεσ τενδ το βε λεσσ τηαν ηαλφ τηε ονεσ ρελατεδ το ουτπυτ γαπ εστιmατεσ14.
Dεσχριβινγ ουρ �νδινγσ, �ρστ Φιγυρε 2 (α, β) σηοωσ τηατ τηε οπτιmαλ ρε−

σπονσε το α στατε ϖαριαβλε ινχρεασεσ ιν τηε λεϖελ οφ εξογενουσ ϖολατιλιτψ συρ−
ρουνδινγ τηατ ϖαριαβλε. Σινχε τηε αδmισσιβλε ρανγε οφ ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ ισ
mορε τηαν τωο τιmεσ ασ λαργε ασ τηε ονε οφ ιν�ατιον ϖολατιλιτψ, τηισ ινχρεασε
ισ ρεmαρκαβλψ λαργε φορ τηε οπτιmαλ ρεσπονσε το τηε ουτπυτ γαπ ιν πρεσενχε οφ
ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ.
Το γαιν τηε ιντυιτιον φορ τηισ ρεσυλτ ιτ ισ υσεφυλ το ρεχαλλ τηατ ρελαξινγ τηε

χερταιντψ εθυιϖαλενχε ασσυmπτιον τηε χεντραλ βανκ οβϕεχτιϖε ισ το ηαϖε τηε
διστριβυτιον φορεχαστσ οφ ιν�ατιον ανδ τηε ουτπυτ γαπ τηατ �λοοκ γοοδ�. Ιν
τηισ mοδελ, τηε θυαλιτψ οφ τηε διστριβυτιον φορεχαστσ, mεασυρεδ φορ ινστανχε βψ
τηειρ ϖολατιλιτψ, ισ νεγατιϖελψ α¤εχτεδ βψ τωο φαχτορσ: τηε περχειϖεδ εξογενουσ
ϖολατιλιτψ ιν τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ προχεσσεσ ανδ τηε διστανχε οφ τηε
εχονοmψ φροm ιτσ λονγ−ρυν εθυιλιβριυm. Wηιλε τηε ρολε πλαψεδ βψ τηε φορmερ
ισ εϖιδεντ, το σεε τηε ρολε πλαψεδ βψ τηε λαττερ χονσιδερ τηατ δυε το τηε mυλτι−
πλιχατιϖε νατυρε οφ τηε σηοχκ χαπτυρινγ τηε εξογενουσ ϖολατιλιτψ ιν τηε ιν�ατιον
ανδ ουτπυτ γαπ προχεσσεσ, τηε φυρτηερ αωαψ ισ τηε εχονοmψ φροm τηε λονγ−ρυν
εθυιλιβριυm, τηε λαργερ ισ τηε ιmπαχτ οφ τηε σηοχκ φορ α γιϖεν λεϖελ οφ ιτσ ϖολατιλ−
ιτψ. Νοω, ωηεν τηερε ισ αν εξογενουσ ινχρεασε ιν τηε ϖολατιλιτψ οφ τηε σηοχκσ,
τηε λενγτη οφ τηε ποτεντιαλ δεϖιατιονσ οφ τηε εχονοmψ φροm ιτσ στεαδψ στατε
ινχρεασεσ ανδ mαψ χοmβινε ωιτη τηε σεχονδ φαχτορ ιν α σελφ−ενφορχινγ χψχλε

13Γιϖεν τηε υνιφορm διστριβυτιον φορ �ψϕ ρεπορτεδ βεφορε, ωηεν �ψ 2 [0; 0:4] ιτ φολλοωσ τηατ
�
ψ
ϕ 2 [0:44; 1:56] :
14Σεε Σιmσ (2002) φορ τηε ροοτ mεαν σθυαρε ερρορσ οφ σεϖεραλ ΥΣ ιν�ατιον ανδ ουτπυτ

γροωτη εστιmατεσ ινχλυδινγ τηε Γρεεν Βοοκ ονεσ.



τηατ θυιχκλψ δετεριορατεσ τηε διστριβυτιον φορεχαστσ. Το τακε τηισ χοντινγενχψ
ιντο αχχουντ mονεταρψ πολιχψ νεεδσ το mοϖε πρεεmπτιϖελψ. Ιτ τηυσ γετσ mορε
ρεαχτιϖε ιν πρεσενχε οφ αν ινχρεασε ιν τηε ϖολατιλιτψ οφ τηε ιν�ατιον ανδ ουτπυτ
γαπ.
Φιγυρε 2 αλσο σηοωσ τηατ τηε οπτιmαλ ρεσπονσε το ιν�ατιον ισ ινϖερσελψ ρε−

λατεδ το ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ, ωηερεασ τηε οπτιmαλ ρεσπονσε το τηε ουτπυτ γαπ
τενδσ το βε υνρελατεδ το ιν�ατιον ϖολατιλιτψ; σεε πανελσ (α) ανδ (β) ρεσπεχτιϖελψ.
Τηισ σψmmετρψ βρεακινγ οχχυρσ ασ ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ ιντροδυχεσ α τραδε−ο¤
βετωεεν τηε θυαλιτψ οφ τηε διστριβυτιον φορεχαστσ φορ ιν�ατιον ανδ τηε ουτπυτ
γαπ. Ιν χοντραστ, τηε πρεσενχε οφ ιν�ατιον ϖολατιλιτψ δοεσ νοτ ιντροδυχε α σιm−
ιλαρ τραδε−ο¤. Το σεε τηε mεχηανισm ατ ωορκ, λετ υσ χονσιδερ τηε βεηαϖιορ οφ
τηε χεντραλ βανκ ιν τωο δι¤ερεντ σχεναριοσ. Ιν τηε �ρστ ονε, ιν�ατιον δεϖιατεσ
φροm ιτσ λονγ−ρυν ϖαλυε, ι.ε. � 6= 0; ιν πρεσενχε οφ ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ; ιν
τηε σεχονδ ονε, τηε ουτπυτ γαπ δεϖιατεσ φροm ιτσ λονγ−ρυν ϖαλυε, ι.ε. ψ 6= 0;
ιν πρεσενχε οφ ιν�ατιον ϖολατιλιτψ. Ιν τηε �ρστ χασε, τηε πολιχψmακερσ� αττεmπτ
το σταβιλιζε ιν�ατιον ρεθυιρεσ α δεϖιατιον οφ τηε ουτπυτ γαπ φροm ιτσ λονγ−ρυν
ϖαλυε. Τηισ ιmπλιεσ α λοσσ φορ τηε χεντραλ βανκ. Ηοωεϖερ, τηε πρεσενχε οφ ουτ−
πυτ γαπ ϖολατιλιτψ νοω αδδσ α φυρτηερ λοσσ ασ ιτ mακεσ ιτ ποτεντιαλλψ ηαρδερ
το τακε τηε ουτπυτ γαπ βαχκ το τηε εθυιλιβριυm ιν τηε συβσεθυεντ περιοδσ.
Τηυσ, πολιχψmακερσ ωιλλ τραδε−ο¤ σλοωερ ιν�ατιον σταβιλιζατιον φορ σmαλλερ δε−
τεριορατιον οφ τηε ουτπυτ γαπ διστριβυτιον φορεχαστ. Τηισ γετσ ρε�εχτεδ ιν αν
αττενυατιον οφ τηε πολιχψ ρεσπονσε το ιν�ατιον. Χονϖερσελψ, ωηεν τηε ουτπυτ
γαπ δεϖιατεσ φροm ιτσ λονγ−ρυν ϖαλυε ανδ τηε χεντραλ βανκ φαχεσ ιν�ατιον υν−
χερταιντψ, τηε αττεmπτ το σταβιλιζε τηε ουτπυτ γαπ ωιλλ νοτ ρεθυιρε α δεϖιατιον
οφ ιν�ατιον φροm ιτσ λονγ−ρυν ϖαλυε. Ον τηε χοντραρψ, βψ σταβιλιζινγ τηε ουτπυτ
γαπ, πολιχψmακερσ πρεϖεντ ουτπυτ γαπ δεϖιατιονσ φροm περτυρβινγ ιν�ατιον ϖια
τηε Πηιλλιπσ χυρϖε. Τηισ εξπλαινσ ωηψ τηε πολιχψ ρεσπονσε το τηε ουτπυτ γαπ ισ
νοτ α¤εχτεδ βψ ιν�ατιον υνχερταιντψ.
Τηε ρεσυλτ τηατ αχχουντινγ φορ υνχερταιντψ χαν λεαδ το α mορε αγγρεσσιϖε

πολιχψ ηασ πρεχεδεντσ ιν τηε λιτερατυρε. Σδερστρm (2002), ωιτη α βαχκωαρδ−
λοοκινγ mοδελ φουνδ τηατ τηε πολιχψ ρεσπονσιϖενεσσ το ιν�ατιον ινχρεασεσ ωιτη
τηε υνχερταιντψ ον τηε περσιστενχε οφ τηισ ϖαριαβλε. Εξτενδινγ τηε αναλψσισ
ωιτη α mιχροφουνδεδ φορωαρδ−λοοκινγ mοδελ ωηερε πολιχψmακερσ mινιmιζε α
σοχιαλ ωελφαρε λοσσ, Κιmυρα ανδ Κυροζυmι (2007) χον�ρmεδ τηισ ρεσυλτ. Τηε
χυρρεντ παπερ, αβστραχτινγ φροm σπεχι�χ σουρχεσ οφ υνχερταιντψ χονσιδερεδ ιν
πρεϖιουσ χοντριβυτιονσ, συγγεστσ τηατ α mορε αγγρεσσιϖε πολιχψ ρεσπονσε το α
στατε ϖαριαβλε σηουλδ οχχυρ ωηεν τηε εξογενουσ οϖεραλλ ϖολατιλιτψ συρρουνδινγ
τηατ ϖαριαβλε ινχρεασεσ. Ιτ ισ ωορτη νοτινγ τηατ, ιν ρεαλ−τιmε, ινφορmατιον ον
χηανγεσ ιν σπεχι�χ σουρχεσ οφ υνχερταιντψ σεεmσ mορε δι′χυλτ το γατηερ τηαν
γενεραλ ινφορmατιον ον ϖαριατιονσ ιν τηε υνχερταιντψ οφ τηε ουτπυτ γαπ ανδ



ιν�ατιον προχεσσεσ. Τηυσ, τηε πρεϖιουσ ρεσυλτ mαττερσ φορ πολιχψ δεσιγν ιν τηατ
ιτ υνϖειλσ τηε υτιλιτψ οφ λιmιτεδ ινφορmατιον ον τηε γενεραλ υνχερταιντψ ιν τηε
ουτπυτ γαπ ανδ ιν�ατιον προχεσσεσ ωηεν χεντραλ βανκσ χαννοτ ρελψ ον δεταιλεδ
ινφορmατιον ον τηε υνχερταιντψ σουρχεσ.
Wε αλσο νοτε τηατ α διστινχτ ιmπλιχατιον οφ τηε παπερ�σ mυλτιπλιχατιϖε σετ−υπ

ισ τηατ τηε φορεχαστινγ πρεχισιον ισ νεγατιϖελψ χορρελατεδ ωιτη τηε σιζε οφ τηε
ουτπυτ γαπ ανδ τηε λεϖελ οφ ιν�ατιον ασ ιmπλιεδ βψ τηε mυλτιπλιχατιϖε σπεχι−
�χατιον οφ τηε ΙΣ εθυατιον ανδ τηε Νεω Κεψνεσιαν Πηιλλιπσ Χυρϖε. Ιν οτηερ
ωορδσ, τηε φυρτηερ τηε εχονοmψ δεπαρτσ φροm τηε στεαδψ στατε, τηε mορε δι′−
χυλτ ιτ βεχοmεσ το φορεχαστ τηε εϖολυτιον οφ τηε εχονοmψ. Ονε πραχτιχαλ ωαψ
οφ ασσεσσινγ τηισ ισ το χοmπαρε, φορ ινστανχε, τηε Βανκ οφ Ενγλανδ�σ φαν χηαρτ
φορ ΓDΠ γροωτη ιν τηε πρε−χρισισ Ιν�ατιον Ρεπορτ οφ Φεβρυαρψ 2007 ωιτη τηατ
ατ τηε ηειγητ οφ τηε ρεχεσσιον ιν τηε Ιν�ατιον Ρεπορτ οφ Αυγυστ 2009 (βοτη
ρεπορτσ αρε αϖαιλαβλε φροm τηε ωεβσιτε οφ τηε Βανκ οφ Ενγλανδ). Τηε φορmερ
φορεχαστσ ΓDΠ γροωτη ιν τηε (0.75%, 4.75%) ρανγε ωηερεασ τηε λαττερ φορεχαστσ
α mυχη ωιδερ ΓDΠ γροωτη ρανγε οφ (−1%, 5.5%). Τηισ ηιγηλιγητσ τηε δι′χυλτψ
ιν φορεχαστινγ τηε φυρτηερ αωαψ τηε εχονοmψ mοϖεσ φροm εθυιλιβριυm.

4.1.1 Οπτιmαλ πολιχψ ρεσπονσεσ ωιτη βοτη ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ

ϖολατιλιτψ

Σο φαρ ωε ηαϖε χονσιδερεδ τηε χασε ιν ωηιχη τηε εξογενουσ ϖολατιλιτψ συρρουνδ−
ινγ ονε προχεσσ (ειτηερ τηε ουτπυτ γαπ ορ ιν�ατιον) ινχρεασεσ ασ τηε ϖολατιλιτψ
συρρουνδινγ τηε οτηερ προχεσσ ισ χονσταντ. Wηιλε ινϖεστιγατινγ τηισ σχεναριο
ηασ βεεν ινστρυχτιϖε το σεε τηε σπεχι�χ χοντριβυτιονσ οφ �� ανδ �ψ ον τηε οπ−
τιmαλ πολιχψ, α mορε ρεαλιστιχ ονε οχχυρσ ωηεν βοτη προχεσσεσ αρε συρρουνδεδ
βψ εξογενουσ υνχερταιντψ ανδ, ιν ρεαλ−τιmε, πολιχψmακερσ περχειϖε σηιφτσ ιν τηε
ϖολατιλιτψ οφ ονε προχεσσ ρελατιϖε το τηε ϖολατιλιτψ οφ τηε οτηερ προχεσσ.
Το στυδψ τηισ χασε, ωε ιντροδυχε αν ουτπυτ γαπ ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ρατιο

ανδ ινϖεστιγατε ηοω τηε οπτιmαλ πολιχψ ρεαχτσ το χηανγεσ ιν τηισ ρατιο. Wε
δε�νε τηε ουτπυτ γαπ ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ρατιο ασ �ψ= (�ψ + ��) ανδ ιmποσε τηε
φολλοωινγ ινϖερσε ρελατιον βετωεεν �ψ ανδ ��

�ψ = �ψ �
�ψ
��
��;

ωηερε �ψ = 0:4 ανδ �� = 0:175 ρεφερ το τηε υππερ βουνδ φορ τηε ϖολατιλιτψ οφ
τηε ουτπυτ γαπ ανδ ιν�ατιον προχεσσεσ, ρεσπεχτιϖελψ. Τηυσ
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=
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Figure 2:  Optimal policy response to yt and ʌt+1|t in presence of uncertainty on the output 

gap and inflation processes. Central bank preferencesμ  ȝ=1, Ȝ=0.1, Ȟ=0.2. 
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Figure 3: Optimal policy response to yt and ʌt+1|t in presence of relative output gap 

uncertainty. Central bank preferencesμ ȝ=1, Ȝ=0.1, Ȟ=0.2. 

 

 

 

 



Ιτ ισ ωορτη νοτινγ τηατ τηε ρατιο ισ εθυαλ το ζερο ιφ ανδ ονλψ ιφ τηερε ισ
mαξιmυm ϖολατιλιτψ ιν τηε ιν�ατιον προχεσσεσ ανδ νο ϖολατιλιτψ ιν τηε ουτπυτ
γαπ προχεσσ; ον τηε οτηερ ηανδ, ιτ ισ εθυαλ το ονε ιφ ανδ ονλψ ιφ τηερε ισ
mαξιmυm ϖολατιλιτψ ιν τηε ουτπυτ γαπ προχεσσ ανδ νο ϖολατιλιτψ ιν τηε ιν�ατιον
προχεσσ, τηατ ισ

�ψ
�ψ + ��

=

�
0 ι¤ �� = ��; �ψ = 0
1 ι¤ �� = 0; �ψ = �ψ

:

Wε αλσο νοτε τηατ τηε λεϖελ οφ οϖερραλλ εξογενουσ ϖολατιλιτψ, �ψ+��; ασσοχιατεδ
ωιτη τηε ρελατιϖε ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ ισ χοmπαραβλε το τηε χασεσ αναλψζεδ ιν
τηε πρεϖιουσ σεχτιον ωηερε ειτηερ εξογενουσ ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ ορ ιν�ατιον
ϖολατιλιτψ ωασ χονσιδερεδ. Ιν παρτιχυλαρ, τηε οϖεραλλ εξογενουσ ϖολατιλιτψ ισ
ατ λεαστ (ατ mοστ) εθυαλ το τηε mαξιmυm ϖολατιλιτψ τηατ ωε ηαδ ωιτη ονλψ
εξογενουσ ιν�ατιον (ουτπυτ−γαπ) ϖολατιλιτψ, τηατ ισ �ψ + �� 2 [0:175; 0:4] :
Φιγυρε 3 πλοτσ τηε οπτιmαλ πολιχψ χοε′χιεντσ φορ τηε ουτπυτ γαπ ανδ ιν�α−

τιον ϖερσυσ τηε ουτπυτ γαπ ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ρατιο. Φιγυρε 3 σηοωσ τηατ ωηεν
τηε ϖολατιλιτψ ιν τηε ουτπυτ γαπ ισ ινϖερσελψ ρελατεδ το τηε ϖολατιλιτψ ιν ιν�ατιον,
mοϖεmεντσ ιν τηε ϖολατιλιτιεσ οφ ψ ανδ � σηουλδ βε ασσοχιατεδ ωιτη χηανγεσ ιν
τηε σαmε διρεχτιον οφ τηε πολιχψ ρεσπονσε το τηεσε ϖαριαβλεσ. Φυρτηερmορε,
βψ εθυαλλψ σπλιττινγ τηε ψ ανδ � ϖολατιλιτψ ρανγεσ ωε νοτιχε τηατ ωιτη mορε
ϖολατιλιτψ ιν τηε ιν�ατιον προχεσσ τηαν τηε ουτπυτ γαπ προχεσσ (ρεγιον Α), τηε
οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ τενδσ το ρεαχτ mορε το ιν�ατιον τηαν το τηε ουτπυτ
γαπ ιν α φασηιον σιmιλαρ το ωηατ πρεδιχτεδ βψ τηε Ταψλορ ρυλε. Ινστεαδ, ιν τηε
οπποσιτε χασε (ρεγιον Β), τηε πολιχψ ρεσπονσε το τηε ουτπυτ γαπ εξχεεδσ τηε
ονε το ιν�ατιον. Φιναλλψ, ιν ρεγιον Β, τηε σπρεαδ βετωεεν τηε πολιχψ ρεσπονσεσ
ισ ρεmαρκαβλψ λαργερ τηαν ιν ρεγιον Α ανδ τηε ρεσπονσε το τηε λεσσ ϖολατιλε στατε
ϖαριαβλε τενδσ το βεχοmε νεγλιγιβλε, ωηιλε ιτ ρεmαινσ ιmπορταντ ιν ρεγιον Α.
Τηισ λαττερ ρεσπονσε ισ ιν λινε ωιτη τηε βρεακινγ σψmmετρψ ε¤εχτ πρεϖιουσλψ
δεσχριβεδ, ωηιχη ισ χαυσεδ βψ τηε δι¤ερεντ ιmπαχτ οφ τηε ψ ανδ � ϖολατιλιτψ ον
τηε οπτιmαλ πολιχψ.
Συmmινγ υπ, τηεσε �νδινγσ σηοω τηατ αλσο ιν τηε mορε ρεαλιστιχ χασε ιν

ωηιχη πολιχψmακερσ φαχε υνχερταιντψ ιν βοτη προχεσσεσ, τηερε ισ (ι) α ποσιτιϖε
ρελατιον βετωεεν τηε ϖολατιλιτψ οφ α στατε ϖαριαβλε ανδ ρεαχτιϖενεσσ οφ τηε ασσο−
χιατεδ πολιχψ ρεσπονσε, ανδ (ιι) αν ασψmmετριχ πολιχψ βεηαϖιορ ασσοχιατεδ ωιτη
mοϖεmεντσ ιν τηε ρελατιϖε ϖολατιλιτψ.
Ιτ ισ ιmπορταντ το νοτε τηατ τηε ρεσυλτσ πρεσεντεδ ιν σεχτιον 4.1. ανδ 4.1.1

σηοω τηε οπτιmαλ λονγ−ρυν πολιχψ ρεσπονσε το ιν�ατιον ανδ τηε ουτπυτ γαπ
τακινγ ιmπλιχιτλψ ιντο χονσιδερατιον τηε ρολε πλαψεδ βψ τηε οπτιmαλ ρεσπονσε
το τηε λαγγεδ ιντερεστ ρατε, ι.ε τηε δεγρεε οφ οπτιmαλ πολιχψ ινερτια. Wηεν
ωε φοχυσ ον τηε σηορτ−ρυν οπτιmαλ πολιχψ, ωηιχη ρεϖεαλσ οπτιmαλ χοε′χιεντσ



φορ
�
�τ+1ϕτ; ψτ; ιτ�1

�
; ωε ηαϖε τηε χοε′χιεντ φορ ιτ�1 φαλλινγ mονοτονιχαλλψ φορ

ινχρεασινγ ϖαλυεσ οφ �ψ ανδ τηε σαmε θυαλιτατιϖε βεηαϖιορ φορ τηε ρεσπονσε το�
�τ+1ϕτ; ψτ

�
. Τηυσ ωιτη ονλψ ουτπυτ−γαπ υνχερταιντψ, ορ mορε ουτπυτ γαπ υνχερ−

ταιντψ ρελατιϖε το ιν�ατιον υνχερταιντψ, mονεταρψ πολιχψ βεχοmεσ λεσσ ινερτιαλ.
Σινχε ιν τηεσε τωο χασεσ τηε οπτιmαλ ρεσπονσε το τηε ουτπυτ γαπ γετσ λαργερ
τηαν τηε ρεσπονσε το ιν�ατιον, λεσσ ινερτια τυρνσ ουτ το αmπλιφψ mορε τηε ρε−
σπονσε το τηε ουτπυτ γαπ τηαν τηε ρεσπονσε το ιν�ατιον. Τηισ εξπλαινσ ωηψ τηε
δι¤ερενχε ιν τηεσε ρεσπονσεσ ισ λαργερ ιν πρεσενχε οφ ουτπυτ γαπ υνχερταιντψ15.

4.2 Εmπιριχαλ αππλιχατιον ον ΥΣ mονεταρψ πολιχψ

Τηε τηεορετιχαλ πρεδιχτιονσ ρεπορτεδ ιν Φιγυρε 3 αρε νοω τεστεδ ον ΥΣmονεταρψ
πολιχψ οϖερ τηε 1969Θ4−2009Θ2 περιοδ. Wε χονστρυχτ τηε ϖολατιλιτψ mεασυρεσ

�ψτ, ��τ, ανδ τηε ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ρατιο
�

�ψ
�ψ+��

�
τ
, ρεσπεχτιϖελψ, βψ τακινγ τηε

8−θυαρτερ mοϖινγ στανδαρδ δεϖιατιον οφ ιν�ατιον ανδ τηε ουτπυτ γαπ (ρεσυλτσ
υσινγ α 16−θυαρτερ mοϖινγ στανδαρδ δεϖιατιον αρε θυαλιτατιϖελψ σιmιλαρ). Ουρ
mεασυρεσ οφ ϖολατιλιτψ αρε ρεπορτεδ ιν Φιγυρε 4. Ιν�ατιον ϖολατιλιτψ ισ γρεατεστ ιν
τηε 1970σ, ανδ τοωαρδσ τηε ενδ οφ ουρ σαmπλε. Ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ δεχλινεσ
τηρουγηουτ τηε 1980σ ωιτη ρεσυργενχεσ ιν τηε εαρλψ 1990σ, αφτερ τηε 9/11 τερ−
ροριστ ατταχκσ, ανδ φολλοωινγ τηε �νανχιαλ χρισισ ατ τηε ενδ οφ ουρ σαmπλε. Wε
ηαϖε αλσο χονσιδερεδ ασ mεασυρεσ οφ σηοχκ υνχερταιντψ τηε Ροοτ Μεαν Σθυαρε
Ερρορσ φορ ουτπυτ ανδ ιν�ατιον ινστεαδ; εmπιριχαλ ρεσυλτσ βασεδ ον τηεσε ϖερψ
mεασυρε ωερε ποορ χοmπαρεδ το τηε ονεσ ρεπορτεδ βελοω.
Το αλλοω φορ ασψmmετριχ ϖολατιλιτψ ε¤εχτσ, ωε εξπρεσσ τηε mονεταρψ πολιχψ

ρυλε ασ:

ιτ = �ιιτ�1 + (1� �ι) Ι
�ψ=(�ψ+��)
τ

�
�+�;0 + �

+
�;1

�
�ψ

�ψ + ��

�

τ

�
�τ+1ϕτ

+ (1� �ι) Ι
�ψ=(�ψ+��)
τ

�
�+ψ;0 + �

+
ψ;1

�
�ψ

�ψ + ��

�

τ

�
ψτ (7)

+ (1� �ι)
η
1� Ι

�ψ=(�ψ+��)
τ

ι �
���;0 + �

�
�;1

�
�ψ

�ψ + ��

�

τ

�
�τ+1ϕτ

+ (1� �ι)
η
1� Ι

�ψ=(�ψ+��)
τ

ι �
��ψ;0 + �

�
ψ;1

�
�ψ

�ψ + ��

�

τ

�
ψτ

15Σπεχι�χαλλψ, φοχυσινγ ον τηε οπτιmαλ χοε′χιεντ φορ τηε λαγγεδ ιντερεστ ρατε, ωε �νδ τηατ
ωιτη ονλψ ινχρεασινγ ουτπυτ γαπ υνχερταιντψ τηισ χοε′χιεντ φαλλσ οϖερ τηε ρανγε [0:66; 0:48] ;
ωιτη ονλψ ινχρεασινγ ιν�ατιον υνχερταιντψ ιτ φαλλσ οϖερ τηε ρανγε [0:66; 0:65], ανδ �ναλλψ ωιτη
ινχρεασινγ ρελατιϖε ουτπυτ−γαπ υνχερταιντψ ιτ φαλλσ οϖερ τηε ρανγε [0:65; 0:48] : Το σαϖε σπαχε
ωε δο νοτ πλοτ τηε ρεσπονσε το τηε λαγγεδ ιντερεστ ρατε βυτ τηισ ισ αϖαιλαβλε ον ρεθυεστ.



ωηερε Ι
�ψ=(�ψ+��)
τ ισ τηε ινδιχατορ φυνχτιον:

Ι
�ψ=(�ψ+��)
τ =

8
<
:
1; ιφ

�
�ψ

�ψ+��

�
τ
�
�

�ψ
�ψ+��

�
τ�1

0; ιφ
�

�ψ
�ψ+��

�
τ
<
�

�ψ
�ψ+��

�
τ�1

(8)

Μοδελ (7) υσινγ τηε ινδιχατορ φυνχτιον (8) δι¤ερσ φροm τηε λινεαρ Ταψλορ ρυλε
mοδελ (6) ιν τηατ ιτ αλλοωσ φορ α ρεγιmε−σωιτχηινγ ρελατιονσηιπ βετωεεν τηε
ιντερεστ ρατε, ιν�ατιον ανδ τηε ουτπυτ γαπ δεπενδινγ ον ωηετηερ τηερε ισ ηιγηερ
ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν τηε ουτπυτ γαπ προχεσσ (ιν ωηιχη χασε ινχρεασινγ ϖαλυεσ οφ�

�ψ
�ψ+��

�
τ
αρε οβσερϖεδ) αγαινστ ηιγηερ ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν τηε ιν�ατιον προχεσσ

(ιν ωηιχη χασε δεχρεασινγ ϖαλυεσ οφ
�

�ψ
�ψ+��

�
τ
αρε οβσερϖεδ). Τηε ρεσπονσε

το ιν�ατιον σωιτχηεσ φροm �+�;0 + �
+
�;1

�
�ψ

�ψ+��

�
τ
ωηεν τηερε ισ ηιγηερ ρελατιϖε

ϖολατιλιτψ ιν τηε ουτπυτ γαπ προχεσσ το ���;0+�
�
�;1

�
�ψ

�ψ+��

�
τ
ωηεν τηερε ισ ηιγηερ

ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν τηε ιν�ατιον προχεσσ.

Σιmιλαρλψ, τηε ρεσπονσε το τηε ουτπυτ γαπ σωιτχηεσ φροm �+ψ;0+�
+
ψ;1

�
�ψ

�ψ+��

�
τ

το ��ψ;0 + �
�
ψ;1

�
�ψ

�ψ+��

�
τ
. Wε εξπεχτ ηιγηερ ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν τηε ουτπυτ γαπ

προχεσσ το ραισε τηε ρεσπονσε οφ mονεταρψ πολιχψ το τηε ουτπυτ γαπ
�
�+ψ;1 > 0

�

ανδ λοωερ τηε ρεσπονσε οφ mονεταρψ πολιχψ το ιν�ατιον
�
�+�;1 < 0

�
. Ον τηε

οτηερ ηανδ, ηιγηερ ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν τηε ιν�ατιον προχεσσ σηουλδ λοωερ τηε
ρεσπονσε οφ mονεταρψ πολιχψ το τηε ουτπυτ γαπ

�
��ψ;1 < 0

�
ανδ ινχρεασε τηε

ρεσπονσε το ιν�ατιον
�
���;1 > 0

�
. Τηε mοδελ ιν (7) σιmπλι�εσ το α mοδελ ωιτη

σψmmετριχ ϖολατιλιτψ ε¤εχτσ ιφ �+ψ;0 = �
�
ψ;0, �

+
ψ;1 = ��

�
ψ;1, �

+
�;0 = �

�
�;0, ανδ �

+
�;1 =

����;1.
Το αλλοω φορ mυλτιπλιχατιϖε υνχερταιντψ ε¤εχτσ, τηε mοδελ ιν (7) ισ εστιmατεδ

ϕοιντλψ ωιτη τηε ΑD−ΑΣ εθυατιονσ (1) ανδ (2) ωηερε τηε χροσσπροδυχτ σηοχκσ
�ψ ανδ �� αρε προξιεδ βψ �ψ ανδ ��, ρεσπεχτιϖελψ. Το σαϖε σπαχε, ωε ονλψ
ρεπορτ εστιmατεσ οφ (7) ιν Ταβλε 2 (εστιmατεσ οφ (1−2) αρε ϖερψ σιmιλαρ το τηοσε
ρεπορτεδ ιν Ταβλε 1 ανδ αρε αϖαιλαβλε ον ρεθυεστ). Wε εστιmατε τηατ �+ψ;1 > 0,
�+�;1 < 0, �

�
ψ;1 < 0, ανδ �

�
�;1 > 0. Τηεσε εστιmατεσ αρε στατιστιχαλλψ σιγνι�χαντ,

συγγεστινγ τηατ ηιγηερ (λοωερ) ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν τηε ουτπυτ γαπ προχεσσ
ραισεσ (λοωερσ) τηε ρεσπονσε οφ mονεταρψ πολιχψ το τηε ουτπυτ γαπ ανδ λοωερσ
(ραισεσ) τηε ρεσπονσε το ιν�ατιον. Αλλ τηρεε mοδελσ εστιmατεδ ιν χολυmνσ (ι)−
(ιιι) οφ Ταβλε 2 �τ τηε δατα βεττερ τηαν τηε χορρεσπονδινγ mοδελσ ιν Ταβλε 1.
Τηερεφορε, βοτη ιν�ατιον ανδ ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ mαττερ φορ ΥΣ mονεταρψ
πολιχψ. Αmονγστ αλλ εστιmατεδ mοδελσ, τηε mοδελ ωιτη �ναλ δατα (ρεπορτεδ
ιν χολυmν (ιιι) οφ Ταβλε 2) δελιϖερσ τηε βεστ �τ. Φορ τηισ mοδελ, τηε αϖεραγε



ουτπυτ γαπ ρεσπονσε δροπσ φροm 1.61 ωηεν τηερε ισ ηιγηερ ρελατιϖε ϖολατιλιτψ
ιν τηε ουτπυτ γαπ το 1.48 ωηεν τηερε ισ ηιγηερ ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν ιν�ατιον.
Ον τηε οτηερ ηανδ, τηε αϖεραγε ιν�ατιον ρεσπονσε ινχρεασεσ φροm 1.49 ωηεν
τηερε ισ ηιγηερ ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν τηε ουτπυτ γαπ το 1.56 ωηεν τηερε ισ ηιγηερ
ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν ιν�ατιον. Χονσιστεντ ωιτη Φιγυρε 3, τηε αϖεραγε ουτπυτ
γαπ ρεσπονσε ισ ηιγηερ (λοωερ) τηαν τηε αϖεραγε ιν�ατιον ρεσπονσε ωηεν τηερε
ισ ηιγηερ (λοωερ) ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν τηε ουτπυτ γαπ προχεσσ. Τηεσε αϖεραγε
εστιmατεσ προϖιδε σοmε εϖιδενχε οφ ασψmmετριεσ ιν τηε ρεσπονσε το ιν�ατιον
ανδ τηε ουτπυτ γαπ ωηεν ϖολατιλιτψ ισ χονσιδερεδ.
Εστιmατεσ οφ τηε ρεαλ−τιmε mοδελσ (ιν χολυmνσ (ι) ανδ (ιι) οφ Ταβλε 2) αλσο

συγγεστ τηατ τηε αϖεραγε ιν�ατιον ρεσπονσε ινχρεασεσ ωηεν τηερε ισ ηιγηερ ρελ−
ατιϖε ϖολατιλιτψ ιν ιν�ατιον. Ον τηε οτηερ ηανδ, τηε ουτπυτ γαπ ρεσπονσε ιν−
χρεασεσ ωηεν τηερε ισ ηιγηερ ρελατιϖε ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ φορ τηε mοδελ ιν
χολυmν (ι) βυτ νοτ φορ τηε ονε ιν χολυmν (ιι); τηε λαττερ �νδινγ ισ αργυαβλψ
δυε το τηε �+ψ;0 χοε′χιεντ βεινγ ιmπρεχισελψ εστιmατεδ.
Το �ξ ιδεασ, ωε δισχυσσ τηε ιmπλιχατιονσ οφ εθυατιον (7) φορ οπτιmαλ mον−

εταρψ πολιχψ ιν τηε Υ.Σ. υσινγ τηε εστιmατεσ ιν χολυmν (ι) οφ Ταβλε 2. Φιρστ,
χονσιδερ τηε χασε ωηερε τηε Υ.Σ. εχονοmψ εξπεριενχεσ α ϑαπανεσε στψλε δε�α−
τιον ωιτη λοω ιν�ατιον ασ ωελλ ασ λοω ιν�ατιον ϖολατιλιτψ ιν ονε περιοδ φολλοωεδ
βψ αν εϖεν λοωερ ιν�ατιον ϖολατιλιτψ ιν τηε νεξτ περιοδ (συχη τηατ τηε ρελατιϖε
ιν�ατιον ϖολατιλιτψ ρατιο δροπσ). Ιν τηισ χασε, τηε αϖεραγε ρεσπονσε οφ πολιχψ−
mακερσ το ιν�ατιον ισ εθυαλ το 1.88, ωηερεασ τηε αϖεραγε ρεσπονσε το τηε ουτπυτ
γαπ ισ εθυαλ το 0.90. Χοντραστ τηε αβοϖε ρεσπονσεσ ωιτη τηε χασε ωηερε τηε
Υ.Σ. εχονοmψ εξπεριενχεσ α 1970σ στψλε ινχρεασε ιν ιν�ατιον ϖολατιλιτψ, ωιτη
ιν�ατιον ϖολατιλιτψ ιν ονε περιοδ φολλοωεδ βψ αν εϖεν ηιγηερ ιν�ατιον ϖολατιλιτψ
ιν τηε νεξτ περιοδ (συχη τηατ τηε ρελατιϖε ιν�ατιον ϖολατιλιτψ ρατιο ρισεσ). Ιν τηισ
χασε, πολιχψmακερσ βεχοmε mορε χονχερνεδ ωιτη ιν�ατιον ανδ λεσσ χονχερνεδ
ωιτη ουτπυτ γαπ �υχτυατιονσ, ασ τηε αϖεραγε ρεσπονσε το ιν�ατιον ρισεσ φροm
1.88 το 2.12, ωηερεασ τηε αϖεραγε ρεσπονσε το τηε ουτπυτ γαπ δροπσ φροm 0.90
το 0.85.
Wε ηαϖε αλσο εστιmατεδ αλτερνατιϖε ϖολατιλιτψ mεασυρεσ βασεδ ον τηε στρυχ−

τυραλ σηοχκσ δεριϖεδ φροm α ςεχτορ Αυτορεγρεσσιϖε (ςΑΡ) σψστεm ωιτη σιξ λαγσ
(χηοσεν βψ τηε Ακαικε Ινφορmατιον Χριτεριον) ιν ουτπυτ γαπ, ιν�ατιον ανδ τηε
ιντερεστ ρατε. Υσινγ τηε αβοϖε ορδερινγ, ωε ηαϖε ιδεντι�εδ τηε στρυχτυραλ ουτ−
πυτ γαπ, ιν�ατιον ανδ ιντερεστ ρατε σηοχκσ υσινγ τηε Χηολεσκψ δεχοmποσιτιον
(φορ mορε δεταιλσ οφ τηε στρυχτυραλ ςΑΡ αππροαχη σεε ε.γ. Αmισανο ανδ Γιαν−
νινι, 1997). Ασ αν αλτερνατιϖε, ωε ηαϖε αυγmεντεδ τηε ςΑΡ ωιτη χοmmοδιτψ
πριχε ιν�ατιον (βασεδ ον τηε σποτ πριχε ινδεξ οφ αλλ χοmmοδιτιεσ φροm τηε
Χοmmοδιτψ Ρεσεαρχη Βυρεαυ) ασ αν αδδιτιοναλ ϖαριαβλε.



Figure 4: Output gap uncertainty, inflation uncertainty and relative 

output gap uncertainty ratio 

 

 

(a) Real-time data, output detrended by quadratic trend 
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(b) Real-time data, output detrended by Hodrick-Prescott filter 

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

Output gap (output detrended by HP filter) uncertainty
Inflation uncertainty (from SPF)
Relative output gap uncertainty ratio  



 2 

(c) Final data, output detrended by CBO measure of potential output 
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(d) Real-time data, output detrended by quadratic trend. Measures are based on 

structural shocks from a Vector Autoregressive (VAR) system 
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Table 2: Taylor rule model estimates with uncertainty effects using GMM 

Sample: 1969Q4-2009Q2 

 (i)  (ii) (iii) (iv) 

Interest rate equation     

i  0.84 (0.03) 0.85 (0.02) 0.89 (0.03) 0.83 (0.03) 

1

y y

y yt t 

 
   



   
          

 regime 

,0

  

2.19 (0.30) 2.36 (0.40) 2.16 (0.45) 2.27 (0.32) 

,1

  

-0.83 (0.37) -1.46 (0.45) -1.85 (0.64) -0.79 (0.35) 

Average inflation effect  1.88  1.84  1.49  2.05 

,0y
  

0.44 (0.20) 0.40 (0.24) 1.04 (0.40) 0.79 (0.26) 

,1y
  

1.23 (0.50) 2.70 (1.01) 1.57 (0.60) 0.61 (0.42) 

Average output effect  0.90  1.39  1.61  0.94 

1

y y

y yt t 

 
   



   
          

 regime 

,0

  

1.84 (0.31) 1.76 (0.38) 1.00 (0.31) 1.92 (0.28) 

,1

  

0.84 (0.40) 1.75 (0.71) 1.88 (0.61) 0.82 (0.40) 

Average inflation effect  2.12  2.22  1.56  2.11 

,0y
  

1.19 (0.32)  2.98 (1.03  1.95 (0.65)  1.15 (0.29) 

,1y
  

-0.99 (0.41) -4.21 (1.65 -1.53 (0.70) -1.12 (0.40) 

Average output effect  0.85  1.85  1.48  0.81 

Adjusted R
2
 0.96 0.95  0.97  0.96 

Regression SE 0.51 0.66  0.47  0.50 

J stat [0.29] [0.30] [0.32] [0.33] 

 
Notes: All models include an intercept term; estimates of this are not reported. Numbers in parentheses are the 
standard errors of the estimates. J stat is the p-values of a chi-square test of the system’s overidentifying 
restrictions (Hansen, 1982). The instruments are a constant, four lags of the interest rate, inflation and the 
output gap and one lag of inflation uncertainty and output gap uncertainty. 
 (i): Real-time estimates. These use output detrended by a quadratic trend. 
(ii): Real-time estimates. These use output detrended by a Hodrick-Prescott trend. 
(iii) Final estimates. These use output detrended by the CBO measure of potential output. 
(iv): Real-time estimates. These use output detrended by a quadratic trend. Inflation and output gap uncertainty 
measures are based on the structural shocks from a Vector Autoregressive (VAR) model in output gap, inflation 
and the interest rate. 



Τηισ ισ ρουτινελψ αδδεδ το τηε ςΑΡ ιν ορδερ το λιmιτ τηε �πριχε πυζζλε�,
τηατ ισ, τηε ποσιτιϖε ρεσπονσε οφ πριχεσ το ιντερεστ ρατε ινχρεασεσ (σεε ε.γ. Βοιϖιν
ανδ Γιαννοννι, 2006 ανδ ρεφερενχεσ τηερειν). Dοινγ σο mακεσ νο θυαλιτατιϖε
δι¤ερενχε το ωηατ φολλοωσ. Φιγυρε 4δ) πλοτσ ουρ υνχερταιντψ mεασυρεσ βασεδ
ον τηε 8−θυαρτερ mοϖινγ στανδαρδ δεϖιατιον οφ τηε ςΑΡ−δεριϖεδ στρυχτυραλ
σηοχκσ φορ ιν�ατιον ανδ τηε ρεαλ−τιmε ουτπυτ γαπ (τηε λαττερ ισ δετρενδεδ βψ
θυαδρατιχ τρενδ; εmπιριχαλ ρεσυλτσ βασεδ ον τηε ΧΒΟ mεασυρε οφ ποτεντιαλ
ουτπυτ ανδ α ΗΠ τρενδ �λτερ ωερε ποορ ανδ φορ τηισ ρεασον νοτ ρεπορτεδ). Ιν
λινε ωιτη ουρ πρεϖιουσ ρεσυλτσ, τηε εστιmατεσ ρεπορτεδ ιν χολυmν (ιϖ) οφ Ταβλε
2 συγγεστ τηατ (ι) τηε αϖεραγε ιν�ατιον ρεσπονσε ινχρεασεσ ωηεν τηερε ισ ηιγηερ
ρελατιϖε ϖολατιλιτψ ιν ιν�ατιον ανδ (ιι) τηε ουτπυτ γαπ ρεσπονσε ινχρεασεσ ωηεν
τηερε ισ ηιγηερ ρελατιϖε ουτπυτ γαπ ϖολατιλιτψ; ηοωεϖερ, τηε �+ψ;1 χοε′χιεντ ισ
ιmπρεχισελψ εστιmατεδ ανδ τηε mοδελ �τσ τηε δατα ωορσε τηαν τηε mοδελ ωηιχη
υσεσ �ναλ δατα ιν χολυmν (ιιι) οφ Ταβλε 2. Αλλ ιν αλλ, ουρ εστιmατεσ προϖιδε σοmε
εϖιδενχε οφ ασψmmετριεσ ιν τηε ρεσπονσε το ιν�ατιον ανδ τηε ουτπυτ γαπ ωηεν
υνχερταιντψ ισ χονσιδερεδ.

5 Ροβυστνεσσ αναλψσισ

Ατ τηισ ποιντ, σοmε νατυραλ θυεστιονσ ινσπιρε α βαττερψ οφ εξπεριmεντσ το χηεχκ
φορ τηε ροβυστνεσσ οφ ουρ ρεσυλτσ16. Wε �ρστ χονσιδερ το ωηατ εξτεντ, ιφ ανψ,
χηανγεσ ιν τηε χεντραλ βανκ πρεφερενχεσ mαψ α¤εχτ τηεσε ρεσυλτσ. Τηισ θυεστιον
mαττερσ ιν τηατ πολιχψmακερσ� πρεφερενχεσ αρε νοτ κνοων ωιτη χερταιντψ ανδ
mιγητ αλσο χηανγε δυε το σπεχιαλ φαχτσ ορ χοντινγενχιεσ. Τηυσ ωε χονσιδερ τηε
χασε ωηερε ουτπυτ γαπ σταβιλιζατιον ισ ασ ιmπορταντ ασ ιν�ατιον σταβιλιζατιον17.
Τηε ρεσυλτ οφ τηισ εξπεριmεντ ισ ρεπορτεδ ιν Φιγυρε 5 ανδ σηοωσ τηατ πολιχψ−
mακερσ� πρεφερενχεσ δο νοτ α¤εχτ τηε mονοτονιχιτψ ορ τηε χυρϖατυρε τψπε οφ
τηε πατησ; τηεψ ονλψ α¤εχτ τηε δεγρεε οφ χονχαϖιτψ ορ χονϖεξιτψ οφ τηεσε πατησ.
Wε τηεν ασκ ωηατ ηαππενσ το τηε χασε ωηερε τηε mυλτιπλιχατιϖε σηοχκσ

εξηιβιτ σοmε περσιστενχε. Αργυαβλψ, τηισ χουλδ βε δυε το σοmε εξογενουσ
διστυρβανχε ανδ/ορ χηανγε ιν τηε στρυχτυρε οφ τηε εχονοmψ ωηοσε mεδιυm
ορ λονγ−λιϖεδ νατυρε ισ νοτ κνοων ψετ βψ τηε πολιχψmακερσ. Το αδδρεσσ τηισ
θυεστιον, ωε ιντροδυχε σοmε ινερτια ιντο τηε Μαρκοϖ χηαιν. Τηυσ, α νεω
Μαρκοϖ mατριξ, Π , ισ χονστρυχτεδ συχη τηατ: (ι) τηε προβαβιλιτψ τηατ τηε σηοχκ
κεεπσ τηε σαmε ϖαλυε οϖερ τωο περιοδσ ισ εθυαλ το 0.5, (ιι) τηε προβαβιλιτψ τηατ

16Τηε χυρρεντ αναλψσισ ισ χονδυχτεδ ωιτη τηε σαmε παραmετερσ υσεδ βεφορε υνλεσσ τηε
εξπεριmεντσ ρεθυιρε οτηερωισε, ιν ωηιχη χασε τηε νεω ϖαλυεσ φορ τηε παραmετερσ (ε.γ. λοσσ
φυνχτιονσ ωειγητσ ανδ τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ) αρε ρεπορτεδ.
17Τηεσε αλτερνατιϖε πρεφερενχεσ αρε χαπτυρεδ βψ σεττινγ � = 1; � = 1; ανδ � = 0:2 ιν τηε

λοσσ φυνχτιον.



τηε σηοχκ ϕυmπσ το αδϕαχεντ ϖαλυεσ ισ εθυαλ το 0.3, ανδ (ιιι) βψ σκιππινγ τηε
αδϕαχεντ ϖαλυεσ, τηε προβαβιλιτψ τηατ τηε σηοχκ ϕυmπσ το τηε χλοσερ ρεmαινινγ
ϖαλυεσ ισ εθυαλ το 0.1. Τηερεφορε, Π τακεσ τηε φορm

Π =

2
66664

0:5 0:3 0:1 0:1 0
0:15 0:5 0:15 0:1 0:1
0:1 0:15 0:5 0:15 0:1
0:1 0:1 0:15 0:5 0:15
0:1 0:1 0:15 0:15 0:5

3
77775
:

Γιϖεν τηε Μαρκοϖ mατριξ αβοϖε, ιτσ ασσοχιατεδ στατιοναρψ διστριβυτιον φορ τηε

σηοχκ �ηϕτ φορ η = ψ; � ισ γιϖεν βψ

�ηϕτ
�
1� 2��η

� �
1� ��η

�
1

�
1 + ��η

� �
1 + 2��η

�

Πρ
�
�ηϕτ
�

0:1598 0:2371 0:2371 0:2371 0:1598
:

Ρεσυλτσ ιν τηισ χασε (αϖαιλαβλε ον ρεθυεστ) αρε ϖερψ σιmιλαρ το τηε πρεϖιουσ ονεσ

βασεδ ον σεριαλλψ ι.ι.δ. mοδεσ.
Φιναλλψ, ωε χονσιδερ το ωηατ εξτεντ, ιφ ανψ, τηε ρεαλιστιχ πολιχψ τρανσmισσιον

λαγσ εmβεδδεδ ιν τηε mοδελ α¤εχτ τηε ρελατιον βετωεεν ιν�ατιον ανδ ουτπυτ
γαπ υνχερταιντψ ανδ οπτιmαλ πολιχψ. Wε τηεν ρελαξ τηε ασσυmπτιον οφ α ονε−
περιοδ λαγ βετωεεν πολιχψ αχτιον ανδ ουτπυτ γαπ ρεσπονσε ανδ οφ α φυρτηερ
ονε−περιοδ λαγ βετωεεν ουτπυτ γαπ ανδ ιν�ατιον χηανγεσ. Αχχορδινγλψ, τηε
ΑD ανδ ΑΣ τακε τηε mορε χονϖεντιοναλ φορm

ψτ+1 =
�
�ψψτ + (1� �ψ) ψτ+2ϕτ+1 � �ρρτ+1 + ∀

ψ
τ+1

�
�ψτ+1

�τ+1 =
�
���τ + (1� ��) �τ+2ϕτ+1 + ∀

�
τ+1

�
��τ+1

ανδ τηε ϖεχτορ οφ στατε ϖαριαβλε ισ νοω γιϖεν βψ Ξτ = (�τ; ψτ; ιτ�1) : Τηε ρεσυλτσ

οφ τηε εξπεριmεντ αρε ρεπορτεδ ιν Φιγυρεσ 6−7.Χοmπαρινγ τηεσε �νδινγσ ωιτη
τηε ονεσ ιν Φιγυρεσ 2−3 σηοωσ τηατ αβστραχτινγ φροm τρανσmισσιον λαγσ λεαδσ
ονλψ το mινορ θυαντιτατιϖε χηανγεσ.



Figure 5: Optimal policy response to yt and ʌt+1|t in presence of uncertainty on the 

output gap and inflation processes. Central bank preferencesμ ȝ =1, Ȝ =1, Ȟ =0.2. 
 

              (a) output gap uncertainty                                (b) inflation uncertainty  

  

 

 
 
 
 
 
Figure 6: Optimal policy response to yt and ʌt with no policy transmission lags and in 

presence of uncertainty on the output gap and inflation processes. Central bank 

preferencesμ  ȝ=1, Ȝ=0.1, Ȟ=0.2. 
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Figure 7: Optimal policy responses to yt and ʌt with no policy transmission lags and in 

presence of relative output gap uncertainty. Central bank preferencesμ ȝ=1, Ȝ=0.1, 

Ȟ=0.2. 
 

 

 



6 Χονχλυσιονσ

Τηισ παπερ ινϖεστιγατεσ οπτιmαλ ρεαλ−τιmε mονεταρψ πολιχψ ωηεν πολιχψmακερσ
χονσιδερ τηε πρεσενχε οφ υνδιστινγυισηαβλε υνχερταιντψ αβουτ τηε στατε ανδ
στρυχτυρε οφ τηε εχονοmψ προξιεδ βψ τηε εξογενουσ ϖολατιλιτψ οφ τηε ιν�ατιον
ανδ ουτπυτ γαπ προχεσσεσ.
Φιρστ, τηε παπερ σηοωσ τηατ ιν πρεσενχε οφ υνδιστινγυισηαβλε υνχερταιντψ

ειτηερ ον ιν�ατιον ορ τηε ουτπυτ γαπ, χονσιδερινγ τηισ υνχερταιντψ ιν τηε πολιχψ
δεχισιονσ ρεσυλτσ ιν α mορε αγγρεσσιϖε ρεσπονσε το τηε υνχερταιν στατε ϖαριαβλε.
Φυρτηερmορε, τηε οπτιmαλ ρεσπονσε το ιν�ατιον ισ ινϖερσελψ ρελατεδ το ουτπυτ
γαπ υνχερταιντψ ωηιλε τηε οπτιmαλ ρεσπονσε το τηε ουτπυτ γαπ τενδσ το βε
υνρελατεδ το ιν�ατιον υνχερταιντψ.
Σεχονδ, ιν πρεσενχε οφ εξογενουσ υνχερταιντψ ιν βοτη τηε ιν�ατιον ανδ

ουτπυτ γαπ προχεσσεσ, ωηεν τηερε ισ ρελατιϖελψ mορε υνχερταιντψ ον ιν�ατιον
τηαν ον τηε ουτπυτ γαπ, οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ ρεσεmβλεσ τηε Ταψλορ ρυλε.
Ον τηε οτηερ ηανδ, ωηεν τηε υνχερταιντψ ον τηε ουτπυτ γαπ εξχεεδσ τηε ονε
ον ιν�ατιον, οπτιmαλ mονεταρψ πολιχψ τενδσ το ρεσπονδ mορε στρονγλψ το τηε
ουτπυτ γαπ ανδ το ιγνορε ιν�ατιον. Φιναλλψ, ιν ιντερmεδιατε χασεσ, τηε πολιχψ
ρεσπονσε το τηε στατε ϖαριαβλεσ τενδσ το βε σιmιλαρ.
Τηεσε ρεσυλτσ αρε βασεδ ον α πρεεmπτιϖε βεηαϖιορ οφ τηε χεντραλ βανκ αιm−

ινγ το ρεδυχε τηε ρισκ οφ λαργε δεϖιατιονσ οφ τηε εχονοmψ φροm ιτσ λονγ−ρυν
εθυιλιβριυm, ωηιχη ωουλδ δετεριορατε τηε διστριβυτιον φορεχαστσ φορ ιν�ατιον
ανδ τηε ουτπυτ γαπ. Ιν αν εmπιριχαλ τεστ χαρριεδ ουτ ον τηε ΥΣ εχονοmψ, ωε
�νδ τηατ τηε mοδελ πρεδιχτιονσ τενδ το βε χονσιστεντ ωιτη τηε δατα.
Τηε mοδελ δισχυσσεδ ιν τηε χυρρεντ παπερ χαν βε εξτενδεδ το αλλοω φορ τηε

ε¤εχτσ οφ οτηερ τψπεσ οφ υνχερταιντψ συχη ασ εξχηανγε ρατε υνχερταιντψ. Wε
ιντενδ το αδδρεσσ τηεσε ισσυεσ ιν φυτυρε ρεσεαρχη.

Α Dεταιλσ ον mιχροφουνδατιονσ

Α.1 Πρεφερενχεσ ανδ τεχηνολογψ

Τηε εχονοmψ φεατυρεσ α χοντινυυm οφ υνιτ mασσ οφ ιδεντιχαλ ηουσεηολδσ, εαχη
προδυχινγ α δι¤ερεντ ϖαριετψ οφ α χονσυmπτιον γοοδ ινδεξεδ βψ ϕ. Φορ τηε
σακε οφ σιmπλιχιτψ, βυτ ωιτηουτ λοσσ οφ γενεραλιτψ, ωε ασσυmε πρεφερενχεσ ονλψ
ον χονσυmπτιον, σεε φορ εξαmπλε Σϖενσσον (2000). Το οβταιν ρεαλιστιχ ινερτια ιν
τηε ηουσεηολδ βεηαϖιορ ωε ιντροδυχε ηαβιτσ περσιστενχε φολλοωινγ Αβελ (1990)



σο τηατ τηε ηουσεηολδ�σ υτιλιτψ φυνχτιον ισ

Ετ

1Ξ

�=0

��Υ
�
Χτ+� ; Χτ+�

�
; Υ

�
Χτ+� ; Χτ+�

�
=

�
Χτ= εΧ�τ�1

�1� 1

�

1� 1
�

; �; � 2 (0; 1) ;

ωηερε � δενοτεσ τηε ιντερτεmποραλ δισχουντ φαχτορ, Χτ χονσυmπτιον οφ χον−
συmερ/προδυχερ ϕ, ωηιχη ισ α χοmποσιτε γοοδ γιϖεν βψ τηε Dιξιτ−Στιγλιτζ αγ−
γρεγατορ οφ τηε χοντινυυm οφ ϖαριετιεσ οφ τηε χονσυmπτιον γοοδ

Χτ �

�Ζ 1

0

(Χτ (ϕ))
1� 1

# δϕ

� 1

1�#

;

ωιτη # > 1 δενοτινγ τηε ελαστιχιτψ οφ συβστιτυτιον αmονγ ανψ τωο δι¤ερεντι−
ατεδ ϖαριετιεσ; �ναλλψ, εΧτ ισ αγγρεγατε χονσυmπτιον, ανδ � ανδ � δενοτε τηε
δεγρεε οφ ηαβιτσ περσιστενχε ιν χονσυmπτιον ανδ τηε ιντερτεmποραλ ελαστιχιτψ
οφ συβστιτυτιον ρεσπεχτιϖελψ.
Ασ ιν Φλαmινι (2007) ωε ασσυmε τηατ τηε χοmποσιτε γοοδ υσεδ φορ χον−

συmπτιον ισ αλσο υσεδ φορ προδυχτιον ανδ λετ Ψ Πτ (ϕ) βε τηε θυαντιτψ οφ τηε
χοmποσιτε γοοδ υσεδ βψ �ρm ϕ το προδυχε ιτσ οων δι¤ερεντιατεδ ϖαριετψ Ψτ (ϕ)
ωιτη τηε προδυχτιον φυνχτιον

Ψτ (ϕ) = φ
�
Ψ Πτ (ϕ)

�
;

ωηερε φ ισ αν ινχρεασινγ, χονχαϖε, ισοελαστιχ φυνχτιον. Ιτ φολλοωσ τηατ τηε ινπυτ
ρεθυιρεmεντ φυνχτιον φορ ανψ �ρm ϕ ισ γιϖεν βψ

Ψ Πτ (ϕ) = ς [Ψτ (ϕ)] ; (9)

ωηερε ς � φ�1; σο τηατ τηε �ρm�σ ϖαριαβλε χοστσ αρε γιϖεν βψ

Πτς [Ψτ (ϕ)] ;

ωηερε

Πτ �

2
4

1Ζ

0

πτ (ϕ)
1�# δϕ

3
5
1=(1�#)

ισ τηε πριχε οφ τηε χοmποσιτε γοοδ, ανδ τηε �ρm�σ mαργιναλ χοστσ αρε

Πτςψ [Ψτ (ϕ)] :



Α.2 Στεαδψ στατε

Ασσυmινγ �εξιβλε πριχεσ, τηε mονοπολιστιχ χοmπετιτιϖε ρεπρεσεντατιϖε �ρm ϕ
σετσ τηε οπτιmαλ πριχε πτ (ϕ) ιν ανψ περιοδ ασ α mαρκυπ ον mαργιναλ χοστσ,

πτ (ϕ) = �Πτςψ [Ψτ (ϕ)] ; (10)

ωηερε � > 1 ισ τηε δεσιρεδ mαρκυπ.
Χονσιδερινγ τηε πρεφερενχεσ οφ τηε ηουσεηολδ, τηε δεmανδ φυνχτιον φορ εαχη

ϖαριετψ ϕ ισ

Ψτ (ϕ) = Ψτ

�
πτ (ϕ)

Πτ

��#
; (11)

ωηερε

Ψτ =

�Ζ 1

0

Ψτ (ϕ)
1� 1

# δϕ

� 1

1�#

:

Νεξτ, ρεωριτινγ (10) ασ
πτ (ϕ)

Πτ
= �ςψ [Ψτ (ϕ)] : (12)

ανδ συβστιτυτινγ (11) ιντο (12) ψιελδσ

�
Ψτ (ϕ)

Ψτ

�� 1

#

= �ςψ [Ψτ (ϕ)] : (13)

Νοω, φολλοωινγ Wοοδφορδ (2003, χη. 3), ωε νοτιχε τηατ τηε ΡΗΣ οφ (13) ισ
ινχρεασινγ ιν Ψτ (ϕ) σο τηατ τηερε ισ α υνιθυε Ψτ (ϕ) τηατ σολϖεσ τηισ εθυατιον
γιϖεν Ψτ: Τηυσ ιν εθυιλιβριυm εαχη �ρm ωιλλ συππλψ τηε σαmε θυαντιτψ ωηιχη
mυστ εθυαλ Ψτ: Ασ α ρεσυλτ τηε στεαδψ στατε λεϖελ οφ ουτπυτ, Ψ; ισ τηε σολυτιον
το

��1 = ςψ (Ψ ) ;

τηατ ισ
Ψ = ς �1ψ

�
��1
�
:

Σινχε αλλ τηε �ρmσ υσε τηε σαmε τεχηνολογψ, ιτ αλσο φολλοωσ τηατ Ψ Πτ (ϕ) = Ψ
Π
τ

σο τηατ
Ψ Πτ = ς (Ψτ) ; (14)

ανδ υσινγ τηε mαρκετ χλεαρινγ χονδιτιον

Ψτ = Χτ + Ψ
Π
τ (15)



ωε �ναλλψ οβταιν τηατ ιν στεαδψ στατε
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�
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Α.3 Αγγρεγατε δεmανδ

Wε χαν νοω λογ−λινεαριζε (15) αρουνδ στεαδψ στατε ϖαλυεσ οβταινινγ

ψτ = ∋χτ + (1� ∋) ψ
π
τ ; ∋ �

Χ

Ψ
; (16)

ωηερε ψτ � λογ
Ψτ
Ψ
ανδ δενοτεσ τηε ουτπυτ γαπ, χτ � λογ

Χτ
Χ
; ανδ ψΠτ � λογ

Ψ Πτ
Ψ π
.

Τηεν, ρεχαλλινγ τηατ τηε φυνχτιον φ ισ ισοελαστιχ, λογ−λινεαριζινγ (14) ανδ συβ−
στιτυτινγ ψπτ ιντο (16), λεαδσ το

ψτ = ∋χτ + (1� ∋) �ψτ;

ωηερε τηε � ισ τηε ουτπυτ ελαστιχιτψ τηε ινπυτ ρεθυιρεmεντ φυνχτιον (14). Φαχ−
τοριζινγ ψ ψιελδσ

ψτ =
∋

1� (1� ∋) �
χτ;

ανδ ασσυmινγ φορ σακε οφ σιmπλιχιτψ βυτ ωιτηουτ λοσσ οφ γενεραλιτψ τηατ α περ−
χενταγε ινχρεασε οφ τηε θυαντιτψ προδυχεδ ρεθυιρεσ τηε σαmε περχενταγε ιν−
χρεασε οφ τηε ινπυτ, τηατ ισ � = 1; ωε οβταιν

ψτ = χτ: (17)

Ιν ορδερ το ρεπροδυχε α ρεαλιστιχ ονε−περιοδ λαγ ιν τηε τρανσmισσιον οφ πολιχψ
αχτιον το ρεαλ αχτιϖιτψ, ωε ασσυmε ασ ιν Ροτεmβεργ ανδ Wοοδφορδ (1997) ανδ
Βοιϖιν ανδ Γιαννονι (2006) τηατ χονσυmπτιον δεχισιονσ αρε πρεδετερmινεδ ονε
περιοδ ιν αδϖανχε, σπεχι�χαλλψ ωε λετ ηουσεηολδσ χηοοσε τηε ινδεξ Χτ ατ δατε
τ � 1: Τηυσ, πρεφερενχεσ mαξιmιζατιον συβϕεχτ το α βυδγετ χονστραιντ ανδ α
νο−Πονζι χονδιτιον λεαδσ το τηε φολλοωινγ λογ−λινεαρισεδ Ευλερ εθυατιον

χτ+1 = �ψχτ + (1� �ψ) χτ+2ϕτ � (1� �ψ) �ρτ + ∀
ψ
τ+1; �ψ �

� (1� �)

1 + � (1� �)
; (18)

ωηερε φορ σακε οφ σιmπλιχιτψ ανδ ωιτηουτ σιγνι�χαντ λοσσ ιν γενεραλιτψ ωε ηαϖε
αππροξιmατεδ ρτ+1ϕτ ωιτη ρτ: Φιναλλψ, χονσιδερινγ (17), εθυατιον (18) χαν βε



ρεωριττεν ιν τερmσ οφ τηε ουτπυτ γαπ ασ

ψτ+1 = �ψψτ + (1� �ψ) ψτ+2ϕτ � �ρρτ + ∀
ψ
τ+1; �ρ � (1� �ψ) �:

Α.4 Dεριϖατιον οφ τηε αγγρεγατε συππλψ

Ιν ορδερ το ηαϖε α ρεαλιστιχ τωο−περιοδ λαγ ιν τηε τρανσmισσιον οφ mονεταρψ
πολιχψ το ιν�ατιον ωε φολλοω Ροτεmβεργ ανδ Wοοδφορδ (1997) ανδ Βοιϖιν ανδ
Γιαννονι (2006) ασσυmινγ τηατ πριχινγ δεχισιονσ αρε mαδε τωο περιοδσ ιν αδ−
ϖανχε. Wε αλσο ασσυmε τηε Χαλϖο (1983) σταγγερεδ πριχε σχηεmε ανδ φολλοω
Χηριστιανο ανδ αλ. (2005) ιν αλλοωινγ τηε �ρmσ τηατ χαννοτ υπ−δατε τηε πριχε
οπτιmαλλψ το ινδεξ τηειρ πριχε το πρεϖιουσ ιν�ατιον. Τηυσ, �ρm ϕ προ�τ mαξι−
mιζατιον προβλεm ισ
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; ωιτη � δενοτινγ τηε δεγρεε οφ ινδεξατιον

το πρεϖιουσ περιοδ ιν�ατιον ωηεν ιτ ισ νοτ ποσσιβλε το οπτιmαλλψ υπ−δατε τηε
πριχε, ανδ �ναλλψ �τ ανδ εΠτ+2 δενοτε τηε mαργιναλ υτιλιτψ οφ χονσυmπτιον, ανδ
τηε νεω πριχε χηοσεν ιν περιοδ τ φορ περιοδ τ+ 2, ρεσπεχτιϖελψ. Τηε �ρστ−ορδερ
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τ+1+σΘ�

σ=1�τ+2+σ

!�#1
Α
3
5Ψτ+�+2

 
Ξτ+2

Θ�
σ=1�

�
τ+1+σΘ�

σ=1�τ+2+σ

!�#9=
; = 0 ;

ωηερε Ξτ+2 �
εΠτ+2
Πτ+2

ανδ �τ+2 �
Πτ+2
Πτ+1

:

Ιν εθυιλιβριυm ανψ �ρm τηατ ισ φρεε το χηοοσε τηε πριχε ιν περιοδ τ ωιλλ
χηοοσε τηε σαmε πριχε, εΠτ; ανδ τηε ρεmαινινγ �ρmσ τηατ αρε νοτ φρεε το χηοοσε
τηε πριχε ιν περιοδ τ ωιλλ κεεπ τηε πρεϖιουσ περιοδ πριχε υπδατεδ το τηε πρεϖιουσ
περιοδ ιν�ατιον. Τηυσ, τηε αγγρεγατε πριχε ισ γιϖεν βψ

Πτ =

2
4�
 
Πτ�1

�
Πτ�1
Πτ�2

��!1�#
+ (1� �) εΠ (1�#)τ

3
5

1

1�#

() �τ =
η
1� (1� �)Ξ

(1�#)
τ

ι� 1

1�#

�
1

1�#��τ�1:

Τηεν ωε λογ−λινεαριζε τηε �ρστ ορδερ χονδιτιον αρουνδ τηε στεαδψ στατε.
Λετ υσ αλλοω βουνδεδ �υχτυατιονσ ιν (�τ; Ξτ; �τ; Ψτ) αρουνδ τηε στεαδψ στατε
(�; 1; 1; Ψ; ) ανδ λετ σmαλλ λεττερσ βε λογ−δεϖιατιονσ φροm τηειρ στεαδψ στατε
ϖαλυε. Τηεν ωε οβταιν

ϖ
0

= !ψ (ϕ) ; (20)

�τ = ��τ�1 +
1� �

�
ξτ; (21)

ωηερε ! > 0 ισ τηε ελαστιχιτψ οφ ς
0

ωιτη ρεσπεχτ το Ψτ (ϕ) : Τηεν, λογ−λινεαριζινγ
(19) ψιελδσ

Ετ

(
1Ξ

�=0

����

∀
ξτ+2 �

�Ξ

σ=1

(�τ+2+σ � ��τ+1+σ)

�!

 
ψτ+�+2 � #

 
ξτ+2 �

�Ξ

σ=1

(�τ+2+σ � ��τ+1+σ)

!!#)
= 0



ωηιχη χαν βε ρεωριττεν ασ

Ετ

(
1Ξ

�=0

����

∀
(1 + !#)

 
ξτ+2 �

�Ξ

σ=1

(�τ+2+σ � ��τ+1+σ)

!
� !ψτ+�+2

#)
= 0 :

(22)
Νοω νοτε τηατ

1Ξ

�=0

����
�Ξ

σ=1

(�τ+2+σ � ��τ+2+σ�1) =
1Ξ

σ=1

(�τ+2+σ � ��τ+1+σ)
1Ξ

�=σ

����

=
1Ξ

σ=1

(�τ+2+σ � ��τ+1+σ)
�σ�σ

1� ��

=
1

1� ��

1Ξ

�=1

���� (�τ+2+� � ��τ+1+� ) :

Τηεν, εθυατιον (22) χαν βε ρεωριττεν ασ

Ετ

(
1 + !#

1� ��
ξτ+2 �

1 + !#

1� ��

1Ξ

�=1

���� (�τ+2+� � ��τ+2+��1)�

1Ξ

�=0

����ψτ+�+2

)
= 0

()

Ετξτ+2 = Ετ

(
1Ξ

�=1

���� (�τ+2+� � ��τ+2+��1) +
1� ��

1 + !#

1Ξ

�=0

����!ψτ+�+2

)

= Ετ

�
�� (�τ+2+1 � ��τ+2) +

1� ��

1 + !#
!ψτ+2

�
+ ��Ετξτ+2+1:

Νεξτ, αππροξιmατινγ � βψ υνιτ ιν ορδερ το ενσυρε τηε Νατυραλ−ρατε ηψποτηεσισ
ανδ χοmβινινγ τηε πρεϖιουσ εθυατιον ωιτη (21) ωε οβταιν

�τ+2ϕτ =
�

(1 + �)
�τ+1ϕτ +

1

(1 + �)
�τ+3ϕτ +

(1� �)2

(1 + �)� (1 + !#)
!ψτ+2ϕτ:

Φιναλλψ, αδδινγ τηε ερρορ τερm ∀�τ+2 +
�
1+�
∀�τ+1 το βοτη σιδεσ οφ τηε πρεϖιουσ

εθυατιον ψιελδσ

�τ+2 =
�

(1 + �)
�τ+1 +

1

(1 + �)
�τ+3ϕτ +

1

(1 + �)

(1� �)2

� (1 + !#)
!ψτ+2ϕτ + ∀

�
τ+2

= ���τ+1 + (1� ��) �τ+3ϕτ + �ψψτ+2ϕτ + ∀
�
τ+2:



Β Κεψ ελεmεντσ οφ τηε Σϖενσσον ανδ Wιλλιαmσ

αππροαχη

Wε �ρστ εξπανδ τηε προδυχτ οφ τηε mυλτιπλιχατιϖε σηοχκσ ωιτη τηε τερmσ ιν τηε
σθυαρε βραχκετσ οφ τηε ΡΗΣ ιν (1−2) ανδ τηεν ρεωριτε τηε αγγρεγατε δεmανδ
ανδ συππλψ ιν Στατε−σπαχε φορm ασ

Ξτ+1 = Α11ϕτ+1Ξτ + Α12ϕτ+1ξτ +Β1ϕτ+1ιτ + ∀τ+1 (23)

Ετξτ+1 = Α21ϕτΞτ + Α22ϕτξτ +Β2ϕτιτ (24)

ωηερε Ξτ ανδ ξτ αρε, ρεσπεχτιϖελψ, τηε ϖεχτορσ οφ πρεδετερmινεδ ανδ φορωαρδ
λοοκινγ ϖαριαβλεσ

Ξτ =
�
�τ; �τ+1ϕτ; ψτ; ιτ�1

�0
;

ξτ =
�
ψτ+1ϕτ; �τ+2ϕτ

�0
;

∀τ ισ τηε ϖεχτορ οφ αδδιτιϖε εξογενουσ διστυρβανχεσ, ανδ �ναλλψ τηε mατριχεσ

Α11ϕτ+1 ; Α12ϕτ+1 ; Β1ϕτ+1 ; Α21ϕτ ; Α22ϕτ ; Β2ϕτ ; (25)

αρε ρανδοm, εαχη φρεε το τακε νϕ δι¤ερεντ ϖαλυεσ ιν περιοδ τ χορρεσπονδινγ το
τηε νϕ mοδεσ ινδεξεδ βψ ϕτ 2 φ1; 2; :::; νγ :
Τυρνινγ το τηε χεντραλ βανκ λοσσ φυνχτιον (3), ιτ χαν βε ρεωριττεν ασ18

Ετ

1Ξ

�=0

��Λ (Ξτ+� ; ιτ+τ) ;

ωηερε τηε περιοδ λοσσ φυνχτιον χαν βε εξπρεσσεδ ιν mατριξ φορm ασ

Λ (Ξτ+� ; ιτ+τ) �

�
Ξτ

ιτ

�0
W

�
Ξτ

ιτ

�
; (26)

ανδ W ισ α ποσιτιϖε σεmιδε�νιτε mατριξ δεπενδινγ ον τηε χεντραλ βανκ πρεφερ−
ενχεσ. Τηυσ τηε χεντραλ βανκ προβλεm χονσιστσ οφ mινιmιζινγ (26) συβϕεχτ το
(23−24) ανδ (5). Φολλοωινγ τηε αππροαχη δεσχριβεδ ιν Σϖενσσον ανδ Wιλλιαmσ

18Νοτιχε τωο δι¤ερενχεσ ωιτη τηε λοσσ φυνχτιον χονσιδερεδ ιν τηε γενεραλ χασε βψ Σϖενσ−
σον ανδ Wιλλιαmσ (2007) ιν σεχτιον 2.1. Φιρστ, ιν ουρ mοδελ τηε λοσσ δεπενδσ ονλψ ον τηε
σταβιλιζατιον οφ ιν�ατιον, τηε ουτπυτ−γαπ ανδ τηε �ρστ δι¤ερενχε οφ τηε ιντερεστ ρατε ωηιχη
ιmπλιεσ τηατ τηε φορωαρδ λοοκινγ ϖαριαβλεσ ξτ δο νοτ αππεαρ ιν τηε λοσσ φυνχτιον. Σεχονδ,
τηερε ισ νο υνχερταιντψ ον τηε ωειγητ το τηε ταργετ ϖαριαβλεσ ιν τηε λοσσ φυνχτιον σο τηατ τηε
λοσσ δοεσ νοτ δεπενδ διρεχτλψ ον τηε mοδεσ.



(2007α), τηισ προβλεm, ωηιχη ισ νοτ ρεχυρσιϖε δυε το τηε πρεσενχε οφ φορωαρδ
λοοκινγ ϖαριαβλεσ, νεεδσ το βε χονϖερτεδ το α ρεχυρσιϖε ονε. Τηε αππροαχη χον−
σιστσ ιν εξπανδινγ αππροπριατελψ τηε στατε ανδ χοντρολ σπαχε το υσε τηε ρεχυρσιϖε
σαδδλεποιντ mετηοδ δεϖελοπεδ βψ Μαρχετ ανδ Μαριmον (1998). Σπεχι�χαλλψ,
τηε ϖεχτορ οφ λαγγεδ Λαγρανγε mυλτιπλιερσ, ωηιχη ωιλλ βε δενοτεδ βψ �τ�1; χορ−
ρεσπονδινγ το τηε φορωαρδ−λοοκινγ εθυατιονσ ισ αδδεδ ασ α ϖεχτορ οφ αδδιτιοναλ
στατε ϖαριαβλεσ. Φυρτηερmορε, τηε ϖεχτορ οφ χυρρεντ ϖαλυεσ οφ τηεσε mυλτιπλιερσ,
ωηιχη ωιλλ βε δενοτεδ βψ 
τ; ασ ωελλ ασ τηε εξπεχτεδ ϖαλυεσ οφ τηε φορωαρδ
λοοκινγ ϖαριαβλεσ τηεmσελϖεσ, ωηιχη ωιλλ βε δενοτεδ βψ ζτ; αρε αδδεδ ασ ϖεχτορσ
οφ αδδιτιοναλ χοντρολ ϖαριαβλεσ. Αχχορδινγλψ, εθυατιον (24) ισ ρεπλαχεδ βψ τωο
εθυιϖαλεντ εθυατιονσ

Ετξτ+1 = ζτ;

0 = Α21ϕτΞτ + Α22ϕτξτ � ζτ +Β2ϕτιτ;

ωηερε ζτ ισ α ϖεχτορ οφ αδδιτιοναλ φορωαρδ−λοοκινγ ϖαριαβλεσ. Τηεν σολϖινγ τηε
σεχονδ εθυατιον φορ ξτ ωε οβταιν

ξτ = εξ (Ξτ; ζτ; ιτ; ϕτ) ;

ωηιχη ισ α χονϖενιεντ ρεπρεσεντατιον οφ τηε φορωαρδ−λοοκινγ ϖαριαβλεσ ιν τηε
αππλιχατιον οφ τηε Μαρχετ ανδ Μαριmον mετηοδ. Τηισ mετηοδ ρεθυιρεσ το
ιντροδυχε τηε δυαλ περιοδ λοσσ φυνχτιον

εΛ
�
εΞτ; ζτ; ιτ; 
τ; ϕτ

�
� Λ (Ξτ; ιτ)� 


0
τζτ + �

0
τ�1

1

�
εξ (Ξτ; ζτ; ιτ; ϕτ) (27)

ανδ �νδ α σαδδλεποιντ φορ τηε δυαλ ιντερτεmποραλ λοσσ φυνχτιον

Ετ

1Ξ

�=0

�� εΛ
�
εΞτ; ζτ; ιτ; 
τ; ϕτ

�

συχη τηατ τηε δυαλ ιντερτεmποραλ λοσσ φυνχτιον ισ mαξιmιζεδ οϖερ φ
τ+�γ��0
ανδ mινιmιζεδ οϖερ φζτ+� ; ιτ+�γ��0 συβϕεχτ το (23−24) ανδ (5).

Το σολϖε τηισ προβλεm, ωε λετ στ �
�
εΞ 0
τ; π

0
τ

�0
δενοτε τηε περχειϖεδ στατε οφ



τηε εχονοmψ ωηερε

στ+1 �

2
4
Ξτ+1

�τ
πτ+1

3
5 = γ (στ; ζτ; ιτ; 
τ; ϕτ; ϕτ+1; ∀τ+1)

�

2
4
Α11ϕτ+1Ξτ + Α12ϕτ+1εξ (Ξτ; ζτ; ιτ; ϕτ) +Β1ϕτ+1ιτ + ∀τ+1


τ
Π

0

πτ

3
5

ανδ ιντροδυχε τηε χονδιτιοναλ δυαλ ϖαλυε φυνχτιον ωηιχη γιϖεσ τηε δυαλ ιν−
τερτεmποραλ λοσσ χονδιτιοναλ ον τηε τρυε στατε οφ τηε εχονοmψ (στ; ϕτ)

βς (στ; ϕ) �
Ζ
εΛ
�
εΞτ; ζ (στ) ; ι (στ) ; 
 (στ) ; ϕ

�
+ �
Ξ

κ
Πϕκ βς [γ (στ; ϕ; κ; ∀τ+1) ; κ]

∋ (∀τ+1) δ∀τ+1;

8ϕ 2 νϕ; ωηερε ∋ (:) δενοτεσ α γενεριχ προβαβιλιτψ δενσιτψ φυνχτιον ανδ
γ (στ; ϕ; κ; ∀τ+1) ισ τηε περχειϖεδ στατε οφ τηε εχονοmψ ιν τ+ 1 χονσιδερινγ τηατ
ιν εθυιλιβριυm τηε χοντρολ ϖαριαβλε ιτ ανδ τηε χοντρολ ϖεχτορσ 
τ ανδ ζτ δεπενδ
ονλψ ον στ. Τηισ αλλοωσ πρεσεντινγ τηε τρυε δυαλ ϖαλυε φυνχτιον ασ τηε αϖεραγε
οφ τηε χονδιτιοναλ ϖαλυε φυνχτιονσ αχχορδινγ το τηε περχειϖεδ διστριβυτιονσ οφ
mοδεσ:

ες (στ) = Ετβς (στ; ϕτ) =
Ξ

ϕ
πϕτβς (στ; ϕτ) ; (28)

ανδ τηε τρυε δυαλ ϖαλυε φυνχτιον, ιν τυρνσ, υσινγ τηε σαδδλεποιντ mετηοδ σολϖεσ

ες (στ) = mαξ

τ

mιν
(ζτ;ιτ)

Ετ

ν
εΛ
�
εΞτ; ζτ; ιτ; 
τ; ϕτ

�
(29)

+�βς [γ (στ; ζτ; ιτ; 
τ; ϕτ; ϕτ+1; ∀τ+1) ; ϕτ+1]
ο

(30)

συβϕεχτ το τηε λαω οφ mοτιον οφ τηε περχειϖεδ στατε οφ τηε εχονοmψ

Ξτ+1 = Α11ϕτ+1Ξτ + Α12ϕτ+1εξ (Ξτ; ζτ; ιτ; ϕτ) +Β1ϕτ+1ιτ + ∀τ+1

�τ = 
τ

πτ+� =
�
Π

0

��
πτ:

Νεξτ νοτιχε τηατ ιφ mοδεσ ωερε �ξεδ ωε ωουλδ ηαϖε α στανδαρδ Λινεαρ Θυαδρατιχ
προβλεm ωηοσε τηε φαmιλιαρ σολυτιον ισ α θυαδρατιχ ϖαλυε φυνχτιον ανδ α λιν−
εαρ πολιχψ. Ιν τηε χυρρεντ mοδελ, σινχε τηε βελιεφ εϖολυτιον ισ εξογενουσ, τηε



ϖαλυε φυνχτιον ισ τηεν θυαδρατιχ ιν εΞτ φορ α γιϖεν βελιεφ, τηατ ισ φορ α γιϖεν
περχειϖεδ προβαβιλιτψ διστριβυτιον πτ: Ιν οτηερ ωορδσ τηε ϖαλυε φυνχτιον ισ βελιεφ−
δεπενδεντ θυαδρατιχ ωηιχη ιmπλιεσ τηατ τηε οπτιmαλ πολιχψ ισ βελιεφ−δεπενδεντ
λινεαρ, σπεχι�χαλλψ α λινεαρ φυνχτιον οφ τηε εξπανδεδ στατε εΞτ φορ α γιϖεν πτ:
Νοω τηε φαχτ τηατ τηε ϖαλυε φυνχτιον ισ θυαδρατιχ ιν εΞτ φορ α γιϖεν πτ;

mαττερσ ιν τηατ ιτ χαν βε εξπρεσσεδ ιν α mατριξ φορm. Φυρτηερmορε, αχχουντινγ
φορ (26), τηε δυαλ περιοδ λοσσ φυνχτιον (27) χαν βε αλσο ωριττεν ιν mατριξ φορm ιν

τερmσ οφ τηε εξπανδεδ ϖεχτορ οφ πρεδετερmινεδ ϖαριαβλεσ εΞτ ανδ τηε εξπανδεδ
ϖεχτορ οφ χοντρολ ϖαριαβλεσ, ι.ε. ειτ � (ζ0τ; ιτ; 
0τ)0 : Τηισ αλλοωσ ωριτινγ τηε ϖαλυε
φυνχτιον φορ τηε δυαλ προβλεm (28) ανδ τηε Βελλmαν εθυατιον (29) ιν mατριξ
φορm. Τηεν ιτ ισ ποσσιβλε το οβταιν α �ρστ ορδερ χονδιτιον ωιτη ρεσπεχτ το ειτ
ωηιχη αλλοωσ δετερmινινγ τηε φολλοωινγ φορm οφ τηε πολιχψ φυνχτιον

ειτ = εΦ (πτ) εΞτ; (31)

ωηερε εΦ (πτ) ισ α mατριξ δεπενδινγ ον τηε περχειϖεδ διστριβυτιον οφ τηε mοδεσ
ιν περιοδ τ: Ιτ ισ ωορτη νοτινγ τηατ τηε mατριξ εΦ (πτ) ισ υνκνοων ασ ιτ δεπενδσ
ον τηε ϖαλυε φυνχτιον mατριξ ωηιχη ισ υνκνοων τοο ατ τηισ σταγε. Τηεν, εθυα−
τιον (31) ισ εmβεδδεδ ιν τηε Βελλmαν εθυατιον ιν mατριξ φορm λεαδινγ το τηε σο
χαλλεδ Ριχχατι εθυατιον. Τηε λαττερ ισ �ναλλψ υσεδ ιν τηε αλγοριτηm δεϖελοπεδ
βψ Σϖενσσον ανδ Wιλλιαmσ το δετερmινε τηε υνκνοων ϖαλυε φυνχτιον mατριξ
ανδ τηε mατριξ εΦ (πτ) τηρουγη νυmεριχαλ ιτερατιονσ.
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