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Аннотация. Рассматривается система массового обслуживания с N обслуживающими приборами с об-

ратной связью и орбитой. Считается, что ограничений на количество заявок, поступающих на орбиту, нет. 

Входящий поток является марковски модулированным пуассоновским (MMPP). Методом асимптотического 

анализа находятся распределения вероятностей числа занятых приборов в системе и числа заявок на орбите. 
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Abstract. Let us consider a queueing system MMPP|M|N with two types of feedback. Customer, entering  

the system in accordance with the MMPP flow, is sent to the server if at least one of the N servers is idle, otherwise  

it goes into the orbit, where it delays for a random time distributed exponentially with the parameter σ. Customer  

services during a random time exponentially distributed with the parameter μ; at the moment of service completion, 

customer may leave the system with probability r0; perform instantaneous feedback with probability r1 or perform  

delayed feedback with probability r2. The problem is to obtain the probability distribution of the process n(t) is the 

number of occupied servers in the system and process i(t) is the number of customers in the orbit. 

In Section 2, we write system of Kolmogorov differential equations for stationary probability distribution 

{ ( ) , ( ) , ( ) } ( , , )P k t k n t n i t i P k n i     and a system of Kolmogorov differential equations is written in matrix form 

for a vector of partial characteristic functions. 

Section 3 contains an asymptotic analysis of the matrix equation for the vector of partial characteristic functions 

of the number of customers in the orbit. The main results of the research are the following theorems. 

Theorem 1. In the considered feedback system under asymptotic condition 0  asymptotic characteristic 

function of the normalized number ( )i t  of customers has the form 
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( )

0
lim { } ,jw i t jwM e e 


  

where parameter κ is a positive root x    of the scalar equation  

( )( ) 0,x x 0R B I e  

where row-vector { (0), (1),..., ( )}R R R NR  is probability distribution of number of occupied servers in the system, 

and is a solution of the system of equations 

( ) ( ) 0{ }x   0 1R A B I I , 

1.Re  

Theorem 2. In the considered feedback system asymptotic characteristic function of centered and normalized 

number of customers in the orbit has the form 
2

2

( )
( ( ) )

2

0
lim { } ( ) ,

jw
jw i t

M e w e


  



    

where 

2

( )
,

( )

   
 

  

0 0

0 0

RI e g B I e

RI e φ B I e
 

row-vectors φ и g  are solutions of the following systems of equations:  

( ( )) ( ),    0 1 0 1φ A B I I R I I  

0;φe  

( ( )) ( ),     0 1 1g A B I I R I B  

0.ge  

Section 4 presents the results of a numerical experiment, performing its accuracy and area of applicability of the 

proposed asymptotic method comparing with the results of simulation. 
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Обратная связь в контексте систем массового обслуживания понимается как повторное обра-

щение заявки к обслуживающему устройству. Считается, что качество предоставленного обслужива-

ния определяется интенсивностью повторного обращения заявок. Клиент может вернуться в систему 

за повторным обслуживанием по разным причинам: качественное первичное обслуживание, как га-

рантия качества последующих обращений или, наоборот, прерванное обслуживание или по каким-

либо причинам не удовлетворяющее требованиям клиента. Самым очевидным примером таких  

систем являются сети коммуникации, при использовании которых искажение данных приводит к по-

вторному отправлению данных адресату. 

В исследуемых системах существует два типа обратной связи, которые называют мгновенной  

и отсроченной обратной связью. После завершения обслуживания заявка может покинуть систему 

или потребовать повторного обслуживания мгновенно. Отсроченная связь реализуется посредством 

отправки заявки на орбиту, где она ожидает повторного обращения к обслуживающему устройству  

в течение случайного времени. 

Одни из первых публикаций, представляющих результаты исследований систем с повторными 

обращениями, принадлежат Л. Такачу [1, 2]. В них исследованы одноканальные системы массового 

обслуживания с неограниченной очередью и орбитой методом производящих функций. 

Исследования Такача в свое время были уникальными в данной тематике, и после его работ 

длительное время новые публикации не появлялись. В последние три десятилетия СМО с обратной 

связью активно исследуются. Отметим, что в [1, 3–10] представлены результаты исследований СМО 

с мгновенной обратной связью, а в [2, 11–21] изучены СМО с отстроченной, или отложенной, обрат-

ной связью. Также ряд работ [22–25] посвящен исследованию систем с обоими типами связей (в [22] 

имеется обзор публикаций до 2015 г.). 

Основная задача исследования систем массового обслуживания с обратной связью заключается 

в получении распределения вероятностей для многомерных цепей Маркова, представляющих мате-
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матический смысл моделей. При исследовании моделей умеренной размерности с этой задачей помо-

гают справиться программные средства, основанные на решении балансовых уравнений [26–27]. 

Также, используя различные подходы в решении основной задачи, ученые применяют матрично-

геометрический метод [28] и спектральный метод [29], а также их модификации. Следует отметить, 

что в использовании вышеуказанных методов встречаются и достаточно серьезные вычислительные 

проблемы, что серьезно повышает сложность решения. 

В настоящей работе при изучении СМО с мгновенной и отложенной обратной связью исполь-

зован метод асимптотического анализа. 

 

1. Математическая модель и постановка задачи 

 

Рассмотрим систему массового обслуживания с N обслуживающими устройствами и обратной 

связью (рис. 1). На вход системы поступает MMPP-поток заявок, заданный диагональной матрицей 

условных интенсивностей [ ], 1,2,...,k k K  Λ , матрицей инфинитезимальных характеристик 

[ ], , 1,2,...,ijq i j N Q , управляющей цепи Маркова ( ) 1,2,...,k t K . 

 

 
 

Рис. 1. СМО вида MMPP|M|N с обратной связью 

Fig. 1. Queueing system MMPP|M|N with feedback 

 

При поступлении в систему заявка занимает свободный прибор, где получает обслуживание  

в течение случайного времени, распределенного экспоненциально с параметром μ. Если в момент 

поступления в систему заявка обнаружит прибор занятым, она немедленно отправляется на орбиту, 

где осуществляет задержку в течение случайного времени, экспоненциально распределенного с па-

раметром σ. 

В момент окончания обслуживания заявка может покинуть систему с вероятностью r0, отпра-

виться на повторное обслуживание, осуществляя мгновенную обратную связь, с вероятностью r1, от-

правиться на орбиту, осуществляя отсроченную обратную связь с вероятностью r2, где она задержи-

вается в течение случайного времени, экспоненциально распределенного с параметром σ, после чего 

требует повторного обслуживания. Если в момент поступления заявки с орбиты устройство оказыва-

ется свободным, то она занимает его в течение случайного времени, которое имеет экспоненциальное 

распределение с тем же параметром μ. Иными словами, первичные (заявки, которые поступают 

извне) и повторные заявки (заявки, которые поступают с орбиты) являются идентичными по времени 

их обслуживания, т.е. первичные и повторные заявки в приборах не различаются. Если в момент по-

ступления повторной заявки с орбиты все приборы заняты, то она остается на орбите для повторения 

своего запроса. Предполагается, что возможны многократные повторения запросов для обслужива-

ния, т.е. не имеется ограничений на число повторений обслуживания. 
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Обозначим ( )k t k  – состояние цепи Маркова, управляющей MMPP-потоком в момент време-

ни t, 1,2,...,k K , ( )n t  – число занятых приборов в системе в момент времени t, 0,1,...,n N , ( )i t  – 

число заявок на орбите в момент времени t. 

Ставится задача получения трехмерного стационарного распределения вероятностей  

        , , , ,P k n i P k t k n t n i t i    . 

 

2. Система уравнений Колмогорова 

 

Рассмотрим трехмерный марковский процесс { ( ), ( ), ( )}k t n t i t , для его стационарного распреде-

ления вероятностей { ( ) , ( ) , ( ) } ( , , )P k t k n t n i t i P k n i     запишем систему уравнений Колмогорова: 

1( (1 ) ) ( , , ) ( , 1, )k kr n i P k n i P k n i           

0( 1) ( , 1, 1) ( 1) ( , 1, )i P k n i n r P k n i           

2( 1) ( , 1, 1) ( , , ) 0,0 1,kn r P k n i q P n i n N



            

1( (1 ) ) ( , , ) ( , 1, )k kr N P k N i P k N i         

 ( , , 1) ( 1) ( , 1, 1) ( , , ) 0.k kP k N i i P k N i q P N i



           (1) 

Введем частичные характеристические функции вида 

0

( , , ) ( , , ),jui

i

H k n u e P k n i




  

где 1j    мнимая единица. Тогда можем переписать систему (1): 

1

( , , )
( (1 )) ( , , ) ( , 1, )k

H k n u
k n r H k n u H k n u j

u


          


 

0 2

( , 1, )
( 1) ( ) ( , 1, )ju ju H k n u
n r r e H k n u j e

u

  
       


 

( , , ) 0,0 1,kq H n u n N



       

1( ( 1) (1 )) ( , , )ju

k e N r H k N u       

 
( , 1, )

( , 1, ) ( , , ) 0.ju

k k

H k N u
H k N u j e q H N u

u







 
      


  (2) 

Обозначим вектор-строки 

( , ) { (1, , ),..., ( , , )},n u H n u H K n uH  

( , ) (1, , ) ( , , )
,...,{ }n u H n u H K N u

u u u

  


  

H
 

и перепишем (2) в матричном виде с учетом введенных обозначений: 

1

( , )
( , )( (1 ) ) ( 1, )

n u
n u n r n u j

u


        



H
H Q Λ I H Λ  

0 2

( 1, )
( 1) ( ) ( 1, ) 0,0 1,ju ju n u
n r r e n u j e n N

u

  
          



H
H  

1( , )( (1 ) (1 ) ) ( 1, )juN u e N r n u       H Q Λ I H Λ  

 
( 1, )

0,ju N u
j e

u

  
  



H
 (3) 

здесь I  – единичная матрица размерности K K . 

Введем следующие векторные обозначения: 

( ) { (0, ), (1, ),..., ( , )},u u u N uH H H H  
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( ) (0, ) (1, ) ( , )
, ,...,{ }u u u N u

u u u u

   


   

H H H H
, 

и перепишем уравнения (3) в новой матричной форме: 

( )
( ) 0,( ) ( )ju juu
u e j e

u


    


0 1

H
H A B I I  

где 

0 0 2

0 0 2

0 2

0 ... 0

( ) ... 0

0 2 2 ( )) ... 0 ,

... ... ... ... ...

0 0 0 ... ( ))

r r r

r r r

N r r

 
 
   

 
      
 
 
     

Q Λ Λ

I Q Λ I Λ

A I Q Λ I

Q Λ I

 

2

2

2

0 0 ... 0 0

0 ... 0 0

0 2 ... 0 0
,

... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0

0 0 ...

r

r

N r

 
 

 
 

  
 
 
 

  

I

I
B

I Λ

 

1 0 ... 0 0 0 1 0 ... 0 0

0 1 ... 0 0 0 0 1 ... 0 0

, .... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 1 0 0 0 0 ... 0 1

0 0 ... 0 0 0 0 0 ... 0 0

   
   
   
    
   
   
      

0 1I I  

Умножим матричное уравнение на единичный вектор-столбец e, принимая во внимание 

( ) 0 A B e  и ( ) 0 0 1I I e , получим 

( )
( ) 0.ju u
u j e

u

 
  


0

H
H Be I e  

Таким образом, матричная система (3) и скалярное уравнение примут вид: 

( )
( ) 0,( ) ( )ju juu
u e j e

u


    


0 1

H
H A B I I  

 
( )

( ) 0.ju u
u j e

u

 
  


0

H
H Be I e

 
(4) 

Будем искать решение задачи (4) методом асимптотического анализа в условии большой за-

держки заявки на орбите, т.е. 0 . 

 

3. Метод асимптотического анализа 

 

Обозначим     и выполним следующие замены в (4): 

 , ( ) ( , ).u w u w   H F  (5) 

С учетом замен (5) перепишем уравнения (4): 

( , )
( , ) 0,( ) ( )j w j ww
w e j e

w

   
    


0 1

F
F A B I I  

 
( , )

( , ) 0.j w w
w je

w

   
  


0

F
F Be I e  (6) 

Для решения системы (6) в условии 0  особо важными являются следующие утверждения. 
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Теорема 1. В рассматриваемой системе с обратной связью в предельном условии 0  пре-

дельная характеристическая функция нормированного числа ( )i t  заявок на орбите имеет вид: 

 ( )

0
lim { } ,jw i t jwM e e 


  (7) 

где значением параметра κ является положительный корень x    скалярного уравнения  

 ( )( ) 0,x x 0R B I e  (8) 

где вектор-строка { (0), (1),..., ( )}R R R NR  – распределение вероятностей числа занятых приборов  

в системе, является решением системы уравнений 

( ) ( ) 0,{ }x   0 1R A B I I  

 1.Re  (9) 

Доказательство. Рассмотрим первое равенство в системе (6) в предельном условии 0 , 

обозначим 
0

lim ( , ) ( )w w


 F F  и получим 

 
( )

( )( ) ( ) 0.
w

w j
w


   


0 1

F
F A B I I  (10) 

Будем искать решение ( )wF  системы (10) в виде ( ) jwxw eF R , тогда получим следующую си-

стему уравнений: 

( ) ( ) 0,{ }x   0 1R A B I I  

 1,Re  (11) 

что совпадает с (9) из формулировки теоремы. 

Так как ( ) jwxF w ee , необходимо найти значение x    из (7). Рассмотрим теперь второе ра-

венство (6) в предельном условии 0 : 

( )
( ) 0,

w
w j

w


 


0

F
F Be I e  

и подставим решение в виде ( ) jwxw eF R , тогда 

 ( )( ) 0.x x 0R B I e  (12)  

Таким образом, значением параметра κ является решение последнего скалярного уравнения, 

что совпадает с (8). 

Для дальнейшего исследования системы с обратной связью в (4) выполним замену 

(2)( ) ( ),
u

j

u e u


H H  

получим систему  
(2)

(2) ( )
( )( ( )) ( ) 0,ju ju juu
u e e j e

u

 
       


0 1 0 1

H
H A B I I I I  

 
(2)

(2) ( )
( )( ) 0.ju ju u
u e e j

u

  
    


0 0

H
H Be I e I e  (13) 

Обозначим 2    и выполним в (13) следующие замены: 

 
(2) (2), ( ) ( , ),u w u w   H F  (14) 

получим 
(2) ( , )( ( ))j w j ww e e       0 1F A B I I  

(2) ( , )
( ) 0,j ww

j e
w

  
   


0 1

F
I I  

 
(2)

(2) ( , )
( , )( ) 0.j w j w w
w e e j

w

     
     


0 0

F
F Be I e I e  (15) 
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Основным результатом исследования рассматриваемой системы является следующее утвер-

ждение. 

Теорема 2. Предельная характеристическая функция центрированного и нормированного числа 

заявок на орбите в рассматриваемой системе с обратной связью имеет вид: 
2

2

( )
( ( ) )

2

0
lim { } ( ) ,

jw
jw i t

M e w e


  



   

где 

 2

( )
,

( )

   
 

  

0 0

0 0

RI e g B I e

RI e φ B I e
 (16) 

здесь вектор-строки φ и g определяются соответственно следующими системами уравнений:  

 ( ( )) ( ),     0 1 0 1φ A B I I R I I  (17) 

0;φe  

 ( ( )) ( ),      0 1 1g A B I I R I B  (18) 

0.ge  

Доказательство. Запишем первое уравнение системы (15), используя разложение 
21 ( )j we j w O      : 

(2) ( , )[ ( (1 ) )]w j w j w         0 1F A B B I I  

(2)
2( , )

( ) ( ).
w

j O
w

 
    


0 1

F
I I  

Решение будем искать в виде: 

 
(2) 2( , ) ( ){ } ( ),w w j w O      F R f  (19) 

здесь ( )w  – некоторая скалярная функция, которую определим ниже. 

Получаем 

( ){ }[ ( )]w j w j w j w           0 1 1R f A B B I I I  

2( )
( ) ( ),

w
j O

w


    


0 1R I I  

тогда, принимая во внимание (11), получим  

( ) [ ( )]j w j w         1 0 1R B I f A B I I  

2( ) /
( ) ( ).

( )

w w
j O

w

 
    


0 1R I I  

Разделим последнее уравнение на j w  и, устремляя 0 , получим 

 
( ) /

( ) [ ( )] ( ) 0.
( )

w w

w w

 
         


1 0 1 0 1R B I f A B I I R I I  

Из последней системы следует, что выражение 
( ) /

( )

w w

w w

 


 не зависит от w, поэтому обозначим 

2

( ) /
,

( )

w w

w w

 
 


 

перепишем систему с учетом нового обозначения: 

 2[ ( )] ( ) ( ).         0 1 0 1 1f A B I I R I I R I B  (20) 

Решение f последней системы можем записать в виде: 

 2 .C   f R g φ  (21) 

Подставив это разложение в (20), для векторов φ и g получим системы 

( ( )) ( ),x    0 1 1 0φ A B I I R I I  
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( ( )) ( ),x     0 1 1g A B I I R I B  

совпадающие с (17) и (18). Векторы φ и g являются частными решениями неоднородных систем (17) 

и (18), поэтому они удовлетворяют некоторым дополнительным условиям, которые выберем в виде 

0φe  и 0ge . Тогда решения φ  и g  систем (17) и (18), удовлетворяющие этим условиям, опреде-

ляются однозначно. 

Теперь рассмотрим второе уравнение (15) и подставим в него разложение (19), принимая во 

внимание (8), можем записать 

 
( ) /

( ) 0.
( )

w w

w w

 
     


0 0 0R I e f B I e RI e  (22) 

Так как 

2

( )
,

(

/

)

w w

w w

 
 


 

то 

 
2( ) 0,      0 0 0f B I e RI e RI e  (23) 

вектор f в полученном равенстве запишем в виде (21). Принимая во внимание (8) и преобразовывая (23), 

запишем равенство 

2[ ( )] ( ) ,        0 0 0 0RI e B I e RI e g B I e  

откуда получаем выражение для 
2  

2

( )
,

( )

   
 

  

0 0

0 0

RI e g B I e

RI e φ B I e
 

которое совпадает с (16) в формулировке теоремы. Теорема доказана. 

 

4. Асимптотически гауссовская аппроксимация 

 

Обозначим ( )G x  – функцию гауссовского распределения с параметрами 



 и 2


. Дискретное 

распределение вероятностей  

 
1

1( ) ( ( 0,5) ( 0,5))(1 ( 0,5))P i G i G i G        (24) 

будем называть асимптотически гауссовской аппроксимацией распределения вероятностей 

( ) { ( ) }P i P i t i   числа ( )i t  заявок на орбите для рассматриваемой системы MMPP|M|N с обратной 

связью. 

Нетрудно показать, что условием существования стационарного режима рассматриваемой си-

стемы является неравенство 

0 ,r N    

которое запишем в виде 

 0 , 0 1.r N        
(25) 

При любой аппроксимации, в том числе и для (24), принципиально важным является определе-

ние ее точности и области применимости, т.е. области тех значений сетевых параметров загрузки ρ и 

параметра σ, значения которого в теоретических исследованиях являются бесконечно малыми ( 0 ). 

Точность аппроксимации будем определять расстоянием Колмогорова 

 
1

0
0

max ( ( ) ( )) .| |
i

i
n

P n P n
 



    (26) 

Для нахождения значений величины   необходимо знать исходное распределение вероятно-

стей ( )P i . Это распределение вероятностей найдем в частном случае для рассматриваемой системы  

с обратной связью при N = 5, т.е. для системы M|M|5 с обратной связью в результате имитационного 
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моделирования. Матрицы Q и  1Λ Λ , определяющие входящий ММРР-поток, заданы следующим 

образом: 

0,7 0,2 0,5 1,2 0 0

0,1 0,4 0,3 , 0 2,3 0 .

0,3 0,5 0,8 0 0 0,5

   
   

  
   
      

Q Λ  

Для 
0 1 21, 0,5, 0,2, 0,3r r r      в нижеприведенной таблице указаны значения   из (26) 

при указанных значения параметров ρ и σ. 

Расстояние Колмогорова 

 σ = 0,5 σ = 0,2 σ = 0,1 σ = 0,05 

ρ = 0,6 0,083 0,047 0,038 0,030 

ρ = 0,7 0,098 0,069 0,049 0,038 

ρ = 0,8 0,114 0,094 0,079 0,056 

ρ = 0,9 0,179 0,123 0,100 0,074 

 

Предположим, что приближение 1( )P n  приемлемо, если его точность составляет 0,05 .  

Таким образом, можно сделать вывод: предложенное приближение 
1( )P n  приемлемо практически  

во всем диапазоне значений параметров ρ и σ. Точность аппроксимации возрастает (Δ уменьшается)  

с уменьшением значения параметра σ, что довольно естественно из-за условия 0 . 

 

Заключение 

 

В данной работе рассмотрена система вида MMPP|M|N с обратной связью. В предельном усло-

вии большой задержки ( 0)  заявок на орбите с возможностью осуществить отложенную обрат-

ную связь получены распределения вероятностей числа занятых приборов в системе и предельное 

гауссовское распределение вероятностей нормированного числа заявок на орбите. Предложена 

асимптотически гауссовская аппроксимация для дискретного распределения вероятностей числа  

заявок на орбите. 
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