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Introdution
Confrontée à une inexorable explosion démographique mondiale dans les années à ve-nir, l'agriulture est de plus en plus solliitée a�n de fournir des aliments en quantitéssu�santes et don permettre de maintenir l'ensemble des êtres humains en vie ([RS05℄).Ainsi, l'Institut International de Reherhe sur les Politiques Alimentaires (IFPRI, In-ternational Food Poliy Researh Institute en anglais) a prévu une augmentation globaleévaluée à environ 41% de la demande en éréales entre 1993 et 2020. Une roissane de63% en e qui onerne la demande en protéines animalières a été également pressentiedurant ette même période ([IFA98℄).A�n de faire fae à es exigenes, une importante méanisation des opérations ultu-rales a été entreprise depuis la dernière déennie. Malheureusement, les outils développésdans e adre, étant utilisés essentiellement dans le but d'augmenter la produtivité, in-itent les agriulteurs à exéuter les tâhes agrioles sans tenir ompte des exigeneséologiques de rigueur. En e�et, du fait de pratiques de tehniques ulturales intensives,l'agriulture est souvent onsidérée omme un fateur de dégradation de l'environnement.L'utilisation exessive ou inadaptée de fertilisants minéraux, d'engrais organiques ou deproduits himiques entraîne fréquemment une pollution des eaux de surfae et des nappesphréatiques. Les ativités agrioles peuvent également détruire le milieu où évolue desespèes sauvages et par la même oasion mener à l'extintion de es dernières.Ces observations ont amené alors de nombreux pays industrialisés à mettre en plaedes mesures visant à réduire les onséquenes fâheuses de l'utilisation de produits hi-miques agrioles pour les êtres humains, la faune et les habitats naturels. Ces mesureséologiques se traduisent d'une part par des initations �nanières auprès des agriulteurset d'autre part par des dispositions réglementaires onernant entre autres la qualité del'eau. La mise en appliation de es réglementations ont alors onduit les sienti�quesà se penher sur la question de savoir omment faire évoluer les tehniques ulturalespour réonilier l'agriulture et l'environnement. Aussi, de nombreux travaux notables enterme d'innovations tehnologiques ont vu le jour ([Bla00℄). Ces derniers ont, alors, mis enévidene la néessité de l'intégration des tehnologies de l'information dans les pratiquesagrioles ourantes. Ainsi, des équipements életroniques tels que les apteurs, l'ordinateur



18 Introdutionembarqué ainsi que le système GPS, jouant un r�le prépondérant dans le positionnementet la navigation de l'outil agriole, font aujourd'hui partie intégrante de l'ensemble desmatériels essentiels pour aboutir à une prodution orrete tout en limitant les risquesenvironnementaux.Malgré es e�orts, fore est de onstater que l'agriulture est enore onsidérée parle grand publi omme l'une des ativités humaines les plus polluantes. L'opération laplus partiulièrement inriminée est sans nul doute l'épandage d'engrais minéraux. Ene�et, ette tâhe est souvent e�etuée à l'aide de distributeurs entrifuges, matériels peuhers et simples d'utilisation, et génère malheureusement des irrégularités de dosage dufait de l'hétérogénéité des densités d'engrais distribuées au sol et des formes géométriquesomplexes des parelles. Les erreurs de répartition, qui se manifestent par de gros éartsentre une dose onsigne orrespondant aux besoins des ultures et la dose réellementapportée, peuvent alors induire une pollution des eaux par lessivage du sol dans le asd'exès d'engrais. Outre et aspet environnemental, il est important de noter que lesdéfauts de fertilisation peuvent également engendrer des pertes de rendements : baissede produits inhérent aux sous-dosages et fragilisation des ultures dans le as ontraire.Aussi, au jour d'aujourd'hui, les travaux de reherhe onernant l'épandage entrifuge ontpour prinipal objetif d'apporter les outils théoriques et tehniques indispensables pourpermettre une fertilisation orrete et respetueuse de l'environnement. L'un des grandsdé�s, dans e domaine, est de onevoir un épandeur entrifuge intelligent et autonome quiserait apable d'appliquer les quantités de fertilisants orrespondant aux doses presritesquelque soient les formes géométriques des hamps traités.Contexte et objetifs du travail de thèseLe travail présenté dans e mémoire a été réalisé au sein de l'équipe Gepand (Géniedes tehnologies et proédés d'épandage) du Cemagref de Montoldre (Département del'Allier). Il a béné�ié des apports sienti�ques de deux laboratoires de l'Université BlaisePasal et du CNRS : le Laboratoire d'informatique, de modélisation et d'optimisation dessystèmes (LIMOS) ainsi que le Laboratoire des sienes et matériaux pour l'életronique,et d'automatique (LASMEA). Par ailleurs, �nanée en partie par le onstruteur françaisSulky Burel, l'étude faite dans ette thèse est très étroitement liée à la réalité du terrainet possède don un aratère relativement appliatif.Les résultats expérimentaux de Fulton ([FSCH99℄) ainsi que eux obtenus dans leadre de la thèse de Olieslagers ([Oli97℄) avaient déjà pu mettre en évidene les défautsde régularité d'épandage réalisé à l'aide de distributeurs entrifuges. Lorsqu'ils suiventdes passages rigoureusement parallèles et régulièrement espaés, es outils permettent



Introdution 19d'obtenir une répartition orrete d'engrais. Malheureusement, dans le as ontraire, ilest ourant d'observer des erreurs de fertilisation. Ainsi, les travaux de Fulton et de sesollaborateurs, basés sur des tests e�etués au sein d'une parelle à géométrie non retan-gulaire présentant des passages non parallèles, ont mis en exergue des di�érenes notablesentre dose onsigne, onsidérée �xe sur la totalité du hamp, et dose réelle. Pour e quionerne l'étude menée par Olieslagers, elle a ontribué à montrer que dans le as de �-gure où la dose presrite n'est pas onstante dans la parelle, une importante dégradationde la qualité d'épandage peut être observée si les réglages de la mahine sont modi�ésbrutalement omme ela se fait dans la pratique lors du proessus de fertilisation.Au regard des travaux préédents, il s'avère don que la stratégie d'épandage employéeaujourd'hui est totalement inappropriée pour parvenir à une appliation régulière d'en-grais dans le hamp. Cette inadéquation est en partie dûe à un raisonnement trop simpli�équi ne prend en auun as ompte des phénomènes réels qui se produisent durant l'opé-ration de fertilisation minérale. Ainsi, jusqu'à présent les règles de déision adoptées parl'ensemble de la ommunauté agriole reposent uniquement sur l'hypothèse de l'homogé-néité des quantités distribuées à haque position oupée par l'épandeur sur le terrain.D'autre part, les défauts de dosage sont ampli�és par le fait que les paramètres de réglagesde l'appareil sont séletionnés en onsidérant des trajetoires parallèles et espaées d'unedistane onstante, e qui est loin d'être le as dans la réalité. Par onséquent, il est nées-saire de mener une étude onsistant à déterminer les onsignes de réglage permettant deonduire à une fertilisation orrete quelque soient les géométries parellaires renontrées.Malgré le nombre et la diversité des reherhes e�etuées dans le domaine de l'épan-dage entrifuge, peu d'entre elles traitent véritablement de la minimisation des erreurs defertilisation en prenant diretement en ompte l'hétérogénéité spatiale de la distributiond'engrais apportée en haque position géo-référenée de l'épandeur. Cette distribution,ommunément appelée nappe de répartition, pouvant être onnue à partir des paramètresméaniques de l'appareil en utilisant des modèles déjà existants, la stratégie retenue pourla rédution des défauts de fertilisation dans le adre de ette thèse, est une approhebasée sur l'optimisation mathématique. Il s'agit de déterminer une ombinaison optimaledes réglages à appliquer au distributeur le long de haque trajetoire a�n de parvenir à unarrangement des nappes de répartition permettant d'obtenir un épandage le plus régulierpossible.Les passages suivis par l'outil dans la parelle sont ii onsidérés imposés. Ainsi, ils sontsupposés �xés par les autres tehniques ulturales e�etuées préalablement à l'opérationd'épandage et peuvent être onnus par le biais des relevés de positions GPS du trateurportant ou tratant les matériels utilisés pour es tâhes. Aussi, la problématique qui guideette thèse est la résolution d'un problème d'optimisation où les variables de déision sont



20 Introdutionuniquement les paramètres de réglages du distributeur. La fontion oût employée estonstruite à partir du modèle mathématique des nappes de répartition et traduit leserreurs de fertilisation. Dans le but ultime de ommander l'appareil et don d'obtenirune mahine autonome, les solutions sont alulées de manière à e qu'elles puissent êtreutilisées omme séquenes de onsignes optimales à présenter en entrée du système. Poure faire, des ontraintes re�étant les limites méaniques et dynamiques de l'épandeur sontprises en ompte lors de la détermination des paramètres optimaux.Fae aux importantes étendues de surfae présentées par les parelles traitées, la ré-solution du problème d'optimisation devient rapidement très oûteuse du fait d'un fortenombrement de la mémoire. Aussi, une approhe est développée a�n de permettre deréduire les temps d'exéution des algorithmes qui devraient être idéalement implémentéssur des mahines lassiques aux apaités de aluls et de mémoire limités se trouvanthez l'agriulteur à la ferme.D'autre part, toujours dans le but d'optimiser l'apport d'engrais dans les hamps, uneautre stratégie, basée sur la théorie du ontr�le optimal, est envisagée. Cette dernière faitl'objet d'une étude préliminaire et onsiste alors à résoudre un problème de ommandeoptimale où les réglages sont assimilés à des ontr�les et la répartition spatiale d'engraisà la variable d'état.Plan du mémoireCe doument omporte 6 hapitres et est artiulé de la manière suivante.Tout d'abord, le premier hapitre est onsaré à la présentation globale de l'opérationd'épandage à l'aide de distributeurs entrifuges. Il a pour but de familiariser le leteurave l'ensemble des onepts tehniques et les stratégies ouramment employés dans edomaine.Le deuxième hapitre aborde, quant à lui, le problème des irrégularités de dosagegénérées par une stratégie d'épandage inadaptée. Les défauts de répartition sont ii misen exergue par le biais de résultats de simulations issus de l'appliation d'un modèlemathématique traduisant la véritable hétérogénéité spatiale des distributions d'engraisappliquées dans la parelle. Ce hapitre expose également les solutions tehniques qui ontdéjà été envisagées pour améliorer la qualité des épandages. Il détaille par ailleurs leshypothèses de travail et dé�nit la problématique de ette thèse qui est la minimisationmathématique des erreurs de fertilisation.La résolution de la problématique exposée à la �n du deuxième hapitre néessitantl'utilisation d'algorithmes d'optimisation, le troisième hapitre présente di�érentes mé-thodes ouramment employées dans e domaine. Les problèmes sans et sous ontraintes



Introdution 21sont disutés.Le quatrième hapitre est onsaré aux développements inhérents à la résolution duproblème d'optimisation d'épandage dans les zones des parelles où le distributeur e�e-tue uniquement des trajets aller-retour (épandage plein hamp). Après avoir modélisé lafontion objetif, une méthode de déomposition du problème original est proposée. Desrésultats de simulations illustrent la répartition obtenue à l'issue des aluls.Le inquième hapitre présente l'étude menée dans le as de l'optimisation d'apportd'engrais dans les zones bordure du hamp (épandage de bordure). Deux approhes sontsuggérées permettant de gérer de manière optimale les débuts et �ns d'épandage en pleinhamp ainsi que les réglages du distributeur le long de la trajetoire longeant la limiteextérieure du hamp. Des simulations numériques mettent en évidene les améliorationsque l'on peut observer en appliquant es deux méthodes.En�n, le sixième hapitre aborde une nouvelle stratégie reposant sur la théorie dela ommande optimale. Les formalisations du ritère d'optimisation ainsi que l'équationd'état sont présentées. Ensuite, après avoir développé les algorithmes de résolution, despremiers résultats onernant ette approhe sont disutés.
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Chapitre 1La fertilisation par proédé entrifugeL'apport extérieur de matières fertilisantes étant essentiel à la ompensation des a-renes des sols en éléments nutritifs, la fertilisation est une étape obligée dans le proes-sus de prodution agriole. Ces fertilisants se déomposent aujourd'hui en deux grandeslasses : les amendements, destinés prinipalement à améliorer la onstitution physio-himique des sols, et les engrais, minéraux et organiques, qui ontribuent majoritairementà la nutrition des plantes. L'épandage de es di�érents produits dans le hamp néessitentalors l'utilisation de matériels adaptés à haque type de fertilisant. Dans le as d'engraisminéraux, les outils les plus répandus sont les distributeurs entrifuges.Ce hapitre a pour objetif de familiariser le leteur au proessus de fertilisation à l'aidede es mahines. A�n de bien appréhender les di�érents éléments inhérents à l'épandageentrifuge, nous rappelons brièvement le r�le de la fertilisation dans le proessus de pro-dution agriole. Les tenants et les aboutissants de la pratique d'une telle tâhe dansle adre de l'agriulture de préision sont également mis en exergue en exposant nonseulement les organes des distributeurs entrifuges mais aussi les stratégies utilisées a�nd'obtenir une répartition régulière au hamp.1.1 Fertilisation et agriulture de préisionL'ensemble des tehniques ulturales pratiquées sur une parelle agriole a�n d'en ob-tenir une prodution est toujours e�etué suivant un ordre bien préis appelé itinérairetehnique. Ainsi, tout d'abord, a�n de préparer le sol en vue d'obtenir un lit de semenessatisfaisant, le travail du sol est mis en oeuvre. Dans un deuxième temps, l'implantationdes graines est réalisée via le semis. Par la suite, vient l'opération de pulvérisation quionsiste à appliquer des produits phytosanitaires destinés à enrayer les maladies, les in-setes et les mauvaises herbes pouvant menaer le bon développement des ultures. Cettephase est alors suivie de l'étape de fertilisation qui permet de renforer la teneur des



24 1.1 Fertilisation et agriulture de préisionsols en éléments minéraux. En�n, vient l'opération de réolte. La prodution agriole estainsi issue d'une suite logique de tâhes dépendant les unes des autres. Bien que les deuxpremières phases onstituent des opérations importantes qui ontribuent à renforer lesaptitudes des sols à satisfaire les besoins des ultures, la fertilisation tient une plae parti-ulière dans l'itinéraire tehnique ar elle intervient diretement au niveau de la nutritiondes plantes. Il faut savoir qu'a�n de développer de la matière végétale, es dernières s'ali-mentent en azote minéral ontenu dans le sol sous forme de nitrates prinipalement. Lephosphore, néessaire à leur bon fontionnement physiologique, est également absorbé parleurs raines. D'autre part, le potassium, favorisant la synthèse et le stokage de gluides,est de la même manière onsommé par les végétaux. L'opération de fertilisation onsistealors à apporter es di�érents éléments nutritifs en quantité su�sante a�n de ompenserles prélèvements de es derniers par les ultures mais également à améliorer la fertilité dessols pauvres en nutriments.La dose d'éléments nutritifs à apporter, désignant la masse de matières à distribuer parunité de surfae, est traditionnellement alulée suivant le type de ultures onsidérées.Ainsi, en Frane, dans le as de la ulture de blé, la dose d'éléments azotés à apporterest évaluée en moyenne à 80 Kg/Ha. Dans le as du maïs, elle vaut environ 170 Kg/Ha.Depuis les vingt dernières années, e proédé de mise au point de doses onsignes baséuniquement sur les aratéristiques biologiques des plantes tend à disparaître et à laisserplae à une méthode de alul qui prend non seulement ompte de la nature des ulturesmais également de la variabilité des aratéristiques physio-himiques des sols. Cettestratégie s'insrit dans le adre d'un onept très large baptisé Agriulture de Préision.Apparu pour la première fois aux Etats-Unis dans les années 80, le onept d'Agri-ulture de Préision (AP) onsiste à gérer les parelles agrioles en tenant ompte del'existene de variabilité à l'intérieur de es dernières ouramment appelée variabilité in-traparellaire. Aussi, l'ensemble des tehniques liées à l'AP représentent une avanée versplus de préision pour les opérations ulturales par la réalisation d'une intervention adé-quate (réglage, dose...) au bon endroit et au bon moment.Aujourd'hui, la plupart des tâhes agrioles sont onernées par la modulation intra-parellaire : travail du sol, semis, fertilisation, irrigation... Néanmoins, il est manifesteque ette pratique est surtout appliquée dans le adre de la fertilisation ([Aue01℄). Lesagriulteurs attendent de l'adoption de e onept, d'une part d'utiliser des quantitésmoins importantes d'engrais pour un même rendement ou faire roître e dernier aveune même quantité d'engrais, et d'autre part de limiter les e�ets néfastes des fertilisantssur l'environnement a�n de s'insrire dans le développement durable. Pour e faire, desoutils inhérents aux tehnologies de l'information existent ([Bla00℄). Ainsi, on peut itertout d'abord le système GPS qui devenu une tehnologie aessible par l'ensemble des



Chap.1 : La fertilisation par proédé entrifuge 25agriulteurs, permet de déterminer les ations à réaliser selon le positionnement géogra-phique des engins agrioles. La mise en plae de apteurs appropriés sur les mahinesest également utile a�n de olleter des informations néessaires aux prises de déisions.L'utilisation de Système d'Information Géographique (SIG) est aussi ourante pour la ges-tion géoréférenée des informations parellaires. Par ailleurs, il est également importantde noter la présene de système de régulation permettant de aluler de manière ontinueles réglages des appareils sans auune intervention de l'agriulteur. Ainsi, dans le adrede la fertilisation, l'ensemble trateur-distributeur est souvent équipé de e type d'outilsomme l'illustre la �gure 1.1.

Figure 1.1 � Vue d'ensemble des outils installés sur un engin agriole destiné à la fertili-sation dans le adre de la pratique de l'agriulture de préision.Bien que fortement reommandée, l'adoption de l'agriulture de préision se fait demanière irrégulière. En e�et, de nombreux agriulteurs hésitent à mettre en oeuvre e typede pratique. De multiples fateurs doivent être onsidérés a�n d'expliquer ette rétiene.De nombreuses études démographiques et éonomiques ont été menées dans le but dedéterminer les raisons qui initent les agriulteurs à adopter ou non l'AP. Tout d'abord,les premiers éléments à prendre en ompte semblent être le ontexte soio-éonomique,tel que la taille de la ferme, le niveau d'éduation ([HH03℄) et l'aés aux informations([DM03℄). Outre es paramètres, d'autres variables liées à la pereption de la omplexitéde ette nouvelle tehnique sont également à prendre en onsidération. Ainsi, bien qu'étantonsients que ette dernière puisse réduire les oûts de prodution et augmenter les rende-ments tout en respetant l'environnement, bon nombre de produteurs hésitent à investirdans des formations leur permettant d'appréhender l'usage des nouvelles tehnologies dansle adre de tâhes agrioles ourantes. Par ailleurs, l'un des plus gros freins à l'adoption deette nouvelle pratique est dû aux oûts additionnels liés à l'usage des nouveaux systèmes([Swi01℄). Néanmoins, il a été démontré dans ertains as que les béné�es obtenus dans



26 1.2 Prinipe de l'épandage entrifugele adre de l'appliation des onepts de l'AP ompensaient les dépenses faites lors del'ahat des dispositifs assoiés. Ainsi, [GRW+03℄ onlut que dans le as de ultures é-réalières, les béné�es sont positifs lorsque des systèmes basiques à bas oûts sont utiliséspour des surfaes de parelles supérieures à 80 Ha. Ave des systèmes plus sophistiquéset don plus oûteux, il est préférable de traiter des surfaes évoluant entre 200 et 300Ha. En mettant en exergue e type de résultats et en apportant leur soutien �nanier,les di�érents gouvernements européens parviennent petit à petit à aélérer le proessusd'adoption. Aussi, dans le as de la Frane, une aide s'élevant à 1000 euros est aordéedepuis janvier 2006 aux produteurs désireux de mettre en oeuvre l'ensemble des moyenstehniques satisfaisant aux exigenes de modes de prodution agriole dans le adre dudéveloppement durable (agriulture raisonnée). Grâe aux di�érentes tehniques de per-suasion, on omptait alors parmi les 347 000 exploitations sur le territoire en Mars 2006,selon l'assoiation FARRE ([FAR℄), près de 1356 se onformant aux réglementations del'agriulture raisonnée en faisant appel aux tehniques de l'AP. Ainsi, il est de plus en plusfréquent de renontrer des mahines agrioles équipées d'outils d'aide à la déision telsque eux dérits préédemment. C'est le as des distributeurs entrifuges très employéspour l'épandage d'engrais minéraux.1.2 Prinipe de l'épandage entrifuge1.2.1 Le distributeur entrifugeA�n d'appliquer de manière homogène de l'engrais sur toute la surfae d'un hamp,il est ourant d'utiliser des distributeurs d'engrais minéraux. Ces derniers, réglables, per-mettent dans beauoup de as d'appliquer la bonne dose au bon endroit. L'apport desintrants peut se faire de deux manières possibles : par projetion ou en ouverture. Ce-pendant, il est manifeste que les outils les plus répandus fontionnent selon le prinipe deprojetion. C'est le as des distributeurs entrifuges qui, grâe à leur bas oût et leur sim-pliité d'utilisation, sont les mahines les plus majoritairement utilisées dans l'ensembledes pays d'Europe du nord et des Etats-Unis. Ces outils pouvant être portés, omme àla �gure 1.1, ou traînés, disposent d'une trémie, d'un système d'alimentation et de do-sage, ainsi que d'un simple ou de double disques rotatifs équipés de pales. Le proessusd'épandage d'engrais minéraux par distribution entrifuge se déompose omme suit :� Eoulement des granulés d'engrais de la trémie par gravité ;� Eoulement du �ux de granulés par la goulotte d'alimentation sur une région dudisque ;� Chute des partiules sur le disque et dispersion de es dernières par roulement et/ou



Chap.1 : La fertilisation par proédé entrifuge 27glissement ;� Prise en pale des granulés et aélération des es derniers sous l'ation de la foreentrifuge ;� Ejetion des partiules et après vol balistique dans l'air, atterrissage de elles-i ausol .L'ensemble des organes du distributeur intervenant lors des phases préédentes appa-raissent à la �gure 1.2.

Figure 1.2 � Zoom sur l'ensemble des organes d'un distributeur entrifuge.A�n d'obtenir une répartition au sol répondant aux objetifs de fertilisation, di�érentsréglages sont e�etués sur la mahine. Ces derniers permettent de faire varier les para-mètres dynamiques mis en jeu dans le proessus de distribution entrifuge : la portée deprojetion, étroitement liée à la vitesse d'éjetion des partiules, et la diretion de proje-tion. Ces grandeurs, illustrées à la �gure 1.3, évoluent non seulement di�éremment selonles propriétés granulométriques des engrais mais elles adoptent également des valeurs quisont les résultats d'une ombinaison omplexe de paramètres méaniques tels que le débit,le diamètre et la vitesse de rotation des disques, la longueur et la forme des pales ainsique le point de hute des partiules sur les disques.



28 1.2 Prinipe de l'épandage entrifuge
diretion résultante omposante radiale dela vitesse d'éjetion

omposante tangentielle dela vitesse d'éjetionde projetion paledisque
Figure 1.3 � Diretion de projetion et omposantes de la vitesse d'éjetion.Le débit est une variable dé�nissant essentiellement la quantité d'engrais pris en pale.Plus ette quantité est grande, plus les partiules auront un temps de transfert longontre les pales et ainsi plus l'épandage se fera sur le �té du distributeur. Néanmoins,e phénomène est relativement négligeable et le plus souvent le débit n'in�ue pas sur larépartition au sol.L'éjetion des partiules étant inhérente à l'ation de la fore entrifuge, il est lairque le diamètre et la vitesse de rotation des disques agissent diretement sur la portée deprojetion. Ainsi, lorsque la vitesse de rotation augmente alors la vitesse d'éjetion roîtet par la même oasion la distane de projetion ([Adj93℄, [Col97℄).De la même manière, les longueurs de pales modi�ent la distane de projetion enaugmentant ou en diminuant le temps de transfert des granulés. Par ailleurs, plus leurlongueur augmente, plus l'épandage se fait sur le �té omme l'a montré Colin ([Col97℄).L'in�uene de la forme des pales sur la répartition au sol est quant à elle di�ile àaratériser étant donné la omplexité des méanismes physiques qui y sont liés.En e qui onerne le point de hute des partiules sur les disques, on peut dire qu'ilpermet de faire varier la diretion de projetion ([Col97℄). En e�et, omme le montre la�gure 1.4, plus il se trouve près du entre du disque, plus l'épandage se fait sur le �té([PR62℄). Dans le as ontraire, l'épandage se fait vers l'arrière omme l'illustre Inns dans[IR62℄.

déalage dupoint de huteEpandage vers le �té Epandage vers l'arrièreFigure 1.4 � In�uene du point de hute des granulés d'engrais sur la répartition.Comme on peut le onstater, il existe de nombreux paramètres méaniques permettantde modi�er la répartition d'engrais au sol. Cependant, étant donné qu'il est di�ile d'ap-



Chap.1 : La fertilisation par proédé entrifuge 29préhender les e�ets des ouplages de es derniers, la plupart des onstruteurs onçoiventdes mahines permettant d'agir sur un nombre limité de réglages. Ainsi, dans le as desappareils fournis par le onstruteur français Sulky-Burel, le débit est régulé par le ontr�lede l'ouverture d'une trappe d'alimentation située à la base de la trémie. Outre le débit,le point de hute des granulés sur les disques est également réglable en modi�ant la po-sition de la goulotte. D'autres fabriants, tel que Kuhn, fournissent des mahines où ilest possible de régler le débit et la vitesse de rotation des disques entraînés alors par desmoteurs hydrauliques. Il existe également des distributeurs où l'utilisateur peut modi�erla longueur et la forme des pales. Cependant, aujourd'hui, es ajustements ne peuvent êtreréalisés en temps réel durant le proessus d'épandage et doivent don être faits uniquementavant la mise en route de l'appareil. L'ensemble des réglages évoqués ii étant e�etuésde sorte que la distribution d'engrais permette de répondre aux objetifs de fertilisation,la onnaissane de la répartition au sol est don déterminante dans la mise au point de lastratégie d'épandage.1.2.2 Répartition au solA�n d'étudier la répartition d'engrais au sol et ainsi déterminer les réglages optimauxdu distributeur permettant de répondre au mieux aux attentes de l'agriulteur, di�érentesstratégies de mesure existent.Intuitivement, une première méthode onsisterait à épandre de l'engrais ave un dis-tributeur immobile et à reueillir les granulés à l'aide de bas de ollete disposés autourde la mahine. Cette proédure s'inspirerait des protooles [ISO85℄, [CEN03℄ et [ASA01℄en utilisant de bas de dimension 50 m × 50 m × 10 à 15 m équipés de roisillons enplastique a�n de limiter les rebonds des partiules. Cependant, Colin ([Col97℄) a observéqu'un tel dispositif était très lourd à mettre en plae ar il néessiterait de disposer prèsde 900 bas sur une surfae d'environ 15 × 15 m2. Elle a alors imaginé une solution al-ternative qui onstitue aujourd'hui la proédure standard mise en oeuvre au Cemagref.Cette dernière, réalisée au sein d'un hall d'une surfae de 42 × 21 m2, ne néessite quel'utilisation de 78 bas alignés sur 39 m perpendiulairement à l'axe d'avanement dutrateur. La on�guration adoptée apparaît alors à la �gure 1.5.Au début de ette proédure, le trateur oupe une position �xe prohe des baspendant une durée ∆t durant laquelle le distributeur épand de l'engrais. A la �n de etteopération d'épandage, les granulés reueillis dans haque ba sont prélevés et pesés. Lesmasses mesurées pour les di�érents bas sont alors stokées dans une base de données.La phase de pesée terminée, la position du trateur est inrémentée de 1 ou 3 m dans ladiretion d'avanement et les proédures d'épandage sur une même durée ∆t ainsi que de



30 1.2 Prinipe de l'épandage entrifuge

Figure 1.5 � Méthode standard utilisée par le Cemagref pour la mesure de la répartitionau sol.pesée sont à nouveau e�etuées. Ces opérations répétées sur une distane d'environ 20 mpermettent alors à partir des mesures stokées de reonstruire la répartition d'engrais ausol.La mesure omplète de la répartition par le biais de ette méthode étant malheureu-sement très oûteuse en temps (4 à 5 heures), une nouvelle proédure a été testée parPiron et Milet ([PM05℄) et sera opérationnelle �n 2006. Au ours de la réalisation deette dernière, l'ensemble des bas de réeption sont �xés radialement au distributeur quitourne sur lui même pendant la phase d'épandage. Sur e nouveau ban d'essai, baptiséCemib, haque ba étant équipé d'un apteur de pesée, les masses d'engrais olletés sontmesurées de manière ontinue permettant ainsi de réduire le temps de l'essai à environ 2minutes.Une tehnique alternative a été proposée par Hofstee ([Hof94℄). Cette dernière reposesur la simulation d'un modèle mathématique du vol balistique des partiules à partir de lamesure des onditions initiales de e dernier à savoir le diamètre et la vitesse en sortie depale des granulés. Les mesures, e�etuées dans e as à l'aide d'un transduteur ultrason,présentent malheureusement de gros éarts ave les valeurs réelles pouvant onduire ainsià un mauvais alul des répartitions au sol.Une autre approhe ouplant un système optique au même modèle que préédem-ment, a été mise en plae par Grift et Hofstee ([GH97℄). Les mesures des vitesses et des



Chap.1 : La fertilisation par proédé entrifuge 31diamètres des granulés sont ette fois-i réalisées en utilisant deux barrettes de apteursphotosensibles distantes de 27 mm et plaées fae à une soure lumineuse. Les barrettesde apteurs délivrant haune un signal logique à l'état bas lorsque les partiules oupentle faiseau lumineux, la vitesse est déterminée en évaluant la di�érene entre deux frontsdesendants. Le diamètre est quant à lui alulé à partir de la largeur des impulsionsd'un des deux signaux. Cette méthode donnant de bons résultats ave des erreurs sur lavitesse et le diamètre variant entre 2 et 5 % pour des partiules sphériques, les auteursont poursuivi leurs travaux en travaillant sur un épandeur réel (Lowery 300) distribuantdes granulés de nitrate d'ammonium ([GH02℄). En omparant leurs simulations de répar-tition au sol aux résultats expérimentaux fournis par le fabriant du distributeur, ils ontremarqué de légères di�érenes au niveau du rayon d'épandage, dé�ni omme étant la plusgrande distane entre l'origine du disque du distributeur et les granulés d'engrais tombésau sol. Ainsi, par exemple, dans le as de tests d'épandage de nitrate d'ammonium aveun réglage de débit �xé à 4, une vitesse de rotation des disques de 540 tours par minute, lavaleur prédite était inférieure de 2 m par rapport à la valeur spéi�ée par le onstruteurde la mahine.Une nouvelle méthode faisant appel à un système d'imagerie pour évaluer la vitesse despartiules a été parallèlement étudiée par Cointault ([Coi01℄). Contrairement à l'approhepréédente, les deux omposantes de la vitesse sont déterminées grâe à l'estimation de sanorme et de la diretion d'éjetion. Le dispositif de mesure, ombinant une améra hauterésolution à faible adene à une batterie de 8 �ashes délenhés en série durant haquetemps d'exposition, donne des résultats orrets mais est néanmoins lourde à mettre enoeuvre et est surtout très oûteuse (12 000 euros).Des tehniques d'imagerie ont également été proposées pour évaluer la répartition ausol par Hensel ([Hen03℄). Ce dernier a suggéré d'utiliser un système d'imagerie digitalepermettant de distinguer les partiules sur le sol et aluler rapidement la quantité d'en-grais épandus. Cependant, ette méthode largement a�etée par la nature des engrais etles onditions de luminosité n'est pas très employée dans la pratique.Les méthodes basées sur la mesure de onditions initiales au vol balistique des par-tiules peuvent fournir une bonne estimation de la répartition des engrais au sol et lavalidation de ette dernière passe irrémédiablement par la onfrontation des valeurs al-ulées aux valeurs expérimentales obtenues à partir de la tehnique standard reposant surl'utilisation de bas de réeption des fertilisants. Celle-i sert ainsi toujours de méthode deréférene et onstitue don une proédure inontournable pour une mesure �able de la ré-partition au sol. Tout omme les doses d'épandage, ette dernière est souvent représentéeomme la distribution de matières fertilisantes par unité de surfae. Ainsi, en appliquant



32 1.2 Prinipe de l'épandage entrifugele protoole standard du Cemagref ave un ∆t = 3 s, on obtient après épandage unique-ment ave le disque droit du distributeur, la répartition d'engrais au sol représentée à la�gure 1.6.

Figure 1.6 � Exemple de répartition d'engrais au sol exprimée en g/0.25 m2 obtenue parla proédure standard ave ∆t = 3 s.Comme on peut le onstater, la répartition d'engrais au sol, ommunément appeléenappe spatiale de répartition, est hétérogène. Dans un premier temps, l'absene d'homo-généité dans ette répartition peut être expliquée de manière intuitive. En e�et, il est lairque les di�érentes phases omposant le proessus de distribution entrifuge mettent en jeudes lois de omportement omplexes où les propriétés physiques des partiules onstituentun des paramètres les plus prépondérants. Des essais expérimentaux ont pu montrer queles performanes des distributeurs entrifuges étaient étroitement liées non seulement auxréglages des mahines mais aussi aux aratéristiques des engrais. Ainsi, selon Hofstee([HH90℄), trois grandes aratéristiques a�etent de manière signi�ative le mouvementdes granulés sur le disque et dans l'air : la taille de la partiule, le oe�ient de frotte-ment ainsi que le oe�ient de restitution. Ces paramètres étant variables d'une partiuleà l'autre, il est lair que haque granulé aura des trajetoires dans la pale et dans l'airqui lui seront propres. Par onséquent, la position atteinte au sol, après le vol balistique,di�érera d'une partiule à l'autre. Ce raisonnement est onfortée par des modélisationsqui ont fait l'objet de nombreux travaux depuis environ une quarantaine d'années.1.2.3 Modélisations : rappels bibliographiquesAprès analyse des di�érentes étapes du proessus d'épandage rappelées à la setion(1.2.1), il apparaît lairement que les phases qui déterminent la répartition d'engrais ausol sont :� le mouvement des partiules sur le disque et la pale ;



Chap.1 : La fertilisation par proédé entrifuge 33� le vol balistique de elles-i dans l'air.A�n d'évaluer par alul la répartition au sol, les herheurs ont tenté de modéliseres deux phases et simuler, soit l'ensemble du parours des granulés depuis leur hute surle disque jusqu'à leur atterrissage au sol, soit uniquement leur parours dans l'air à partirdes mesures des onditions initiales du vol (f. setion (1.2.2)).Les travaux de modélisation du mouvement de partiules sur le disque et dans lespales ont débuté en 1962 ave Patterson et Reee ([PR62℄). Ainsi, ils furent les premiers àformaliser ette phase dans le as d'un disque plat équipé de pales radiales en négligeantles rebonds et en onsidérant un point de hute prohe du entre du disque. Les résultatsdonnés par leur modèle étaient orrets au vue des essais expérimentaux qui ont étéréalisés. Ils ont par ailleurs montré que la vitesse radiale des partiules était étroitementliée à leur forme ainsi qu'au oe�ient de frottement partiule/pale.Inns et Reee ([IR62℄) ont étendu le modèle au as où le point de hute est éloignédu entre du disque. Ils ont d'autre part onsidéré ette fois-i des pales ourbes et lesrebonds des partiules ontre elles-i. Ils ont alors montré que le nouveau modèle donnaitdes résultats probants pour des partiules sphériques mais qu'il était moins performantdans le as de granulés de formes géométriques irrégulières.Des modèles prenant en ompte des pales radiales et ourbes on�gurées de plusieursmanières di�érentes ont été par ailleurs étudié par Cunningham ([Cun63℄). Ces modèlesdonnent des valeurs d'angle d'éjetion des partiules ohérentes ave les mesures e�etuéespar Cunningham et Chao ([CC67℄).En e qui onerne la modélisation de la trajetoire des partiules dans l'air, un premiermodèle fut proposé par Mennel et Reee ([MR63℄). Après avoir réalisé des essais ave desballes sphériques en aier, ils onluent que leur modèle donnent une bonne approximationdu parours de elles-i dans l'air. Les équations du modèle ont été simpli�ées par la suitepar [PFW82℄. Il est alors montré que le plus gros éart existant entre les valeurs de ladistane horizontale parourue obtenues par ette dernière modélisation et elle de Mennelet Reee [MR63℄ atteint seulement 7%.A partir des modèles de mouvement de partiules sphériques sur le disque et dansl'air, Gri�s et ses ollaborateurs ([GRM83℄) ont tenté de simuler les répartitions au sol dedeux types d'engrais. Les modèles utilisés alors ne prenant pas en ompte les formes irré-gulières des partiules, de grosses di�érenes existaient entre les résultats expérimentauxet simulés.Lors de la validation de leur résultat de simulation, Olieslagers et ses ollègues [ORB96℄ont également onstaté des di�érenes non négligeables ave les répartitions spatialesdonnées par les essais. Selon eux, les erreurs observées étaient essentiellement dûes auxinterations entre partiules non prises en ompte dans les équations du modèle. A�n



34 1.2 Prinipe de l'épandage entrifuged'intégrer es interations dans la simulation, les paramètres d'entrée de ette dernièreont été optimisés a�n de oller au plus près à la réalité. Une tehnique similaire a été em-ployée par [DTO+04℄ et a montré des résultats onluants. Dans e travail, les auteurs ontégalement mis en évidene l'importane des interations entre granulés dans le proessusd'épandage. Ils ont, par la même oasion, identi�é les divers paramètres in�uençant demanière signi�ative e phénomène physique : le débit, les dimensions et la forme de latrappe d'alimentation par laquelle les granulés s'éoulent lors de leur hute sur le disque,le diamètre et la vitesse de rotation du disque ainsi que la longueur des pales.Basées sur des modélisations faisant intervenir des équations di�érentielles non li-néaires, les simulations des mouvements des partiules durant tout le proessus d'épan-dage, évoquées préédemment, sont e�etuées en faisant appel à des méthodes de résolu-tion numérique (le plus souvent la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4). A�n de simulerla totalité d'une répartition au sol, es dernières sont appelées pour haque partiule, equi peut engendrer des temps d'exéution très longs.Aussi, une modélisation simpli�ée et originale, ne faisant apparaître auune équationdi�érentielle, a été proposée par Colin ([Col97℄). Ainsi, à partir d'études statistiques, ettedernière a observé que la répartition angulaire d'engrais au sol obtenue expérimentalementsuivait une loi de répartition très prohe d'une gaussienne. En e�et, pour la plupart desessais, les distributions expérimentales présentaient une dissymétrie inférieure à 0.7 etun aplatissement très faible souvent inférieure à 0.2. De même, elle a montré qu'une loinormale pouvait aratériser approximativement la distribution radiale au sol. Ainsi, ellea noté que les valeurs des dissymétries des distributions radiales évoluaient entre -0.7 et0.2. L'aplatissement, dans e as, présentait une moyenne équivalente à 1.2. A partir dees résultats, l'auteur en a déduit que la répartition d'engrais au sol pouvait être évaluéepar le produit de 2 gaussiennes aratérisant respetivement la distribution radiale et ladistribution angulaire. La �gure 1.7 illustre alors ette idée.Selon e onept, la nappe de répartition (en g/0.25 m2), notée q, obtenue après épan-dage ave un seul disque peut se mettre sous la forme
q(X,D, ρ, ϕ) =
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, (1.1)ave� X un point de oordonnées (a,b) ;� (r(X), θ(X)) les oordonnées polaires de X ;� D le débit en g/s ;� ∆t la durée de l'essai en s ;� ρ le rayon moyen (moyenne de la distribution radiale) en m ;� ϕ l'angle moyen (moyenne de la distribution angulaire) en�;
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Figure 1.7 � Représentation shématique de la répartition au sol omme le produit de 2gaussiennes.� σr l'éart-type de la distribution radiale en m ;� σθ l'éart-type de la distribution angulaire en�.Les valeurs de σr et σθ orrespondant respetivement aux éart-types relatifs à la dis-tribution radiale et angulaire sont spéi�ques à haque type d'appareil. Celles-i peuventalors être failement déterminées en e�etuant une identi�ation de paramètres à partirdes mesures e�etuées au ban d'essai.A partir de e modèle, Bouquet ([Bou99℄) a développé un programme permettantde simuler le proessus de fertilisation dans des hamps. Ainsi à partir des limites dees derniers ainsi que des données GPS des trajetoires du trateur, il a pu obtenir dessimulations de répartition au hamp très prohes de la réalité.Fae à une répartition au sol hétérogène, les ingénieurs agronomes ont mis au point unestratégie d'épandage partiulière a�n d'épandre le plus régulièrement possible de l'engraisdans les parelles agriole. Cette stratégie est dérite dans la setion suivante.1.2.4 Régularité de l'épandage au hampAprès avoir dé�ni la ou les doses permettant d'équilibrer les besoins prévisibles desultures ave les fournitures d'éléments nutritifs dans le sol, l'agriulteur doit impérative-ment par la suite épandre le plus régulièrement possible les granulés d'engrais onformé-ment à es quantités presrites. En e�et, les défauts de fertilisation ont des onséquenesnégatives d'une part sur la prodution agriole et d'autre part sur l'environnement. Ainsi,si la dose apportée est inférieure à la dose onsigne (sous-dosage) une perte de rendementest automatiquement engendrée. En e�et, si l'on prend l'exemple d'une erreur de -20%



36 1.2 Prinipe de l'épandage entrifugepour une dose onsigne de 110 Kg/Ha, on peut estimer une perte de rendement de l'ordrede 4 quintaux/Ha en onsidérant une produtivité moyenne de l'unité fertilisante de 20kg de grains de blés. Pour e qui onerne les surdosages (as où la dose apportée est su-périeure à la dose presrite), ils engendrent un gaspillage d'engrais signi�atif et surtoutune importante pollution des eaux. Il faut savoir, en e�et, que si des éléments nutritifs(surtout les ions nitrates) se trouvant en large exès dans le sol ne peuvent être totalementabsorbés par les ultures, ils sont petit à petit entraînés par lessivage vers les ours d'eauxet les milieux aquatiques. En forte onentration, ils peuvent alors rendre la onsomma-tion d'eau impropre et engendrer une eutrophiation (développement des algues) des laset des étangs ([Ish98℄).Par dé�nition, l'épandage est dit régulier lorsqu'en tout point d'une parelle la doseapportée orrespond à la dose onsigne reommandée. Le plus souvent, les agronomesonsidèrent que ette régularité est satisfaite lorsque la dose appliquée est à 10% prèselle que l'on voulait obtenir ([CC95℄). Cependant, e type d'objetif ne peut être atteintqu'ave des engrais homogènes de qualité (taux d'humidité très faible, masse volumiqueonstante, taux de poussière inférieur à 0.1%, sphériité optimale...) et fore est de onsta-ter que dans la pratique les engrais utilisés ne présentent malheureusement que peu souventl'ensemble de es aratéristiques. Aussi, le plus souvent, l'on s'aorde à dire que l'épan-dage au hamp est uniforme si l'erreur de fertilisation, à savoir la di�érene entre doseonsigne et dose réelle, adopte une valeur évoluant entre -15% et +15% en tout point duhamp.A�n d'aboutir à ette régularité, il est alors impératif que des réglages adéquats, pre-nant ompte de la qualité de la répartition au sol, soient e�etués sur l'appareil. L'hétérogé-néité spatiale présentée par la nappe de répartition rendant di�ile la détermination de esréglages, les ingénieurs agronomes ont mis au point une représentation simpli�ée de ettedernière en partant du onstat que les quantités distribués parallèlement à l'axe d'avane-ment du trateur a�haient des variations moins importantes que elles épandues selon ladiretion orthogonale au même axe. En e�et, le prinipe même de la projetion d'engraisimplique que les quantités de granulés distribuées transversalement à l'axe d'avanementde la mahine sont graduellement déroissantes en fontion de la distane par rapportau entre de l'appareil. Cette distribution ouramment appelée distribution transversalepeut être déduite diretement de la mesure de la nappe de répartition en sommant lesmasses selon la diretion d'avanement. La détermination de la distribution transversaleselon e proédé est représentée shématiquement par la �gure 1.8. Il est lair que e typede représentation présente un avantage indéniable de failité de mesure par ban d'essaitransversal, mesure qui fait atuellement référene dans le monde de la fertilisation. Cetteproédure de mesure n'est pas sans rappeler la méthode standard de mesure de répartition
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Figure 1.8 � Calul de la distribution transversale (ourbe rouge) à partir de la répartitionau sol obtenue après épandage ave le disque droit de l'épandeur.au sol expliitée préédemment à la setion 1.2.2. Ainsi, elle repose également sur la peséede granulés d'engrais reueillis dans des bas alignés perpendiulairement à la diretiond'avanement du trateur. Toutefois, en l'ourene, le trateur ne reste plus immobilemais parourt à une vitesse onstante (souvent �xée à 8 Km/h) une distane d'environ20 mètres tout au long de laquelle le distributeur épand de l'engrais. La durée de l'essaiétant relativement ourte, il est possible d'avoir rapidement une idée de la qualité de larépartition au sol.Au vue de la forme de la distribution transversale, on onçoit aisément qu'au oursd'un seul passage dans le hamp, par exemple un aller, les quantités d'engrais épanduespar l'appareil ne puissent être les mêmes partout. Les quantités diminuant régulièrementtransversalement à l'axe d'avanement, il est alors néessaire de ompenser ette dérois-sane en appliquant des quantités omplémentaires lors d'un autre passage, en l'oureneun retour. Ainsi, a�n d'obtenir une régularité d'épandage maximum, il est important quela sommation de doses entre les passages suessifs du trateur soit la plus prohe dela dose onsigne �xée au préalable. Aussi, dans le as d'un épandage uniforme idéal, laourbe représentant la sommation des quantités appliquées est une droite.A�n d'appliquer le prinipe préédent (prinipe de reouvrement), les réglages de lamahine sont e�etuées de sorte que la distane entre passages soit égale à la distane entredeux lignes de reouvrement onséutives. Ces dernières sont dans e as onstituées del'ensemble des points où la dose distribuée lors d'un passage atteint la moitié de la doseonsigne. Tehniquement, la distane entre es lignes de reouvrement orrespond à lalargeur de travail du distributeur et est dite optimale dans le as d'un épandage régulier. Sila distane de passage est inférieure à la largeur de travail il y a exès de fertilisants et donsurdosage. Dans le as inverse, un sous-dosage se produit. Le prinipe de reouvrement



38 1.2 Prinipe de l'épandage entrifugedans le as d'un épandage régulier est rappelé à la �gure 1.9.

Figure 1.9 � Epandage régulier obtenu en appliquant le prinipe de reouvrement.La régularité de l'épandage peut être évaluée mathématiquement par le alul duoe�ient de variation (CV ) lors des essais. Cette grandeur est alors évaluée en appliquantla relation suivante :
CV = (sig/z)× 100 (1.2)ave� sig = 1

n−1

√∑
(zi − z)2 ;� n le nombre de bas sur la largeur de travail ;� zi la quantité reueillie dans haque ba après reouvrement ;� z la moyenne absolue des quantités reueillies z = 1

n

∑
(zi)Généralement, au ban d'essai, on estime que la qualité d'épandage est orrete lorsquele CV est inférieur à 15%. Toutefois, il a été observé que e oe�ient était plus élevédans les hamps. Aussi, il est jugé qu'au dessus de 25%, le CV est mauvais et à éviter.L'obtention d'un bon oe�ient de variation passe alors par un réglage optimal dudébit de la mahine ainsi que de la largeur de travail. Celle-i est essentiellement modi�éeen faisant varier les réglages agissant sur la diretion et la vitesse d'éjetion des partiules(f. setion 1.2.1). Le débit est quant à lui généralement alulé en appliquant une relationmathématique simple liant la dose onsigne, la largeur de travail utilisée et la vitesse



Chap.1 : La fertilisation par proédé entrifuge 39du trateur évoluant prinipalement entre 8 et 12 Km/h. Cette relation est donnée parl'expression suivante :
D =

Q∗ × Lw × v

600
(1.3)ave� D le débit en Kg/min ;� Q∗ la dose onsigne en Kg/Ha ;� Lw la largeur de travail en m ;� v la vitesse en Km/h.Ainsi, si l'on onsidère une dose onsigne de 100 Kg/Ha, une largeur de travail de 24 met une vitesse de déplaement de 12 Km/h, l'épandage sera e�etué ave un débit �xé à 48Kg/min dans le as d'un distributeur monodisque ou à 24 Kg/min dans le as bidisque. Ledébit étant inhérent à la vitesse du trateur, grandeur pouvant être non onstante duranttout l'épandage, la plupart des distributeurs sont munis d'un système életronique, baptiséDPA pour Débit Proportionnel à l'Avanement, permettant de réguler le débit en fontionelle-i.L'usage de la notion de largeur de travail n'est pas exlusivement réservée à la fertili-sation. En e�et, elle joue également un r�le essentiel dans les tehniques employées dansle as du semis ou de la pulvérisation. Pour l'opération du semis, les largeurs de travailouramment utilisées sont 8, 12, 24 et 36 m. Cette tâhe agriole étant la première à êtreexéutée selon l'itinéraire tehnique détaillée à la setion 1.1, les traes de roue au sollaissées par le passage du semoir onstituent généralement le jalonnement des hamps.Par onséquent, il est logique que les distanes préédentes soient également elles quisont les plus employées dans le adre de l'épandage.Aujourd'hui, la largeur de travail est un paramètre �xe pour toute la parelle. Ainsi,pour la plupart des épandeurs, une fois déterminés, les réglages préédents sont onstantsdurant toute la phase de fertilisation durant laquelle le trateur parourt des allers-retourssuessifs. Cette phase, habituellement désignée épandage en plein hamp, onstitue lamajeure partie de l'opération étant donné que l'épandage en va et vient ouvre la surfaela plus importante de la parelle. A�n d'appliquer de l'engrais sur la totalité du hamp,la fertilisation en plein hamp est aompagné de l'épandage de bordure. Cette opérationonsiste alors à distribuer les fertilisants de manière à ompléter la dose appliquée enplein hamp et à limiter les exès d'engrais à l'extérieur de la parelle traitée. Ainsi,lors de l'épandage de bordure, il est impératif de réduire la dose du �té de la bordureproportionnellement à la largeur fertilisée. Cependant, les distributeurs entrifuges nonmunis d'un dispositif de bordure, ne peuvent e�etuer ette opération orretement. En



40 1.2 Prinipe de l'épandage entrifugee�et, la bordure est généralement trop sous-dosée lorsque l'on veut éviter les projetionsd'engrais en dehors de la parelle. Aussi, a�n d'éviter es défauts de fertilisation, lesagriulteurs utilisent des appareils équipés du kit de bordure.Après mesure au ban d'essai, on peut observer que et outil, fontionnant égalementsur le prinipe de projetion, engendre une répartition au sol spatialement hétérogène.Cette dernière peut se déomposer en 2 nappes de répartition telles qu'elles sont obtenueslors de la fertilisation en plein hamp. Un exemple de répartition au sol mesurée au band'essai pour un disque gauhe équipé d'un kit bordure apparaît à la �gure 1.10.

Figure 1.10 � Exemple de répartition au sol obtenue ave un disque gauhe muni d'undispositif bordure.A�n d'obtenir une répartition la plus uniforme sur toute la parelle, le passage dutrateur en bordure, appelé ligne de détourage, se fait parallèlement à la limite extérieureau hamp à une distane équivalente à la moitié de la largeur de travail. Dans le mêmebut que préédemment, lors des trajets aller-retours en plein hamp, l'agriulteur fermeles trappes d'alimentation et arrête don d'épandre à 4 m avant d'arriver à la ligne dedétourage. Dans le as ontraire, lorsque le trateur s'éloigne du bord du hamp, l'opé-rateur met en route l'épandeur à une distane égale à la largeur de travail. La tehniqued'épandage de bordure est alors réapitulée à la �gure 1.11.Comme on peut le onstater, le proessus d'épandage entrifuge au hamp est danssa globalité (plein hamp et bordure), essentiellement basée sur la notion de largeur detravail. Ainsi, par le biais d'un raisonnement reposant sur des hypothèses simpli�atries,les ingénieurs agronomes ont pu dé�nir des règles de déision simples permettant d'obtenirun épandage régulier dans le as de parelles retangulaires au sein desquelles le trateur
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Figure 1.11 � Epandage de bordure ave dispositif de bordure.parourt des passages aller-retour parallèles et régulièrement espaés. Du fait de leursimpliité, es règles sont appliquées dans tous les as de �gure, quelque soit la formegéométrique des parelles, et onstituent à l'heure atuelle les bases fondamentales de lafertilisation par proédé entrifuge.1.3 ConlusionCe hapitre a présenté l'importane de l'étape de la fertilisation dans le proessus deprodution agriole ainsi que la stratégie simpliste ouramment employée dans la pratiquepour l'épandage d'engrais minéraux. Ainsi, a�n de répartir es derniers de la manière laplus uniforme possible, les distributeurs entrifuges, peu oûteux, failes d'utilisation ettrès robustes, sont de loin les mahines les plus utilisées. Cette failité d'utilisation provientii de la simpliité des réglages méaniques à appliquer. En e�et, malgré les phénomènesphysiques omplexes mis en jeu et l'hétérogénéité des répartition spatiales projetées ausol, les ingénieurs agronomes ont su extraire des règles de déision e�aes. Celles-itrouvent leur origine dans la simpli�ation de la représentation des nappes spatiales derépartition : les distributions transversales. Ainsi, la stratégie atuelle permettant d'abou-tir à un épandage régulier repose uniquement sur le bon reouvrement de es dernières.Pour e faire, les réglages de la mahine sont ajustés de telle manière que la distaneentre passages suessifs soit égale à la distane entre lignes de reouvrement, appeléeaussi largeur de travail. Lors de l'épandage plein hamp, e reouvrement est réalisé enopérant des trajets aller-retour. Pour e qui onerne l'épandage de bordure, la mahine



42 1.3 Conlusionest également réglée de sorte que les ourbes de doses distribuées omplètent le mieuxpossible les onentrations de fertilisants appliqués en plein hamp. Par ailleurs, a�n delimiter l'apport de fertilisant en dehors de la parelle, le distributeur se voit généralementéquipé d'un outil spéi�que permettant de générer une ourbe transversale partiulièreprésentant une déroissane rapide au niveau des limites du hamp.Il est important de noter, qu'au jour d'aujourd'hui, l'ensemble des réglages, établis àl'aide du prinipe de reouvrement, sont réalisés une fois pour toute avant de proéder àl'épandage. Ainsi, durant tout le proessus, les paramètres méaniques de la mahine sont�xes. Quelques ré�exions s'imposent alors et il est tout à fait naturel d'émettre des réservesquant à l'e�aité de ette stratégie lorsque la parelle à traiter est parourue par destrajetoires non retilignes et non parallèles entre elles. En e�et, il est lair que le prinipede reouvrement, tel qu'il est appliqué ii, permet d'épandre régulièrement en plein hampdans le as de �gure où les allers-retours sont rigoureusement parallèles et présentent desdistanes de passage onséutifs égales. Dans le as ontraire, fréquemment renontrédans la pratique, il tout à fait logique de penser que la stratégie d'épandage d'aujourd'huionduise à des répartitions de mauvaise qualité. Par ailleurs, il semble très di�ile deparvenir à obtenir une dose uniforme lors de l'épandage de bordure en s'appuyant sur unraisonnement uniquement basé sur les reouvrements de ourbes transversales. En e�et,du fait de la non prise en ompte des véritables répartitions spatiales projetées au sol,des défauts de fertilisation peuvent être attendus au niveau des virages, des pointes dehamps engendrées par des rétréissements de passages en �n de parelle et des régions oùle distributeur doit apporter les quantités de fertilisants indispensables pour ompenser lesarenes de doses laissées par les arrêts et débuts d'épandage en plein hamp. L'ensemblede es ré�exions onduit alors à penser que les tehniques employées aujourd'hui pourl'épandage entrifuge d'engrais minéraux soient totalement inadaptées pour répondre auxobjetifs de prodution et satisfaire les exigenes environnementales. Cette inadéquationest détaillée au hapitre suivant.



Chapitre 2Le problème de défauts de répartitionA ause de terrains glissants ou des erreurs de jalonnement, les agriulteurs ne par-viennent pas toujours à suivre préisément des trajetoires parallèles et régulièrementespaées. De plus, fae aux formes géométriques variées des parelles agrioles, des ré-tréissements de passages ausées par des trajetoires non parallèles sont ourants. Cesmodi�ations sont alors souvent la soure de dégradations sur la répartition d'engrais.Ainsi, omme il a été exposé au hapitre préédent, lorsque la distane de passage estinférieure à la largeur de travail, la dose augmente dans la zone de reouvrement. Dansle as inverse, la dose diminue. D'autre part, du fait de l'existene de la variabilité intra-parellaire, les onstruteurs sont de plus en plus amenés à onevoir des distributeursperformants permettant la modulation des doses. Malheureusement, dans de nombreuxas, les réglages apportés aux appareils sont inappropriés et provoquent alors des erreursde fertilisation.Des exemples de défauts de répartition dûs à l'inadéquation de la stratégie d'épandaged'aujourd'hui sont alors illustrés dans la première partie de e hapitre. Ils sont ii misen évidene par le biais de artes de rendements présentant des résultats de simulationde distribution d'engrais au sein de di�érentes parelles. Nous rappelons alors, par lasuite, les solutions ayant déjà été étudiées dans la littérature a�n de limiter es défauts.En�n, nous présentons l'objetif de e travail et la spéi�ité de notre étude basée sur laprogrammation mathématique.2.1 Erreurs de fertilisationTravaillant à largeur de travail �xe, il est di�ile pour l'agriulteur d'ajuster les dosesd'engrais en prenant en ompte les variations de trajetoires au sein de la parelle. Cesajustements pourraient se faire au mieux en fermant l'un ou l'autre �té du distributeur.Cependant, auune règle de déision ne permettant à l'heure atuelle de gérer es instants



44 2.1 Erreurs de fertilisationde fermeture, ette tehnique n'est pratiquement jamais utilisée pour l'appliation d'en-grais en as de distanes de passage non onstants. Pour les parelles agrioles présentante type de singularités géométriques, il n'est pas rare d'observer des défauts de fertilisationqui sont malheureusement souvent non négligeables. Ces dégradations de répartitions sontillustrées par les 2 exemples détaillés i-après.Dans les 2 as, les paramètres suivants sont adoptés a�n de réaliser des simulationsne présentant pas de temps d'exéution trop importants. Ainsi, les parelles onsidéréessont tout d'abord virtuellement déomposées en mailles arrés de 1 m × 1 m. La nappede répartition étant mesurée au ban à l'aide de bas de 50 m × 50 m (f. setion1.2.2), ette disrétisation spatiale peut alors être adoptée puisqu'elle respete le ritèrede Shannon. Par ailleurs, a�n de ne pas perdre trop d'informations, la nappe de répartitionest évaluée tous les 2 points par maille, soit tous les 50 m. A�n de failiter les aluls,les trajetoires sont alors temporellement disrétisées ave un pas élémentaire de 0.18 spour une vitesse de déplaement du trateur �xée à 10 Km/h. Celle-i est ii onsidéréeomme un paramètre onstant sahant que dans la pratique, elle évolue très peu au oursdu temps. Les paramètres du modèle de Colin (1.1) étant failement identi�able à partirdes mesures de nappes de répartition utilisées dans haque as, ette modélisation estappliquée pour la réalisation des simulations.Dans le premier exemple, une parelle présentant une surfae de 3.4 Ha est onsidérée.Celle-i est obtenue à partir des relevés GPS des trajetoires suivies par le trateur ommereprésentée à la �gure 2.1. Comme on peut le noter, les di�érents trajets allers-retoursen plein hamp ne sont pas rigoureusement parallèles et sont en ertains endroits nonretilignes (prinipalement pour les 3 premiers en partant de la gauhe). Les éarts alorsengendrés onduisent à des distanes entre passages non onstantes. Par onséquent, sil'on applique les règles de déision habituelles, il sera fort probable d'observer des défautsde répartition en es points. D'autre part, étant donné qu'il s'agit ii d'une parelle nonretangulaire, un fort rétréissement d'intervalle de passage entre un trajet plein hamp etla ligne de détourage apparaît (omme indiqué par l'ellipse de ouleur verte). La distanede passage étant dans e as inférieure à la largeur de travail, on peut alors prévoird'obtenir un fort surdosage.Pour e premier as de �gure, regroupant les singularités géométriques les plus ou-rantes, la dose onsigne est onstante et �xée à 100 Kg/Ha. D'autre part, les distanesde passage évoluant entre environ 21 m et 26 m, l'épandage est réalisé en pratique leplus souvent ave des réglages orrespondant à une largeur de travail de 24 m (f. setion1.2.4). Aussi, les paramètres du modèle (1.1) sont déterminés à partir de la mesure dela nappe de répartition orrespondante. Les valeurs des débits, des rayons moyens, deséarts-types sur le rayon et sur l'angle qui sont trouvées pour les disques droit et gauhe
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Figure 2.1 � Vue d'ensemble de la parelle traitée.sont alors les mêmes et valent respetivement : D = 16 Kg/min, ρ = 15 m, σr = 2 met σϕ = 23�. En adoptant la onvention de signe pour les angles apparaissant à la �gure1.7, les angles moyens à gauhe et à droite du distributeur sont respetivement �xés à
θg = −20�et θd = 20�. A partir de es paramètres, il est alors possible d'évaluer la artede défauts de fertilisation exprimés en pourentage de la dose onsigne, omme ela est leas à la �gure 2.2.En l'ourene, les zones où les erreurs de répartition sont omprises entre -15% et+15% représentent les régions où l'épandage est dit préis onformément à la norme spé-i�ée à la setion 1.1. Les aluls statistiques montrent alors qu'environ 20% de la surfaedu hamp est sous-dosée et 21% surdosée. Comme prévu, des défauts de fertilisation ap-paraissent pour les 3 premiers passages. De même, une importante zone de surdosage,atteignant plus de 100%, est visible au niveau de la pointe de parelle. Cette �gure per-met, d'autre part, de mettre en évidene l'inadéquation de la tehnique d'épandage debordure. En e�et, on peut observer de gros défauts au niveau des débuts et �ns de tra-jets plein hamp. Il est alors tout à fait logique d'attribuer es derniers à des instantsd'ouverture et de fermeture inappropriés.Pour le seond exemple, la modulation de dose sur une parelle de 11 Ha, illustrée àla �gure 2.3(a), est envisagée. 3 doses onsignes sont onsidérées : 120, 210 et 300 Kg/Ha.L'ajustement des doses se fait dans e as uniquement par la modi�ation du débit enappliquant la relation (1.3) ave, omme pour le premier as de �gure, une largeur detravail égale à 24 m. Aussi, pour les valeurs de doses préédentes, on obtient respetivement



46 2.1 Erreurs de fertilisation

Figure 2.2 � Défauts de fertilisation ave dose onsigne onstante.24, 42 et 60 Kg/min. En utilisant es valeurs de débit et les mêmes paramètres, rayonmoyen, angle moyen, éarts-types, dé�nis pour le premier exemple, une arte de défautest évaluée et représentée à la �gure 2.3().

(a) Carte de onsigne dedoses obtenue à partirdes raisonnements agro-nomiques. (b) Carte de doses réellementappliquées. () Carte des défauts de fer-tilisation.Figure 2.3 � Défauts de fertilisation ave modulation de doses.Comme dans le premier exemple, les régions où les erreurs adoptent des valeurs entre-15% et +15% sont a�hées en blan. On observe alors distintement de nombreuses zonesde surdosage et sous-dosage au niveau des frontières séparant des régions où les dosesonsignes sont di�érentes. Ces phénomènes traduisent alors une mauvaise estimation desinstants de hangements de débits. Par ailleurs, on peut également noter ii des défautsde fertilisation liés aux problèmes de débuts et �ns de passages plein hamp.



Chap.2 : Le problème de défauts de répartition 47Les 2 exemples traités permettent de mettre en exergue l'inadéquation de la tehniqued'épandage appliquée en plein hamp. Ils ont par la même oasion montré que les règlesemployées pour déterminer les débuts et �ns d'épandage pour les di�érents trajets allers-retours sont réellement inadaptées. L'inadéquation de elles-i vient du fait que la stratégieatuelle est basée uniquement sur une simpli�ation de la réalité de l'épandage. En e�et,à l'heure atuelle, la mise au point des réglages, en appliquant la relation (1.3), se faiten raisonnant omme-i la quantité débitée par le distributeur était répartie de façonhomogène sur une surfae retangulaire de longueur égale à la largeur de travail et delargeur égale au produit de la vitesse d'avanement et le temps entre 2 points géoréférenés.Ce raisonnement est illustrée à la �gure 2.4.

Figure 2.4 � Raisonnement basé sur la répartition homogène de la quantité débitée surune surfae retangulaire.Le raisonnement exposé i-dessus est malheureusement faux ar il ne tient en auun asompte du véritable phénomène qui se produit lors du proessus d'épandage au hamp :le reouvrement de nappes de répartition spatialement hétérogènes omme l'illustrent les�gures 1.9 et 1.11. En e�et, il est lair que la dose en tous points de la parelle n'est pasapportée par une seule " salve " d'engrais, mais par une suession de salves d'engrais, àdes instants di�érents et provenant de entre d'éjetions di�érents. On omprendra alorsaisément que l'absene de prise en ompte du véritable phénomène qui se produit lors duproessus d'épandage ait des impats environnementaux et éonomiques désastreux.A�n de lutter ontre les pollutions ausées par es erreurs de fertilisation (f. hapitre 1setion 1.1), des réglementations ont été mises en plae, notamment la diretive nitrate, di-retive européenne 91/676/CEE du 12 déembre 1991. A l'issue d'un premier programme,mis en appliation entre 1997 et 2000 et ayant pour but de réduire les pratiques les pluspolluantes, un rapport de la ommission européenne ([EUR02℄) faisait apparaître 20% deseaux souterraines et entre 30 et 40% des las et rivières omme étant des eaux présen-



48 2.2 Solutions existantestant des onentrations trop hautes en nitrates d'origine agriole. Au vue de e type deonstat, la fertilisation est, aujourd'hui, souvent assimilée à une tâhe agriole grandementpolluante. Il est alors essentiel de réinstaurer la on�ane sur ette opération ulturale endonnant plus d'informations la onernant et surtout en optimisant les tehniques em-ployées ([Lam05℄).2.2 Solutions existantesOutre les défauts inhérents aux aratéristiques des engrais, que e soit pour les épan-dages uniformes ou pour les épandages à doses modulées, on peut dire que la mauvaisegestion des défauts de jalonnement, des erreurs de suivi de trajetoires, des pointes deparelle ainsi que elle des débuts et �ns de lignes d'épandage représentent les prinipalessoures des défauts de répartition. Partant de l'hypothèse que, dans tous les as de �gure,l'impréision de l'épandage est dûe à des reouvrements irréguliers de distribution trans-versale, divers auteurs se sont alors essentiellement foalisées sur des solutions étroitementliées à une meilleure gestion des trajetoires.Les relevés GPS traduisant des trajets allers-retours non retilignes et non régulière-ment espaés peuvent être expliqués par une mauvaise appréiation des trajetoires de lapart de l'agriulteur. A�n d'améliorer la préision de la onduite au ours du proessusd'épandage, l'utilisation d'outils d'aides à la navigation est de plus en plus ourante. Burkset ses ollaborateurs ([BSF00℄), ont ainsi montré les performanes de ses outils en ompa-rant les résultats obtenus sans dispositifs d'aide, en utilisant des marqueurs en mousse eten faisant appel au système de barre de guidage. Ils ont ainsi pu mettre en évidene unenette amélioration de la olinéarité des passages dans les as où le onduteur s'appuyaitsur les systèmes d'aide. Lors des essais, les meilleurs résultats de olinéarité ont été obte-nus ave la barre de guidage. Cependant, ave et outil, il faut noter que l'intervalle depassage est plus grande que la distane de onsigne.Un autre solution, faisant l'objet de nombreuses reherhes, onsiste à faire appel auxdispositifs de guidage automatique ([Wil00℄, [KS00℄, [RZND00℄, [Tor00℄). Ces systèmessont le plus souvent omposés d'un apteur (méanique, optique, GPS, vision) fournissantl'erreur de position de la mahine, d'un dispositif életronique de ontr�le générant lessignaux de ommande, et d'un ationneur (souvent un système hydraulique) modi�antla diretion d'avanement du véhiule. Ces outils rendant omplètement autonome letrateur, l'agriulteur peut alors se onsarer aux réglages du distributeur si ela s'avèrenéessaire.A�n d'éviter d'éraser les ultures, les passages au sein des parelles destinées aux



Chap.2 : Le problème de défauts de répartition 49grandes ultures sont �xés une fois pour toute par les traes de roue laissées par l'appareilutilisé lors de la première opération de l'itinéraire tehnique : le semis (f. Chapitre 1setion 1.1). Aussi, une stratégie reposant sur une optimisation des trajetoires n'est pasenvisageable dans e as. Elle peut ependant être appliquée dans le as de systèmes prai-riaux destinés aux élevages où l'agriulteur ne travaille pas ave des trajetoires imposées.Ainsi, Palmer et ses ollègues ([PWR03℄) ont mis en oeuvre un algorithme générant au-tomatiquement des trajetoires plein hamp parallèles et régulièrement espaées de sorteque la mahine parourt la totalité du hamp en un temps minimal tout en réduisant lesreouvrements exessifs. Des essais ont montré alors que la quantité d'éléments appliquésen exès pouvaient être au moins réduit de 10%. D'autres études allant dans e sens ontégalement été entreprises par [SBJ04℄ et [OKV05℄. Dans es travaux, la parelle traitée estdéomposée en sous-domaines au sein desquels est appliqué un algorithme d'optimisationpermettant de déterminer les diretions des trajetoires. L'optimisation des trajets a étéréalisée, dans le premier as, en onsidérant les sommets des sous-domaines omme lesnoeuds d'un graphe et en formulant le ritère de la même manière que elui du problèmedu Fateur Chinois (CPP, en anglais Chinese Postman Problem). Pour e qui onerne Ok-sanen et al., un algorithme de reherhe heuristique testant les diverses solutions possiblesa été utilisé pour la détermination des diretions d'avanement. A�n de suivre au mieuxes passages optimaux, l'agriulteur pourra bien évidemment faire appel aux systèmesde guidage automatique. Toutefois, il faut noter que les méthodes suggérées ii, reposantsur des allers-retours parallèles plein hamp optimaux, ne permettent pas de résoudre lesproblèmes de pointes de parelle ainsi que des instants de début et �n d'épandage en boutde hamp.Outre le problème de suivi de trajetoire et les erreurs de jalonnement, une autre soured'erreur de répartition réside dans la détermination des instants de variation de débitspour e qui onerne l'épandage à doses modulées. Classiquement, la modi�ation del'ouverture des trappes d'alimentation de la mahine se fait à aux frontières délimitant leszones où les doses onsignes di�èrent. Etant donné les temps de réponse des ationneurs, ilest normal d'observer dans la plupart des as un ertain retard pour l'établissement d'unrégime permanent. Cette analyse est onfortée par les travaux de Griepentrog et Persson([GP01℄) qui ont pu montré que les distributeurs entrifuges appliquaient la bonne dosede fertilisants trop tard. Ils ont par la même oasion modéliser e retard en fontion dela vitesse de déplaement de la mahine et de la largeur de travail. Aussi, ils onluentlogiquement que l'obtention d'un épandage préis passe par un ajustement optimal desréglages pour les transitions entre dose ourante et nouvelle dose.Les répartitions obtenues lors de es phases de transition ont été modélisés empiri-quement par Fulton et ses ollaborateurs ([FSCH01℄) omme une fontion de la distane



50 2.3 Spéi�ité de l'étudeparourue dans le hamp à partir de l'instant où le débit est modi�é. 2 modèles ont, ainsi,été élaborés selon que la dose onsigne future soit supérieure ou inférieure à la dose ou-rante reommandée. Dans le premier as, la répartition est une sigmoïde tandis que dansle seond, il s'agit d'un simple modèle linéaire. A l'aide des es modélisations, Dillon etses ollègues ([DSFK03℄) ont tenté de déterminer des trajetoires optimaux a�n de limiterles erreurs de fertilisation. En utilisant le ritère du problème lassique du voyageur deommere, ils ont pu, après optimisation, simulé une erreur de dosage minimale atteignant9% en valeur absolue.Toujours dans le as de la modulation de dose, Persson et al. ([PSW03℄) ont suggéréque le hoix de la largeur de travail à adopter devrait être fontion de la variabilité intra-parellaire. En e�et, par le biais de simulations lanées à partir de di�érentes mesuresde nappes de répartition, ils ont pu montré que plus grande était la variabilité dans laparelle, plus petite devait être la largeur de travail. Ainsi, en testant des largeurs detravail adoptant des valeurs inluses entre 12 et 14 m sur hamp où les presriptions dedoses variaient de 340 à 480 Kg/Ha, ils ont abouti à une erreur minimale de 22.4 % (envaleur absolue).Dans le but de mieux répondre aux objetifs de fertilisation, une nouvelle solutionbasée sur l'ajustement en ontinu des réglages de l'appareil a été mise en oeuvre par leonstruteur allemand AMAZONE. Cependant, nous n'en onnaissons toujours pas lesperformanes à e jour.Aussi, on peut dire que l'ensemble des solutions onnues à l'heure atuelle permettentde mieux gérer les erreurs de jalonnement ainsi que le manque de préision au niveau dela onduite de l'engin agriole. Cependant, elles ne traitent en auun as les problèmesengendrés par les pointes de parelle et les débuts et �ns d'épandage en bout de hamp.Toutes es solutions sont réapitulées dans le tableau 2.1.A�n de résoudre les as où auune solution n'a été apportée (ases ohées dans letableau préédent), il onvient alors de se penher sur une étude, pr�née par Olieslagerset ses ollègues ([ORB96℄, [ORB97℄), ayant pour objetif d'évaluer les réglages adéquatsà réaliser sur la mahine au ours du proessus d'épandage.2.3 Spéi�ité de l'étudeAujourd'hui, les méthodes suggérées pour améliorer la gestion des trajetoires dans laparelle ne permettent de résoudre le problème de répartition qu'en partie. Ainsi, dansde nombreux as, il est impossible de modi�er les passages plein hamp et la stratégiefaisant appel à l'aide au guidage ne peut alors réduire e�aement les sous et surdosages
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soure d'erreur type de parelle grandes ultures élevagejalonnement optimisation des trajetoires
× +aide au guidagesuivi de trajetoire aide au guidage aide au guidagevariation de doses optimisation des trajetoires
× +aide au guidagepointe de parelle × ×débuts et �ns d'épandage × ×Tableau 2.1 � Solutions existantes pour la rédution des défauts de fertilisation.

observés en appliquant la proédure lassique d'épandage. L'ajustement en ontinu desréglages de l'appareil apparaît don omme une solution idéale. Les reouvrements desdistributions transversales ne traduisant pas la réalité de l'épandage (f. setion 2.1), etajustement devra alors se faire en tenant ompte ette fois-i du reouvrement des nappesde répartition spatialement hétérogènes. A�n d'aboutir à un épandage préis, il est paronséquent important de savoir omment arranger de manière optimale les formes et lesplaements de es nappes en présene de trajetoires imposées.L'objetif de e travail est alors de déterminer une ombinaison de paramètres permet-tant de minimiser les défauts de fertilisation. Dans ette thèse, nous nous orientons versune approhe mathématique permettant un arrangement optimal des nappes d'épandage.Nos e�orts porteront alors vers la résolution d'un problème d'optimisation traduisant l'er-reur sur la préision d'épandage. Le alul des solutions peut alors se faire hors ligne àpartir des relevés GPS des trajetoires qui auront été e�etués au préalable. Le modèlede Colin (1.1) étant failement implémentable, le hoix se porte par onséquent tout na-turellement sur e dernier pour la modélisation de la répartition spatiale. Comme nous leverrons dans les hapitres suivants, l'objetif sera de déterminer des fontions dépendantesdu temps (débit, rayon moyen, angle moyen) minimisant di�érentes fontionnelles selonla phase d'épandage traitée (épandage plein hamp ou épandage de bordure). Cet objetifest illustré à la �gure 2.5.



52 2.4 Conlusion

Figure 2.5 � Objetif de l'optimisation : détermination des paramètres optimaux (débit,rayon moyen, angle moyen) en haque position oupée par le distributeur dans la parelle.A�n de tenir ompte des limites méaniques du distributeur, des ontraintes doiventêtre introduites. Ainsi, les paramètres de déision doivent être bornés. D'autre part, a�nde tenir ompte de la dynamique des ationneurs, les dérivées instantanées des fontionsreherhées sont, également, soumises à des ontraintes de bornes. A l'issue de l'optimisa-tion, les grandeurs reherhées onstitueront 3 séquenes de onsignes optimales à présen-ter en entrée du système (épandeur). Sahant que de es dernières il est faile, à partir derésultats d'essais au ban, de déduire les valeurs de la vitesse de rotation des disques ainsique du point de hute des granulés d'engrais, une ommande en boule ouverte pourra di-retement être appliquée. A la suite d'études futures plus poussées onernant le ontr�ledu système, il pourra être envisagé d'élaborer une loi de ommande en boule fermée. Unevue d'ensemble de l'étude à mener est synthétisée à travers le shéma 2.6.
alulateurtrajetoires imposées

D∗, ρ∗, ϕ∗minimisation deserreurs de fertilisation D, ω, ptc systeme (distributeur) D, ρ, ϕ

D∗, ρ∗, ϕ∗ : séquenes de onsignes
D : débit

ρ : rayon moyen
ϕ : angle moyenobjetif de l'étudeFigure 2.6 � Représentation shématique de l'objetif de l'étude.2.4 ConlusionA travers e hapitre, l'inadéquation de la stratégie d'épandage a tout d'abord été miseen exergue. Ainsi, par le biais de simulations numériques du proessus réalisées en implé-



Chap.2 : Le problème de défauts de répartition 53mentant un modèle mathématique de la nappe, nous avons pu onstruire des artes derendement et ainsi mettre en relief d'importantes dégradations des répartitions de dose.Comme prévu au hapitre préédent, nous avons pu onstater que les paramètres mé-aniques du distributeur demeurant onstants durant toute l'opération, les espaementsirréguliers des passages plein hamp, les mauvais suivis de trajetoires ainsi que les pointesde parelle génèrent automatiquement des défauts de fertilisation souvent très signi�a-tifs. Outre es soures d'erreurs inhérentes aux singularités géométriques présentées par lehamp, il a été possible de véri�er que les instants d'ouverture et de fermeture des trappesd'alimentation de l'appareil en bout de parelle lors de l'épandage en plein hamp s'avé-raient totalement inappropriés. En e�et, à l'issue de l'appliation d'engrais lors du passagedu distributeur sur la ligne de détourage, une suession de régions sur et sous-fertiliséessont généralement observées au niveau des zones de bordure. Par ailleurs, dans le as de�gure où la dose presrite varie au sein de la parelle, des erreurs de répartition inévi-tablement engendrées par les ajustements brusques du débit intervenant à des instantsinadaptés sont également mises en avant.Les diverses stratégies qui ont été envisagées a�n de remédier à es défauts, dans destravaux antérieurs, ont été par ailleurs exposées. Celles-i, élaborées de manière à obtenirun reouvrement orret des distributions transversales, reposent essentiellement sur destehniques permettant une meilleure gestion des trajetoires. Elles s'artiulent alors autourde deux axes de reherhe prinipaux :� oneption d'outils e�aes d'aide à la onduite visant à la rédution des erreurs desuivi de trajetoire ;� développement d'algorithmes d'optimisation dans le but de générer des trajetoiresrégulièrement espaées et rigoureusement parallèles.Par le biais de simulations numériques et d'expérimentations, les di�érentes études ontpu montrer que la première approhe pouvait onvenir pour limiter les défauts de répar-tition amenés par une mauvaise appréiation des trajetoires de la part du onduteurdu trateur. Dans le as de la fertilisation de systèmes prairiaux où les passages ne sontpas �xés, ette stratégie peut être assoiée à la deuxième a�n de minimiser les irrégu-larités d'épandage dûes à un jalonnement imparfait et/ou une mauvaise estimation desinstants de hangements de débit pour la modulation de doses. Malheureusement, etteombinaison des di�érentes approhes ne peut être appliquée en zone de grandes ulturesoù l'ensemble des trajetoires sont imposées une fois pour toute par l'opération du semis.D'autre part, les solutions proposées, ne prenant en auun as ompte des reouvrementsdes nappes de répartition spatialement hétérogènes, sont totalement inappropriées nonseulement pour la gestion des débuts et �ns d'épandage en plein hamp mais aussi pourelle des pointes de parelle. A partir de es observations, des investigations onernant



54 2.4 Conlusionune stratégie d'ajustements en ontinu des paramètres méaniques de l'appareil en tenantompte de la réalité du phénomène d'épandage semblent alors néessaires.Par la suite, nous nous onsarerons à l'élaboration de méthodes de reherhe deréglages permettant un agenement optimal des nappes de répartition onduisant à unépandage régulier au sein de parelles présentant ou non des singularités géométriques. Lesapprohes suggérées préédemment étant très ine�aes lorsque les passages sont imposéset ne peuvent être modi�és, nous nous intéresserons plus partiulièrement à l'épandageen zones de grandes ultures. Aussi, une hypothèse forte de travail est de onsidérer quel'opération de fertilisation s'e�etue ave des trajetoires subies pouvant être onnuesà l'avane par l'intermédiaire de relevés GPS. La vitesse de déplaement de l'appareil,subissant de faibles �utuations au ours du proessus et pouvant être régulée par l'in-termédiaire des systèmes de guidage automatique, sera onsidérée onstante. Les réglagesde l'épandeur ne pouvant être déterminés de manière simple a�n de réduire les défautsde fertilisation, nous nous proposons d'adopter dans ette thèse des approhes reposantsur des méthodes d'optimisation mathématique. Le modèle de nappe de répartition pro-posé par Colin ([Col97℄), étant une fontion de variables diretement liées aux paramètresméaniques du distributeur, pourra être exploité en formalisant des fontions oûts tradui-sant les erreurs de répartition des fertilisants. En introduisant des ontraintes re�étant leslimites dynamiques et méaniques de l'appareil, les solutions optimales pourront onsti-tuer des séquenes de onsignes appliables en entrée du système pouvant être failementommandé en boule ouverte. L'ensemble des stratégies envisagées dans e travail de thèsefaisant appel à la minimisation de ritères d'optimisation, il est néessaire d'appréhenderles méthodes d'usage dans e domaine.



Chapitre 3Méthodes d'optimisationComme exposé au hapitre préédent, dans le adre de ette thèse, on s'intéresse parti-ulièrement à la mise au point de onsignes par optimisation mathématique. Toutefois, lathéorie de l'optimisation est un domaine très vaste et pour hoisir une méthode adaptéeau problème auquel on s'intéresse, quelques ré�exions s'imposent. En e�et, après avoirdéterminé les variables de déision ainsi que les ontraintes du problème, il est importantde s'interroger sur les propriétés de la fontion objetif a�n de savoir si le problème traitése rapprohe de problèmes onnus. Ainsi, la onvexité de la fontion oût, la dimensiondu problème ainsi que le type de ontraintes permettent de guider l'optimiseur sur la oules méthodes appropriées.Nous dérivons dans e qui suit les méthodes auxquelles on fait le plus ourammentappel en optimisation. Après avoir exposé, dans un premier temps, les stratégies adap-tées aux problèmes sans ontraintes, nous examinons les méthodes utilisées dans le asoù la fontion oût est soumise à des ontraintes. Notre objetif étant de déterminer desonsignes satisfaisant un ertain ritère d'optimisation, onsistant ii à la rédution desdéfauts de fertilisation, le problème onsidéré présente alors de fortes similitudes ave unproblème de ontr�le optimal. Aussi, dans la dernière partie, nous nous intéressons à lathéorie liée à e type de problème fréquemment renontré dans le domaine de l'automa-tique.3.1 Problèmes sans ontraintesBien que les problèmes d'optimisation sans ontraintes sont renontrés peu fréquem-ment dans la pratique, l'étude des méthodes utilisées dans es as est essentielle a�n d'ap-préhender elles auxquelles on fait appel dans le as ave ontraintes. Les problèmes d'op-timisation sans ontraintes de dimension n onsistent à déterminer une solution x∗ ∈ Rnau problème suivant



56 3.1 Problèmes sans ontraintes
(P)





min f(x)

x ∈ Rn
(3.1)Un résultat d'existene est donné par le théorème suivant :Théorème 3.1.1 Soit f : Rn → R une fontion ontinue sur Rn. Si

lim
||x||→∞

f(x) =∞alors (P) admet une solution optimale x∗.Le point x∗ est appelé minimum loal lorsqu'il existe un voisinage de x∗ noté V (x∗)tel que
f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ V (x∗). (3.2)C'est un minimum global lorsqu'il véri�e
f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ Rn. (3.3)Posons ∇f(x) et H(x) = ∇2f(x) respetivement le gradient et la matrie hessiennede f au point x. Une ondition néessaire pour que x∗ soit un minimum loal du problèmeest alors donnée par Flether ([Fle87℄)




∇f(x∗) = 0

H(x∗) est semi-dé�nie positive (3.4)Une ondition su�sante pour que x∗ soit une solution du problème apparaît i-après :([Fle87℄)



∇f(x∗) = 0

H(x∗) est dé�nie positive (3.5)Les méthodes les plus employées pour la détermination d'un minimum loal sont ellesd'ordre zéro ([NM65℄), d'ordre un (Gradient) et d'ordre 2 (Newton, BFGS, L-BFGS), lenuméro d'ordre désignant le niveau de dérivabilité de la fontion oût utilisée dans lastratégie d'optimisation.



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 573.1.1 Algorithme du simplexeCette méthode ne néessite pas de alul de gradient ou de hessien et n'utilise que pourseule information les valeurs de la fontion oût en ertains points de l'espae de reherhe,les sommets d'un simplexe. Le simplexe est une �gure géométrique de dimension n, rééeà partir de n + 1 points, où haque dimension orrespond à une variable du problème àoptimiser. Ainsi, en dimension 2 , le simplexe est représenté par un triangle. Le prinipede ette méthode onsiste à déplaer e dernier vers la région optimale en remplaçantitérativement le plus mauvais point. Pour e faire, 3 transformations sont utilisées : laré�exion, la ontration et l'expansion. Généralement, l'algorithme suivant est mis enoeuvre :Algorithme :Etape 0 : Soit ǫ > 0. Soit un simplexe : x0, x1, ..xn. xmin, le point du simplexe où fest minimale f(xmin) = fmin ; xmax elui où elle est maximale f(xmax) = fmax ; xpelui où elle prend sa 2ème plus grande valeur f(xp) = fp ; b baryentre des points xjpour j 6= maxEtape 1 : Re�exion : xr = b+ α(b− xmax) ave α > 0, f(xr) = fr.Si fmin < fr < fp, xmax ← xr. Aller à l'Etape 2.Si fr < fmin, Expansion : xe = b+ β(xr − b) ave β > 0, f(xe) = fe.Si fe < fr, xmax ← xe. Aller à l'Etape 2.Sinon xmax ← xr. Aller à l'Etape 2.Si fp < fr < fmax, Contration : xc = b+ γ(b− xmax) ave 0 < γ < 1,
f(xc) = fc. Si fc ≤ fmax, xmax ← xc. Aller à l'Etape 2.Sinon xj = xmin + 0.5(xmin − xj). Aller à l'Etape 2.Etape 2 : Si √( 1

n+1

∑n
j=0

(
fxj
− f(b)

)2)
< ǫ, Stop.Sinon réordonner les points. Retourner à l'Etape 1.La onvergene de ette méthode risque d'être très lente ar la reherhe n'est pasorientée. Toutefois, il faut noter qu'elle implique des aluls extrêmement simples et ra-pides et peut don être e�ae dans les as où l'évaluation du gradient ou du hessienest oûteuse. Les méthodes basées sur es aluls, ommunément appelées méthodes dedesente, sont rappelées i-après.3.1.2 Méthodes de desenteLes tehniques de desente onstituent des méthodes itératives permettant de générerune suite de points x0, x1, . . . , xk qui onverge vers un minimum loal de la fontion



58 3.1 Problèmes sans ontraintesoût. A haque étape k, xk+1 est donné par : xk+1 = xk + tkdk où tk > 0 est un pasde déplaement et dk une diretion de desente, i.e. ∇f(xk)
Tdk < 0. Aussi, l'algorithme,aratérisant es méthodes, onsiste à faire les itérations suivantes :Algorithme :Etape 0 : k ← 0. Initialisation de x0.Etape 1 : alul de dk tel que ∇f(xk)

Tdk < 0Etape 2 : xk+1 = xk + tkdkEtape 3 : Si le ritère d'arrêt est véri�é, STOP.Sinon retourner à l'Etape 1.Remarque :Le test d'arrêt apparaissant à l'Etape 2 peut être de plusieurs types. Les plus utiliséssont les suivants :� Critère 1 : ||∇f(xk)||2 =
∑n

i=1

(
∂f
∂xi

(xk)
)2

< ǫ1 (ǫ1 > 0 donné)� Critère 2 : |f(xk)− f(xk−1)| < ǫ2 (ǫ2 > 0 donné)� Critère 3 : arrêt après un nombre d'itérations �xéComme on peut le voir, les aluls du pas tk et de la diretion dk onstituent des pointsruiaux assurant la onvergene de l'algorithme.Le pas tk est déterminé de sorte qu'il fasse déroître f su�samment le long de dk.Aussi, le pas de déplaement est hoisi tel que
tk = arg min

t>0
f(xk + tdk).La détermination de tk par résolution de e problème d'optimisation, dite reherhelinéaire exate, est ependant très peu employée dans la pratique du fait du nombre élevéd'évaluation de la fontion et du gradient pouvant être engendré. Aussi, on préfère le plussouvent faire appel à une reherhe linéaire inexate permettant de ontr�ler le pas tel qu'ilvéri�e ertaines onditions. La réalisation de la ondition suivante (ondition d'Armijo)assure une déroissane su�sante de la fontion oût

f(xk + tkdk) ≤ f(xk) + ω1tk∇f(xk)
Tdk, (3.6)où ω1 ∈ ]0, 1[. A�n d'éviter que le pas soit trop prohe de zéro, une ondition supplémen-taire est ajoutée (ondition de Wolfe)

∇f(xk + tkdk)
Tdk ≥ ω2∇f(xk)

Tdk, (3.7)



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 59ou la ondition de Goldstein
∇f(xk + tkdk)

Tdk ≥ f(xk) + ω2tk∇f(xk)
Tdk, (3.8)ave 0 < ω1 < ω2 < 1. Les algorithmes utilisés pour e�etuer la reherhe linéaire inexatesont détaillés en annexe (Annexe A).Pour e qui onerne le alul de la diretion de desente, il s'appuie essentiellement surl'évaluation du gradient ou de la matrie hessienne de la fontion objetif selon la méthodeemployée. Dans e qui suit, a�n d'expliiter es diverses méthodes, nous utiliserons lesnotations suivantes

gk = ∇f(xk),

Hk = ∇2f(xk).3.1.2.1 Méthode du gradientCette méthode, plus ommunément appelée Méthode de la plus grande pente, est uneméthode de référene pour la résolution de problèmes d'optimisation sans ontraintes. Elles'appuie sur le fait que la diretion opposée à elle du gradient onstitue une diretion dedesente. Ainsi, dans et algorithme, la diretion de reherhe est dé�nie par
dk = −gk. (3.9)Bien qu'elle soit très faile à mettre en oeuvre, ette méthode est à éviter. En e�et,l'algorithme onverge très lentement du fait de la non prise en ompte de la ourbure de

f évaluée par le hessien.3.1.2.2 Méthode du gradient onjuguéInitialement utilisée pour l'optimisation de fontions quadratiques, ette tehniques'est peu à peu étendue aux fontions quelonques. En l'ourene, à haque itération k,la diretion de desente est donnée par
dk =




−g0 si k = 0

−gk + βkdk−1 si k ≥ 1
(3.10)Le oe�ient βk peut être alulé de plusieurs manières di�érentes. Les plus utiliséessont :



60 3.1 Problèmes sans ontraintes� Polak-Ribière ([PR69℄) :
βk =

gk
T(gk − gk−1)

||gk−1||2
, (3.11)� Flether-Reeves ([FR64℄) :

βk =
||gk||

2

||gk−1||2
. (3.12)La onvergene globale des 2 versions (Flether-Reeves et Polak-Ribière) n'est assuréeque si l'on e�etue une réinitialisation de l'algorithme de manière périodique. On peut�xer e redémarrage arbitrairement toutes les n+1 itérations en initialisant à nouveau ladiretion de desente ave d0 = −gn+1 ([FR64℄). On peut également redémarrer lorsquela ondition suivante n'est plus satisfaite ([Pow77℄)

gk
Tdk

||gk||||dk||
≤ −α, (3.13)ave 0 < α < 1.Il faut noter que ette méthode ne stoke que très peu d'informations au ours desitérations et onverge beauoup plus rapidement que la méthode de la plus grande pente.Aussi, elle onstitue l'une des méthodes les plus populaires pour la résolution de problèmesde grandes tailles.3.1.2.3 Méthode de NewtonL'idée de base de ette tehnique onsiste à déterminer la diretion de reherhe enappliquant la méthode de Newton à la résolution du système d'équations ∇f(x) = 0.Aussi, à haque itération, dk est la solution de l'équation suivante

Hkdk = −gk, (3.14)où dk représente e�etivement une diretion de desente lorsque le hessien Hk est dé�nipositif. Par onséquent, si à l'itération k, xk est su�samment prohe d'un minimum loal
x∗, alors l'algorithme onverge quadratiquement vers x∗ ([Fle87℄). Cependant, pour desproblèmes non linéaires généraux, la dé�nie positivité du hessien peut ne pas être véri�éelorsque x se trouve éloigné de la solution. Dans e as, l'algorithme ne onverge pas. A�nde pallier à e problème, di�érentes tehniques existent telles que l'approhe basée surles régions de on�ane ([Ste83℄) ou la méthode de Newton tronquée ([DS83℄). Grâe àes algorithmes, le problème de onvergene de la méthode de Newton peut être résolu.Toutefois, et algorithme présente le gros inonvénient de la néessité du alul du hessienonnu pour être très oûteux. Pour ne pas être onfronté à des temps d'exéution trop



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 61importants, on peut alors faire appel aux méthodes de quasi-Newton.3.1.2.4 Méthodes quasi-NewtoniennesA�n d'éviter le alul des dérivées seondes de la fontion objetif, ette approheonsiste à approximer le hessien par une matrie Mk mise à jour à haque itération enprenant en ompte la ourbure de f . Cette dernière est onstruite à partir de la relationde réurrene Mk+1 = Mk + Ak où Ak est une matrie symétrique permettant de véri�erles onditions suivantes :(i) l'équation séante Mk+1(xk+1 − xk) = gk+1 − gk est satisfaite pour tout k,(ii) Mk+1 est symétrique dé�nie positive.Il existe diverses tehniques de mises à jour ([Fle87℄, [Dav91℄, [FP63℄) mais depuis lesannées 70, la méthode la plus utilisée satisfaisant les onditions (i)-(ii) est sans ontesteelle de BFGS ([Bro67℄, [Fle70℄, [Gol70℄, [Sha70℄). Cette dernière, onsidérée omme laplus e�ae, permet d'approximer l'inverse du hessien omme i-après
Mk+1 = Mk −

Mkykyk
TMk

yk
TMkyk

+
sksk

T

sk
Tyk

, (3.15)ave
sk = xk+1 − xk,

yk = gk+1 − gk.Le plus souvent, la formule (3.15) est mise sous une forme numériquement plus stabledonnée par
Mk+1 =

(
In −

skyk
T

yk
Tsk

)
Mk

(
In −

yksk
T

yk
Tsk

)
+
sksk

T

yk
Tsk

. (3.16)Au ours des itérations, on peut noter que la dé�nie positivité du hessien est assuréelorsque la ondition suivante est véri�ée
yk

Tsk > 0. (3.17)La méthode BFGS est alors tout à fait appliable lorsque la reherhe linéaire inexatese fait selon les règles de Goldstein ou de Wolfe onnues pour permettre de satisfaire (3.17).Il faut également noter que ette méthode est adaptée à des problèmes de grandestailles où la fontion objetif peut se déomposer omme une somme de fontions avepeu de paramètres. Néanmoins, ette propriété est souvent di�ile à véri�er. Aussi, onpréfère de loin utiliser des méthodes à mémoire limitée.



62 3.1 Problèmes sans ontraintes3.1.2.5 Méthode à mémoire limitée : LBFGS ([No80, LN89, BNS94℄)Pour les problèmes de grande taille, la méthode lassique BFGS exposée préédemmentpeut s'avérer rapidement ine�ae. En e�et, à haque itération, ette tehnique néessitele stokage de n(n+1)/2 informations, e qui peut auser une oupation trop importantede l'espae mémoire lorsque n devient très grand. Aussi, au lieu de stoker les matries
Mk, la méthode à mémoire limitée BFGS (LBFGS) permet d'approximer le hessien ouson inverse en ne stokant qu'un nombre limité m de paires de veteurs {si, yi}. La miseà jour de l'inverse du hessien se fait alors selon la proédure suivante :Pour k + 1 ≤ m, mise à jour selon la proédure lassique BFGS

Mk+1 = vk
Tvk−1

T · · · v0
TM0v0 · · · vk−1vk

+ vk
T · · · v1

Tρ0s0s0
Tv1 · · · vk...

+ vk
Tvk−1

Tρk−2sk−2sk−2
Tvk−1vk

+ vk
Tρk−1sk−1sk−1

Tvk

+ ρksksk
T.Pour k + 1 > m, mise à jour spéiale :

Mk+1 = vk
Tvk−1

T · · · vk−m+1
TM0vk−m+1 · · · vk−1vk

+ vk
T · · · vk−m+2

Tρk−m+1sk−m+1sk−m+1
Tvk−m+2 · · · vk...

+ vk
Tρk−1sk−1sk−1

Tvk

+ ρksksk
Tave ρk = 1/yk

Tsk et vk = (In − ρkyksk
T).Comme on peut le voir, pendant les m premières itérations ette méthode est semblable àla méthode BFGS. Lorsque k > m, la mise à jour se fait en éliminant la paire de veteursla plus anienne et en la remplaçant par elle alulée au point ourant.En pratique, lorsque m adopte des petites valeurs (3 ≤ m ≤ 7), on montre que ettestratégie est partiulièrement bien adaptée aux problèmes de grande taille . A�n de alulere�aement la diretion de desente, une formule réursive failement programmable dueà Matthies et Strang ([MS79℄) est ouramment utilisée. Ainsi, le produit Mkgk est évaluéen appliquant l'algorithme i-après :



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 63Algorithme :Etape 0 : Si k ≤ m iter = 0, bo = k, xk+1 = xk + tkdkSinon iter = k −m, bo = m.Etape 1 : qbo = gk.Etape 2 : Pour i = (bo− 1), ..., 0

j = i+ iter

αi = ρjsj
Tqi+1

qi = qi+1 − αiyi

r0 = M0.q0Pour i = 0, 1, ..., (bo− 1)

j = i+ iter

βj = ρjyj
Tri

ri+1 = ri + sj(αi − βi)La matrie M0 est une matrie de mise à l'éhelle pouvant être égale à la matrieidentité. Cependant, a�n d'augmenter les performanes de l'algorithme, on préfère engénéral la remplaer par la matrie M (0)
k donnée par
M

(0)
k = γkM0, (3.18)où γk = yk

Tsk/||yk||2.3.2 Problèmes sous ontraintesLes problèmes sous ontraintes peuvent se formuler de la manière suivante :
(P)





min f(x)

x ∈ K ⊂ Rn
(3.19)Le théorème suivant donne un résultat d'existene :Théorème 3.2.1 Soit f : K ⊂ Rn → R une fontion ontinue sur K et si de plus K estun ensemble fermé et borné, alors le problème (P) admet une solution optimale x∗.L'uniité de la solution résulte de la onvexité de f et de K :Théorème 3.2.2 Soit f : K ⊂ Rn → R stritement onvexe sur K onvexe. Le minimumde f sur K, s'il existe, est unique.Nous nous intéressons ii à des problèmes pouvant présenter des ontraintes d'éga-lité, d'inégalités simples ainsi que de doubles inégalités. De manière générale, e type deproblème se formule de la manière suivante :



64 3.2 Problèmes sous ontraintes
(P)





min f(x)

hi(x) = 0 i = 1, 2, ..., mh

gi(x) ≤ 0 i = 1, 2, ..., mg

li ≤ ci(x) ≤ ui i = 1, 2, ..., mc

x ∈ Rn

(3.20)
où les fontions de ontraintes hi, gi, ci sont des fontions de Rn dans R et l et u dans Rndésignent respetivement les veteurs de bornes inférieures et supérieures.Il existe diverses méthodes qui permettent de résoudre (P). Certaines sont essentielle-ment utilisées dans le as où les ontraintes sont linéaires (méthode des surfaes atives,méthode du gradient projeté). D'autres sont privilégiées lorsque les ontraintes sont nonlinéaires (programmation quadratique séquentielle). Dans ette partie, nous nous onsa-rerons à la desription d'algorithmes majoritairement utilisés pour traiter indi�éremmentles deux types de ontraintes (linéaires ou non) : méthode des pénalités, du Lagrangienaugmenté et des points intérieurs.3.2.1 Méthodes de pénalitésCes méthodes onsistent à remplaer la résolution du problème ave ontraintes (P)par une suite de résolutions de problèmes sans ontraintes. Cette opération est e�etuéeen introduisant dans la fontion oût un terme de pénalisation de haque ontrainte.Dans un premier temps, onsidérons le problème ave ontraintes d'égalité suivant :

(Pe)





min f(x)

h(x) = 0

x ∈ Rn

(3.21)où h : Rn → Rmh .A�n de déterminer une solution approhée de (Pe), l'idée onsiste à résoudre la suitede problèmes {Pj} dé�nis omme suit
(Pj)





min frj(x)

x ∈ Rn
(3.22)ave

frj (x) = f(x) +
rj

2
||h(x)||2, (3.23)



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 65où rj est une suite de oe�ient de pénalité qui doit véri�er
0 < rj < rj+1 ∀j, rj →∞, (3.24)a�n d'assurer la onvergene de l'algorithme.La méthode des pénalités permet également d'approher les solutions des problèmesfaisant intervenir des ontraintes d'inégalités simples tels que (Pi) donné par

(Pi)





min f(x)

gi(x) ≤ 0 i = 1, 2, ..., mg

x ∈ Rn

(3.25)Pour e faire, on résout de la même manière que préédemment une suite de problèmes
{Pj} en onsidérant ette fois-i

frj(x) = f(x) +
1

rj
ϕ(x), (3.26)

ϕ(x) =

mg∑

i=1

[max(0, gi(x))]
2 . (3.27)où rj est la suite de oe�ient de pénalité qui doit véri�er

0 < rj+1 < rj ∀j, rj → 0. (3.28)En appliquant ette proédure, il est également possible de aluler une solution d'unproblème ave ontraintes de doubles inégalités (Pd) dé�ni par
(Pd)





min f(x)

li ≤ ci(x) ≤ ui i = 1, 2, ..., mc

x ∈ Rn

(3.29)en le réérivant omme un problème présentant des ontraintes de simples inégalités (P
′

d)donné par :
(P

′

d)





min f(x)

ci(x)− ui ≤ 0 i = 1, 2, ..., mc

li − ci(x) ≤ 0 i = 1, 2, ..., mc

x ∈ Rn

(3.30)Les méthodes exposées préédemment sont souvent appelées méthodes de pénalités



66 3.2 Problèmes sous ontraintesextérieures ar elles pénalisent la violation de ontraintes. Par ailleurs, les solutions al-ulées au ours des itérations ne sont pas toujours réalisables e qui peut présenter uninonvénient si l'algorithme ne onverge pas. De plus, e type de méthodes ne onviennentpas dans le as où la fontion oût n'est pas dé�ni à l'extérieur du domaine de solutionsaeptables. Dans e as, d'autres tehniques, dites méthodes de pénalités intérieures,pénalisant l'abord de la frontière du domaine admissible peuvent être utilisées.Ainsi, si l'on onsidère (Pi), la fontion oût f est modi�ée en rajoutant l'une desfontions de pénalisation suivante appelées ouramment fontions barrières
ψ(x) =

mg∑

i=1

1

gi(x)2
, (3.31)ou ψ(x) = −

mg∑

i=1

ln gi(x). (3.32)Ii, (3.31)-(3.32) traduisent bien le fait que si x s'approhe de la limite de l'espaeréalisable, la fontion tend vers l'in�ni. Dans e as, la suite de problèmes à onsidérer estdonné par
(Pj)





min f(x) + rjψ(x)

x ∈ Rn
(3.33)Contrairement à la méthode des pénalités extérieures, pendant l'exéution de l'algo-rithme, les solutions trouvées sont dans le domaine réalisable mais, il faut disposer d'unpoint initial qui soit dans e domaine, e qui n'est pas toujours faile.3.2.2 Méthode du Lagrangien Augmenté ([Ro74, Ber82℄)Tout omme la méthode des pénalités, l'idée de la tehnique du Lagrangien augmentéest de pénaliser fortement les solutions non réalisables en modi�ant la fontion oût enfaisant intervenir un terme de pénalisation.Dans le as d'un problème du type (Pe), on dé�nit le lagrangien augmenté L : Rn ×

Rmh × R→ R donné par
L(x, λ, r) = f(x) + λTh(x) +

r

2
||h(x)||2. (3.34)où λ représente le veteur de multipliateurs de Lagrange et r un oe�ient de pénalité.Les travaux de [Ro74℄ et [Ber82℄ montrent alors que la solution de (Pe) peut êtredéterminée en résolvant la suite de problèmes sans ontraintes
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(Pk)





minL(x, λk, rk)

x ∈ Rn
(3.35)où λk est une suite bornée de Rmh et rk une suite de oe�ient de pénalité telle que pourtout k, 0 < rk < rk+1.Aussi, a�n de trouver une solution approhée de (Pe), l'algorithme suivant est le plussouvent employé :Algorithme LE :Etape 0 : Choix de x0. Choix de ǫ, éart maximal de violation des ontraintes

j ← 0 ; λ0 ← 0 ; r0 > 0Etape 1 : k ← k + 1Etape 2 : xk = arg min
x∈Rn

L(x, λk, rk)Etape 3 : Si ||h(x)||2 < ǫ alors STOPSinon mise à jour des multipliateurs de Lagrange λk et des oe�ients depénalité rkRetourner à l'Etape 1.Dans le but d'aboutir à une solution faisable, les multipliateurs de Lagrange sont misà jour à l'Etape 3 de l'algorithme préédent selon la formule suivante ([Ber82℄) :
λk+1 ← λk + rkh(xk). (3.36)D'autre part, un ajustement des oe�ients de pénalité est également mis en oeuvreen appliquant

rk+1 ← βrk. (3.37)Ii, β > 1 de telle sorte que la suite rk soit stritement roissante. Par ailleurs, pouréviter que le problème devienne mal onditionné et que l'algorithme onverge assez rapi-dement, on a le plus souvent β ∈ [4, 10]. De plus, a�n de satisfaire à es deux onditions,l'ajustement (3.37) est e�etué seulement si la mesure de la violation des ontraintes
||h(xk)|| ne déroît pas su�samment. Aussi, au lieu d'appliquer (3.37), on préfère utiliserla mise à jour dé�nie par

rk+1 ←




βrk si ||h(xk)|| > γ||h(xk−1)||

rk sinon (3.38)Une autre version onsiste à onsidérer di�érents paramètres de pénalité pour haqueontrainte hi(x) = 0. Ainsi, uniquement les oe�ients de pénalité orrespondant aux



68 3.2 Problèmes sous ontraintesontraintes i où la diminution de l'éart ||hi(x
k)|| est inférieure du fateur γ à l'éart del'itération préédente, sont ajustés.Des valeurs judiieuses pour les paramètres β et γ sont ([Ber82℄) : β = 10 et γ = 0.25.En pratique, le hoix de λ0 = 0 ne modi�e pas de manière signi�ative la onvergenede l'algorithme. En revanhe, elle-i est largement in�uenée par la valeur de r0. Ainsi,omme ela est le as pour β, r0 doit être hoisi ni trop grand ni trop petit pour éviter res-petivement des instabilités numériques et une onvergene trop lente. N'ayant pas à prioriles informations néessaires pour déterminer failement ette valeur, r0 est généralementévaluée en proédant à de multiples tests numériques.La méthode du lagrangien augmenté permet également d'approher les solutions desproblèmes faisant intervenir des ontraintes d'inégalités simples du type (Pi). L'idée est derajouter des variables d'éart a�n de se ramener à un problème ave ontraintes d'égalités.Aussi, le nouveau problème est donné par

(P
′

i)





min f(x)

gi(x) + s2
i = 0 i = 1, 2, ..., mg

x ∈ Rn

(3.39)où s = {{si} |i = 1, 2, ..., mg}.Le lagrangien augmenté L : Rn ×Rmg × Rmg ×R→ R de (Pi) est alors
L(x, s, λ, r) = f(x) + λT(g(x) + s2) +

r

2
||g(x) + s2||2. (3.40)L'objetif est alors de déterminer les paramètres (x∗, s∗) minimisant (3.40). Ii, il estimportant de noter que s∗ peut être alulé de manière expliite pour haque x �xé.Considérons alors le problème suivant

min
s
L(x, s, λ, r) = f(x) +

mg∑

i=1

min
si

{
λi(gi(x) + s2

i ) +
r

2
||gi(x) + s2

i ||
2
}
. (3.41)Un alul diret permet d'obtenir la solution s∗i donné par

s∗i = max {0,− [(λi/r) + gi(x)]} . (3.42)On a alors
gi(x) + s∗i = max {gi(x),−(λi/r)} . (3.43)



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 69Aussi, on peut dire que
L(x, λ, r) = f(x) +

1

2r

mg∑

i=1

{
[max {0, λi + rgi(x)}]

2 − λ2
i

}
. (3.44)On obtient ainsi une expression de la même forme que (3.34) et l'on peut alors appliquerl'algorithme LE en onsidérant la mise à jour suivante à l'Etape 3

λk+1
i ← max

{
0, λk

i + rkgi(x
k)
}
. (3.45)Il faut noter que la méthode du Lagrangien augmenté permet de minimiser diretementla fontion objetif sujet à des ontraintes de double inégalités. Ainsi, il est possible d'éviterd'appliquer la transformation permettant, de la même manière qu'au paragraphe 3.2.1,de mener au problème (P

′

d) et ainsi de doubler le nombre de ontraintes. Pour e faire, onprivilégie la proédure détaillée par la suite.Ainsi, dans un premier temps, on peut remarquer que (Pd) peut être reformulé ommesuit
(P ′′

d )





min f(x)

li ≤ ci(x)− vi ≤ ui, i = 1, 2, ..., mc

vi = 0, i = 1, 2, ..., mc

x ∈ Rn

(3.46)
En éliminant la ontrainte v = 0 du problème préédent, il est alors possible d'appro-her une solution de (Pd) grâe à la résolution de la suite de problèmes donnés par

(Pv)





min f(x) +
mc∑

i=1

{
λk

i vi +
rk

2
(vi)

2

}

li ≤ ci(x)− vi ≤ ui, i = 1, 2, ..., mc

x ∈ Rn

(3.47)
En séparant les variables x et v, (Pv) devient équivalent à

(P
′

v)





min f(x) +
mc∑

i=1

qi[ci(x, λ
k
i , r

k)]

x ∈ Rn

(3.48)où



70 3.2 Problèmes sous ontraintes
qi[ci(x, λ

k
i , r

k)] = min
li≤ci(x)−vi≤ui

{
λk

i vi +
rk

2
(vi)

2

}
. (3.49)En proédant de la même manière que pour les ontraintes de simples inégalités, onpeut pour x �xé aluler v∗ dont les omposantes sont données par

v∗i =





ci(x)− ui si λk
i vi + rk[ci(x)− ui] > 0

ci(x)− li si λk
i vi + rk[ci(x)− li] < 0

−λk
i /r

k sinon (3.50)On a alors
qi[ci(x, λ

k
i , r

k)] =





λk
i [ci(x)− ui] + rk

2
(ci(x)− ui)

2 si λk
i vi + rk[ci(x)− ui] > 0

λk
i [ci(x)− li] + rk

2
(ci(x)− li)2 si λj

ivi + rk[ci(x)− li] < 0

−(λk
i )

2/2rk sinon (3.51)En tenant ompte de (3.51) et en onsidérant (3.47), on retombe typiquement sur unproblème pouvant être résolu par l'algorithme LE. En l'ourrene, la mise à jour des λk
ise fera omme suit

λk+1
i ←





λk
i + rk(ci(x)− ui) si λk

i vi + rk[ci(x)− ui] > 0

λk
i + rk(ci(x)− li) si λk

i vi + rk[ci(x)− li] < 0

0 sinon (3.52)
3.2.3 Méthode des points intérieurs ([BNS94, FG98, CGOT00℄)Durant es dernières années, de nombreux travaux onernant ette tehnique ont étémenés et ont onduit entre autres à l'élaboration de puissants logiiels tels que LOQO([VS99℄) et KNITRO ([BHN00℄).Pour un problème ave ontraintes d'inégalités simples (Pi), ette méthode onsiste àremplaer e dernier par le problème suivant :

(Pint)





min f(x)

g(x) + w = 0

w ≥ 0

x ∈ Rn

(3.53)



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 71Les ontraintes d'inégalités sont alors éliminées en faisant intervenir une fontion bar-rière. On obtient le nouveau problème
(Pµ)





min f(x)− µ
mi∑

i=1

(ln (wi))

g(x) + w = 0

x ∈ Rn

(3.54)
ave µ > 0. L'idée de l'approhe des points intérieurs est don de résoudre la suite deproblèmes (Pµ), puis par déroissane du paramètre de perturbation µ d'aboutir à lasolution du problème original.Notons L : Rn × Rmg → R, le lagrangien du problème (Pµ) dé�ni par

L(x, y) = f(x)− µ

mg∑

i=1

(ln (wi)) + yT(g(x) + w). (3.55)En appliquant les onditions d'optimalité du premier ordre, on peut dire que si x estsolution de (Pµ) alors il existe un veteurs y ∈ Rmg tel que




∇xL = ∇f(x) +∇g(x)Ty = 0

∇wL = −µW−1e+ y = 0

∇yL = g(x) + w = 0

(3.56)où W est une matrie diagonale ave les éléments wi et e un veteur de taille mg tel que
e = [1...1]T.A�n de résoudre le système primal-dual (3.56), l'approhe de Newton est ourammentutilisée. Après alul des diretions de reherhe ∆x, ∆w et ∆y, les algorithmes e�e-tuent alors une reherhe linéaire de telle sorte que les nouveaux itérés réduisent nonseulement la fontion objetif du problème (Pµ) mais également une fontion de méritea�n d'assurer la faisabilité des solutions. Si f est onvexe, on montre que les diretionstrouvées sont e�etivement des diretions de desente ([Wri92℄). Dans le as ontraire,di�érentes tehniques permettant de trouver un minimum de la fontion oût existent([VS99℄, [Wri92℄).Dans le as où le problème à résoudre est similaire à (Pd), on se ramène au problème



72 3.2 Problèmes sous ontraintessuivant :
(Pdint)





min f(x)

c(x)− w = l

w + q = r

w, q ≥ 0

x ∈ Rn

(3.57)
ave l + r = u.De la même manière que préédemment, une fontion barrière est utilisée pour éliminerles ontraintes d'inégalités

(P
′

µ)





min f(x)− µ
mc∑

i=1

(ln (wi) + ln (qi))

c(x)− w − l = 0

w + q − r = 0

x ∈ Rn

(3.58)
ave µ > 0.Si nous posons Ld : Rn × Rmc ×Rmc → R le lagrangien du problème (P

′

µ) dé�ni par
Ld(x, y, λ) = f(x)− µ

mc∑

i=1

(ln (wi) + ln (qi)) + yT(c(x)− w − l) + λT(w + q − r) (3.59)nous sommes alors amenés à onsidérer le système suivant en appliquant les onditionsd'optimalité du premier ordre




∇xL = ∇f(x) +∇c(x)Ty = 0

∇wL = −µW−1e− y + λ = 0

∇qL = −µQ−1e+ λ = 0

∇yL = c(x)− w − l = 0

∇λL = w + q + r = 0

(3.60)
où Q est une matrie diagonale ave les éléments qi. (3.60) est alors résolu également enfaisant appel à une approhe de Newton et l'algorithme s'e�etue omme exposé pour larésolution de (Pi).Cependant, il est important de noter ii que (P

′

µ) fait apparaître des ontraintes ainsique des variables supplémentaires impliquant ainsi une augmentation du nombre des mul-tipliateurs de Lagrange.



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 733.3 Problèmes de ontr�le optimal3.3.1 GénéralitésUn problème de ommande optimale est basée sur la minimisation d'une fontionnellemesurant l'éart entre l'état ourant du système et l'état désiré. Dans ertains as, ettefontionnelle peut également omporter un terme supplémentaire permettant alors depondérer les ontr�les selon les objetifs souhaités. Par ailleurs, il n'est pas rare de faireintervenir des ontraintes sur l'état et les ommandes. Ainsi, un problème de ontr�leoptimal se formule généralement de la manière suivante :
(Popt)





min
u
J(z, u)

z = F (u, t), (Equation d'état)
u ∈ Uad, (Contraintes sur les ontr�les)
z ∈ K, (Contraintes sur l'Etat) (3.61)où u est le veteur de ontr�le et Uad est l'ensemble des ontr�les admissibles.Par ailleurs, l'équation d'état peut être :� un système d'équations di�érentielles ;� une ou plusieurs équations aux dérivées partielles.La résolution d'un problème de ontr�le optimal faisant appel à des théories spéi�quesà haque type d'équation d'état, les setions suivantes traiteront séparément es deuxlasses de problèmes.3.3.2 Problème de ommande optimale gouverné par des équa-tions di�érentiellesSi l'on ne tient pas ompte des ontraintes sur l'état, le problème de ontr�le est danse as généralement donné par

(Pdiff )





min
u

J(z, u) =

∫ tf

0

V (t, z(t), u(t))dt+ R(tf , z(tf ))

ż = F (t, z(t), u(t))

u ∈ Uad

(3.62)où F est C1 de R1+m+n dans Rm, V est C1 de R1+m+n dans R, R est ontinue sur R1+m,
z ∈ Rm et les ommandes u sont à valeurs dans un ompat Uad ⊂ Rn dont les trajetoiresassoiées relient un point initial de Z0 ⊂ Rm à un point �nal de Z1 ⊂ Rm. Par ailleurs, letemps �nal tf peut être �xé ou non.



74 3.3 Problèmes de ontr�le optimalEn partiulier, dans le as le plus fréquemment renontré en automatique où l'objetifest de stabiliser l'état autour d'une trajetoire de onsigne, la fontion oût se formule dela manière suivante :
min

u
J(z, u) =

1

2

∫ tf

0

(z(t)− z∗(t))2dt+
ǫ

2

∫ tf

0

u(t)2dt (3.63)où ǫ > 0 et z∗ : R→ Rm est l'état désiré.Le théorème suivant donne un résultat d'existene d'une solution au problème (Pdiff ) :Théorème 3.3.1 ([Tre05℄) Supposons que :� il existe un réel positif b tel que toute trajetoire assoiée à un ontr�le u ∈ Uad estuniformément bornée par b sur [0, tf ], i. e.
∃b > 0|∀u ∈ Uad ∀t ∈ [0, tf ] ||z(t)|| ≤ b, (3.64)� ∀ (t, z) ∈ R1+n, l'ensemble Ṽ (t, z) dé�ni par :
Ṽ (t, z) = {(V (t, z, u), F (t, z, u)) |u ∈ Uad} (3.65)est onvexe.Alors il existe un ontr�le optimal u sur [0, tf ] qui minimise (Pdiff ).Soit H : Rm×Rn×Rm×R×R → R, la fontion de Pontryaguine assoiée au systèmeintervenant dans (Pdiff ) et dé�nie par

H(z, u, p, p0, t) = pTF (t, z, u) + p0(V (t, z, u) +R(t, z)). (3.66)Le Hamiltonien du système H : Rm × Rm × R× R→ R est alors donné par
H(z, p, p0, t) = sup

u∈Uad

H(z, u, p, p0, t). (3.67)Les onditions néessaires d'optimalité sont données par le théorème suivant qui estsouvent présenté omme le "Prinipe du Maximum de Pontryagin" ([PBGM74℄) :Théorème 3.3.2 Si u ∈ Uad assoié à la trajetoire z(·) est optimal sur [0, tf ], alors ilexiste un réel négatif p0 et une appliation p(·) : [0, tf ] → Rm ontinue appelée veteuradjoint tels que :� le veteur adjoint p soit solution de l'équation di�érentielle
ṗ = −

∂H

∂z
(z, u, p, p0, t) (3.68)



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 75� pour presque tout t ∈ [0, tf ], u(t) réalise le maximum instantané de H(z, ·, p, p0, t)

H(z(t), u(t), p(t), p0, t) = Max
v∈Uad

H(z(t), v, p(t), p0, t) = H(z(t), p(t), p0, t) (3.69)� si tf n'est pas �xé, la ondition suivante est assurée (Condition de transversalité surle Hamiltonien)
Max
v∈Uad

H(z(tf ), v, p(tf), p0, tf ) = −p0
∂R

∂R
(tf , z(tf )) (3.70)� si Z0 et Z1 ont des espaes tangents en z(0) et z(tf ), alors le veteur adjoint véri�eles onditions suivantes aux extrémités (Conditions de transversalité sur le veteuradjoint)

p(0) ⊥ Tz(0)Z0 (3.71)
p(tf )− p0

∂R

∂z
(tf , z(tf )) ⊥ Tz(tf )Z1 (3.72)En appliquant le Prinipe du Maximum de Pontryagin, la résolution de (Pdiff ) seramène à la détermination du ouple (z(t), p(t)) solution d'un système di�érentiel de laforme η̇ = N(t, z(t)) où η = (z(t), p(t)) et où les onditions de transversalité se mettentsous la forme S(η(0), η(tf)) = 0. Si η(t, η0) est la solution du problème de Cauhy

η̇ = N(t, z(t)), η(0) = η0,et si l'on note D(η0) = S(η(0), η(tf , η0)), alors le problème di�érentiel aux deux boutsdevient équivalent à
(Pdir) D(η0) = 0. (3.73)

(Pdir) peut alors être résolu en appliquant la méthode de Newton. L'approhe quiii repose sur le alul d'un ontr�le optimal par le biais de la résolution d'un systèmedi�érentiel est ouramment appelé méthode de tir simple. Une autre stratégie, baptiséeméthode de tir multiple, permet également de résoudre le même système en subdivisantette fois-i l'intervalle [0, tf ] en l intervalles [tj, tj+1] et où l'on onsidère les valeurs
η(tj) omme étant les inonnues du problème. Ces deux approhes sont assimilées à desméthodes dites indiretes.Il existe également des méthodes diretes. Ces dernières onsistent à disrétiser l'état etle ontr�le et à ramener le problème de ommande optimale à un problème d'optimisationnon linéaire. Il s'agit ainsi de hoisir dans un premier temps une disrétisation dans des



76 3.3 Problèmes de ontr�le optimalespaes de dimension �nie
z(t) =

l∑

j=1

zjEj(t), (3.74)
u(t) =

l∑

j=1

ujUj(t), (3.75)où Ej(t) et Uj(t) sont des bases de Galerkin. A l'issue de ette phase, on retombe alorssur un problème d'optimisation sous ontraintes pouvant être résolu en faisant appel àl'une des tehniques de la setion 3.2.
3.3.3 Problème de ontr�le optimal régi par une équation à déri-vées partiellesLes problèmes de ontr�le optimal faisant apparaître des ontraintes sous la formed'équations à dérivées partielles font aujourd'hui de plus en plus l'objet de bon nombred'études du fait de leur grande importane dans les appliations industrielles. Ainsi, esproblèmes peuvent intervenir par exemple dans le domaine de l'aéronautique ave l'op-timisation de formes d'ailes d'avion, ou enore dans le domaine de la météorologie avel'amélioration des prévisions des phénomènes atmosphériques et oéaniques.Les théories onernant l'existene de solution ou les onditions néessaires et/ou suf-�santes d'optimalité di�èrent selon le type d'équation d'état (elliptique, parabolique ouhyperbolique). Toutefois, les méthodes de résolution numérique les plus souvent utiliséessont très similaires dans haque as et onsistent à disrétiser la fontion objetif ainsi quel'équation à dérivées partielles et à transformer alors le problème original en un problèmed'optimisation non linéaire omme exposé préédemment ([BIT99℄, [MM00℄, [RWT98℄).L'objetif de ette partie étant de présenter es approhes numériques nous présenterons,par soui de larté, es dernières en traitant un exemple où l'équation d'état est uneéquation elliptique.Considérons alors le problème de ontr�le donné par

(Ppar)





min
u
J(z, u)

u ∈ Uad, ave Uad un ompat de L2(Ω)
(3.76)où z ∈ H1(Ω) est solution de l'équation d'état
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(Ellip)




−∆z = y(u), ave y ∈ L2(Ω)

z = w sur Γ = ∂Ω, ave w ∈ H1/2(Γ) (Contrainte de Dirihlet) (3.77)Dé�nition 3.3.1 La restrition au bord Γ d'une fontion z ∈ H1(Ω) est appelée trae aubord et est notée γ0(z).Théorème 3.3.3 ([RT83℄) L'ensemble des traes au bord des fontions de H1(Ω) formeun sous-espae de L2(Ω).Nous pouvons alors déomposer la fontion z en une somme z0 + zw où z0 ∈ H1
0 (Ω) et

zw ∈ H
1(Ω) véri�ant γ0(zw) = w. D'autre part, on dé�nit sur V = H1

0 (Ω)

a(z0, ψ) =

∫

Ω

∇z0∇ψdv, (3.78)
l(ψ) =

∫

Ω

y(u)ψdv −

∫

Ω

∇zw∇ψdv. (3.79)Proposition 3.3.1 ([RT83℄) La solution z = z0 + zw de (Ellip) est unique et z0 peut êtredéterminée à partir de la résolution du problème variationnel suivant :




trouver z0 ∈ V tel que pour tout ψ ∈ V :

a(z0, ψ) = l(ψ).
(3.80)

A partir de e résultat et en tenant ompte que Uad est un ensemble ompat et que
J est ontinue sur H1(Ω)×Uad, on peut onlure que le problème (Ppar) admet au moinsune solution.Le plus souvent la fontion oût et l'équation d'état sont di�ilement alulables demanière analytique. Une disrétisation est alors réalisée a�n de se ramener à un problèmede dimension �nie.Notons V1 = H1(Ω). Soient V M

1 ⊂ V1 et UN
ad ⊂ Uad deux espaes de Hilbert dedimension �nie. Par ailleurs, dé�nissons M fontions φj ∈ V M

1 et N fontions φ̂j ∈ UN
adtelles que

z(x) ≈
M∑

j=1

zjφj(x),

u(x) ≈
N∑

j=1

ujφ̂j(x).



78 3.3 Problèmes de ontr�le optimalPosons U = (u1, ..., uN) et Z = (z1, ..., zM). Une solution du problème de dimensionin�nie (Ppar) est alors approximée en déterminant U solution du problème de dimension�ni suivant :
(Pdisc)





min
U

Jh(Z,U)

U ∈ UN
ad

(3.81)où Z est solution du système linéaire suivant :
A(U)Z = B(U) (3.82)ave A(U) et B(U) des matries obtenues en appliquant un shéma de disrétisation d'élé-ments �nis ou de di�érenes �nies. On aboutit ainsi à un problème d'optimisation sousontraintes pouvant être résolu en appliquant l'une des tehniques présentées dans la se-tion 3.2. Le alul du gradient de la fontion objetif, essentiel pour la détermination d'unediretion de desente, peut alors se faire par di�érenes �nies ou de manière analytique.C'est ette dernière approhe qui est le plus souvent employée lorsque l'équation d'étatest une équation elliptique. En e�et dans e as, le gradient est donné par le théorème quisuit :Théorème 3.3.4 Si les appliations U → A(U) et U → B(U) sont su�samment régu-lières, alors

∂J(U)

∂uj
=
∂J(Z,U)

∂uj
+ pT

(
∂B(U)

∂uj
−
∂A(U)

∂uj

) (3.83)où p est la solution du système adjoint
A(U)p = ∇UJ(Z,U) (3.84)Aussi, le alul du gradient de la fontion objetif à l'itération j peut se faire enappliquant l'algorithme qui suit :Algorithme PARj :Etape 0 : Calul de Zj par résolution de A(U j)Zj = B(U j)Etape 1 : Calul de pj par résolution de A(U j)pj = ∇UjJ(Zj , U j)Etape 2 : Calul du gradient de J(U) en appliquant (3.83).On peut alors résoudre (Pdisc) en implémentant l'algorithme suivant :Algorithme OPT :Etape 0 : Choix de U0 et de ǫ. j ← 0.Etape 1 : Calul de ∇J(U j) à partir de PARj et détermination d'une diretion de



Chap.3 : Méthodes d'optimisation 79desente dj.Etape 2 : U j+1 = U j + tjdj .Etape 3 : Si ‖∇J(U j+1)‖
2
< ǫ alors STOP.Sinon j ← j + 1 et retourner à l'Etape 1.3.4 ConlusionCe hapitre a présenté di�érentes méthodes de résolution de problèmes d'optimisa-tion. Dans un premier temps, les avantages et les inonvénients des algorithmes les plusfréquemment utilisés dans le as de problèmes sans ontraintes ont été exposés. Ainsi, laméthode du simplexe peut s'avérer être une stratégie très e�ae lorsque la fontion ob-jetif onsidérée est non di�érentiable ou si l'évaluation de son gradient est très oûteuse.L'usage de stratégies s'appuyant sur les informations données par les dérivées seondes dela fontion oût, telles que les méthodes quasi-Newtoniennes, peut d'autre part se révélerpertinent pour la résolution de problèmes dont le temps de alul du ritère d'optimisa-tion ainsi que de son gradient ne soit pas trop important. Dans le as de problèmes degrande taille, il est préférable de faire appel à des stratégies ne néessitant le stokage quepeu d'informations omme l'algorithme du gradient onjugué ou une méthode du typeLBFGS.Les travaux de ette thèse reposant sur la minimisation d'une fontion objetif enprésene de ontraintes (ontraintes d'inégalités entre autres) omme disuté au Chapitre2, des algorithmes dédiés à la résolution de ette lasse de problèmes sont également pré-sentés. Ces derniers sont alors hoisis de telle sorte qu'ils puissent traiter indi�éremmentdes ontraintes linéaires et non linéaires. Parmi es méthodes, essentiellement basées surla résolution d'une suite de problèmes sans ontraintes obtenus en ajoutant aux fontionsoût originales un terme permettant de pénaliser fortement les solutions non aeptables,elle du Lagrangien augmenté s'avère la mieux adaptée pour traiter les problèmes aveontraintes d'inégalités et de doubles inégalités. Il est don fort probable que nous soyonsamenés à utiliser e genre d'algorithme dans ette étude. Par ailleurs, les stratégies ou-ramment appliquées pour la résolution de problèmes de ontr�le optimal, type partiulierde problèmes d'optimisation sous ontraintes où l'une d'entre elles est une équation di�é-rentielle ou à dérivées partielles ouramment appelée équation d'état, sont également misesen exergue. Nous verrons dans les prohains hapitres omment l'ensemble des tehniquesprésentées ii peuvent être utilisées pour résoudre le problème de défauts de répartition.



80 3.4 Conlusion



Chapitre 4Apport optimal d'engrais en pleinhamp
Lorsque les erreurs de suivis de trajetoires peuvent être onsidérées omme négli-geables du fait d'une orretion apportée par l'une des méthodes exposées au Chapitre2, les défauts de répartition d'engrais en plein hamp sont alors uniquement dûs à dessingularités géométriques aratérisées ii par des passages irrégulièrement espaées ounon parallèles. Il onvient don de s'appuyer sur la onnaissane de es trajetoires impo-sées a�n de déterminer les onsignes à appliquer en entrée du distributeur permettant deminimiser les erreurs de fertilisation. Nous adoptons ii une approhe mathématique per-mettant d'assimiler le problème d'apport optimal d'engrais en plein hamp à un problèmed'optimisation où la fontion oût mesure l'éart quadratique entre les doses réellementépandues le long des passages et les doses désirées.Dans la première partie de e hapitre, nous nous attardons sur une première formula-tion mathématique du ritère adopté. Nous expliitons, par la suite, l'approhe employéea�n de failiter la résolution du problème original. Les algorithmes d'optimisation utiliséssont également détaillés. En�n, nous exposons des résultats numériques obtenus pour uneoptimisation de la répartition plein hamp onernant dans un premier temps des parelles�tives présentant des trajetoires rigoureusement parallèles puis un hamp réel.4.1 Formulation mathématiqueLa formalisation du problème repose sur le modèle de répartition spatiale d'engrais(1.1). A�n de dé�nir de manière rigoureuse la fontion objetif, préisons tout d'abordquelques notations.Soit t ∈ R le temps, D ∈ R2 un domaine spatial et s : (0, T ) → R2 une trajetoire



82 4.1 Formulation mathématiquesur D. L'équation (1.1) modélisant une nappe de répartition générée uniquement par unseul disque, la nappe globale produite par un distributeur bidisque résulte alors de lasommation des répartitions issues des disques droit et gauhe. Aussi, on dé�nit pour lanappe éjetée par le disque à droite de la mahine m1 : (0, T ) → R, ρ1 : (0, T ) → R+ et
ϕ1 : (0, T )→ R qui sont respetivement le débit massique, le rayon moyen et l'angle moyende répartition. De même, on pose m2 : (0, T ) → R, ρ2 : (0, T ) → R+ et ϕ2 : (0, T ) → R,les fontions dé�nissant le débit massique, le rayon moyen et l'angle moyen de la nappespatiale générée par le disque gauhe. Pour simpli�er les notations, on utilisera dans lasuite M(t) = (m1(t), m2(t)) ∈ R2, R(t) = (ρ1(t), ρ2(t)) ∈ R2 et Φ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t)) ∈ R2.Par ailleurs, le modèle (1.1) donné par Colin ([Col97℄) fait intervenir les éarts-types radial
σr : µ ∈ R→ R∗

+ et angulaire σϕ : µ ∈ R→ R∗
+ pouvant être modélisés empiriquement etdé�nis respetivement par :

σr(µ) =





(µ− 5)4 +
8.6e− 1

4.12
× (µ− 5) +

8.2e− 2

4.12
si µ < 5

8.6e− 1

4.12
× (µ− 9e− 2)− 1.005 ailleurs (4.1)

σϕ(µ) =





(µ− 5)4 +
2.27

4.12
× (µ− 5) +

70.41

4.12
si µ < 5

2.27

4.12
× (µ− 9e− 2) + 14.385 ailleurs (4.2)Selon la modélisation proposée par Colin ([Col97℄), les nappes distribuées par lesdisques droit et gauhe de l'épandeur, à l'instant t, sont données par les fontions qα :

D × (0, T )→ R, 1 ≤ α ≤ 2, dé�nis par
qα(x,mα(t), ρα(t), ϕα(t)) = κα · exp

(
−

(r(x, t)− ρα(t))2

2σr(ρα(t))2
−

(θ(x, t)− ϕα(t))2

2σθ(ρα(t))2

)
, (4.3)où

κα =
mα(t)

2πσr(ρα(t))σθ(ρα(t))
. (4.4)La répartition globale qtot : D × (0, T )→ R est alors donnée par

qtot(x,M(t), R(t),Φ(t)) =
2∑

α=1

qα(x,mα(t), ρα(t), ϕα(t)). (4.5)A partir de (4.5), il est alors possible de déduire la dose totale Q : D → R distribuéeau ours d'un passage sur le domaine D dé�nie par
Q(x,M,R,Φ) =

∫ T

0

qtot(x,M(t), R(t),Φ(t))dt. (4.6)



Chap.4 : Apport optimal d'engrais en plein hamp 83La rédution des e�ets néfastes de la fertilisation entrifuge étant diretement liéeà la diminution des erreurs de répartition d'engrais dans le hamp, il onvient don dedéterminer les fontions optimales M , R, Φ qui minimisent la fontionnelle suivante
F (M,R,Φ) =

∫

D

[Q(x,M,R,Φ)−Q∗]2 dx, (4.7)ave Q∗ la dose presrite obtenue par les aluls menés préalablement par les ingénieursagronomes. D'autre part, a�n de tenir ompte des limites méaniques du système et de nepas solliiter trop violemment les ationneurs, la minimisation de F doit se faire de sorteque les fontions M , R, Φ ainsi que leurs dérivées premières soient bornées. Considéronsdon C0(0, T ) l'espae vetoriel des fontions ontinues et C0,1(0, T ) l'espae des fontionsLipshitz sur (0, T ). Nous pouvons alors dé�nir l'ensemble des fontions admissibles S par
S =

{
(M,R,Φ) ∈ C0,1(0, T )|Mmin ≤M ≤Mmax, Rmin ≤ R ≤ Rmax,

Φmin ≤ Φ ≤ Φmax, |M
′

(t)| ≤ αδ, |R
′

(t)| ≤ βδ, |Φ
′

(t)| ≤ γδ
} (4.8)où α, β et γ sont des onstantes positives telles que S soit non vide. Le problème derédution des erreurs de fertilisation peut alors se remettre sous la forme :Trouver (M̂, R̂, Φ̂) ∈ S tels que :

F (M̂, R̂, Φ̂) ≤ F (M,R,Φ), ∀(M,R,Φ) ∈ S (4.9)
4.2 Disrétisation spatiale et temporelleLe alul analytique de (4.7) étant impossible, nous proédons alors à une disrétisationspatiale et temporelle a�n d'en obtenir une valeur approhée. Ainsi, omme ela est leas pour la arte de onsigne de dose (f. �gure 2.3), le domaine D est virtuellementdéomposé en mailles élémentaires arrées de dimension 1 m × 1 m de sorte que Qpuisse être approximée par le biais d'une interpolation bilinéaire. En e qui onernela disrétisation sur le temps, elle est e�etuée en divisant l'intervalle (0, T ) en n sous-intervalle de longueurs δ = T/n. On dé�nit alors Mi = M(ti), Ri = R(ti) et Φi = Φ(ti)et

M =




M1...
Mn


 ∈ R2n, R =




R1...
Rn


 ∈ R2n, Φ =




Φ1...
Φn


 ∈ R2n.Dans haque sous-intervalle, nous faisons alors appel à la formule des trapèzes



84 4.2 Disrétisation spatiale et temporelle
∫ b

a

f(x)dx =
b− a

2
(f(a) + f(b)), (4.10)a�n d'approher l'intégrale (4.6). Ainsi, il vient que

Q(x,M ,R,Φ) = δ

(
χ+

n−1∑

i=1

qtot(x,Mi, Ri,Φi)

)
, (4.11)

avec χ =
1

2
q(x,Mn, Rn,Φn). (4.12)La fontion à minimiser est alors maintenant

F (M ,R,Φ) =

∫

D

[Q(x,M ,R,Φ)−Q∗]2dx. (4.13)En utilisant la méthode des trapèzes, nous avons impliitement onsidéré une approxi-mation linéaire de M , R et Φ. Aussi, il vient que l'ensemble des ontraintes dé�ni par(4.8) peut être approximé par l'ensemble S ⊂ R6n dé�ni par
S =

{
(M ,R,Φ) ∈ R6n|Mmin ≤M ≤Mmax, Rmin ≤ R ≤ Rmax,

Φmin ≤ Φ ≤ Φmax, |Mi+1 −Mi| ≤ αδ, |Ri+1 − Ri| ≤ βδ, |Φi+1 − Φi| ≤ γδ} .(4.14)On aboutit alors au problème d'optimisation non linéaire (P) donné par
(P) min

(M,R,Φ)∈S
F (M ,R,Φ). (4.15)

S est un ensemble fermé borné et est don un ompat de R6n. Don, d'après lethéorème 3.2.1, le problème (P) admet au moins un minimum loal.L'épandage s'e�etuant en parourant un nombre p de trajetoires déalées les unespar rapport aux autres, l'expression (4.6) peut alors être remplaée par
Q(x,M,R,Φ) =

p∑

k=1

∫ tk
f

tk
d

q(x,M(tk), R(tk),Φ(tk))dt, (4.16)où les trajetoires sk(t) sont dé�nies sur (tkd, t
k
f). Nous pouvons alors appliquer le mêmeshéma de disrétisation que préédemment en onsidérant Mk

i = M(tki ), Rk
i = R(tki ),

Φk
i = Φ(tki ).Il est faile de voir que la disrétisation temporelle exposée préédemment nous onduità onsidérer un problème de grande taille. En e�et, a�n de perdre le minimum d'informa-tions onernant le problème ontinu, il est préférable de aluler les solutions en 2 points



Chap.4 : Apport optimal d'engrais en plein hamp 85par maille élémentaire. Ainsi, par exemple, dans le as d'une parelle traversée par seule-ment 3 passages de 500 m, il faut prendre en ompte au moins 1000 points par trajetoireet le nombre de paramètres s'élève alors au minimum dans e as à 1000∗3∗6 = 18000 (6variables doivent être évaluées en haque point : débit, rayon moyen et angle moyen pourles disques droit et gauhe de l'épandeur). Par onséquent, étant donné les grandes di-mensions des parelles et les importantes longueurs des trajetoires suivies par le trateur(plusieurs entaines de mètres), nous sommes néessairement amenés à manipuler plusieursentaines de milliers de variables voire des millions. Il existe divers algorithmes pouvanttraiter e�aement des problèmes de grande taille ([Ber95, Lue84, CGT94, Gou03℄). Ce-pendant dans notre as, l'importane du domaine spatial d'étude impliquant le stokaged'un grand nombre de oordonnées, l'oupation en mémoire serait alors ritique. Aussi,a�n d'éviter un trop important enombrement de elle-i, nous proposons dans la setionsuivante une nouvelle stratégie qui permette de aluler failement une solution sous-optimale du problème (P).4.3 Une méthode de déompositionL'idée onsiste ii à dé�nir suessivement une zone de la parelle étudiée et à minimiserloalement au sein de ette même zone les erreurs de fertilisation en tenant ompte desquantités de fertilisants déjà distribués. Il s'agit ainsi de déterminer les paramètres deréglage de l'épandeur de sorte qu'ils soient solutions de sous-problèmes onstruits à partird'une déomposition du domaine spatial d'étude. A�n de mieux expliiter ette idée,dé�nissons quelques notations.Soit J = {1 ≤ j ≤ d}. Pour tout j ∈ J , nous onsidérons le domaine Dj ∈ R2, le
jième sous-domaine de D tel que D =

⋃

j∈J

Dj. Pour tout j ∈ J , Dj est dé�ni de manière àe qu'il soit délimité par 2 passages plein hamp onséutifs sk et sk+1 respetivement àgauhe et à droite. Par ailleurs, les sous-domaines Dj sont onstruits de sorte qu'ils soientdisjoints 2 à 2, 'est-à-dire ∀j ∈ J , Dj ∩Di6=j = ∅. Pour une meilleure ompréhension, la�gure 4.1 illustre ette déomposition pour un domaine retangulaire D.A partir de la déomposition spatiale de D, (4.13) peut alors être reformulé omme
F (X) =

∫

Dd

[Q(x,X)−Q∗]2dx+

∫

Dd−1

[Q(x,X)−Q∗]2dx+ · · ·+

∫

D1

[Q(x,X)−Q∗]2dx, (4.17)ave X = [M ,R,Φ]T ∈ R6n.D'autre part pour tout j ∈ J , on dé�nit Kj = {i ∈ N| qtot(x,Mi, Ri,Φi) 6= 0 ∀x ∈ Dj}et νj = card(Kj). De plus, posons M j , Rj et Φ
j, des veteurs de taille νj tels que
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sk

sk−1

sk+1

Ω

Dj

Dj−1

Dj+1

Dj+lFigure 4.1 � Exemple d'une déomposition pour un domaine retangulaire omportant 3passages pleins hamps.
(M j)i = Mi∈Kj

, (Rj)i = Ri∈Kj
et (Φj)i = Φi∈Kj

. De même que préédemment, nouspouvons alors dé�nir pour tout j ∈ J , l'ensemble des ontraintes Sj donné par
Sj =

{
(M j,Rj ,Φj) ∈ R6vj |Mmin ≤M j ≤Mmax, Rmin ≤ Rj ≤ Rmax,

Φmin ≤ Φ
j ≤ Φmax, |M j

i+1 −M
j
i | ≤ αδ, |Rj

i+1 −R
j
i | ≤ αδ, |Φj

i+1 − Φj
i | ≤ βδ

}
.Si l'on note Xj =

[
M j ,Rj,Φj

]T
∈ R6νj , (4.17) est alors équivalent à

F (X) =

∫

Dd

[Q(x,Xd)−Q∗]2dx+

∫

Dd−1

[Q(x,Xd−1)−Q∗]2dx

+ · · ·+

∫

D2

[Q(x,X2)−Q∗]2dx+

∫

D1

[Q(x,X1)−Q∗]2dx.

(4.18)
L'approhe dont il est question dans ette setion onsiste alors à minimiser une suitede problèmes {Pj} telle que pour tout j ∈ J , le problème (Pj) est donné par

(Pj) min
Xj∈Sj

N(Xj) =

∫

Dj

[Q(x,Xj)−Q∗]2dx+
∑

k=1,··· ,j−1

∫

Dk

[Q(x, X̃k)−Q∗]2dx, (4.19)où
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(
X̃k
)

1≤i≤ν∗

k

=
(
X̂k
)

1≤i≤ν∗

k

, k ∈ J , (4.20)
(
X̃k
)

ν∗

k
+1≤i≤νk

=
(
Xk
)
1≤i≤νk−ν∗

k

, k ∈ J , (4.21)
X̂k = arg min

Xk∈Sk

N(Xk), (4.22)ave pour tout j ∈ J , K∗
j = {i ∈ N} tel que :



qtot(x,Mi, Ri,Φi) 6= 0 ∀x ∈ Dj

qtot(x,Mi, Ri,Φi) = 0 ailleurs (4.23)et ν∗j = card(K∗
j ).Par ailleurs, notons I(j) l'ensemble des sous-domaines i 6= j tels que Q(x,Xj) 6= 0pour tout x ∈ Di. Il vient alors que X̂j est également solution du problème (P

′

j) dé�nipar
(P

′

j) min
Xj∈Sj

N (Xj) =

∫

Dj

[Q(x,Xj)−Q∗]2dx+
∑

k∈I(j)

∫

Dk

[Q(x, X̃k)−Q∗]2dx. (4.24)De même que préédemment, l'existene de solution vient de l'appliation du théorème3.2.1 en remarquant que l'ensemble des ontraintes Sj est lairement un ompat de R6νj .Chaque problème (P
′

j) admet ainsi au moins une solution.Pour tout j ∈ J , la résolution du problème (P
′

j) ne néessite que la déterminationde 6 × νj variables et le stokage des points appartenant uniquement aux domaines Diave i = {j ∪ I(j)}. Le alul de X̂j revient alors à déterminer les réglages optimaux dudistributeur à appliquer le long des trajetoires qui intersetent Dj en tenant ompte desquantités de fertilisants déjà épandues à l'intérieur d'un ensemble de domaines voisins de
Dj, noté ii I(j), eux-même pouvant reevoir un apport d'engrais au ours des passagesonsidérés.La minimisation des erreurs de fertilisation sur la parelle totale peut alors être ef-fetuée en résolvant la suite de problème {P ′

j

}. Du fait du aratère séquentiel de lastratégie employée, ette dernière est appelée méthode de fenêtres glissantes. L'optimisa-tion sur l'ensemble du domaine spatial est réalisée en appliquant l'algorithme i-après :Algorithme Gliss :Etape 0 : Choix de X̂(0) et de ǫ. k ← 1Etape 1 : Pour tout j ≤ d alul de X̂j(k) solution de (P
′

j(k)),Etape 2 : Si ∥∥∥ dX(k)− ̂X(k−1)

̂X(k−1)

∥∥∥ < ǫ, STOPSinon k ← k + 1



88 4.4 Algorithme d'optimisationRetourner à l'Etape 1L'Etape 1 de l'algorithme Gliss néessitant la résolution d'un problème d'optimisa-tion, nous nous onsarerons dans la partie suivante à la desription de l'algorithme deminimisation qui a été hoisi en l'ourrene.4.4 Algorithme d'optimisationD'après les modélisations préédentes, il apparaît que tout omme (P), (P
′

j) est unproblème d'optimisation non linéaire omportant des ontraintes de doubles inégalités.Comme il a été exposé au Chapitre 3, trois grandes familles de méthodes permettentde traiter e�aement e dernier : méthode de pénalités, méthode de points intérieurset tehnique du Lagrangien augmenté. La disrétisation temporelle générant un grandnombre de variables de déision, du fait des grandes surfaes des domaines spatiaux trai-tés, il faut alors néessairement onsidérer par la même oasion de très nombreusesontraintes. La première méthode d'optimisation itée i-dessus néessitant un dédouble-ment des ontraintes et la seonde tehnique impliquant le alul d'un nombre de mul-tipliateurs de Lagrange supérieur au nombre des ontraintes du problème initial, notrehoix s'oriente alors tout naturellement vers un algorithme du type Lagrangien augmenté.Avant de formuler la fontion du Lagrangien augmenté du problème (P
′

j), dé�nissonsdans un premier temps les notations suivantes :
u = [Mmin, Rmin,Φmin]T

U = [Mmax, Rmax,Φmax]
T

v =
[
−α× I1×2(νj−1),−β × I1×2(νj−1),−γ × I1×2(νj−1)

]T

V =
[
α× I1×2(νj−1), β × I1×2(νj−1), γ × I1×2(νj−1)

]
T

A =




A0 0 · · · · · · · · · 0

0 A1
. . . ...... . . . A2

. . . ...... . . . A3
. . . ...... . . . A4 0

0 · · · · · · · · · 0 A5




A0 = A1 = A2 = A3 = A4 = A5 =
1

Tech
×




−1 1 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 0

0 · · · 0 −1 1






Chap.4 : Apport optimal d'engrais en plein hamp 89où Tech désigne la période d'éhantillonnage.Chaque problème (P
′

j) peut alors se mettre sous la nouvelle forme :
(P

′

j)





min
Xj
N (Xj)

ui ≤ ai ≤ Ui, i = 0, · · · , 6νj − 1

vi ≤ bi ≤ Vi, i = 0, · · · , 6(νj − 1)− 1

Xj ∈ R6νj

(4.25)
où

ai = (Xj)i, (4.26)
bi = (AXj)i. (4.27)Notons respetivement λi et ri les multipliateurs de Lagrange et les oe�ients depénalité assoiés aux ontraintes d'inégalité ai et bi. Dé�nissons alors les fontions demesure de violation des ontraintes ζ(ai, ϑi) et η(bi, ιi)

ζ(ai, ϑi) = λ(ai) + r(ai)(ai − ϑi), (4.28)
κ(bi, ιi) = λ(bi) + r(bi)(bi − ιi). (4.29)où ϑi et ιi sont respetivement les bornes de ai et bi.Par ailleurs, d'après le paragraphe 3.2.2 si nous posons

Πi(X
j, λ) =





λ(ai)(ai − Ui) + r(ai)
2

(ai − Ui)
2 si ζ(ai, Ui) > 0

λ(ai)(ai − ui) + r(ai)
2

(ai − ui)
2 si ζ(ai, ui) < 0

− (λ(ai))2

2r(ai)

(4.30)et
Ψi(X

j , λ) =





λ(bi)(bi − Zi) + r(bi)
2

(bi − Vi)
2 si ζ(bi, Zi) > 0

λ(bi)(bi − zi) + r(bi)
2

(bi − vi)
2 si ζ(bi, zi) < 0

− (λ(bi))
2

2r(bi)

(4.31)le Lagrangien augmenté de (P
′

j) est donné par
L(Xj , λ, r) = N (Xj) +

6vj−1∑

i=0

Πi(X
j, λ) +

6(vj−1)−1∑

i=0

Ψi(X
j, λ). (4.32)Une solution de (P

′

j) est alors approhée en onsidérant la suite de problèmes (Pk
j )



90 4.4 Algorithme d'optimisationdonné par
(Pk

j ) min
(Xj(k)

,λ(k))∈R
12vj+6(vj−1)

L(Xj(k)

, λ(k), r(k)), (4.33)où λ(k), r(k) sont respetivement les multipliateurs de Lagrange et les oe�ients de pé-nalité assoiés au problème (Pk
j ).La détermination d'une solution se fait alors en appliquant l'algorithme suivant dontles prinipes sont détaillés au paragraphe 3.2.2 :Algorithme OLj :Etape 0 : Choix de Xj(0). Choix de ǫ, éart maximal de violation des ontraintes

k ← 0 ; λ(0) ← 0 ; r(0) ← 1Etape 1 : k ← k + 1Etape 2 : A l'itération k, déterminer (Xj(k)
, λ(k)) solutions de (Pk

j )Etape 3 : Si 6vj−1∑

i=0

(
Πi(X

j(k)

, λ(k))
)2

+

6(vj−1)−1∑

i=0

(
Ψi(X

j(k)

, λ(k))
)2

< ǫ alors STOPSinon mise à jour des multipliateurs et des oe�ients de pénalitéRetourner à l'Etape 1.La mise à jour des multipliateurs à l'Etape 3 est donnée par la démarhe expli-quée également à la setion 3.2.2. Pour e qui onerne les oe�ients de pénalité, leurajustement se fait en appliquant la proédure i-dessous :Si (Πi(X
j(k)

, λ(k))
)2

> 0.25
(
Πi(X

j(k−1)

, λ(k−1))
)2 alors r(ai)

(k+1) ← 10r(ai)
(k),Si (Ψi(X

j(k)

, λ(k))
)2

> 0.25
(
Ψi(X

j(k−1)

, λ(k−1))
)2 alors r(bi)(k+1) ← 10r(bi)

(k).L' Etape 2 de l'algorithme OLj fait apparaître un problème d'optimisation sansontraintes. En pratique, le plus souvent, a�n d'éviter de traiter un nombre trop importantde problèmes (P
′

j), les sous-domaines Dj sont dé�nis de sorte que e soient des zonesintersetant les trajetoires sur environ 10 m. En appliquant le shéma de disrétisationtemporelle expliité préédemment, le nombre de paramètres de déision s'élève alors àenviron plus ou moins 850 selon la on�guration géométrique de la parelle. Etant donnéla omplexité du problème, la méthode LBFGS, permettant d'approximer le hessien sansl'évaluer tout en limitant l'enombrement en mémoire, a été implémenté. Par ailleurs, lesritères d'arrêt utilisés sont les ritères 1 et 2 dé�nis au paragraphe 3.1.2 du Chapitre 3ave ǫ1 = 10−3 et ǫ2 = 10−4.



Chap.4 : Apport optimal d'engrais en plein hamp 914.5 Exemples numériquesDans un premier temps, nous exposerons les résultats obtenus sur des exemples aadé-miques a�n de mettre en évidene la rédution du temps de alul liée à l'appliation del'algorithme Gliss. Par la suite, nous traiterons d'une appliation plus réaliste onernantl'optimisation de la fertilisation en plein hamp sur une parelle réelle. Pour l'ensembledes tests, la totalité des algorithmes ont été implémentés sous Matlab. La toolbox "Op-timization" ne omprenant pas la tehnique du Lagrangien augmenté ni elle de LBFGS,les instrutions omposant es dernières ont été entièrement réérites.4.5.1 Tests aadémiquesDans ette partie, une dose onsigne onstante �xée à 80 Kg/Ha est onsidérée. Lalargeur de travail est en l'ourene égale à 12 m et la vitesse de déplaement du trateurest �xe et vaut 10 Km/h sahant que le proessus d'épandage s'e�etue en moyenne àette vitesse dans la pratique. Nous onsidérons 2 exemples où la parelle est de formeretangulaire ave dans le premier as uniquement 2 passages (un aller et un retour) etdans l'autre 3 passages (un aller et 2 retours). L'objetif est ii de onfronter les résultatsdonnés en résolvant (P) diretement sur la totalité du hamp (optimisation direte) eteux obtenus grâe à la stratégie de fenêtres glissantes. Les on�gurations géométriquesqui ont été adoptées apparaissent à la �gure 4.2.
100m 12 m

AllerRetourLimites inférieure etsupérieure du hamp 12 m 12 m 10m
Cas 1 Cas 2

Figure 4.2 � Con�gurations géométriquesLes domaines spatiaux iblés étant disrétisés par le biais d'un maillage arré de 1 m
× 1 m, nous obtenons pour le as 1 une grille de 1313 noeuds. Pour le deuxième exemple,nous devons onsidérer un maillage omportant 275 sommets.Les ontraintes ont été hoisies de sorte qu'elle regroupent l'ensemble des limites méa-niques et dynamiques de la plupart des distributeurs. Les bornes des ontraintes de doublesinégalités que nous avons onsidérés sont données par le tableau 4.1. Des préisions sontdonnées lorsqu'une borne est spéi�que à un disque (droite ou gauhe).



92 4.5 Exemples numériques Borne inférieure Borne supérieureDébit (Kg/min) 0 200Rayon moyen (m) 5 20Angle moyen (�) -40(gauhe)/-10(droite) +10(gauhe)/+40(droite)
M ′(t) (Kg/(min.s)) -0.5 0.5
R′(t) (m/s) -2.5 2.5
Φ′(t) (�/s) -6 6Tableau 4.1 � Bornes des ontraintesA partir de (4.1)-(4.5) et de la valeur maximale que peut atteindre le rayon moyen, ilest possible d'en déduire que pour tout instant t, la nappe de répartition est intégralementinluse dans une zone irulaire de rayon équivalent à 30 m et de entre xa(t), le entre dudisque rotatif de l'épandeur. Aussi, pour les exemples traités, la position �nale oupéepar le distributeur pour haque trajetoire est située à 30 m en dessous de la limiteinférieure du domaine spatial s'il s'agit d'un retour. Dans le as d'un aller, la mahines'arrête à 30 m au dessus de la limite supérieure du hamp. Dans tous les as de �gure,l'appareil ommene à épandre au point d'intersetion entre la trajetoire ourante et lalimite inférieure (supérieure) pour un aller (pour un retour). En appliquant la proédurede disrétisation standard, le nombre total ntot de paramètres de déision s'élève alors à3132 pour le as 1. Pour le seond exemple, ntot = 972.Les géométries onsidérées étant de forme retangulaire, la déomposition du domaineglobal se fait de la même manière que présentée à la �gure 4.1 et les sous-domaines Djsont dé�nis de sorte qu'ils aient une hauteur omprise entre 10 et 15 m a�n de limiter laomplexité des di�érents problèmes (P

′

j). Obtenant dans la majorité des as de meilleursrésultats ave des fenêtres de 10 m, 'est ette dimension qui est naturellement hoisie ii.Pour le premier exemple, nous avons alors d = 10 et vj = 972 pour tout j ∈ Kj.Pour les deux on�gurations géométriques ainsi que pour les deux stratégies d'opti-misation utilisées (direte et fenêtres glissantes), le nombre de paires de veteurs stokéspour la onstrution du Hessien en appliquant la tehnique LBFGS est en l'oureneégale à 3. Par ailleurs, l'algorithme du Lagrangien augmenté est initialisé ave des va-riables de déision ayant des valeurs orrespondantes aux données onstruteur dans leas d'un épandage ave une largeur de travail �xe de 12 m. Ces paramètres apparaissentdans le tableau 4.2 : Disque gauhe Disque droitDébit (Kg/min) 8 8Rayon moyen (m) 9 9Angle moyen (�) -15 +15Tableau 4.2 � Initialisation des paramètres de déision



Chap.4 : Apport optimal d'engrais en plein hamp 93Les artes de dose obtenues après optimisation dans le as 1 ainsi que les valeurs de
F (X̂), où X̂ désigne la solution optimale alulée, apparaissent à la �gure 4.3.

−5 0 5 10 15
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100
Dose (Kg/Ha)

79.8

79.85

79.9

79.95

80

80.05

80.1

80.15

80.2

(a) Carte de dose obtenue à partir de l'op-timisation direte. F (X̂) = 19.4. Tempsd'exéution = 100min. −5 0 5 10 15
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(b) Carte de dose à partir de l'algorithme
Gliss . F (X̂) = 20.2. Temps d'exéution =
45.3min.Figure 4.3 � Carte de dose obtenue après optimisation dans le as 1.A partir des artes préédentes, les erreurs de fertilisation alulées en appliquantles 2 stratégies d'optimisation, sont largement inférieures à 1%. Ces résultats sont trèssatisfaisants au regard de l'objetif onsistant à réduire les défauts de fertilisation à desvaleurs inluses entre -15% et +15% (f. Chapitre 2). Bien que l'erreur de répartitionévaluée à l'issue de l'appliation de l'algorithme Gliss est légèrement supérieure à elledéterminée après optimisation direte, les qualités des solutions dans les deux as de�gure sont jugées équivalentes dans la pratique. Ii, il est surtout important de noter ladi�érene des temps d'exéution des di�érentes méthodes. En e�et, grâe à l'utilisationde la méthode des fenêtres glissantes, il est possible de réduire onsidérablement la duréedes aluls. Pour et exemple, un gain de près de 55 minutes peut être observé.Les �gures 4.4 et 4.5 représentent les paramètres optimaux alulés respetivementpour l'aller et le retour à partir de l'optimisation direte. En e qui onerne les réglagesdéterminés à partir de l'algorithme Gliss, ils apparaissent à la �gure 4.6 pour l'aller età la �gure 4.7 pour le retour. Ces graphiques a�hent des solutions très similaires pourles deux méthodes. De plus, elles évoluent au ours du temps autour de valeurs moyennesprohes des réglages imposés par la majorité des fabriquants. Ainsi, le débit pour haquedisque atteint en moyenne 8 Kg/min, valeur pouvant être déterminée en appliquant larelation 1.3 vue au Chapitre 1. Les deux autres paramètres sont quant à eux failementdéterminés à partir de la leture des tableaux de réglages de la mahine. Ces tendanesonfortent alors la ohérene des résultats ave la réalité. Par ailleurs, nous pouvonsnoter des variations relativement importantes onernant surtout les angles moyens lorsde l'entrée et la sortie du distributeur dans le hamp. Ces �utuations montrent alors que



94 4.5 Exemples numériquesdes ajustements instantanées sont néessaires a�n de réduire les défauts de répartitionprès des limites inférieures et supérieures d'une parelle de forme retangulaire.
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Figure 4.4 � Paramètres optimaux obtenus pour l'aller à partir de l'optimisation direte.
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Figure 4.5 � Paramètres optimaux obtenus pour le retour à partir de l'optimisation direte.
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Figure 4.6 � Paramètres optimaux obtenus pour l'aller à partir l'algorithme Gliss.
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Figure 4.7 � Paramètres optimaux obtenus pour le retour à partir l'algorithme Gliss.Si nous nous intéressons à un épandage réalisé en parourant 3 passages parallèles,nous pouvons observer qu'il est également possible d'obtenir une répartition très orrete.Comme l'a�he la �gure 4.8, les valeurs �nales résultant des di�érentes proédures d'op-timisation sont faibles et très prohes l'une de l'autre dans le as 2. Pour et exemple,nous pouvons également observer une diminution du temps de alul qui, en l'ourene,avoisine 12 minutes.
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(b) Carte de dose à partir de l'algorithme
Gliss . F (X̂) = 1.89. Temps d'exéution =
21.2min.Figure 4.8 � Carte de dose obtenue après optimisation dans le as 2.Donnés aux �gures 4.9-4.14, les paramètres optimaux déterminés à l'aide des deuxtypes de stratégie d'optimisation présentent des tendanes similaires à elles mises enexergue dans le as 1. En e�et, es derniers sont très prohes des paramètres de réglagestraditionnels. De plus, il est également possible de noter les mêmes types de variations prèsdes bords inférieurs et supérieurs de la parelle en e qui onerne les angles de projetionde nappe.
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Figure 4.9 � Paramètres optimaux obtenus pour le retour à gauhe à partir de l'optimi-sation direte.
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Figure 4.10 � Paramètres optimaux obtenus pour l'aller à partir de l'optimisation direte.
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Figure 4.11 � Paramètres optimaux obtenus pour le retour à droite à partir de l'optimi-sation direte.
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Figure 4.12 � Paramètres optimaux obtenus pour le retour à gauhe à partir l'algorithme
Gliss.
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Figure 4.13 � Paramètres optimaux obtenus pour l'aller à partir l'algorithme Gliss.
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Figure 4.14 � Paramètres optimaux obtenus pour le retour à droite à partir l'algorithme
Gliss.4.5.2 Appliation sur une parelle réelleA travers ette partie, le but visé n'est plus de omparer les résultats obtenus enappliquant les deux proédures d'optimisation préédemment exposées, mais de présenterun exemple d'apport optimal d'engrais en plein hamp pour une parelle réelle. Le astraité onerne ii le hamp illustré à la �gure 2.1 au Chapitre 2. En onsidérant une doseonsigne de 80 Kg/Ha, une vitesse de déplaement du distributeur de 10 Km/h et unelargeur de travail �xée par défaut à 24 m omme ela se fait en pratique, les réglagestraditionnels sont alors donnés par le tableau 4.3.Disque gauhe Disque droitDébit (Kg/min) 16 16Rayon moyen (m) 15 15Angle moyen (�) -20 +20Tableau 4.3 � Réglages traditionnels.Comme ela était le as pour les artes a�hées aux �gures 2.2 et 2.3(), la artedes défauts de répartition résultant des réglages préédents, représentée à la �gure 4.15fait apparaître en blan les régions où l'apport de fertilisants est orrete et où l'erreurde fertilisation est inluse entre -15% et +15%. Pour ette parelle, seulement environ73.5% de la surfae traitée est orretement fertilisée. Une zone de sous-dosage, à -30%en moyenne, apparaît lairement entre le 2ème et 3ème passage plein hamp. Ailleurs, les



100 4.5 Exemples numériques

6.8435 6.844 6.8445 6.845 6.8455

x 10
5

2.3912

2.3913

2.3914

2.3914

2.3914

x 10
6

Abscisse (m)

O
rd

o
n
n
é
e
 (

m
)

Carte des doses épandues en % de la dose consigne

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

Zone non
traitée

N

Figure 4.15 � Défauts de fertilisation obtenus.prinipaux défauts onsistent en des régions de surfertilisation dont le taux peut parfoisêtre supérieur à +40%.A�n de minimiser es défauts, l'algorithme Gliss, permettant d'avoir des solutionsave des temps d'exéution inférieurs à eux obtenus à partir d'une optimisation globale,est utilisé. Les di�érents sous-domaines sont dé�nis de sorte qu'ils soient délimités à droiteet à gauhe par 2 trajetoires onséutives sur une longueur moyenne de 10 m. Le nombrede variables de déision ntot impliqués pour haque sous-problème évolue entre 876 et984. Un exemple d'apport optimal d'engrais en plein hamp est illustré à la �gure 4.16.Sur l'ensemble de la surfae traitée, les défauts de répartition ont dans leur totalitédisparu. Ainsi, l'intégralité du plein hamp est orretement amendée. Ce onstat estonforté par le tableau 4.4 présentant les statistiques onernant les pourentages desurfae orretement fertilisée, surdosée et sous-dosée.Réglages standards Réglages optimauxAppliation orrete (% surfae) 73.5 100Surdosage (% surfae) 10.3 0Sous-dosage (% surfae) 16.2 0Tableau 4.4 � Statistiques.A�n de visualiser la manière dont est répartie les erreurs de fertilisation sur la surfaeonsidérée à travers et exemple, la distribution de es dernières en terme de pourentagesurfaique est dérite à la �gure 4.17.Comme ela a pu être observé à la �gure 2.2, nous pouvons voir sur le graphique i-
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Figure 4.16 � Apport optimal de fertilisants en plein hamp. (F (X̂) = 8.7e7. Tempsd'exéution ≈ 4 jours.)dessous que les surfaes surdosées sont les plus prépondérantes dans le as où les réglagessont e�etués de manière traditionnelle. A l'issue de l'optimisation, la distribution deserreurs devient en revanhe entrée en 0. De plus, il faut noter que dans e as, elle esttrès resserrée autour de l'axe entral. Cette propriété montre alors que les réglages aluléssatisfont pleinement les objetifs �xés tant du point de vue éonomique qu'environnemen-tal.
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102 4.5 Exemples numériquesLes variables optimales permettant de mener à e type de fertilisation sont exposéesaux �gures 4.18 et 4.19.
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Figure 4.18 � Paramètres optimaux obtenus pour l'aller 1.
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Figure 4.19 � Paramètres optimaux obtenus pour le retour 1.Les onsignes à appliquer en entrée du système pour les di�érents aller-retours présen-tant des omportements similaires dans l'ensemble, nous avons hoisi de représenter ii lesparamètres optimaux générés par l'algorithme uniquement pour le premier aller-retour.Le leteur pourra retrouver les résultats onernant les autres trajetoires à l'Annexe B.Contrairement aux tests aadémiques où les variables optimales ne présentaient pasd'importantes �utuations au ours des trajetoires, et exemple met en exergue des ajus-tements non négligeables des réglages de la mahine à réaliser au ours du proessus



Chap.4 : Apport optimal d'engrais en plein hamp 103d'épandage. Pour les passages onsidérés, nous pouvons noter que bien que le rayon moyensoit sujet à de petites osillations, e paramètre ne subit pas d'importantes variationsau ours du temps et reste relativement prohe des reommandations des onstruteurs.Aussi, malgré la présene de trajetoires non rigoureusement parallèles et non régulière-ment espaées, un épandage régulier en plein hamp pourrait être à première vue obtenuen gardant une vitesse de rotation de disque onstante. En revanhe, des ajustements entemps réel du débit et de l'angle moyen sont indispensables pour minimiser les défauts derépartition. Ainsi, pour la parelle étudiée, le débit peut évoluer de 8 Kg/min à environ 21Kg/min. Ces valeurs extrémales sont essentiellement atteintes pour l'aller (f. �gure 4.18).La onsigne qui subit les plus signi�atives variations est sans onteste l'angle moyen quiadopte des valeurs allant de -40�à +20�pour le disque gauhe et omprises entre +1.5�et+19�en e qui onerne le disque droit. L'analyse des ourbes préédentes nous suggèrealors de proposer une nouvelle formulation mathématique d'une fontion oût où seules2 variables, à savoir le débit et l'angle de projetion, soient dépendantes du temps. Lerayon moyen pour haque disque serait alors �xe et déterminé par les tableaux de réglagesde l'épandeur. Cette proédure permettrait alors de ramener le nombre de paramètres dedéision à 4vj et don de diminuer la omplexité des sous-problèmes (P ′
j).4.6 ConlusionCe hapitre a été onsaré à l'élaboration d'une nouvelle approhe permettant la rédu-tion des défauts de fertilisation en plein hamp. Contrairement à l'ensemble des stratégiesproposées atuellement qui ont une e�aité très limitée en zone de grande ulture faeaux multiples singularités géométriques parellaires, nous nous sommes attahés à one-voir une stratégie de réglage de l'appareil en prenant en ompte la réalité de l'épandage :le reouvrement de nappes de répartition spatiale.A�n de résoudre e problème, non trivial du fait de la omplexité des phénomènesphysiques mis en jeu lors du proessus, la méthode qui a été privilégiée ii repose sur laminimisation d'un ritère d'optimisation. Ce dernier devant re�éter les défauts de répar-tition, la fontion oût qui a été retenue est l'intégration spatiale de l'erreur quadratiqueentre doses onsigne et doses réellement appliquées. Celles-i étant évaluées à partir del'intégration temporelle des nappes pouvant être exprimées en fontion de leurs portées etangles de projetion ainsi que du débit de la mahine, es variables ont alors été tout natu-rellement admises omme paramètres de déision. Etant diretement liées aux ommandesde la mahine (ouverture des trappes d'alimentation, vitesse de rotation des disques etpoint de hute des granulés d'engrais sur elles-i), es paramètres ainsi que leurs déri-vées temporelles sont soumis à des ontraintes de bornes dans le but de ne pas solliiter



104 4.6 Conlusionviolemment les ationneurs et de prendre en ompte les limites de es derniers.Le alul analytique de la fontion objetif étant analytiquement impossible, le pro-blème est spatialement et temporellement disrétisé. Cependant, fae aux larges surfaesdes exploitations agrioles onsidérées, es disrétisations engendrent un nombre impor-tant de paramètres de déision et nous avons été alors rapidement onfrontés à un pro-blème d'optimisation très oûteux. L'objetif initial étant de développer un algorithmede résolution implémentable sur des ordinateurs, se trouvant hez l'agriulteur, et donne possédant pas néessairement de grosses apaités de alul, une approhe onsistantà simpli�er la formulation mathématique originale a été proposée a�n d'éviter des tempsd'exéution prohibitifs. Cette dernière est basée sur une déomposition spatiale adéquatepermettant de minimiser les défauts de répartition sur la totalité de la parelle en résolvantune suite de problèmes de omplexité plus faible que elle du problème initial. L'e�aitéde ette proédure a été illustrée, à travers di�érents tests, par des rédutions des tempsd'exéution signi�atifs. La détermination des onsignes optimales à présenter en entréedu système par le biais de ette approhe a été testée également dans le as d'une par-elle réelle. Les résultats alors obtenus répondent totalement aux exigenes éonomiqueset environnementales de l'épandage.Au �nal, nous avons pu ii mettre en exergue une nouvelle méthode de réglage qui parle biais de tehniques d'optimisation mathématique permet d'améliorer onsidérablementla qualité de la répartition de fertilisants par proédé entrifuge en plein hamp. Cette der-nière, valorisée notamment par ([VKP+06a, VKp+06b℄), est à la base de développementsen ours hez le onstruteur Sulky-Burel.Après analyse des variations des paramètres optimaux, il s'avère qu'en présene de tra-jetoires lentement variables, la portée de projetion moyenne optimale alulée en pleinhamp est très prohe de la valeur préonisée par les réglages des fabriants des distribu-teurs. Une autre approhe permettant de réduire la omplexité du problème onsisteraità éliminer la variable rayon moyen de la fontion oût en la déterminant à partir desdonnées du onstruteur.Par ailleurs, si nous négligeons les ontraintes matérielles imposées par les moyens dealul existant hez l'agriulteur, une étude plus poussée, du point de vue algorithmique,pourrait être menée sur une déomposition plus rigoureuse du ritère d'optimisation ori-ginal. Ainsi, en se basant sur les mêmes fenêtres glissantes utilisées par notre approhe, leproblème initial peut être naturellement déomposé en sous-problèmes qui serait dé�nisomme des restritions du problème original sur les sous-domaines et qui omporteraientune ontrainte supplémentaire permettant d'assurer la ontinuité des paramètres de dé-ision aux frontières des di�érents domaines Dj. Les sous-problèmes résultant de etteproédure pouvant alors être traité de manière indépendante les uns des autres, une im-



Chap.4 : Apport optimal d'engrais en plein hamp 105plémentation sur une mahine parallèle permettrait de résoudre e�aement le problèmeinitial.Comme préisé au Chapitre 2, le distributeur peut être ommandé en boule ouverteen faisant appel à des relations empiriques déterminées à partir des essais réalisés auban. Cependant, es relations mathématiques pouvant être entâhées d'erreurs, il esttout à fait logique de penser qu'une dérive notable entre les sorties réelles du système,pouvant être mesurées par la mise en plae d'un apteur de débit et d'un apteur basésur des tehniques d'imagerie (du même type que eux exposés à la setion 1.2.2 duChapitre 1), et les valeurs de référenes puisse apparaître et ainsi engendrer des défautsde répartition que nous pouvons penser non négligeables. Pour ompenser es derniers,une loi de ommande préditive pourrait être onçue étant donné qu'il est possible deonnaître les séquenes de onsigne à l'avane par l'intermédiaire de l'approhe suggéréedans e hapitre.Pour améliorer la qualité des répartitions d'engrais au sol durant l'épandage de bor-dure, il est possible de s'appuyer sur la méthode mise en relief ii. Ainsi, les réglages del'appareil pourraient être déterminés en minimisant une fontion objetif, dé�nie de lamême manière que dans e hapitre, qui prendrait en ompte les doses déjà appliquées enplein hamp. Néanmoins, des préautions supplémentaires doivent être prises non seule-ment pour assurer une meilleure gestion des débuts et �ns d'épandages en plein hamp etainsi aboutir à une répartition uniforme sur la totalité de la parelle, mais aussi a�n derestreindre les quantités d'engrais suseptibles d'être éjetés en dehors du hamp. Pourrépondre à es exigenes, di�érentes tehniques sont mises en oeuvre au Chapitre 5.
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Chapitre 5
Optimisation de l'épandage de bordure

L'épandage de bordure est sans nul doute l'étape la plus déliate du proessus de ferti-lisation. En e�et, ontrairement à l'épandage plein hamp, où l'on attend uniquement del'agriulteur qu'il applique, le long de la trajetoire ourante, les quantités indispensablespour ompléter les doses déjà distribuées lors de passages préédents, ette opération né-essite que le onduteur de la mahine remplisse deux objetifs : apporter le omplémentde dose a�n d'avoir une répartition uniforme dans la totalité du hamp et surtout éviterl'apport exessif de fertilisants à l'extérieur de la parelle traitée. Les instants marquantle début et la �n d'épandage le long des passages plein hamp étant déterminés en te-nant uniquement ompte de la largeur de travail par défaut et non de la géométrie de laparelle, les quantités distribuées lors du détourage ave un distributeur à réglages �xesengendrent inévitablement d'importantes zones de sur et sous-dosage. A�n de répondreaux objetifs de fertilisation, il est don impératif de déterminer non seulement les pointsoù l'agriulteur doit ommener et s'arrêter d'épandre en plein hamp, mais également lesréglages à appliquer lors du passage en bordure.Dans e hapitre, nous nous intéressons à deux approhes permettant de réduire si-gni�ativement les défauts de répartition en bordure. La première onsiste à traiter leproblème en deux temps : tout d'abord déterminer les instants optimaux d'ouverture etde fermeture des trappes d'alimentation pour les passages plein hamp, puis optimiserles réglages du distributeur lors de détourage. En e qui onerne la seonde méthode,elle est basée sur le alul simultané des onsignes en entrée de l'épandeur ainsi quedes positions dans la parelle où l'agriulteur doit ommener et arrêter d'épandre. Uneomparaison entre les di�érentes stratégies est disutée à travers un exemple traitant demanière partielle la gestion optimale de l'épandage de bordure d'une parelle �tive. Nousnous attardons ensuite sur l'étude d'un détourage omplet sur une parelle réelle.



108 5.1 Problématique5.1 ProblématiqueComme il a été exposé au Chapitre 1, durant l'épandage de bordure, le distributeuréjete de l'engrais le long d'une trajetoire située à environ une demie largeur de travailde la limite extérieure de la parelle. Dans le as où la ligne de détourage est plus oumoins parallèle aux passages plein hamp, il est tout à fait possible d'appliquer le mêmetype de stratégie que elle dé�nie pour l'optimisation d'apport d'engrais plein hamp (f.Chapitre 4). En revanhe, ette approhe n'est pas réellement appropriée dans les zones oùle passage bordure intersete les virages systématiquement e�etués par le trateur lors dela fertilisation en va et vient en plein hamp. Il est en e�et essentiel de gérer de manièreoptimale les débuts et �ns d'épandage en es endroits a�n que la dose distribuée lorsdu détourage omplète du mieux possible elle appliquée en plein hamp. Les régions oùdoivent être appliquées les di�érentes stratégies d'optimisation sont présentées à traversun exemple simple à la �gure 5.1.

Figure 5.1 � A�hage des di�érents types de zone dans le as d'une parelle retangulaire.L'optimisation de l'épandage de bordure peut alors s'e�etuer de deux manières di�é-rentes selon la région iblée :� Détermination des réglages optimaux du distributeur en bordure dans les régionshahurées en violet ;� Calul des instants d'ouverture et de fermeture des trappes d'alimentation en pleinhamp + Optimisation des réglages de la mahine le long du détourage pour leszones hahurées en rouge.Partant de l'hypothèse que les zones en violet peuvent être e�aement traitées enfaisant appel aux tehniques exposées au hapitre préédent, nous nous attahons don



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 109dans e qui suit à dé�nir une méthode adéquate permettant d'obtenir une répartition ré-gulière à l'intérieur des régions où l'in�uene de la on�guration adoptée pour ommenerou arrêter l'appliation d'engrais en plein hamp est signi�ative.5.2 Optimisation en deux temps5.2.1 ModélisationDans un premier temps, l'approhe étudiée ii onsiste à déterminer les meilleurs ins-tants marquant les débuts et �ns d'épandage en plein hamp a�n de reproduire la on�gu-ration géométrique idéale à partir de laquelle a été onstruite la stratégie de fertilisationtelle qu'elle existe aujourd'hui. En e�et, rappelons que dans le as de passages parallèles,une répartition uniforme peut être failement obtenue en réglant le distributeur de tellesorte que les lignes de reouvrement entre ourbes transversales de dose soient parallèlesaux trajetoires suivies par le trateur. Aussi, la stratégie la plus simple à mettre en÷uvre, a�n d'appliquer des quantités de fertilisants de manière à e qu'elles omplètentde la manière la plus orrete possible les doses déjà épandues en plein hamp, est de trou-ver une ligne de reouvrement entre les ourbes transversales de dose distribuée en pleinhamp (déterminées en réalisant un transet orthogonalement au détourage), et elles dela dose distribuée pour le détourage qui soit parallèle au passage e�etué pour l'épandageen bordure. Le shéma apparaissant à la �gure 5.2 expliite ette idée :

Figure 5.2 � Stratégie basée sur l'obtention d'une ligne de reouvrement de ourbes trans-versales de dose parallèle à la ligne de détourage.Dans le as où l'objetif de fertilisation est d'apporter de l'engrais à dose onsigneonstante, il est faile de voir que la ligne de reouvrement présente bien les propriétés



110 5.2 Optimisation en deux tempsreherhées si la ligne frontière délimitant le début de la zone fertilisée plein hamp estelle même parallèle au passage bordure.Les points marquant l'arrêt d'épandage étant �xés par les ontraintes de man÷uvre del'appareil, es derniers sont déterminés de la même manière que dans la pratique à savoirlorsque les disques sont situés à environ 9 mètres du passage bordure. Par ailleurs, enutilisant ette approhe, la surfae onernée par l'épandage plein hamp sera plus grande.Cela permettra alors d'optimiser dans un deuxième temps les réglages de l'appareil lorsdu détourage en onsidérant une surfae non fertilisée plus réduite. Contrairement auxinstants marquant la fermeture des trappes d'alimentation en plein hamp, eux marquantle début de l'épandage sont ii sujet à une optimisation.Avant de formaliser le ritère permettant de déterminer es instants, dé�nissons toutd'abord quelques notations. De la même manière qu'au hapitre préédent, notons tkd, l'ins-tant à partir duquel le distributeur ommene à éjeter de l'engrais sur la kième trajetoireplein hamp. Posons alors Td = [t1d, · · · , t
w
d ]

T
∈ Rw où w désigne le nombre de passagesplein hamp où le début d'épandage doit être gérée de manière optimale. D'autre part,onsidérons une ligne frontière notée Clim paramétrée par la fontion xlim : (η, Td) ∈ R2 →

R2. D'autre part, soit xdet : η ∈ R → R2, une fontion dé�nissant une ligne de détourageque nous noterons Cdet. Travaillant sur un domaine spatial disrétisé, supposons que Climoupe m fois le maillage de disrétisation utilisé. Aussi, soit xlim(ηi, Td), le iième point d'in-tersetion entre e dernier et Clim. De même, nous pouvons dé�nir xdet(ηi) omme étant le
iième point le plus prohe de xlim(ηi, Td) appartenant à Cdet. Notons alors pour tout i ≤ m,
disti(Td) : R→ R la fontion mesurant la distane entre xdet(ηi) et xlim(ηi, Td) dé�nie par

disti(Td) = ‖xlim(ηi, Td)− xdet(ηi)‖2 , (5.1)où ‖·‖2 désigne la norme eulidienne dans R2.
Clim peut alors se rapproher d'une ourbe parallèle à Cdet si pour tout i ≤ m,

disti(Td) tend vers une onstante. Aussi, la stratégie adoptée onsiste à minimiser lavariane de la variable aléatoire disrète dist(Td) prenant des valeurs dans l'ensemble
{dist1(Td), · · · , distm(Td)} a�n que pour tout i ≤ m, disti(Td) se rapprohe d'une dis-tane de parallélisme. Par onséquent, il onvient de onsidérer le problème d'optimisation
(Pdet) donné par

(Pdet) min
Td∈Rw

Fdet(Td), (5.2)ave Fdet : Rw → R dé�nie par
Fdet = V ar(dist(Td)). (5.3)



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 111A�n d'interdire le distributeur d'éjeter des granulés d'engrais à l'extérieur du hamp,il est important que e dernier ne ommene pas à épandre trop t�t. D'autre part, pourhaque passage sk où le début d'épandage est sujet à une optimisation, le paramètreorrespondant t̂kd solution de (Pdet), doit être inférieur à l'instant où l'agriulteur arrêtela mahine en bout de parelle. Ces limitations se traduisent alors par une ontraintede borne sur Td qui apparaît dans la nouvelle formulation du problème noté ette fois-i
(Pdetn)

(Pdetn)





minV ar(dist(Td))

Tseuil ≤ Td ≤ Tf

Td ∈ Rp

(5.4)ave Tseuil ∈ Rw spéi�ant les instants à partir desquels les nappes éjetées le long dehaque trajetoire sk sont totalement inluses dans la parelle et Tf ∈ Rw les instantsd'arrêt assoiés.La dose réellement distribuée en plein hamp, notée ii Qpc, pouvant être aluléeà partir de la onnaissane de T̂d solutions de (Pdetn), la détermination des réglagesà adopter le long du passage bordure peut alors se faire en minimisant, omme ela aété le as dans le hapitre préédent, l'intégration spatiale de l'erreur quadratique derépartition de dose. Comme illustré au Chapitre 1, l'épandage bordure se fait le plussouvent à l'aide d'un kit bordure équipant le disque projetant les fertilisants au niveau dela limite extérieure de la parelle. L'utilisation d'un tel dispositif �xant le rayon moyenet l'angle moyen de la nappe bordure, le nombre de paramètres de déision impliquésest par onséquent moins important que dans le as de l'optimisation d'épandage pleinhamp. Pour simpli�er l'exposé, nous supposons ii que le disque gauhe est équipé dusystème bordure. En utilisant les mêmes notations dé�nies au hapitre préédent, posons
Mbd(t) = (md(t), mg(t)) ∈ R2, Rbd(t) = ρd(t) ∈ R, Φbd(t) = ϕd(t) ∈ R. En appliquantle shéma de disrétisation temporel détaillé à la setion , nous sommes alors amenés àonsidérer les paramètres de déision suivants :

Mbd =




Mbd1...
Mbdn


 ∈ R2n, Rbd =




Rbd1...
Rbdn


 ∈ Rn, Φbd =




Φbd1...
Φbdn


 ∈ Rn.

Outre les limites méaniques et dynamiques de l'appareil, la ontrainte onernant larédution des quantités d'engrais éjetés en dehors de la parelle traitée doit être égalementprise en ompte pour le alul des onsignes. L'ensemble des solutions admissibles, notée
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Sbd ⊂ R4n, est alors

Sbd =
{
(Mbd,Rbd,Φbd) ∈ R4n|Mmin ≤Mbd ≤Mmax, Rmin ≤ Rbd ≤ Rmax,

Φmin ≤ Φbd ≤ Φmax, |Mbdi+1
−Mbdi

| ≤ αδ, |Rbdi+1
− Rbdi

| ≤ βδ, |Φbdi+1
− Φbdi

| ≤ γδ,
∫

Dext

Q(x,Mbd,Rbd,Φbd)dx ≤ ν

}
.où α, β, γ sont dé�nis au tableau 4.1 et ν est un paramètre onnu spéi�é par les rai-sonnements pédologiques des ingénieurs agronomes. D'autre part, Dext désigne ii unsous-espae de R2 tel que Dext ∩ D = ∅.Le problème à résoudre est don

(Pbd) min
(Mbd ,Rbd ,Φbd)∈Sbd

Fbd(Mbd,Rbd,Φbd), (5.5)où
Fbd(Mbd,Rbd,Φbd) =

∫

Dbd

[Q(x,Mbd,Rbd,Φbd) +Qpc −Q
∗]2dx, (5.6)ave Dbd un sous-domaine de D tel que ∂D ∩ ∂Dbd = ∂Dbd et xdet(η) ∈ Dbd pour tout

η ∈ R.5.2.2 Algorithmes de résolutionSoit Ddet ∈ R2 un sous-domaine de D néessitant une amélioration de la gestion desdébuts et �ns d'épandage en plein hamp (zones apparaissant en rouge à la �gure 5.1).Ce dernier est dé�ni tel que :� ⋃

1≤k≤4

Γk = ∂Ddet,� Γ1 = ∂Ddet ∩ ∂D,� Γ2 = ∂Ddet ∩ ∂s1,� pour tout xΓ3 de Γ3 et xΓ1 de Γ1, max(‖xΓ3 − xΓ1‖2) > Zdet� Γ4 = ∂Ddet ∩ ∂sp,où Zdet désigne la distane maximale entre la limite extérieure du hamp et un pointd'intersetion entre Clim et un trajet retour. Ainsi, si l'on onsidère par exemple, le asd'un épandage dans un hamp présentant des trajetoires régulièrement espaés de 24 m,
Zdet est équivalent à 12 + 9 + 15 = 36 m (=demi-largeur de travail+distane des disquespar rapport au détourage+rayon moyen). Un exemple de région dé�nie par Ddet, pourune parelle de forme retangulaire traversée par 5 passages plein hamp (3 allers et 1retour), est dérite à la �gure 5.3. A�n de mieux appréhender la notion Zdet dé�nie préé-demment, ette illustration fait également apparaître la répartition spatiale des quantités



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 113de fertilisants résultant de l'épandage plein hamp réalisé ave une dose onsigne de 100Kg/Ha.

Figure 5.3 � Exemple de zone dé�nie par Ddet.Le domaine Ddet dé�nit une zone présentant une importante surfae. Celle-i peut êtreéquivalente à 4000 m2 pour les plus petites parelles renontrées dans la pratique. De plus,la totalité des trajetoires ont une in�uene signi�ative dans ette région. L'évaluation de
Fdet, néessitant la sommation des nappes éjetées le long des passages inlus dans ettezone, est rapidement oûteuse en temps de alul. Par ailleurs, le alul du gradient est trèsdéliat. Ces observations nous onduisent alors à faire appel à un algorithme d'ordre zéron'utilisant que les informations de la fontion objetif. L'implémentation de la méthode dusimplexe de Nelder-Mead, basée uniquement sur l'évaluation de la fontion à minimiser,peut don être envisageable (f. Chapitre 3). Toutefois, ette tehnique étant à la basedédiée à la résolution de problèmes sans bornes, des modi�ations sont néessaires a�nde prendre en ompte les ontraintes d'inégalité. Le domaine dé�ni par l'ensemble dees inégalités étant onvexe, il est lair que haque ontration du simplexe à l'intérieurde et espae génère un simplexe respetant les bornes de ontrainte. Aussi, il su�t detester les ontraintes uniquement après les opérations d'expansion et de ré�exion. Ce testonsiste simplement à remplaer un sommet du simplexe déplaé à l'extérieur de l'espaedes ontraintes par un nouveau point situé à l'intersetion de l'hyperplan de ontrainte etde la droite qui relie e nouveau sommet à l'anien. La proédure à appliquer est don lasuivante :
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Proj(Td) =




T i

d = T i
seuil si T i

d < T i
seuil

T i
d = T i

f si T i
d > T i

f

(5.7)où T i
seuil et T i

f sont les ième omposantes de Tseuil et Tf respetivement.La stratégie de projetion sur les bornes présente malheureusement l'inonvénient degénérer parfois un simplexe dégénéré pouvant auser l'éhe de la reherhe d'un minimumloal. En e�et, après e type d'opération, il est possible que les arêtes issus de ertainssommets deviennent linéairement dépendants, réduisant l'espae de reherhe au sous-espae dé�ni par es arêtes. Pour ontourner ette di�ulté, un test d'optimalité este�etué lorsque des ontraintes sont saturées pour la solution alulée. Ce dernier este�etué en appliquant une proédure e�ae, étudiée par Luersen ([Lue04℄), basée sur unredémarrage de l'algorithme au point trouvé. Si la méthode retourne au point de départ, ils'agit d'un minimum loal. Dans le as ontraire, 'est un minimum dégénéré. L'algorithmedu simplexe modi�é, noté SM, qui est implémenté est dérit i-dessous :Algorithme SM :Etape 0 : Soit ǫ > 0. Soit un simplexe : T (0)
d , T

(1)
d , ..T

(w)
d . Tmin

d , le point du simplexe où
Fdet est minimale Fdet(T

min
d )=Fmin

det ; Tmax
d elui où elle est maximale Fdet(T

max
d )=Fmax

det ;
T

(q)
d elui où elle prend sa 2ème plus grande valeur Fdet(T

(q)
d )=F

(q)
det ; b baryentre despoints T (j)

d pour j 6= wEtape 1 : Re�exion : T (r)
d = b+ α(b− Tmax

d ) ave α > 0,Si Tseuil ≤ T
(r)
d ≤ Tf , Fdet(T

(r)
d ) = F

(r)
det ,Sinon T (r)

d ← Proj(T
(r)
d ), Fdet(T

(r)
d ) = F

(r)
det .Si Fmin

det < F
(r)
det < Fmax

det , Tmax
d ← T

(r)
d . Aller à l'Etape 2.Si F (r)

det < Fmin
det , Expansion : T (e)

d = b+ β(T
(r)
d − b) ave β > 0,Si Tseuil ≤ T

(e)
d ≤ Tf , Fdet(T

(e)
d ) = F

(e)
det ,Sinon T (e)

d ← Proj(T
(e)
d ), Fdet(T

(e)
d ) = F

(e)
det .Si F (e)

det < F
(r)
det , Tmax

d ← T
(e)
d . Aller à l'Etape 2.Sinon Tmax

d ← T
(r)
d . Aller à l'Etape 2.Si F (q)

det < F
(r)
det < Fmax

det , Contration : T (c)
d = b+ γ(b− Tmax

d ) ave 0 < γ < 1,
Fdet(T

(c)
d ) = F

(c)
det .Si F (c)

det ≤ Fmax
det , Tmax

d ← T
(c)
d . Aller à l'Etape 2.Sinon T (j)

d = Tmin
d + 0.5(Tmin

d − T (j)
d ). Aller à l'Eta-pe 2.



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 115
Etape 2 : Si √√√√( 1

w + 1

w∑

j=0

(
FdetT

(j)
d − Fdet(b)

)2
)
< ǫ,Si ontraintes saturées, Aller à l'Etape 3.Sinon Stop.Sinon réordonner les points. Retourner à l'Etape 1.Etape 3 : Si redémarrage au point de onvergene déjà e�etué et si retour au mêmepoint, Stop.Sinon réordonner les points. Retourner à l'Etape 1.Au vue de la large surfae des zones de bordure et de l'importante longueur de la lignede détourage, il est aisé de onevoir que (Pbd) onstitue un problème de grande tailleaprès disrétisation de la fontion oût Fbd. Par onséquent, il semble tout à fait logiqued'implémenter la méthode de fenêtres glissantes exposée au hapitre préédent. Chaunde es sous-domaines de D est, en l'ourrene, onstruite de sorte qu'elle soit traverséepar la passage bordure sur une longueur d'environ 10 m et délimitée par Clim et Cbordla limite extérieur du hamp. Notons Dj

bd, la jème fenêtre inluse dans Dbd. Soient wbdle nombre de sous-domaines ouvrant la totalité de la ligne de détourage, et Ibd(j) unensemble de fenêtres dé�ni de la même manière que I(j) au Chapitre 4. La déterminationdes onsignes de réglages de la mahine se fait alors en résolvant une suite de problèmes
{Pbdj} telle que pour tout j ≤ wbd, (Pbdj) est donné par

(Pbdj) min
Xj∈Sj

bd

N bd(Xj) =

∫

Dj
bd

[Q(x,Xj)−Q∗]2dx

+
∑

k∈Ibd(j)

∫

Dk
bd

[Q(x, X̃k)−Q∗]2dx,
(5.8)où

Sj
bd =

{
(Mbd

j,Rbd
j ,Φbd

j) ∈ R4vj |Mmin ≤Mbd
j ≤Mmax, Rmin ≤ Rbd

j ≤ Rmax,

Φmin ≤ Φbd
j ≤ Φmax, |M j

bdi+1
−M j

bdi
| ≤ αδ, |Rj

bdi+1
−Rj

bdi
| ≤ βδ, |Φj

bdi+1
− Φj

bdi
| ≤ γδ,

∫

Dext

Q(x,Mbd
j ,Rbd

j,Φbd
j)dx ≤ ν

}
.ave ν > 0 désignant une quantité d'engrais à ne pas dépasser à l'extérieur du hamp.

(Pbdj) étant un problème omportant des ontraintes de doubles inégalités et de simpleinégalité, le alul d'une solution X̂j peut se faire e�aement en appliquant un algorithmedu type Lagrangien augmenté. A�n de simpli�er l'ériture du Lagrangien augmenté, re-formulons (Pbdj) omme i-après :
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(Pbdj)





min
Xj
N bd(Xj)

ui ≤ ai ≤ Ui, i = 0, · · · , 4vj − 1

zi ≤ bi ≤ Zi, i = 0, · · · , 4(vj − 1)− 1

c =
∫
Dext

Q(x,Mbd,Rbd,Φbd)dx− ν ≤ 0

Xj ∈ R4vj

(5.9)
où les veteurs a, b, u, U , z et Z sont dé�nis de la même manière que dans la setion 4.4.Soient ω et y respetivement le multipliateur de Lagrange et le oe�ient de pénalitéliés à la ontrainte d'inégalité c. A partir des notations utilisées dans le hapitre préédentet des dé�nitions de Πi et Ψi données par (4.30) et(4.31), le Lagrangien augmenté de
(Pbdj) peut alors s'érire omme

L(Xj, λ, r, ω, y) = N bd(Xj) +

4vj−1∑

i=0

Πi(X
j , λ) +

4(vj−1)−1∑

i=0

Ψi(X
j , λ)

+
1

2y

{
[max {0, ω + yc(x)}]2 − ω2

}
.

(5.10)
(Pbdj) peut alors être résolu en implémentant l'algorithme détaillé i-dessous :Algorithme OLBj :Etape 0 : Choix de Xj(0). Choix de ǫ, éart maximal de violation des ontraintes

k ← 0 ; λ(0) ← 0 ; r(0) ← 1 ; ω(0) ← 0 ; y(0) ← 1Etape 1 : k ← k + 1Etape 2 : (Xj(k)
, λ(k), ω(k)) solutions de (Pbdk

j )Etape 3 : Si V (Xj(k)
, λ(k), ω(k)) < ǫ alors STOPSinon mise à jour des multipliateurs et des oe�ients de pénalitéRetourner à l'Etape 1.où à l'Etape 3, V : R8vj−3 → R+ est dé�nie par :

V (Xj(k)

, λ(k), ω(k)) =

4vj−1∑

i=0

(
Πi(X

j(k)

, λ(k))
)2

+

4(vj−1)−1∑

i=0

(
Ψi(X

j(k)

, λ(k))
)2

+

[
Max

{
c(Xj(k)

, ω(k)),−
ω(k)

y(k)

}]2
(5.11)

et la mise à jour de y(k+1) est e�etuée de la manière suivante :
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Si [Max

{
c(Xj(k)

, ω(k)),−
ω(k)

y(k)

}]2

> 0.25

[
Max

{
c(Xj(k−1)

, ω(k−1)),−
ω(k−1)

y(k−1)

}]2

,alors y(k+1) ← 10y(k).5.2.3 Exemple d'appliationNous nous intéressons dans ette partie à la rédution d'erreurs de fertilisation surla zone bordure apparaissant à la �gure 5.3. La région traitée présente une surfae de
5763 m2 et Zdet est en l'ourrene égale à 36 m (alul préisé dans la setion 5.2.2).D'autre part, la dose qui est presrite ii vaut 100 Kg/Ha et la vitesse de déplaement dela mahine sur la ligne de détourage est �xée à 10 Km/h.Comme expliquée préédemment, déterminons dans un premier temps les instants op-timaux de début d'épandage en plein hamp a�n d'obtenir une ligne Clim la plus parallèlepossible de Cdet. Dans le as présent, Tseuil = [1.08, 1.08, 1.08]T pour éviter l'éjetion defertilisants à l'extérieur de la parelle. Après appliation de l'algorithme SM, la réparti-tion d'engrais distribués dans Ddet à l'issue de l'épandage plein hamp est a�hée à la�gure 5.4.

Figure 5.4 � Répartition de dose dans Ddet après appliation de l'algorithme SM. (T̂d =

[12.9, 13.2, 13.3]T.Fdet(T̂d) = 23.3.Temps d'exéution= 5.04 min.)Les points optimaux de début d'épandage en plein hamp étant déterminés, nouspouvons alors proéder au alul des onsignes à présenter en entrée du distributeur lelong du parours de bordure apparaissant en gris à la �gure i-dessus. Le nombre total de



118 5.2 Optimisation en deux tempsparamètres à estimer vaut 1172. Grâe à la stratégie de fenêtres glissantes, nous sommesamenés à traiter de manière séquentielle un problème (Pbordj) ne faisant intervenir que
4vj = 324 variables. La méthode LBFGS est exéutée ave un nombre maximal de pairede veteurs stokés égal à 3. D'autre part, l'algorithmeOLBj est initialisé ave des valeursde paramètres qui sont elles les plus ouramment utilisées en pratique lors de l'épandagede bordure pour une largeur de travail de 24 m et une dose de référene de 100 Kg/Ha.Ces valeurs d'initialisation sont regroupées dans le tableau 5.1 où les disques bordure etplein hamp désignent respetivement les disques droit et gauhe si nous onsidérons quele trateur se déplae le long de la ligne de détourage de la �gure 5.4 de la gauhe vers ladroite. Disque bordure Disque plein hampDébit (Kg/min) 10 20Rayon moyen (m) 15Angle moyen (�) +20Tableau 5.1 � Initialisation de l'algorithme OLBjPour e qui onerne le rayon moyen et l'angle moyen de la nappe de bordure, ilsdemeurent onstants et valent respetivement 11 m et -10�. D'autre part, les bornes in-férieures et supérieures des ontraintes méaniques et dynamiques du système sont lesmêmes que elles du tableau 4.1. De plus, si nous onsidérons des régions Dext de surfaede 50 m2 (10 m × 5 m), ν est �xé à 0.5 Kg a�n de respeter les normes environnementales.La �gure 5.5 illustre la arte de défauts de fertilisation simulée après optimisation.

Figure 5.5 � Carte de l'erreur de répartition dans Ddet après optimisation des réglages.(Fbd(X̂) = 1.16e6.Temps d'exéution≈ 8.5 h.)



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 119A première vue, les résultats obtenus semblent mitigés ar il est vrai que ontraire-ment au as de l'épandage plein hamp, les erreurs de répartition en l'ourrene n'ontpas totalement disparu et peuvent atteindre en ertains points des valeurs prohes de30%. Néanmoins, si nous omparons la proportion de surfae orretement amendée enappliquant ette stratégie à elle obtenue en proédant de manière lassique à partir despréonisations des onstruteurs, il est foré de onstater que la qualité de l'épandagerésultant de l'appliation des nouveaux réglages est nettement meilleure. Ces proportionssont a�hées au tableau 5.2. Réglages standards Réglages optimauxAppliation orrete (% surfae) 52.7 73.2Surdosage (% surfae) 28.9 15Sous-dosage (% surfae) 18.4 11.8Tableau 5.2 � Qualité d'épandage de bordure obtenue ave réglages standards et réglagesissus de la résolution de (Pbd).Les paramètres optimaux alulés apparaissent à la �gure 5.6.
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Figure 5.6 � Paramètres optimaux obtenus à l'issue de la résolution de (Pbd).Comme nous pouvons le remarquer, les onsignes alulées sont nettement di�érentesdes réglages donnés par les fabriants de mahine. Ainsi, les débits droit et gauhe at-teignent des valeurs beauoup plus importantes que elles présentées lors de l'initialisationde l'algorithme d'optimisation. Nous pouvons par ailleurs noter que le rayon moyen resteonstant au ours du temps et égale à sa borne supérieure à savoir 20 m. Ce phénomènepourrait s'expliquer du fait que la ourbe Clim, délimitant le début de la zone où les quanti-tés d'engrais appliqués en plein hamp est non nulle, se trouve très éloignée du passage de



120 5.3 Optimisation simultanéedétourage. En e�et, en l'ourrene la distane séparant es deux lignes étant supérieureà 20 m, la dose apportée lors du parours en bordure peut di�ilement ompléter elle duplein hamp. Pour ette même raison, l'angle de projetion atteint de manière fréquentesa valeur maximale. Ce paramètre est sujet également à des osillations qui sont nées-saires pour permettre d'obtenir une répartition régulière. Ces remarques nous suggèrentalors de gérer les débuts et �ns d'épandage en plein hamp a�n de rapproher Clim de lalimite extérieure de la parelle et par onséquent aboutir à un meilleur reouvrement desourbes de doses plein hamp et bordure.
5.3 Optimisation simultanée5.3.1 FormalisationA la setion préédente, le problème d'épandage de bordure était traitée en 2 étapes :détermination des débuts d'épandage de façon à se ramener à une on�guration prohe deelle reommandée par la stratégie de base de la fertilisation dans un premier temps, puisalul des réglages à appliquer au système. Dans ette partie, nous adoptons une approhedi�érente qui onsiste à onsidérer un problème plus général ne faisant auune hypothèseonernant la ligne de reouvrement des doses plein hamp et bordure. Il s'agit ainsi de neplus traiter séparément les variables de déision "temps" et "réglages" mais plut�t de lesaluler de manière simultanée en ne onsidérant plus qu'un seul ritère d'optimisation.Avant de modéliser la fontion oût dont il est question, reformulons l'expression dela dose totale réellement épandue en plein hamp données par (4.16). En notant Mpc,
Rpc, Φpc les onsignes optimales relatives à la fertilisation en plein hamp, Qpc peut êtreré-érite omme une fontion de Ω×R4n ×Rp dans R dé�nie par

Qpc(x,Mpc, Rpc,Φpc, Tbs) =

pa∑

ka=1

∫ tka
fa

Tbska

qtot(x,Mpc(t
ka), Rpc(t

ka),Φpc(t
ka))dt

+

pr∑

kr=1

∫ Tbspa+kr

tkr
dr

q(x,Mpc(t
kr), Rpc(t

kr),Φpc(t
kr))dt,

(5.12)
où Tbsi

désigne la ième omposante du veteur Tbs = [t1da
, · · · , tpa

da
, t1fr

, · · · , tpr

fr
]
T, et où lespassages aller ska(t) et retour skr(t) sont respetivement au nombre de pa et pr ave

pa + pr = p.A�n de réduire les défauts de répartition de dose dans la région Dbord, il onvient dealuler les paramètres Mbs, Rbs, Φbs et Tbs solutions de (Pbs) donné par



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 121
(Pbs) min

(Mbs ,Rbs,Φbs,Tbs)∈Sbs

Fbs(Mbs,Rbs,Φbs,Tbs)=

∫

Dbd

[Q(x,Mbs,Rbs,Φbs)

+Qpc(x,Mpc,Rpc,Φpc, Tbs)−Q
∗]2dx,

(5.13)où Sbs représente l'ensemble des ontraintes que doivent respeter les variables de déision.Ce dernier est dé�ni par
Sbs =

{
(Mbs,Rbs,Φbs, Tbs) ∈ R4n+p|Mmin ≤Mbs ≤Mmax, Rmin ≤ Rbs ≤ Rmax,

Φmin ≤ Φbs ≤ Φmax, |Mbsi+1
−Mbsi

| ≤ αδ, |Rbsi+1
− Rbsi

| ≤ βδ, |Φbsi+1
− Φbsi

| ≤ γδ,
∫

Dext

Q(x,Mbs,Rbs,Φbs)dx ≤ ν, Tmin ≤ Tbs ≤ Tmax

}
.5.3.2 Algorithmes d'optimisationPour les mêmes raisons évoquées lors du hoix d'un algorithme de résolution du pro-blème (Pbd) (f. setion 5.2.2), (Pbs) est traité en faisant appel à la tehnique de fenêtresglissantes en tenant ompte d'une déomposition du domaineDbd similaire à elle e�etuéepréédemment.Notons ii pour tout j ≤ wbd, K ′

j = {i ∈ N} tel que Qpc(x,Mpc,Rpc,Φpc, Tbsi
) 6=

0 ∀x ∈ Dj
bd et v′j = card(K ′

j). D'autre part, soit Xj
pc =

[
Mpc,Rpc,Φpc, T

j
bs

]T
∈ Rv′j . Ilvient qu'une solution de (Pbs) peut être approximée en résolvant la suite de problèmes

{Pbsj} dérit par
(Pbsj) min

(Xj ,T j
bs

)∈Sj
bs

N bs(Xj, T j
bs) =

∫

Dj
bd

[Q(x,Xj) +Qpc(x,X
j
pc)−Q

∗]2dx

+
∑

k∈Ibd(j)

∫

Dk
bd

[Q(x, X̃k) +Qpc(x, X̃k
pc)−Q

∗]2dx,
(5.14)où Sj

bs désigne la restrition de Sbs dans Dj
bd et Xj =

[
Mbs

j,Rbs
j,Φbs

j
]T
∈ R4vj .

(Pbsj) étant un problème sujet à de nombreuses ontraintes d'inégalités, un algorithmedu Lagrangien augmenté est utilisé. Reformulons les veteurs u et U (dé�nis initialementau Chapitre 4) de la manière suivante :
u = [u, Tmin]T,

U = [U, Tmax]
T.Par ailleurs posons a = [Xj, T j

bs]
T. A partir des notations de la setion 4.4, il vient quele Lagrangien augmenté de (Pbsj) est
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L(Xj, T j

bs, λ, r, ω, y) = N bs(Xj, T j
bs) +

4vj+p−1∑

i=0

Πi(X
j , T j

bs, λ) +

4(vj−1)−1∑

i=0

Ψi(X
j , λ)

+
1

2y

{
[max {0, ω + yc(x)}]2 − ω2

}
.

(5.15)
(Pbs) peut don être résolu en appliquant la proédure Gliss où à l'Etape 1 l'algo-rithme OLBj est utilisé.5.3.3 Test numériqueA�n de omparer la qualité d'épandage résultant de l'appliation de ette nouvelleapprohe à elle obtenue ave la stratégie d'optimisation en deux temps, nous nous in-téressons à la même région bordure traitée au paragraphe 5.2.3. Les valeurs initiales desparamètres de réglages sont les mêmes que elles apparaissant au tableau 5.1. Pour haquefenêtre j, la variable Tbs est initialisée telle que T j(0)

bs = [1.08, 1.08, 1.08, 7.56, 7.56, 7.56]T.A l'issue de l'optimisation, nous obtenons T̂bs = [9.48, 9.28, 9.26, 7.56, 7.56, 7.56]T et la ré-partition de la dose de fertilisants distribuée le long des passages plein hamp est illustréeà la �gure 5.7.

Figure 5.7 � Répartition de la dose dans Ddet orrespondant aux instants optimaux dedébut et d'arrêt d'épandage plein hamp.Comme nous pouvons le onstater, la arte obtenue di�ère légèrement de elle repré-sentée à la �gure 5.4. En e�et, il est aisé de voir que Clim dérit en l'ourrene une ourbequi n'est plus parallèle à la limite extérieure du hamp. D'autre part, il est important de



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 123noter que grâe à ette on�guration, les nouveaux défauts de répartition, représentés à la�gure 5.8, onnaissent une rédution plus importante que elle observée en faisant appelà la stratégie d'optimisation en deux temps.

Figure 5.8 � Carte de l'erreur de répartition dans Ddet après optimisation des réglages.(Fbs(X̂, T̂bs) = 9.24e5.Temps d'exéution≈ 12.2 h.)En analysant la arte d'erreurs, nous pouvons remarquer une nette diminution de lasurfae des régions sous-fertilisées. Par ailleurs, la bande de la zone surdosée de la �gure5.4 est nettement plus �ne. Ces observations visuelles sont non seulement onfortées parla valeur �nale de Fbs(X̂, T̂bs) qui est environ inférieure de 2e3 à Fbd(X̂), mais aussi par lesstatistiques du tableau 5.3 où les approhes 1 et 2 désignent respetivement les méthodesbasée sur l'optimisation en deux temps et l'optimisation simultanée.Réglages Réglages"approhe 1" "approhe 2"Appliation orrete (% surfae) 73.2 83.6Surdosage (% surfae) 15 7.1Sous-dosage (% surfae) 11.8 9.3Tableau 5.3 � Comparaison des qualités d'épandage de bordure obtenue ave les 2 typesd'approhes employées.La on�guration résultant de la nouvelle gestion des instants d'ouverture et de fer-meture des trappes d'alimentation du distributeur le long des trajetoires plein hampet la supériorité de la qualité d'épandage résultant de l'appliation de l'approhe 2, nousamène alors à penser que les paramètres de réglages soient, en l'ourrene, soumis à deplus fortes variations que dans le as de l'approhe 1. Cette idée est véri�ée par les ourbes



124 5.4 Optimisation de l'épandage de bordure pour une parelle réelleprésentées à la �gure 5.9. En e�et, l'angle de projetion de la nappe reouvrant la doseplein hamp est sujet à d'importantes �utuations et évolue entre 20 et 40�au ours dutemps. Pour e qui onerne les autres paramètres, ils suivent les mêmes tendanes queelles a�hées à la �gure 5.6.
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Figure 5.9 � Paramètres optimaux obtenus à l'issue de la résolution de (Pbs).Bien que la stratégie, basée sur l'optimisation simultanée des variables "temps" et"réglages", apporte des résultats très satisfaisants, elle présente ependant l'inonvénientd'être plus oûteux en temps d'exéution que l'approhe 1. L'utilisateur �nal privilégieral'appliation de telle ou telle méthode selon le degré de préision d'épandage voulue. Ainsi,s'il s'avère qu'une solution de grande qualité soit préférable, e dernier pourra faire appelà l'approhe 2. Dans le as ontraire, l'approhe 1 permettant d'obtenir des résultatsorrets ave un temps d'exéution moins important sera employé.5.4 Optimisation de l'épandage de bordure pour uneparelle réelleLa parelle dont il est question dans ette partie est la même que elle traitée endernière setion du hapitre préédent. En l'ourrene, la ligne de détourage se trouveà environ 12 m de la limite extérieure du hamp e qui nous onduit à adopter desvaleurs similaires de réglages que elles employées pour le rayon moyen et l'angle moyendu disque bordure en setion 5.2.3. A�n de déterminer la solution permettant d'aboutirà la meilleure répartition de dose, nous appliquons ii la méthode basée sur la gestionoptimale simultanée des débuts et �ns d'épandage et des onsignes de réglages.



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 125Avant de proéder à l'exéution de l'algorithme d'optimisation, le veteur Tbs est initia-lisé tel que haque omposante orrespondant à une ouverture de la trappe d'alimentationde la mahine vaut 1.08 s. Celles assoiées à un instant de fermeture peuvent être regrou-pées dans le veteur Tstop = [78.5, 73.6, 63.8, 46, 38.5, 20]T. A l'issue de l'optimisation, lesinstants alulés sont réapitulés dans le tableau 5.4.Passage 1 2 3 4 5 6Instant de début (s) 9.46 11.5 12.75 11.47 13.76 10.7Instant d'arrêt (s) 78.22 73.62 63.56 45.9 38.54 19.62Tableau 5.4 � Instants de début et d'arrêt optimaux d'épandage en plein hamp.La répartition de dose plein hamp orrespondant est exposée à la �gure 5.10.
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Figure 5.10 � Répartition de dose en plein après gestion optimale des débuts et �nsd'épandage.Contrairement à la gestion traditionnelle des débuts et �ns d'épandage en bout dehamp, le résultat obtenu après optimisation montre que l'agriulteur doit ommener àépandre dans ertains as à plus de 30 m de la ligne de détourage. Au vue des défautsde fertilisation mises en exergue à la �gure 2.2, ette longue distane semble légitime a�nd'éviter des grosses zones de surdosage en bordure.La simulation des erreurs de répartition, après détermination de la séquene de onsignesoptimales à présenter en entrée du système le long du passage bordure, fait apparaître di-verses zones de sur et sous-dosage. Ainsi, à partir de la �gure 5.11, nous pouvons observerque ontrairement à l'épandage en plein hamp, elui en bordure présente de nombreuses



126 5.4 Optimisation de l'épandage de bordure pour une parelle réellerégions où les erreurs sont nettement supérieures à 15% en valeur absolue et peuventatteindre près de 70% en ertains endroits. Néanmoins, il faut noter que les zones fer-tilisées de manière inorrete sont beauoup moins importantes que elles de la �gure2.2. Par ailleurs, nous pouvons noter que les régions sous-fertilisées a�hent une surfaeplus importante que elles qui sont surdosées, e qui est très important du point de vueenvironnemental.

Figure 5.11 � Carte des défauts de répartition à l'issue de l'optimisation de l'épandageplein hamp et bordure. (Fbs(X̂, T̂bs) = 1.98e8. Temps d'exéution≈ 2 jours et demi.)D'autre part, si nous nous attardons sur la proportion de surfae orretement fertili-sée (f. Tab.5.5), nous pouvons juger que le résultat déoulant de l'optimisation est trèslargement satisfaisant. Réglages standards Réglages optimauxAppliation orrete (% surfae) 45.2 83.9Surdosage (% surfae) 38.9 5.8Sous-dosage (% surfae) 15.9 10.3Tableau 5.5 � Qualité d'épandage sur la totalité du hamp obtenue ave réglages standardset réglages optimaux.Du fait d'une ligne de détourage non rigoureusement retiligne, tous les paramètresde déision, apparaissant à la �gure 5.12, présentent des variations au ours du temps.Toutefois, les plus importantes �utuations peuvent être attribuées à l'angle moyen deprojetion qui, variant entre -40� et +10�, oupe toute la plage des valeurs autoriséespar les ontraintes de borne. Pour e qui onerne le rayon moyen, nous pouvons noter



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 127qu'il est la plupart du temps égal à sa valeur maximale autorisée et qu'il adopte ainsi unetendane similaire à elle observée sur les exemples traités préédemment. D'autre part,ontrairement aux ourbes illustrées par les �gures 5.6 et 5.9, le débit appliqué au niveaudu disque plein hamp est nettement inférieur à 40 Kg/min. Ce phénomène pourrait alorsexpliquer les grandes variations de l'angle moyen. En e�et, les valeurs adoptées par le débitétant relativement basses, en omparaison ave les résultats alulés plus haut, les nappeséjetées doivent alors "balayer" toute la surfae bordure a�n d'aboutir à une répartitionaussi uniforme que possible sur la totalité de la parelle.
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Figure 5.12 � Paramètres optimaux obtenus pour l'épandage de bordure.5.5 ConlusionDans e hapitre, deux approhes sont proposées a�n de réduire les dégradations dela qualité de la répartition de fertilisants appliqués lors de la di�ile phase d'épandagede bordure qui a pour but d'apporter le omplément de doses néessaire à l'obtentiond'une appliation uniforme sur l'ensemble du hamp tout en limitant les onentrationsd'engrais à l'extérieur de e dernier. Les stratégies envisagées ont été élaborées en tenantompte des deux prinipales soures d'erreurs de fertilisation apparaissant durant etteopération, à savoir d'une part les réglages �xes ne permettant pas de prendre en ompteles singularités géométriques fréquentes au niveau des zones frontières de la parelle, etd'autre part les instants d'ouverture et de fermeture des trappes d'alimentation de lamahine en plein hamp inadéquats du fait de l'appliation d'un raisonnement erroné (f.Chapitre 1).Aussi, partant de l'hypothèse qu'une répartition uniforme peut être failement obtenuedans le as où les lignes de reouvrement de ourbes transversales de dose sont parallèles



128 5.5 Conlusionau passages suivis par le trateur (base de la stratégie d'épandage d'aujourd'hui), uneméthode est tout d'abord développée de manière à gérer séparément les débuts et �nsd'épandage en bout de hamp et les ajustements des paramètres méaniques de l'outilpendant le parours de la ligne de détourage. Ainsi, dans un premier temps, en utilisantles points marquant l'arrêt d'épandage dé�nis par les ontraintes de manoeuvres e�etuéesen bout de parelle, les instants d'ouverture des trappes de la trémie du distributeur sontdéterminées a�n de minimiser la variane de la distane entre la ligne du détourage et laligne frontière délimitant le début de la région fertilisée en plein hamp. Fae à l'évaluationoûteuse de la fontion objetif et du alul di�ile du gradient de ette dernière, nousavons implémenté une version modi�ée de la méthode du simplexe de Nelder-Mead a�nde prendre en ompte les ontraintes de bornes imposées par la géométrie parellaire.A partir de la on�guration obtenue à l'issue de la gestion des débuts d'épandage enplein hamp, les onsignes de réglage de l'appareil sont alors alulées par l'intermédiairede la résolution d'un problème d'optimisation onsistant à minimiser l'éart quadratiqueentre dose désirée et dose réelle tout en prenant en ompte les ontraintes méaniques dudistributeur de la même manière que dans le hapitre préédent. Cette approhe, testéesur une parelle �tive, permet alors de réduire signi�ativement les zones de sur et sous-dosage habituellement observées après fertilisation des régions de bordure.Pour e qui onerne la seonde stratégie, le problème de gestion des arrêts et débutsd'épandage pour les aller-retours plein hamp ainsi que elui du réglage du distributeursont traités simultanément. Pour e faire, une approhe mathématique basée sur le aluldes solutions d'un problème d'optimisation sous ontraintes est également employée. L'in-tégration spatiale de l'erreur quadratique entre dose réellement épandue et dose presritea tout naturellement été hoisie omme fontion oût. Contrairement au Chapitre 4, oùles variables déision étaient uniquement les paramètres méaniques du distributeur, lesinstants de débuts et �ns d'épandage sont ii aussi onsidérées omme des inonnues àdéterminer. Grâe à l'utilisation de l'algorithme Gliss, le problème peut être résolu demanière e�ae et une plus importante rédution des erreurs de fertilisation dans la zonebordure peut être observée en appliquant ette approhe qu'en faisant appel à la premièrestratégie. Cependant, ette qualité d'épandage est obtenue au prix d'un temps d'exéutionsupérieur à elui mesuré dans le as de l'optimisation en deux temps. Par onséquent, lehoix �nal d'employer l'une ou l'autre méthode résultera d'un ompromis entre tempsd'exéution et régularité de l'appliation d'engrais.Il faut noter que les paramètres optimaux alulés ii, sont des solutions sous-optimalesqui résultent du fait d'optimiser séparément l'épandage plein hamp et bordure. Bien queette stratégie soit néessaire pour éviter une explosion du temps d'exéution sur unemahine standard, une amélioration de la qualité des solutions pourrait être observée



Chap.5 : Optimisation de l'épandage de bordure 129dans le as d'une parallélisation de l'algorithme telle qu'elle a été exposée au hapitrepréédent.D'autre part, il est tout à fait logique de penser que les défauts de répartitions quisubsistent à l'issue de l'optimisation sont, dans une ertaine mesure dûs à l'utilisationd'un dispositif de bordure, qui en �xant le rayon et l'angle moyen de projetion de lanappe vers l'extérieur du hamp, limite grandement les apaités du distributeur. Aussi,une étude onernant l'optimisation des paramètres de la nappe ainsi que de la forme dukit bordure pourrait amener à une distribution de fertilisants plus régulière.



130 5.5 Conlusion



Chapitre 6
Contr�le optimal de l'épandageentrifuge : étude préliminaire

A travers les Chapitres 4 et 5, les onsignes de réglages à adopter étaient déterminéesen minimisant la valeur d'une fontion objetif re�étant les défauts de répartition obser-vés dans le hamp traité. Le ritère à optimiser était alors dé�ni naturellement ommeétant la norme L2 de l'erreur entre la dose presrite et la dose réellement épandue. Cettedernière était évaluée dans e as diretement à partir du modèle de Colin (1.1). Uneautre possibilité aurait été de aluler es quantités d'engrais véritablement distribuées àpartir de la résolution d'une équation à dérivées partielles. C'est ette approhe qui estprivilégiée ii. Il s'agit don, plus préisément, de reformaliser le problème d'optimisationde manière à e qu'il puisse être assimilé à un problème de ommande optimale où lavariable d'état est en l'ourrene la dose apportée par le distributeur.Ce hapitre onstitue une étude préliminaire onernant la détermination des onsignesoptimales à appliquer à l'épandeur par résolution d'un problème de ontr�le optimal. A�nd'expliiter ette nouvelle approhe, nous présentons, tout d'abord, l'équation d'état duproblème. Quelques résultats issus de la résolution numérique de e dernier sont égalementexposés a�n de véri�er sa validité. La formalisation du problème d'optimisation, ainsi quela méthode de résolution employée sont ensuite mises en exergue. En�n, nous illustronsette nouvelle approhe par des exemples aadémiques simples où des petits domainesomportant seulement deux passages sont onsidérés : dans un premier temps parallèles,ensuite non parallèles.



132 6.1 Equation d'état6.1 Equation d'étatRappelons qu'un problème de ommande optimal est par dé�nition un problème d'op-timiation sous ontraintes où l'une de es dernières est une équation d'état modélisantentièrement le système étudié. Aussi, a�n de formaliser notre problème de ontr�le, il estavant tout néessaire de dé�nir l'équation dont la résolution permet de onnaître l'étatdu proessus d'épandage, à savoir la quantité d'engrais distribuée.6.1.1 ModélisationProposition 6.1.1 Soit Ω un ouvert de R2. Lorsque le entre du disque xc = (xc, yc)oupe des positions suessives se trouvant à l'extérieur de Ω, la quantité d'engrais dis-tribuée Q sur Ω (dé�nie par l'équation 4.6 du Chapitre 4 setion 4.1) peut être onsidéréeomme la solution de l'équation aux dérivées partielles en z
(Σ)




−
∂z

∂x2
−

∂z

∂y2
= f , dans Ω

z = g, sur ∂Ω (6.1)où f et g sont tout simplement
f = −

∂2Q

∂x2
−
∂2Q

∂y2
, dans Ω, (6.2)

g = Q, sur ∂Ω. (6.3)Preuve :A�n de simpli�er l'exposé, nous onsidérons uniquement la répartition d'engrais dûeuniquement à un seul disque pour une unique trajetoire, le résultat pouvant être fai-lement étendu dans le as d'un épandage ave les deux disques sur plusieurs passages.D'après Colin ([Col97℄), Q : Ω× R3 → R est alors dé�nie omme suit
Q(x,M,R,Φ) =

∫ T

0

q(x,M(t), R(t),Φ(t)), (6.4)ave
q(x,M(t), R(t),Φ(t)) =

M(t)

2πσrσθ
exp



−
(√

(x− xc)2 + (y − yc)2 −R(t)
)2

2σ2
r




× exp

(
− (atan2 (y − yc, x− xc)− Φ(t))2

2σ2
θ

)
,

(6.5)



Chap.6 : Contr�le optimal de l'épandage entrifuge : étude préliminaire 133et où la fontion atan2 :R2 → [−π/2, π/2] est dé�nie par
atan2 (y, x) =

{
arctan

(
y
x

)
+ π × uH(−x)× sign(y) si x2 + y2 6= 0,

0 sinon. (6.6)La fontion uH désigne ii la fontion de Heaviside (ou fontion éhelon) telle que :
uH(x) =

{
0 si x < 0,

1 si x ≥ 0.
(6.7)Considérons maintenant les fontions qr : R2 → R et qϕ : R2 → R telles que

qr(x, y) = exp



−
(√

X2
c + Y 2

c −R(t)
)2

2σ2
r


 , (6.8)

qϕ(x, y) = exp

(
− (atan2 (Yc, Xc)− Φ(t))2

2σ2
θ

)
, (6.9)ave Xc = x− xc et Yc = y − yc.Calulons alors les dérivées partielles seondes suivantes :

∂2qr(x, y)

∂x2
=

−qr(x, y)

σ2
r(X

2
c + Y 2

c )
×

[
(X2

c + Y 2
c −Xc)(

√
X2

c + Y 2
c − R(t))√

X2
c + Y 2

c

+ X2
c −

X2
c (
√
X2

c + Y 2
c − R(t))2

σ2
r

]
, (6.10)

∂2qr(x, y)

∂y2
=

−qr(x, y)

σ2
r (X

2
c + Y 2

c )
×

[
(X2

c + Y 2
c − Yc)(

√
X2

c + Y 2
c − R(t))√

X2
c + Y 2

c

+ Y 2
c −

Y 2
c (
√
X2

c + Y 2
c −R(t))2

σ2
r

]
, (6.11)

∂2qϕ(x, y)

∂x2
=

qϕ(x, y)

σ2
θ(X

2
c + Y 2

c )2
×
[
−2XcYc(atan2 (Yc, Xc)− Φ(t))− Y 2

c

+
Y 2

c (atan2(Yc, Xc)− Φ(t))2

σθ

] (6.12)
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∂2qϕ(x, y)

∂y2
=

−qϕ(x, y)

σ2
θ(X

2
c + Y 2

c )2
×
[
−2XcYc(atan2 (Yc, Xc)− Φ(t)) +X2

c

−
X2

c (atan2 (Ya, Xa)− Φ(t))2

σθ

]
. (6.13)A partir de (6.10)-(6.13), il est aisé de voir que f ∈ L2(Ω) si et seulement siX2

c +Y 2
c 6= 0.Le résultat déoule alors de la proposition 3.3.1. �

6.1.2 SimulationsA�n d'illustrer la proposition 6.1.1, nous nous intéressons ii à la résolution numériquede (Σ) sur deux types de domaines Ω1 et Ω2 illustrés à la �gure 6.1.
1m 12 m Ω1

∂Ω1

Aller Retour
1m12 mΩ2

∂Ω2

9 m
Cas 1 Cas 2Figure 6.1 � Géométries adoptées pour la résolution numérique de (Σ).La résolution de (Σ) se fait en appliquant la méthode des éléments �nis à l'aide de latoolbox Matlab "Partial Di�erential Equation". Le maillage est onstitué de N noeudset est issu d'une triangulation de Delaunay. D'après le paragraphe 3.3.3, le problème seréduit alors au système linéaire suivant :

KZ = B (6.14)où Z désigne un veteur des valeurs de la fontion z aux sommets du maillage, K et Brespetivement une matrie N × N symétrique dé�nie positive (matrie de rigidité) de



Chap.6 : Contr�le optimal de l'épandage entrifuge : étude préliminaire 135omposantes Ki,j et un veteur de taille N de omposantes Bi tels que :
Ki,i =

∫

Ω

∇φi · ∇φidx pour tout noeud i à l'intérieur de Ω,

Ki,i =

∫

Ω

∇φi · ∇φidx+ AGi pour tout noeud i sur ∂Ω,
Ki,j =

∫

Ω

∇φi · ∇φjdx pour tout i 6= j,

Bi =

∫

Ω

fφidx−

∫

Ω

∇g · ∇φidx pour tout noeud i à l'intérieur de Ω,

Bi =

∫

Ω

fφidx−

∫

Ω

∇g · ∇φidx+ AGi pour tout noeud i sur ∂Ω. (6.15)ave pout tout i, φi une fontion d'interpolation linéaire dé�nie sur haque triangle dumaillage, Gi la valeur de g au noeud i et A un nombre hoisi tel que A >> max(Ki,j).Pour les deux exemples étudiés, qu'il s'agisse d'un aller ou d'un retour, le distributeurommene à éjeter de l'engrais à 50 m de la limite extérieure du domaine. Les dépla-ements du trateur se font sur 20 m ave une vitesse de 10 Km/h. De plus, les réglagesutilisés apparaissent au tableau 6.1. Disque gauhe Disque droitDébit (Kg/min) 8 8Rayon moyen (m) 14 14Angle moyen (�) -20 +20Tableau 6.1 � Réglages appliqués lors des simulations.Pour le premier exemple, l'ensemble des aluls sont réalisés ave un maillage ompor-tant 277 noeuds et onduisent aux résultats présentés aux �gures 6.2 et 6.3.
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Chap.6 : Contr�le optimal de l'épandage entrifuge : étude préliminaire 137Au vue de l'ensemble de es résultats, nous pouvons onstater que les solutions del'équation d'état alulées numériquement orrespondent bien aux doses réelles. Le mêmetype de maillage sera alors utilisé lors de la résolution des problèmes de ontr�le optimalprésentés plus loin dans e hapitre.6.2 Formalisation du problème de ontr�leL'objetif étant toujours de réduire les défauts de répartition d'engrais, si q∗ ∈ L2(Ω)désigne la dose onsigne, il vient que la fontion oût à onsidérer pour une unique tra-jetoire est
F (M,R,Φ) =

∫

Ω

[z(M,R,Φ)− q∗]2dx, (6.16)où z est la variable d'état solution de (Σ) et où M , R, Φ onstituent les ommandesreherhées.De la même manière que dans les hapitres préédents, pour tenir ompte des limitesdes ationneurs du distributeur, nous introduisons un ensemble de ontraintes sur lesommandes, notée S et dé�nie par (4.8).Le problème à résoudre est don le suivant
(Pco)





minF (M,R,Φ) =
∫
Ω
[z(M,R,Φ)− q∗]2dx

(M,R,Φ) ∈ S

z solution de (Σ)

(6.17)Nous savons que (Σ) admet une solution unique z. Par ailleurs, F est ontinue sur Squi est un ompat de C0,1(0, T ). Nous pouvons onlure que (Pco) admet don bien aumoins une solution omme ela a été évoqué plus haut.En appliquant la méthode des éléments �nis omme à la setion 6.1.2, nous pouvonsopérer la simpli�ation suivante
∫

Ω

[z(M,R,Φ)− q∗]2dx ≈ (Z(M,R,Φ)−Q∗)TW (Z(M,R,Φ)−Q∗), (6.18)où Q∗ est un veteur de taille N des valeurs de q∗ aux noeuds du maillage et où les N×Nomposantes Wi,j de la matrie W (matrie de masse) sont dé�nies par
Wi,j =

∫

Ω

φjφidx. (6.19)



138 6.3 Méthode de résolutionAussi, nous obtenons le problème d'optimisation non linéaire (Pnco) donné par
(Pnco)





minF (M,R,Φ) = (Z(M,R,Φ)−Q∗)TW (Z(M,R,Φ)−Q∗)

KZ = B(M,R,Φ)

(M,R,Φ) ∈ S

(6.20)
6.3 Méthode de résolutionDans un premier temps, nous pouvons onsidérer le problème (Pnco) omme un pro-blème d'optimisation présentant deux types de ontraintes : ontraintes d'égalité et ontraintesd'inégalités. En e�et, si nous onsidérons la variable de déision X telle que :

X = (Z,M ,R,Φ) ∈ RN ×R6×n (6.21)où M ,R,Φ les veteurs, issus de la disrétisation temporelle, sont dé�nis omme auChapitre 4 paragraphe 4.2. (Pnco) peut s'érire autrement et devient un problème d'opti-misation dont les variables sont Z et (M ,R,Φ) :
(P ′

nco)





minF (X) = (Z(M ,R,Φ)−Q∗)TW (Z(M ,R,Φ)−Q∗)

K(M ,R,Φ)Z − B(M ,R,Φ) = 0

(M ,R,Φ) ∈ S

(6.22)Pour résoudre e dernier, nous pouvons assoier à haque ontrainte un multipliateurde Lagrange ainsi qu'un oe�ient de pénalité, et appliquer une méthode de Lagrangienaugmenté. Néanmoins, ette stratégie peut être lourde à mettre en oeuvre. En e�et, dansle as où le maillage présente un nombre de sommets trop important, le alul du gradient,lors de la détermination d'une diretion de desente, devient rapidement fastidieux et trèsoûteux.Nous préférons ii garder la version originale de (Pnco) et onsidérer uniquement ommeparamètre de déision, le veteur de ommandes X donné par
X = (M ,R,Φ) ∈ R6×n. (6.23)En onsidérant les veteurs de bornes u, U et la matrie A dé�nis au paragraphe 4.4et si nous dé�nissons les nouveaux veteurs v et V par
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v =

[
−α × I1×6(n−1),−β × I1×6(n−1),−γ × I1×6(n−1)

]T
,

V =
[
α× I1×6(n−1), β × I1×6(n−1), γ × I1×6(n−1)

]T
,nous pouvons réérire (Pnco) omme :

(Pncobis)





Min
X

F (X)

ui ≤ ai ≤ Ui, i = 1, · · · , 6n

vi ≤ bi ≤ Vi, i = 1, · · · , 6(n− 1)

K(Xk)Z = B(X)

X ∈ R6n

(6.24)
où

ai = X i (6.25)
bi = (AX)i (6.26)En réutilisant les mêmes notations qu'à la setion 4.4, nous pouvons alors formuler leLagrangien augmenté partiel de (Pncobis), qui ne prend en ompte que les ontraintes aiet bi, omme suit

L(X, λ, r) = F (X) +

6n∑

i=1

Πi(X, λ) +

6(n−1)∑

i=1

Ψi(X, λ). (6.27)Il est alors possible d'approher une solution de (Pncobis) en résolvant la suite deproblèmes suivante :
(Pncobis

k)





min
(X(k),λ(k))∈R6n+6(2n−1)

L(X(k), λ(k), r(k))ave K(X(k))Z = B(X(k))

(6.28)ave λ(k),r(k) respetivement les multipliateurs de Lagrange et les oe�ients de pénalitéassoiés au problème (Pncobis
k).Le alul d'une diretion de desente étant e�etué à partir du gradient de L, elui-ipeut être approximé en utilisant une méthode de di�érenes �nies expliitée par

∂L(X (k), λ(k))

∂X
(k)
i

≈
L(X(k) + τei, λ

(k))− L(X(k), λ(k))

τ
, τ > 0. (6.29)Le plus souvent on préfère évaluer analytiquement le gradient en faisant appel à la teh-



140 6.3 Méthode de résolutionnique de l'état adjoint basé sur l'appliation du théorème 3.83. Ainsi, on a
∂L(X (k), λ(k))

∂X
(k)
i

=
∂L(Z(k),X(k), λ(k))

∂X
(k)
i

+ qT

(
∂B(X (k))

∂X
(k)
i

−
∂K(X (k))

∂X
(k)
i

Zk

)
, (6.30)ave q solution du système adjoint donné par

K(X(k))q = ∇ZL(Z(k),X(k), λ(k)). (6.31)Bien qu'elle ne soit pas faile à implémenter, notre hoix se porte vers ette dernièreproédure nettement plus e�ae que la méthode de di�érenes �nies qui néessiterait 6nrésolutions de (Σ) pour la détermination d'une diretion desente. Par onséquent, à la
jème itération, nous utilisons l'algorithme PARj détaillé au paragraphe 3.3.3 et illustrépar la �gure 6.6.

Résolution problème adjoint
q(Xj(k)

)

Z(Xj(k)

)Xj(k) Résolution (Σ) L(Xj(k)

, λ(k), r(k))

Gradient L(Xj(k)

, λ(k), r(k))Figure 6.6 � Illustration du alul du gradient.Si nous appliquons la méthode LBFGS omme méthode de minimisation de haqueproblème (Pncobis
k), une solution du problème (Pncobis) peut alors être alulée en im-plémentant l'algorithme i-dessous :Algorithme COP :Etape 0 : Choix de X(0). Choix de ǫ, éart maximal de violation des ontraintes

k ← 0 ; λ(0) ← 0 ; r(0) ← 1



Chap.6 : Contr�le optimal de l'épandage entrifuge : étude préliminaire 141Etape 1 : k ← k + 1Etape 2 : A l'itération k, déterminer (X(k), λ(k)) solution de (Pncobis
k) à partir desalgorithmes LBFGS et PARjEtape 3 : Si 6n∑

i=1

(
Πi(X

(k), λ(k))
)2

+

6(n−1)∑

i=1

(
Ψi(X

(k), λ(k))
)2

< ǫ alors STOPSinon mise à jour des multipliateurs et des oe�ients de pénalitéRetourner à l'Etape 1.6.4 Tests numériquesLes géométries qui sont traitées ii sont les mêmes que elles de la �gure 6.1. Pour lesdeux exemples, l'algorithme COP est initialisé ave λ(0) = 0 et r(0) = 1. D'autre part, ǫest hoisi égal à 10−5. La dose onsigne est imposée onstante et équivalente à 80 Kg/Ha.Les valeurs des ontraintes sont les mêmes que elles présentées au tableau 4.1.Dans le premier as (domaine retangulaire), les variables de déision sont initialiséesave les valeurs du tableau 6.2. Disque gauhe Disque droitDébit (Kg/min) 8 8Rayon moyen (m) 9 9Angle moyen (�) -15 +15Tableau 6.2 � Initialisation des paramètres de déisionA l'issue de l'optimisation, l'état optimal alulé ainsi que la arte de défauts, ap-paraissant respetivement aux �gures 6.7 et 6.8, montrent que la stratégie appliquée estonluante. En e�et, à partir de es résultats, nous pouvons onstater que l'erreur de ré-partition est en valeur absolue nettement inférieure à 1%. Il s'agit alors d'une fertilisationplus que satisfaisante. Toutefois, il est important de noter que le temps d'éxeution del'algorithme est très important (prohe de 2 heures) relativement à la quantité de surfaetraitée. Cette durée est étroitement liée à l'évaluation des dérivées partielles de l'état quis'avère être oûteuse ave un temps d'éxeution d'environ 1.87 se.Les ommandes optimales déterminées pour les passages aller et retour, permettantde onduire à e type d'épandage, sont a�hées respetivement aux �gures 6.9 et 6.10 etsont très prohes des réglages reommandés par les fabriants de mahine. Contrairementaux paramètres exposés aux �gures 4.4-4.7, l'angle de projetion des nappes n'est passoumis à des �utuations. Ce onstat onforte alors la remarque évoquée au paragraphe4.5.1 onernant la néessité de réajustements rapides lorsque le distributeur entre dansle domaine.
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Figure 6.7 � Etat optimal.(Fκ(X̂) = 0.0033.Temps d'exéution≈ 1.65 h.)
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Figure 6.8 � Carte des erreurs de fertilisation.
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Figure 6.9 � Commandes optimales pour l'aller.
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Figure 6.10 � Commandes optimales pour le retour.Pour le deuxième exemple, les variables de déision sont initialisés de la même manièreque dans le tableau 6.2. Après résolution du problème de ontr�le, l'état optimal ainsi quel'erreur de fertilisation assoiée sont présentés aux �gures 6.11-6.12.
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Figure 6.11 � Etat optimal.(Fκ(X̂) = 0.0358.Temps d'exéution≈ 2.47 h.)
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Figure 6.12 � Carte des erreurs de fertilisation.Comme pour le premier as qui omportaient à la di�érene d'ii des passages pa-rallèles, l'erreur de répartition est très faible. Ainsi, bien que la distane entre les deuxpassages ne soit pas �xe, il est possible de déterminer les réglages de la mahine permettantd'obtenir une répartition uniforme. Nous pouvons également observer l'exéution de l'al-gorithme de résolution COP néessite un temps non négligeable du fait d'une évaluationde la fontion oût et du gradient très oûteuse.En l'ourrene, les paramètres optimaux alulés sont exposés aux �gures 6.13 et6.14.
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Figure 6.13 � Commandes optimales pour l'aller.
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Figure 6.14 � Commandes optimales pour le retour.Du fait du rétréissement de passage apparaissant vers le haut du domaine traité, quee soit pour le trajet aller ou le trajet retour, l'angle moyen d'éjetion à droit et à gauhedu distributeur varie de manière signi�ative au ours du temps. Les autres paramètres,débit et rayon moyen, ne sont quant à eux que très peu modi�és.Par faute de temps, la stratégie dé�nie dans e hapitre n'a pu être appliquée sur desdomaines de plus grande taille et sur des parelles réelles. Au vue des résultats préédents,des développements devraient être poursuivis a�n de mieux analyser les performanes deette méthode.



146 6.5 Conlusion6.5 ConlusionDans e hapitre, le problème de défauts de fertilisation par proédé entrifuge a étéabordée ave une approhe di�érente de elles proposées lors des hapitres préédents.Plus préisément, une première étude onernant une stratégie basée sur la théorie duontr�le optimal est menée ii pour minimiser les onséquenes négatives inhérentes àune mauvaise répartition d'engrais au sein des parelles. A�n de formaliser le problèmede ommande, une équation d'état aratérisant le proessus d'épandage est proposée.Dans le but de se rapproher d'un problème de poursuite lassique, la dose distribuée surun intervalle de temps donné a été retenue omme variable d'état. Celle-i véri�ant uneéquation elliptique, un problème de ontr�le optimal régi par une équation aux dérivéespartielles ave ontraintes sur les ommandes est formulé. A�n de déterminer les solutionsde manière e�ae e dernier, un algorithme de Lagrangien augmenté assoié à une teh-nique reposant sur la résolution du problème adjoint, permettant d'évaluer le gradient dela fontion objetif, ont été implémentés.Cette nouvelle approhe n'a pu être appliquée que sur deux parelles �tives de petitesdimensions faute de temps. Néanmoins, les tests permettent déjà de mettre en relief uninonvénient non négligeable de ette méthode : le temps d'exéution est très important.Mis à part et aspet négatif, la résolution du problème de ontr�le permet d'aboutir àdes résultats tout à fait satisfaisants ave des erreurs de répartition inférieures en valeurabsolue 1%. Bien que fae à la lenteur de l'algorithme, les stratégies mises en exergue auChapitres 4 et 5 soient préférées à la proédure suggérée ii, des investigations plus enavant sont néessaires a�n de omparer rigoureusement les di�érentes approhes.A partir des observations exposées plus haut, une ou plusieurs tehniques doivent êtreenvisagées pour réduire les temps d'exéution et ainsi améliorer l'e�aité de la stratégiebasée sur la résolution d'un problème de ontr�le. Une solution possible serait de faire ap-pel à une méthode de déomposition de domaine permettant de déomposer le problèmeoriginal en sous-problème de omplexité plus faible. Une résolution sur une mahine pa-rallèle serait alors possible sous réserve de bien dé�nir les onditions de transmission entreles di�érents sous-domaines.



Conlusion Générale et Perspetives
Dans ette thèse, le problème de la rédution des défauts de répartition de partiulesépandues par proédé entrifuge a été abordé. Nous nous sommes plus partiulièrementintéressés ii à l'épandage entrifuge d'engrais minéraux, tehnique ulturale très ontro-versée à l'heure atuelle. Ainsi, du fait d'une répartition de fertilisants mal maîtrisée, ettetâhe est aujourd'hui onsidérée omme l'une des ativités agrioles les plus polluantes.Outre les impats environnementaux désastreux, ette opération, générant fréquemmentdes erreurs, engendre automatiquement des baisses de rendement qui peuvent dans desas extrêmes mettre en péril la viabilité des exploitations. Fae à es onstats et sous lapression de législations de plus en plus sévères, de nombreux laboratoires ont mené desinvestigations qui, partant de l'hypothèse que les défauts de répartition étaient dûs à desmauvais reouvrement des ourbes transversales (vision simpli�ée de la réalité de l'épan-dage d'engrais), ont été orientées vers la oneption d'outils et d'algorithmes permettantune meilleure gestion des trajetoires parourues par le trateur dans le hamp. Ces études,s'avérant être malheureusement rapidement ine�aes lorsque les passages sont �xes etque des singularités géométriques sont présentes dans la parelle à traiter (passages nonparallèles, virages, pointes de parelle...), onstituent alors le point de départ des ré�exionsmenées à travers ette thèse.Après avoir mis en avant les origines des erreurs de fertilisation par l'intermédiairede simulations numériques prenant en ompte la réalité du phénomène d'épandage, à sa-voir le reouvrement de nappes de répartition spatialement hétérogènes, il ressort que lasolution la plus judiieuse pour limiter l'irrégularité de l'épandage en présene de pas-sages �xes onsiste à ajuster en ontinu les paramètres méaniques du distributeur auours du proessus de fertilisation. La détermination des réglages permettant d'agenerde manière optimale les nappes de répartition, quelque soient les singularités géométriquesexistant dans le hamp, étant un problème di�ile du fait de la omplexité des phéno-mènes physiques mis en jeu, des approhes mathématiques s'appuyant sur la modélisationdu proessus d'épandage ainsi que sur des tehniques d'optimisation ont été proposées.L'objetif étant de fournir des séquenes de onsignes optimales à présenter en entrée dusystème épandeur, les variables de déision qui ont été retenues sont le débit, la portée et



148 Conlusion Générale et Perspetivesl'angle de projetion des nappes. En e�et, es paramètres étant failement modi�ables enagissant sur l'ouverture de la trappe d'alimentation du distributeur, la vitesse de rotationdes disques et la position du point de hute des partiules d'engrais sur elles-i, les so-lutions alulées peuvent être alors diretement utilisées dans le adre d'une ommandeen boule ouverte. Les passages suivis par le trateur pouvant être onnus à l'avane parl'intermédiaire de relevés GPS e�etués au ours d'autres opérations telle que le semis etpartant de l'hypothèse que les erreurs de suivi de trajetoire sont quasi nulles et que lavitesse de déplaement est �xe grâe aux tehniques modernes de guidage automatique, lesstratégies de réglage ont alors été élaborées en onsidérant un épandage à vitesse onstanteen présene de trajetoires imposées.Ainsi, dans un premier temps, une méthode d'optimisation spatiale de l'apport d'en-grais en plein hamp a été développée. Nous avons alors formalisé la fontion objetifomme l'intégrale spatiale de l'éart quadratique entre dose désirée et dose réelle. A�nde respeter les limites méaniques de l'appareil et de ne pas solliiter trop violemmentles ationneurs, des ontraintes de borne sur les variables de déision ainsi que sur leursdérivées temporelles ont tout naturellement été rajoutées. La disrétisation spatiale ettemporelle du ritère d'optimisation, qui ne peut être évaluée de manière analytique, gé-nérant un problème de grande taille et un gros enombrement de la mémoire, une méthodede déomposition, onsistant à déouper le domaine global original en sous-domaines detaille moins importante sur lesquels un algorithme d'optimisation peut être appliqué, a étéproposée. Confrontés alors à des problèmes sous ontraintes de doubles inégalités, nousavons implémenté un algorithme du Lagrangien augmenté onnu pour être e�ae danses as de �gure. Assoié à une méthode LBFGS, permettant de limiter le nombre dedonnées à stoker durant le proessus de minimisation, ette stratégie permet alors deréduire les temps d'exéution et d'obtenir des solutions plus rapidement que si une opti-misation direte est utilisée. Outre es aspets algorithmiques, dans le as d'un épandageplein hamp, la proédure développée permet de limiter onsidérablement les défauts defertilisation malgré des espaements entre passages irréguliers.A�n de ompléter l'étude faite pour l'épandage en plein hamp, nous nous sommeségalement attahés à développer une stratégie visant à minimiser les zones de sur et sous-fertilisation ouramment observées à l'issue de l'épandage de bordure. Pour e qui onerneette phase déliate, les réglages de la mahine doivent être non seulement optimisés maiségalement les instants de débuts et �ns d'épandage en plein hamp. A�n d'apporter unesolution à e problème, deux approhes ont été étudiées. En s'inspirant de la stratégie defertilisation telle qu'elle existe aujourd'hui, la première a onsisté à déterminer dans unpremier temps les positions sur les passages plein hamp où l'agriulteur doit ouvrir oufermer les trappes d'alimentation de l'appareil de telle sorte que la ligne de reouvrement



Conlusion Générale et Perspetives 149entre ourbes transversales des doses distribuées en plein hamp et elles appliquées dansles zones bordure soit la plus parallèle possible de la limite extérieure des parelles. A partirde es positions optimales, les onsignes de réglages peuvent alors être alulées de la mêmemanière que dans le as de l'optimisation d'épandage en plein hamp. La seonde tehniquea été, quant à elle, implémentée de sorte que les instants de débuts et �ns d'épandageplein hamp ainsi que les paramètres méaniques de l'outil soient gérés simultanément.L'appliation de la première stratégie permet d'aboutir à des résultats satisfaisants bienque de qualité inférieure à eux simulés dans le as où la seonde approhe est employée.Aussi, l'utilisateur �nal pourra hoisir entre es deux méthodes selon la préision du dosagedésirée. En e�et, si e dernier souhaite avoir la meilleure qualité d'épandage, la seondestratégie peut être privilégiée. Dans le as ontraire, il pourra se ontenter d'appliquer lapremière approhe qui présente l'avantage d'avoir un temps d'exéution moins important.A la reherhe d'une méthode toujours plus e�ae, une proédure d'optimisation re-posant sur la résolution d'un problème de ommande optimale a été par ailleurs étudiée.Celle-i a onsisté à onsidérer omme variable d'état la quantité de fertilisants distribuéedurant un intervalle de temps donné et omme variables d'entrée (ommandes) les ré-glages de l'épandeur. A�n de formaliser le problème de ontr�le, nous nous sommes toutd'abord onsarés à la modélisation d'une équation d'état. Ainsi, il s'est avéré qu'uneéquation elliptique pouvait être utilisée omme équation d'état. L'objetif étant toujoursde réduire les défauts de fertilisation, en s'inspirant de la formulation mathématique desproblèmes de poursuite en automatique, un ritère basé sur la norme L2 de l'erreur entrel'état réel et la onsigne de dose a été proposé. Outre la ontrainte d'égalité représentéepar l'équation d'état, des ontraintes d'inégalité sont imposées sur les ommandes dans lebut de tenir ompte des limites méaniques du système. Confrontés alors à un problèmede ommande optimale régi par une équation aux dérivées partielles, une disrétisationbasée sur la méthode des éléments �nis a été e�etuée. En faisant appel à la tehniquestandard reposant sur l'état adjoint, ette méthode permet d'obtenir une répartition detrès bonne qualité. Faute de temps, ette stratégie n'a pu être appliquée sur des parellesréelles mais nous pouvons déjà pointer le gros défaut de ette méthode omme étant lestemps d'exéution prohibitifs obtenus à l'issue des tests réalisés sur des domaines �tifsde petite taille. Néanmoins, avant de rejeter ette dernière au pro�t des stratégies présen-tées plus haut, des études supplémentaires omportant des améliorations algorithmiquesmériteraient d'être faites.Grâe à l'ensemble des méthodes proposées dans e travail de thèse, il est alors pos-sible de dé�nir les réglages de référene à appliquer à un distributeur permettant de serapproher de la meilleure qualité de répartition d'engrais durant un proessus d'épan-dage se déroulant à vitesse onstante ave trajetoires imposées, malgré la présene de



150 Conlusion Générale et Perspetivessingularités géométriques dans le hamp. Par ailleurs, les algorithmes, relativement oû-teux, présentés ii peuvent être exéutés qu'une seule fois pour haque parelle. En e�et,les singularités géométriques de ette dernière demeurant �gées pendant de nombreusesannées, les onsignes à appliquer en entrée du système resteront les mêmes à moins d'unréaménagement de la parelle (opération qui est toutefois e�etuée ave une fréquene peuélevée). D'autre part, il faut noter que les stratégies étudiées ii peuvent être failementétendues au as de l'épandage ave modulation de doses. En e�et, pour e faire, il su�tde onsidérer la dose onsigne non plus omme une onstante mais omme une fontionde l'espae.PerspetivesL'optimisation spatiale de l'apport d'engrais est un domaine nouveau qui intéresse deplus en plus bon nombre de herheurs et d'industriels. En e qui onerne les travauxexposés dans ette thèse, les e�orts doivent se poursuivre dans plusieurs diretions.Tout d'abord, d'un point de vue algorithmique, bien qu'elle réduise onsidérablementles temps de alul, la méthode de déomposition étudiée dans e doument reste relative-ment oûteuse. Si nous nous a�ranhissons des ontraintes inhérentes aux matériels, unepossibilité pour diminuer les durées d'exéution est d'adopter une stratégie parallélisable.Ainsi, en utilisant la même déomposition spatiale présentée au Chapitre 4, nous pouvonsonsidérer des sous-problèmes indépendants les uns des autres en insérant une ontraintesupplémentaire de ontinuité des paramètres de déision aux frontières des di�érents sous-domaines. En e�etuant les aluls en parallèle sur plusieurs de es derniers, la résolutiondu problème original peut être aélérée. Pour e qui onerne le ontr�le optimal, uneméthode semblable peut être employée en introduisant ette fois-i des ontraintes deontinuité de l'état et des �ux. D'autre part, des simpli�ations permettant une rédutiondes temps d'exéution peuvent être envisagées dans le as de l'épandage plein hamp. Ene�et, au vue des simulations exposées également au Chapitre 4, si les trajetoires sont len-tement variables et si les espaements entre les di�érents passages ne sont pas très éloignésde la largeur de travail par défaut, le rayon moyen peut être gardé onstant et égale à lavaleur donnée par les tableaux de réglages traditionnels préonisés par les onstruteurs.Il faut souligner que l'ensemble des stratégies utilisées dans ette thèse se basent surl'hypothèse que les trajetoires soient �gées et que l'outil parourt toujours de la mêmemanière es passages. Aussi, il est impératif d'employer un système d'aide au guidage averégulateur de vitesse a�n de minimiser les erreurs de suivi de trajetoires. L'hypothèse esttout à fait véri�ée dans le as des zones de grandes ultures mais les passages peuvent nepas être imposés pour les zones d'élevage. Aussi, pour les systèmes prairiaux, la minimi-



Conlusion Générale et Perspetives 151sation des erreurs de fertilisation peut se faire en onsidérant un problème d'optimisationayant omme inonnues non seulement les réglages du distributeur mais également lestrajetoires suivies par le trateur.Par ailleurs, rappelons que les ommandes appliquées en entrée du distributeur sontalulées totalement de manière empirique et auune rétroation n'est employée. Le méa-nisme sou�rant d'imperfetions, il est tout à fait envisageable d'observer des dérives entreles onsignes et les sorties réelles. Ces dernières pouvant être mesurées en mettant en plaedes apteurs de débits et des dispositifs optiques permettant d'avoir aès à l'angle et àla portée de projetion des nappes, une approhe préditive peut tout à fait être miseen oeuvre puisque les séquenes de onsignes futures sont déjà onnues à partir des mé-thodes disutées dans e mémoire. Confronté à un système non linéaire, multivariable etdi�ilement modélisable, un modèle neuronal, du type pereptron, peut être utilisé a�nde dé�nir l'équation de prédition.D'autre part, il faut noter que dans ertains as, les systèmes de guidage peuventne pas omporter de régulateur de vitesse. Dans e as de �gure, si auune préautionn'est prise, des erreurs de répartition peuvent apparaître à ause des variations de vitesse.Une première solution, pour ompenser es défauts, pourrait onsister à faire appel à unsystème équivalent au DPA permettant de réguler le débit en fontion de l'avanementdu trateur. Ainsi, e paramètre alulé par optimisation hors ligne pourrait être ajustéproportionnellement à la vitesse.
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Annexe AAlgorithmes de reherhe linéaire
A.1 Prinipe de base des algorithmes de reherhe li-néaireLa onvergene des méthodes de desente est assurée en partie par le alul à haqueitération k d'une valeur tk > 0 véri�ant

f(xk + tkdk) ≤ f(xk).En pratique, la détermination d'un tel pas se fait le plus souvent en hoisissant tk dansun intervalle de reherhe qui est réduit au ours des itérations. Ainsi, en notant
ϕ(tk) = f(xk + tkdk),l'algorithme de reherhe linéaire inexate peut se dérire omme suit :Algorithme RLI :Etape 0 : Choisir β tel que ϕ(β) > ϕ(0). α← 0.Etape 1 : Choisir tk dans [α, β]Etape 2 : Si tk onvient, STOPSinonSi tk est trop petit, α← tkSinon tk est trop grand, β ← tkEtape 3 : Retourner à l'Etape 1.Les relations sur ϕ permettant de aratériser les valeurs de tk onvenables reposent surles onditions de Wolfe, d'Armijo ou de Goldstein (f. paragraphe 3.1.2). Généralement



Annexe A : Algorithmes de reherhe linéaire 154les méthodes basées sur un ritère d'arrêt reposant sur la véri�ation d'une des deuxpremières onditions sont préférablement employées dans la pratique.A.2 Reherhe linéaire par la méthode de WolfeL'algorithme reposant sur la véri�ation des onditions de Wolfe est détaillé i-après :Algorithme RLIW :Etape 0 :α← 0, β ← +∞, f0 ← ϕ(0), df0 ← ϕ′(0), fα ← f0, dfα ← df0Choisir 0 < ω1 < ω2 < 1, t > 0, c > 1Etape 1 : f ← ϕ(t)Si f − f0 ≤ ω1df0t alors
df ← ϕ′(t)Si df ≥ ω2df0 alors tk ← t, STOPSinon α← t, fα ← f , dfα ← df , t← ctSinon β ← t, fβ ← f , dfβ ← dfCaluler ϕ̂(t), approximation ubique de ϕ(t) et t← arg min ϕ̂(t)Etape 2 : Retourner à l'Etape 1.A.3 Reherhe linéaire par la méthode d'ArmijoIl existe di�érentes versions d'algorithmes s'appuyant sur ette méthode. Les deuxplus populaires sont la tehnique du alul de pas par rebroussement et une méthode,relativement similaire à elle de Wolfe, basée sur une approximation quadratique de ϕ(t)sur [α, β].A.3.1 Calul du pas par rebroussementAlgorithme RLIR :Etape 0 :α← 0, β ← 1, f0 ← ϕ(0), df0 ← ϕ′(0)Choisir 0 < ω1 < 1, t = 1, 0 < c < 1Etape 1 : f ← ϕ(t)Si f − f0 ≤ ω1df0t alors
tk ← t, STOPSinon t← ctEtape 2 : Retourner à l'Etape 1.



Annexe A : Algorithmes de reherhe linéaire 155A.3.2 Méthode d'Armijo ave interpolationAlgorithme RLIA :Etape 0 :α← 0, β ← +∞, f0 ← ϕ(0), df0 ← ϕ′(0), fα ← f0, dfα ← df0Choisir 0 < ω1 < 1, t > 0Etape 1 : f ← ϕ(t)Si f − f0 ≤ ω1df0t alors
tk ← t, STOPSinon β ← t, fβ ← fCaluler ϕ̂(t), approximation quadratique de ϕ(t) et t← arg min ϕ̂(t)Etape 2 : Retourner à l'Etape 1.
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Annexe B
Paramètres optimaux pour l'épandageplein hamp

Les �gures a�hées ii représentent les séquenes de onsignes optimales à appliquer àl'entrée de l'épandeur, au ours de l'épandage plein hamp, lors des parours des deuxièmeet troisième allers-retours traversant la parelle réelle du Chapitre 4 setion 4.5.2.
0 20 40

0

20

40

temps (s)

D
é
b
it 

(K
g
/m

in
)

Disque gauche

0 20 40
0

20

40

temps (s)

D
é
b
it 

(K
g
/m

in
)

Disque droit

0 20 40
0

20

40

temps (s)

R
a
yo

n
m

o
y 

(m
)

0 20 40
0

20

40

temps (s)

R
a
yo

n
m

o
y 

(m
)

0 20 40

−40

−20

0

20

temps (s)

T
h
e
ta

m
o
y 

(d
e
g
)

0 20 40
−20

0

20

40

temps (s)

T
h
e
ta

m
o
y 

(d
e
g
)

Figure B.1 � Paramètres optimaux obtenus pour l'aller 2.
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Figure B.2 � Paramètres optimaux obtenus pour le retour 2.
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Figure B.3 � Paramètres optimaux obtenus pour l'aller 3.
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Figure B.4 � Paramètres optimaux obtenus pour le retour 3.
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RésuméDu fait d'une stratégie inadaptée, l'épandage d'engrais minéraux par proédé entrifugeengendre des défauts de fertilisation. Pour déterminer les séquenes de onsigne à appliquerà l'entrée des distributeurs qui permettent de limiter les erreurs de répartition, nousproposons plusieurs méthodes basées sur l'optimisation ave ontraintes.Tout d'abord, nous modélisons la distribution spatiale d'engrais dans les parelles etformalisons un problème d'optimisation sous ontraintes en plein hamp. Pour le résoudre,nous développons une approhe de fenêtres glissantes et implémentons un algorithme deLagrangien augmenté assoié à la méthode LBFGS. En appliquant deux di�érentes teh-niques reposant sur es prinipes, nous parvenons à réduire les défauts en bordure et avoirplus de 80% des surfaes orretement fertilisées. Une autre stratégie utilisant la résolu-tion d'un problème de ontr�le optimal est également développée et apporte des premiersrésultats enourageants.Mots Clés : Epandage entrifuge, optimisation sous ontraintes, modélisation, fe-nêtres glissantes, Lagrangien augmenté, LBFGS, ontr�le optimal.
AbstratBy the fat of an unsuitable strategy, entrifugal spreading of mineral fertilizers leadsto degradations of fertilization auray. To determine the referene values to be appliedfor the ontrol of the spreaders whih permit to redue appliation errors, we proposeseveral methods based on onstrained optimization.First of all, we model fertilizers spatial distribution in the �elds and formalize aonstrained optimization problem for the spreading operation in main �eld body. To solveit, we develop a sliding windows approah and implement an augmented Lagrangian al-gorithm ombined with the LBFGS method. By applying two di�erent tehniques relyingon these priniples, we get to redue errors in the boundary zones and obtain more than80 % of surfae areas with orret appliation. An other strategy using the solution of anappropriate optimal ontrol problem is also developped and leads to �rst promising results.Keywords : Centrifugal spreading, onstrained optimization, modelling, sliding win-dows, augmented Lagrangian, LBFGS, optimal ontrol.


