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Класичним пiдходом при дослiдженнi власних коливань дискретних коливальних механi-
чних систем є розв’язання вiкового рiвняння для знаходження власних частот та системи ал-
гебраїчних рiвнянь для визначення амплiтудних коефiцiєнтiв. Однак, аналiтичне розв’язання
вiкового рiвняння можливе тiльки для обмеженого кола дискретних систем, особливо зi скiн-
ченним ступенем вiльностi. До такого класу вiдносяться регулярнi ланцюговi коливальнi си-
стеми, в яких однаковi осцилятори з’єднанi мiж собою послiдовно. Регулярнi системи роздi-
ляються на системи з жорстко закрiпленими кiнцями, з одним або обома вiльними кiнцями,
що суттєво впливає на пошук власних частот та власних форм. В данiй статтi показано,
як маючи розв’язок для вiкового рiвняння регулярної системи з жорстко закрiпленими кiнця-
ми, можна визначити власнi частоти та власнi форми регулярних систем з одним чи обома
вiльними кiнцями.

Ключовi слова: регулярна ланцюгова коливальна система, власнi частоти, власнi форми.

The classical approach in the investigation of natural oscillations of discrete mechanical oscillating
systems is the solution of the secular equation for finding the eigenfrequencies and the system of algebraic
equations for determining the amplitude coefficients (eigenforms). However, the analytical solution of
the secular equation is possible only for a limited class of discrete systems, especially with a finite
degree of freedom. This class includes regular chain oscillating systems in which the same oscillators
are connected in series. Regular systems are divided into systems with rigidly fixed ends, with one or
both free ends, which significantly affects the search for eigenfrequencies and eigenforms. This paper
shows how, having a solution for the secular equation of a regular system with rigidly fixed ends, it is
possible to determine the eigenfrequencies and eigenforms of regular systems with one or both free ends.

Key Words: regular chain oscillating systems, eigenfrequencies, eigenforms.

Статтю представив чден-кореспондент НАН України Жук Я.О.

Вступ. Визначення власних частот та вла-
сних форм дискретних коливальних механi-
чних систем зi скiнченним ступенем вiльностi
досi викликає науковий iнтерес у дослiдникiв
та науковцiв [1, 2]. Як вiдомо [3], ця задача зво-
диться до розв’язання вiкового рiвняння для
визначення власних частот i системи алгебраї-
чних рiвнянь для визначення амплiтудних ко-
ефiцiєнтiв власних форм. Незважаючи на всi

переваги чисельних методiв, актуальними є i
аналiтичнi пiдходи. Останнi працюють тiльки
для обмеженого кола систем, до якого входять
регулярнi ланцюговi коливальнi системи, коли
осцилятори з однаковими iнерцiйними та пру-
жними параметрами сполученi послiдовно так,
що i–й осцилятор приєднано тiльки до попере-
днього i−1–го та наступного i+1–го осцилято-
рiв [3]. Прикладами регулярних систем є натя-
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гнута нитка з бусинками, коливальнi системи з
лiнiйними та кутовими перемiщеннями (рис. 1).

Для регулярних ланцюгових систем можна
отримати аналiтичнi формули для обчислення
значень власних частот та амплiтудних коефi-
цiєнтiв. Однак, їх виведення суттєво залежить
вiд граничних умов: жорсткого защемлення або
звiльнення одного чи обох кiнцiв. В роботах
[4, 5] розглядалась класична задача про попе-
речнi коливання достатньо натягнутої нитки зi
скiнченою кiлькiстю бусинок (рис. 1,а), що є
прикладом системи з двома жорстко закрiпле-
ними кiнцями. Системи з одним вiльним кiн-
цем (рис. 1,б) були дослiдженi в [6, 7], причому
їх методика розв’язання базувалась на способi,
запропонованому у [4], який полягає у прямому
розв’язаннi алгебраїчних рiвнянь вiдносно ам-
плiтудних коефiцiєнтiв. Виведення аналiтичних
виразiв власних частот та амплiтудних коефiцi-
єнтiв для систем, що мають два вiльних кiнця
(рис. 1,в), є питанням вiдкритим.

В данiй статтi на основi методики рекурен-
тних спiввiдношень визначення вiкового рiвня-
ння регулярної системи з жорстко закрiплени-
ми кiнцями [5] отриманi аналiтичнi вирази для
власних частот та амплiтудних коефiцiєнтiв си-
стем з одним чи обома вiльними кiнцями.

Система з двома жорстко закрiплени-
ми кiнцями. Наведемо основнi спiввдношення
для задачi малих поперечних коливань n нами-
стинок (рис. 1,а) однакової маси m, нанизаних
на однакових вiдстанях a на достатньо натягну-
ту нитку довжиною l з жорстко закрiпленими
кiнцями. Натяг нитки позначимо за ~S. Позна-
чивши b = S

ma , запишемо систему алгебраїчних
рiвнянь для визначення власної частоти k та
амплiтудних коефiцiєнтiв βi (i = 1, . . . , n) [5](

2− k2

b

)
β1 − β2 = 0,

−β1 +

(
2− k2

b

)
β2 − β3 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . ,

−βn−2 +

(
2− k2

b

)
βn−1 − βn = 0,

−βn−1 +

(
2− k2

b

)
βn = 0.

(1)

Вiкове рiвняння представимо у виглядi
rn = 0, де rn — визначник матрицi коефiцiєнтiв
системи (1), який розкривається за допомогою
рекурентних спiввiдношень [5]
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Рис. 1: Приклади регулярних ланцюгових си-
стем: а) нитка з бусинками; б) з лiнiйними пе-
ремiщеннями; в) з кутовими перемiщеннями.

‘

n = 1: r1 = 2− k2

b
;

n = 2: r2 = r21 − 1;

n > 2: rn = r1rn−1 − rn−2.

(2)

Для того, щоб останню формулу можна бу-
ло використати при n = 1, 2 штучно покладемо
r0 = 1 та r−1 = 0.

Оскiльки коренi вiкового рiвняння rn = 0
додатнi, то 0 < k2

2b < 1. Позначивши

1− k2

2b
= cosα, (3)

для i-го рiвняння (2) при 1 6 i 6 n запишемо

ri + ri−2 = 2 cosα ri−1. (4)

Взявши ri = C sin(i + 1)α (i = 1, . . . , n),
де C — невiдома стала, пiсля пiдставляння в
(4) одержимо тригонометричну тотожнiсть при
i > 1. Покладемо в рiвняннi (4) i = 1 та знайде-
мо C = sin−1 α, (α 6= πm, m ∈ Z).

Для ri (i = −1, 0, 1, 2, . . . , n) маємо

ri =
sin (i+ 1)α

sinα
, (α 6= πm, m ∈ Z), (5)

а вiкове рiвняння набуває вигляду

sin(n+ 1)α

sinα
= 0, (6)
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розв’язок якого α = πp
n+1 , де p 6= m (n+ 1),

p,m ∈ Z. Множину розв’язку можна розбити
на n послiдовностей

Al = {αlm : ±αl + 2πm, m ∈ Z} , (7)

таких, що для будь-якого m ∈ Z виконується
спiввiдношення

cosαlm = cosαl. (8)

Тут αl = πl
n+1 (l = 1, . . . , n).

Зi спiввiдношення (3) висновуємо, що ко-
жна така l–а послiдовнiсть вiдповiдає власнiй
частотi kl

kl = 2
√
b sin

πl

2(n+ 1)
, (l = 1, . . . , n) . (9)

Для визначення амплiтудних коефiцiєнтiв
βil, (i = 1, . . . , n), що вiдносяться до власних ча-
стот kl (l = 1, . . . , n), перепишемо систему (1) у
виглядi [5]

βi−1,l − 2βil cosαl + βi+1,l = 0, (10)

де i = 1, . . . , n.
Нетрудно бачити, що

βil =
sin iαl
sinαl

=
sin i πl

n+1

sin πl
n+1

, (i, l = 1, . . . , n) (11)

— є розв’язком алгебраїчної системи (10).
Система з одним вiльним кiнцем. В

якостi прикладу розглянемо малi поздовжнi ко-
ливання n послiдовно з’єднаних мiж собою пру-
жинами вiзкiв однакової маси m, що котяться
по горизонтальнiй поверхнi без тертя (рис. 1,б).
Перший лiвий вiзок приєднаний пружиною до
нерухомої вертикальної стiни. Всi пружини ма-
ють однакову жорсткiсть c.

Система алгебраїчних рiвнянь для визна-
чення власної частоти k та амплiтудних коефi-
цiєнтiв βi (i = 1, . . . , n) вiдрiзняється вiд систе-
ми алгебраїчних рiвнянь (1) параметром b (тут
b = c

m) та останнiм рiвнянням

−βn−1 +

(
1− k2

b

)
βn = 0. (12)

.
Позначимо визначник матрицi коефiцiєнтiв

системи рiвнянь (1) з замiненим останнiм рiвня-
нням (12) за ∆n та знайдемо його за допомогою
спiввiдношень

n = 1: ∆1 = r1 − 1,

n = 2: ∆2 = (r1 − 1) r1 − 1,

n > 2: ∆n = (r1 − 1)rn−1 − rn−2.
(13)

Пiдставляючи rn−1 та rn−2, що визначаю-
ться формулами (5), у вiкове рiвняння ∆n = 0,
пiсля нескладних тригонометричних перетво-
рень отримуємо

cos
(2n+ 1)α

2
sin

α

2
= 0, (14)

де α 6= πm, m ∈ Z.
Розв’язок останнього рiвняння має вигляд

α =
(2p+ 1)π

2n+ 1
, (α 6= πp, p ∈ Z) . (15)

Як i в попереднiй задачi, розiб’ємо отрима-
ний розв’язок на n послiдовностей (7), таких,
що для будь-якого m ∈ Z справедливо спiввiд-
ношення (8) при αl = (2l−1)π

2n+1 (l = 1, . . . , n).
Отже, з виразiв (3) для власних частот kl

одержуємо

kl = 2
√
b sin

(2l − 1)π

2(2n+ 1)
, (l = 1, . . . , n) . (16)

Для кожної власної частоти kl (l = 1, . . . , n)
шукаємо розв’язки системи алгебраїчних рiв-
нянь (1) з замiненим останнiм рiвнянням (12)
у модифiкованому виглядi (11)

βil =
sin (iαl + γl)

sin (αl + γl)
, (i, l = 1, . . . , n) , (17)

де γl (l = 1, . . . , n) — деякi сталi.
Першим n − 1 рiвнянням системи рiвнянь

(1) вирази (17) задовольняють. З останнього
рiвняння (12) отримуємо тригонометричне рiв-
няння для знаходження γl, яке пiсля елементар-
них перетворень набуває вигляду

2 sin
αl
2

cos

(
(2n+ 1)

2
αl + γl

)
= 0. (18)

Розв’язуючи це рiвняння, знаходимо

γl =
π

2
− (2n+ 1)

2
αl + πm, m ∈ Z. (19)

Отже, для амплiтудних коефiцiєнтiв маємо

βil =
cos

(2 (n− i) + 1)αl
2

cos
(2n− 1)αl

2

. (20)

Тут i, l = 1, . . . , n.
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Система з обома вiльними кiнцями.
Розглянемо малi крутильнi коливання прямо-
го пружного валу на якому рiвновiддалено за-
крiплено n > 1 дискiв, що мають однаковi мо-
менти iнерцiї J та однакову жорсткiсть c при
крученнi послiдовних дiлянок валу мiж диска-
ми (рис. 1,в). Вал може вiльно обертатися нав-
коло власної осi.

Взявши b = c
J , запишемо систему алгебраї-

чних рiвнянь для визначення власної частоти k
та амплiтудних коефiцiєнтiв βi (i = 1, . . . , n)(

1− k2

b

)
β1 − β2 = 0,

−β1 +

(
2− k2

b

)
β2 − β3 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . ,

−βn−2 +

(
2− k2

b

)
βn−1 − βn = 0,

−βn−1 +

(
1− k2

b

)
βn = 0.

(21)

Якщо скласти мiж собою всi рiвняння си-
стеми (21), одержимо

k2

b
(β1 + β2 + · · ·+ βn) = 0. (22)

Очевидно, що останнє рiвняння виконується
при k1 = 0, причому набiр амплiтудних коефi-
цiєнтiв, що вiдповiдають нульовiй власнiй ча-
стотi, β11 = β21 = . . . = βn1 = 1, є розв’язком
системи (21).

Для визначення iнших власних частот
складемо вiкове рiвняння Dn = 0, де Dn ви-
значаються спiввiдношеннями

n = 2: D2 = ∆2
1 − 1,

n > 3: Dn = ∆1∆n−1 −∆n−2.
(23)

Для того, щоб останнє рiвняння (23) було спра-
ведливим для n = 2, формально покладемо
∆0 = 1.

Пiдставляючи в (23) вирази (13), для n > 2
маємо

Dn = (r1 − 1)2 rn−2−2 (r1 − 1) rn−3+rn−4. (24)

При цьому ri (i = −2,−1, 0, 1, 2, . . . , n) описую-
ться спiввiдношеннями (5).

Розкриваючи вiкове рiвняння Dn = 0 за до-
помогою виразiв (5), пiсля нескладних тригоно-
метричних перетворень запишемо

sinnα (cosα − 1) = 0 (α 6= πm, m ∈ Z), (25)

звiдки знаходимо

α =
pπ

n
(p 6= mn; p,m ∈ Z) . (26)

Аналогiчно попереднiм випадкам, отриманий
розв’язок можна розбити на n − 1 послiдов-
ностей (7), таких, що для будь-якого m ∈ Z
справедливо спiввiдношення (8) при αl = (l−1)π

n
(l = 2, . . . , n).

Розбиття розв’язку (26) на лише n − 1 по-
слiдовностей означає, що зi спiввiдношення (3)
ми можемо знайти лише (n− 1) власних частот.
Це сталося тому, що перехiд вiкового рiвняння
до тригонометричного представлення зумовив
втрату кореня k1 = 0.

З врахуванням k1 = 0, формули для визна-
чення власних частот kl одержуємо з виразу (3)

kl = 2
√
b sin

(l − 1)π

2n
, (l = 1, . . . , n). (27)

Амплiтуднi коефiцiєнти βil (i = 1, . . . , n)
для кожної власної частоти kl (l = 1, . . . , n) ви-
значаємо з системи (21) за допомогою рекурен-
тних спiввiдношень

l = 1: βi1 = 1,

i = 1: β1l = 1,

i = 2: β2l = 2 cosαl − 1,

i > 2: βil = −βi−2,l + 2βi−1,l cosαl.

(28)

Тут i = 1, . . . , n; l = 2, . . . , n.
Майже регулярна ланцюгова система

з однiєю вiльним кiнцем. Розглянемо ма-
лi поперечнi коливання будiвлi з (n− 1) одно-
типними поверхами та n–м поверхом–дахом
(рис. 2). Кожен поверх може зсуватися вiдно-
сно сусiднього в горизонтальнiй площинi. Iнши-
ми видами рухiв поверхiв (їх згин, скручування,
поздовжнє осiдання тощо) нехтуємо.

Оскiльки всi поверхи однотипнi, будемо
вважати, що всi поверхи, окрiм поверху–даху,
мають однакову масуm та однакову жорсткiсть
c при зсувi; поверх–дах вдвiчi легший за ти-
повий поверх, але його жорсткiсть аналогiчна
жорсткостi типового поверху.

Позначимо b = c
m , тодi система алгебраї-

чних рiвнянь для визначення власної частоти
k та амплiтудних коефiцiєнтiв βi (i = 1, . . . , n)
вiдрiзнятиметься вiд системи алгебраїчних рiв-
нянь (1) останнiм рiвнянням

−βn−1 +

(
1− k2

2b

)
βn = 0. (29)
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Рис. 2: Поперечнi коливання будiвлi з (n− 1)
однотипними поверхами та n–м поверхом–
дахом

Запишемо вiкове рiвняння Γn = 0, де

n = 1: Γ1 =
1

2
r1,

n = 2: Γ2 =
1

2
r21 − 1,

n > 2: Γn =
1

2
r1rn−1 − rn−2.

(30)

Вiкове рiвняння Γn = 0 з використанням
виразiв (5) перепишемо у виглядi тригономе-
тричного рiвняння

cosnα sinα = 0 (α 6= πm, m ∈ Z) , (31)

розв’язок якого

α =
(2p+ 1)π

2n
, (p ∈ Z) . (32)

Розiб’ємо множину отриманого розв’язку
на n послiдовностей (7), таких, що для будь-
якого m ∈ Z справедливо спiввiдношення (8)
при αl = (2l−1)π

2n (l = 1, . . . , n).
Для власних частот kl з рiвняння (3) маємо

kl = 2
√
b sin

(2l − 1)π

4n
, (l = 1, . . . , n). (33)

Наведемо отриманi шляхом розв’язання си-
стеми алгебраїчних рiвнянь (1) з замiненим
останнiм рiвнянням (29) формули амплiтудних
коефiцiєнтiв βil (i = 1, . . . , n), що вiдповiдають
власним частотам kl (l = 1, . . . , n),

βil =
cos (n− i)αl
cos (n− 1)αl

, (i, l = 1, . . . , n) . (34)

Чисельний приклад. В (таб. 1) наведе-
нi значення величин kl

2
√
b
для будiвель з рiзною

кiлькiстю поверхiв.

Табл. 1: Значення величин kl
2
√
b
для будiвлi з n

поверхами.

l
n 1 3 5 7

1 0,70711 0,25882 0,15643 0,11196
2 0,70711 0,45399 0,33028
3 0,96593 0,70711 0,53203
4 0,89101 0,70711
5 0,98769 0,84672
6 0,94388
7 0,99371
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Рис. 3: Власнi форми поперечних коливань бу-
дiвлi з n = 7 поверхами

Як видно з таблицi та формул (33), зна-
чення власних частот багатоповерхової будiв-
лi лежать в промiжку

(
0, 2
√
b
)
. Зi збiльшен-

ням кiлькостi поверхiв (збiльшенням кiлькостi
осциляторiв n) найнижча частота зменшується,
а найвища — збiльшується. Очевидно, що такий
саме якiсний висновок можна зробити для будь-
якої розглядуваної в роботi регулярної системи.

На (рис. 3) зображенi власнi форми будiв-
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лi з n = 7 поверхами. Амплiтуднi коефiцiєнти
обчисленi за формулами (34).

Висновки. Методика пошуку власних ча-
стот та власних форм регулярної ланцюгової
коливальної механiчної системи з жорстко за-
крiпленими кiнцями, що базується на представ-
леннi лiвої частини вiкового рiвняння за до-
помогою рекурентних спiввiдношень розкрит-
тя визначника тридiагональної матрицi [5], роз-
повсюджена на випадки регулярних ланцюго-
вих коливальних механiчних систем з одним
чи двома вiльними кiнцями. При цьому, ви-
значники матрицi коефiцiєнтiв систем алгебра-
їчних рiвнянь для визначення власної часто-
ти та амплiтудних коефiцiєнтiв для механi-

чних систем з одним чи двома вiльними кiн-
цями представленi через рекурентнi спiввiдно-
шення вираження лiвої частини вiкового рiв-
няння, що стосується механiчної системи з
жорстко-закрiпленими кiнцями. Отриманi ана-
лiтичнi формули обчислення власних форм та
амплiтудних коефiцiєнтiв.

Розглянута майже регулярна ланцюгова
коливальна механiчна системи з одним вiль-
ним кiнцем, в якiй крайнiй осцилятор має вдвi-
чi меншу iнерцiйну характеристику. Методика
розв’язання така сама, як i для регулярних си-
стем. Знайденi аналiтичнi вирази для власних
чисел та амплiтудних коефiцiєнтiв. Наведений
чисельний приклад.
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