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Розв’язуються задачі розрахунку релаксації напружень у тонкостінних циліндричних оболонках з 
лінійно-в’язкопружних матеріалів за умов одновісного та двовісного навантаження. Розв’язки 
будуються на основі тривимірної моделі в'язкопружності виходячи з гіпотези пропорційності 
девіаторів. В'язкопружні властивості матеріалу задаються співвідношеннями, що встановлюють 
залежність між інтенсивностями напружень і деформацій та між середнім напруженням й 
об'ємною деформацією у формі Bolzmann-Volterra. Ядра інтенсивності релаксації та об'ємної 
релаксації задаються дробово-експоненційними функціями Работнова. Параметри ядер релаксації 
визначаються за результатами випробувань на повзучість із використанням залежностей між 
ядрами повзучості за умов складного напруженого стану і ядрами повзучості за умов одновимірного 
напруженого стану. Розв’язано та експериментально апробовано задачі розрахунку релаксації 
нормальних та дотичних напружень у тонкостінних циліндричних оболонках з „полиэтилена 
высокой плотности ПЭВП” за умов одновісного розтягу, чистого кручення та комбінованого 
навантаження розтягом із крученням. 

Ключові слова: тонкостінні циліндричні оболонки, лінійно-в’язкопружні матеріали, двовісне 
навантаження, релаксація напружень. 
 

The problems of stress relaxation analysis in thin-walled cylindrical shells made of linear viscoelastic 
materials under uniaxial and biaxial loading have been solved. The analysis is based on a there-dimensional 
model of viscoelasticity starting from the hypothesis of the deviators proportionality. The viscoelastic 
properties of a material are given with relationships that establish the dependence between stress and strain 
intensities as well as between the mean stress and volumetric strain by the Bolzmann-Volterra type equation. 
The kernels of relaxation intensity and volumetric relaxation are given with the Rabotnov exponential-
fractional functions. The parameters of relaxation kernels are determined from creep test result using the 
relationships between creep kernels under the complex stress state and creep kernels under the one- 
dimensional stress state. The problems of the analysis of normal and tangential stresses relaxation in thin-
walled cylindrical shells made of high density polyethylene “ПЭВП” under uniaxial tension, pure torsion 
and combined tension with torsion loading have been solved and experimentally approved. 

Key Words: thin-walled cylindrical shells, linear viscoelastic materials, biaxial loading, stress 
relaxation . 
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Вступ 

Зазвичай вважається, що в задачах теорії 
повзучості, де потрібно оцінити величину 
деформацій, що розвиваються за часом, 
навантаження, як правило, постійне або задане. 

Однак існує інший клас важливих практичних 
задач, коли фіксується не навантаження, а 
переміщення, так що повзучість у цих задачах 
призводить до зменшення навантаження, 
необхідного для підтримки заданого 
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переміщення. Це явище відомо як процес 
релаксації напружень при постійних деформаціях 
і реалізується як в області підвищених, так і в 
області кімнатних температур. Релаксація 
напружень викликає, наприклад, падіння 
напружень затягування в болтових з'єднаннях, 
зменшення сприятливих залишкових напружень 
після застосування технологій для зміцнення, 
знижує щільність посадки диска на вал в умовах 
його роботи при підвищеній температурі. 

У роботах [1, 2] розв’язано низку задач 
релаксації напружень у найпростіших елементах 
конструкцій на основі технічних теорій 
повзучості. У роботі [3] задача розрахунку 
релаксації напружень розв’язується із 
використанням рівнянь Bolzmann-Volterra у 
формі суперпозиції зсувної і об'ємної повзучості. 
У даній роботі розв’язок задачі розрахунку 
релаксації напружень будується на основі 
гіпотези пропорційності девіаторів.  

 
1. Постановка задачі 

Розглядається процес релаксації напружень у 
тонкостінній циліндричній оболонці з лінійно-
в'язкопружного матеріалу із середнім діаметром 
D  і товщиною стінки h  (рис. 1). Товщина стінки 

Dh  . Оболонка навантажується постійними за 
часом крутним моментом M  і осьовою силою 

N , що розтягує . 
Напружений стан оболонки двовісний, 

однорідний й статично визначений. Нормальне 

11  й дотичне 21  напруження як у межах, так і 
за межами пружності визначаються за 
формулами [1] 
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Залежність між компонентами тензора 
напружень ij , тензора деформацій ij  і часом t  

задається, виходячи з гіпотези пропорційності 
девіаторів, системою рівнянь [4] 
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де )(tv  і  tii ,  – об'ємна деформація і 

інтенсивність деформацій повзучості; )(0 t  і 

 tii ,  – середнє напруження й інтенсивність 

напружень; )( tRi  і )( tRv  – ядра 
інтенсивності релаксації й об'ємної релаксації; E  
– модуль пружності; v  – коефіцієнт Пуассона; 

i , v  – реологічні параметри; ij  – одинична 

функція Кронекера. 
Ядра інтенсивності релаксації )( tRi  й 

об'ємної релаксації )( tRv  задаються дробово-
експоненційними функціями, так що 
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і відповідно 
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де i , i , i ,  ,  , v  – параметри ядер, що 

визначаються експериментально; ][  – гамма-
функція Эйлера. 

Задача полягає у визначенні параметрів ядер 
інтенсивності релаксації й об'ємної релаксації 
лінійно-в'язкопружних матеріалів і у розв’язку 
задач розрахунку релаксації напружень у 
тонкостінних циліндричних оболонках за умов 
двовісного навантаження розтягом із крученням. 
 

2. Визначення параметрів ядер релаксації 
Параметри  ,  ,   ядер релаксації в (1.3) і 

(1.4), виходячи з інтегрального зв'язку між 
ядрами релаксації )(tR  і ядрами повзучості )(tK  

 

 
Рис. 1. Геометрія оболонки 
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 dtKtKtR
t

 
0

)()()( ,     (2.1) 

збігаються за величиною з відповідними 
параметрами ядер повзучості. 

Параметри  ,  ,   ядер повзучості 
визначаються за результатами апроксимації 
дискретних значень ядер дробово-
експоненційними функціями. Дискретні значення 
ядер повзучості розраховуються за 
співвідношеннями, що встановлюють залежність 
між ядрами повзучості за умов складного 
напруженого стану і ядрами повзучості за умов 
одновимірних напружених станів. Одновимірні 
напружені стани розглядаються як базові. 

У якості базових напружених станів обрано 
одновісний розтяг з виміром поздовжніх і 
поперечних деформацій повзучості, а також 
одновісний розтяг й чисте кручення з виміром 
поздовжніх і зсувних деформацій повзучості. 

Залежність між ядрами повзучості )(tK i  й 

)(tKv  за умов складного напруженого стану і 

ядрами повзучості )(11 tK , )(22 tK , )(21 tK  за умов 
одновимірних базових напружених станів 
задається співвідношеннями  
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і відповідно співвідношеннями 
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Тут )(11 tK , )(22 tK , )(21 tK  – ядра поздовжньої, 
поперечної й зсувної повзучості за умов 
одновимірних напружених станів;   – коефіцієнт 
Пуассона. 

 
3. Релаксація напружень в оболонках 

Розв’язується задача розрахунку релаксації 
нормальних та дотичних напружень в 
тонкостінних циліндричних оболонках із лінійно-
в’язкопружних матеріалів за умов одновісного 
розтягу, чистого кручення та комбінованого 
навантаження розтягом із крученням. 

3.1. Матеріал оболонок. Матеріальні 
константи. Релаксація напружень 
розраховується в тонкостінних циліндричних 
оболонках із „полиэтилена высокой плотности 
ПЭВП”. Діаметр серединної поверхні оболонки 
D = 46 мм, товщина стінки h = 5 мм. Значення 
пружних констант „полиэтилена ПЭВП”, а також 
експериментальні дані по повзучості й релаксації 
напружень в оболонках з „полиэтилена ПЭВП” 
запозичені з [5]. 

Дискретні значення ядер інтенсивності 
деформацій повзучості )(tKi  й об'ємної повзу-

чості )(tKv  поліетилена високої щільності 
(“полиэтилена высокой плотности ПЭВП”) у 
лінійній області деформування, що розраховані 
за рівняннями (2.2) і (2.3), нанесені на рис. 2,а й 
2,б відповідно точками. Лініями нанесена 
апроксимація дискретних значень ядер 
повзучості резольвентами дробово-
експоненційних функцій (1.3) і (1.4). 

 

 

 
VV K

час,t

iiK

час,t  
   а            б 
Рис. 2. Дискретні значення (точки) та їх апроксимація (лінії) ядер інтенсивності деформацій 
повзучості (а) та об'ємної повзучості (б) поліетилена високої щільності. 
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Значення пружних констант і параметрів ядер 

спадковості поліетилена високої щільності 
наведені у таблиці 

 
 

Таблиця 
Значення пружних постійних і параметрів ядер спадковості поліетилена високої щільності. 

 
Матеріал E , МПа G , МПа B , МПа v  

„Полиэтилен ПЭВП” 867,0 321,0 963,3 0,35 
Базовий експеримент: одновісна поздовжня й поперечна повзучість 

)(11 tK , година-1 )(22 tK , година-1 )(tKi ; )(tRi , година-1 )(tKv ; )(tRv , година-1 

11  11  11  22  22  22  i  i  i  v  v  v  

-0,6460 -0,1398 1,9439 -0,5158 -1,0137 3,1427 -0,6191 0,2764 2,1493 -0,6988 0,1229 1,6334 
Базовий експеримент: одновісна поздовжня повзучість і зсувна повзучість 

)(11 tK , година-1 )(21 tK , година-1 )(tKi ; )(tRi , година-1 )(tKv ; )(tRv , година-1 

11  11  11  21  21  21  i  i  i  v  v  v  

-0,6460 -0,1398 1,9439 -0,4700 -1,2467 2,0197 -0,4706 1,2402 2,0155 -0,6334 0,2971 9,1396 
 
 

 
3.2. Релаксація нормальних напружень. 

Розраховується релаксація нормальних 
напружень )(11 t  при const11 , 

const 3322   і const21  за рівнянням 
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що отримано із (1.2) із врахуванням (1.3) і (1.4). 
Результати розрахунків релаксації нормальних 

напружень )(11 t , що виконані за рівнянням (3.1) 
із використанням наведених у таблиці 
матеріальних констант, зіставлені на рис. 3,а з 

експериментальними даними. Штриховими 
лініями нанесені результати розрахунків з 
використанням системи базових експериментів в 
(2.2), а штрих-пунктирними лініями – в (2.3). 

 
Релаксація дотичних напружень. 

Розраховується релаксація дотичних напружень 
)(21 t  при const11 , const 3322   і 

const21  за рівнянням 

 
         а           б 
Рис. 3. Розрахункові (лінії) і експериментальні (точки) значення нормальних (а) і дотичних (б) 
напружень в тонкостінних циліндричних оболонках із „полиэтилена высокой плотности ПЭВП”: 

11 = 0,71; 21 = 0,61% (криві 1; ○); 11 = 1,41; 21 = 1,22% (криві 2; ●). 
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що отримано із (1.2) із врахуванням (1.3) і (1.4). 
Результати розрахунків (лінії) релаксації 

дотичних напружень )(21 t , що виконані за 
рівнянням (3.2) з використанням наведених у 
таблиці значень матеріальних констант, 
зіставлені на рис. 3,б з експериментальними 
даними (точки).   

 
4. Аналіз отриманих результатів 

Ефективність підходу до розв'язку задач 
релаксації напружень у тонкостінних 
циліндричних оболонках із лінійно-
в'язкопружних матеріалів, що заснований на 
гіпотезі пропорційності девіаторів, апробується 
експериментально на задачах розрахунку 
релаксації напружень при навантаженні оболонок 
розтягом із крученням. Розраховується 
релаксація нормальних і дотичних напружень в 
оболонках із „полиэтилена высокой плотности 
ПЭВП”. 

У цілому, як свідчать дані, що наведені на 
фіг. 3, отримано цілком задовільне узгодження 
результатів розрахунку релаксації напружень в 
оболонках з „полиэтилена высокой плотности 
ПЭВП” із експериментальними даними. 
Максимальна похибка не перевищує 20% і 
отримана для напружень кручення )(21 t . 
Характерно, що результати розрахунків 
практично не залежать від системи базових 
експериментів, використаних для визначення 
параметрів ядер повзучості й відповідно ядер 
релаксації. 

Розв'язок задачі розрахунку релаксації 
напружень в оболонках за умов комбінованого 
навантаження розтягом із крученням будується в 
роботі на основі гіпотези пропорційності 
девіаторів. У рамках такого підходу, як і у 
випадку використання принципу суперпозиції 
зсувної та об'ємної повзучості [3], взаємовплив 
постійних за часом повздовжньої й зсувної 
повзучості на процес релаксації нормальних і 
дотичних напружень не враховується. Цей ефект 
у випадку дії постійних за часом деформацій 
пояснюється збігом структур розв'язкових 
рівнянь лінійної теорії в'язкопружності, що 
побудовані виходячи із принципу суперпозиції 
зсувної і об'ємної повзучості й на основі гіпотези 
пропорційності девіаторів. 
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яке за структурою збігається з рівнянням 
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отриманим виходячи із принципу суперпозиції 
зсувної і об'ємної повзучості [3]. 

У дійсності, як це виходить із 
експериментальних даних, наведених в [5], 
накладення зсувної компоненти деформації 21  
прискорює процес релаксації нормальних 
напружень 11 , а накладення повздовжньої 

деформації 11  прискорює процес релаксації 

дотичних напружень 21 . У деяких випадках таке 
прискорення може становити 80%. Особливо 
істотно на процес релаксації напружень впливає 
накладення повздовжніх деформацій. 

 
Висновок 

Коректний розв'язок задач релаксації 
напружень в елементах конструкцій із лінійно-
в'язкопружних матеріалів при комбінованому 
навантаженні постійними за часом нормальними 
й дотичними напруженнями не може бути 
побудований на основі моделей в'язкопружності 
у формі суперпозиції зсувної і об'ємної 
повзучості або у формі пропорційності 
девіаторів. Ці моделі треба відкоректувати 
шляхом введення додаткових складових, які б 
одночасно залежали від повздовжніх і зсувних 
компонент деформації. Як перше наближення 
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може бути використана інтенсивність 
деформацій повзучості. 
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