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RESUMEN

En el presente articulo analizamos, en primer lugar, los conceptos de pensamiento matematico y multiplicativo,
junto a otras nociones como la de pensamiento relacional o sentido numérico. En segundo lugar, realizamos un
breve repaso acerca de lo que se conoce, desde la investigacién, sobre el desarrollo del pensamiento matematico
y multiplicativo, haciendo especial hincapié en lo referente a las primeras edades.
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Theoretical notes on mathematical and multiplicative thinking in the early years
ABSTRACT

This article presents some conceptual meanings of mathematical and multiplicative thinking, among other
concepts as relational thinking or number sense. Secondly, we do a brief review on what is known, from research,

on the development of mathematical and multiplicative thinking, with an emphasis in relation to the first ages.

Key words: Mathematical thinking, multiplicative thinking, Early Childhood Education.

1. El concepto de pensamiento

Marta Molina (2006), en su tesis doctoral, realiza un excelente recorrido por las distintas acepciones
del término pensamiento, desde la Lengua, la Filosofia o la Psicologia. Entre ellas, destacamos aquéllas
que definen la nocidén de pensamiento en torno a las operaciones involucradas en la resolucién de
problemas, como la de Dorsch, de 1985, que diferencia entre pensamiento divergente (obtencién de
diversas conclusiones l6gicamente posibles) y pensamiento convergente (obtencion de una conclusion
l6gicamente necesaria); la de Mayer, de 1986, quien sefiala que el pensamiento es cognitivo pero se
refiere a la conducta, y que tiene como resultado la resolucion de problemas; o la de Garcia y Moreno,
de 1988, quienes explican que el pensamiento se manifiesta en situaciones de resolucién de
problemas o en la busqueda de la toma de una decisién o en la extraccién de una conclusion, cuando
el sujeto construye representaciones y manipula la informacion con el fin de lograr un objetivo.
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Molina (2006) también hace referencia a Honderich, en 2001, el cual define el término pensar asociado
a procesos como razonar, creer, reflexionar, calcular, deliberar. Segun este autor, el pensar puede
realizarse sin palabras (aunque en ocasiones esté limitado por ellas) e implica un dominio de los
conceptos, una respuesta mental interna. Molina (2006), termina adoptando, como pensamiento, el
siguiente constructo:

La actividad intelectual (interna) mediante la cual el hombre entiende, comprende, y dota de significado a
lo que le rodea; la cual consiste, entre otras acciones, en formar, identificar, examinar, reflexionar y
relacionar ideas o conceptos, tomar decisiones y emitir juicios de eficacia; permitiendo encontrar
respuestas ante situaciones de resolucion de problemas o hallar los medios para alcanzar una meta (p. 74).

Por su parte, Carretero y Asensio (2008), en el manual “Psicologia del Pensamiento”, realizan un repaso
por algunas definiciones de pensamiento a través de la historia, desde un punto de vista psicolégico,
entre las que destacamos que pensamiento seria todo lo que media entre la percepcién y la accion, de
Johnson-Laird, en 1993. Y finalmente, ofrecen su propia definicién de pensamiento, como un conjunto
de actividades mentales u operaciones intelectuales, como razonar, hacer abstracciones,
generalizaciones, etc., cuyas finalidades son, entre otras, tomar decisiones y representarse la realidad
externa.

Recientemente, Prellezo (2010), en su “Diccionario de Ciencias de la Educacion”, nos indica que la
nocién de pensamiento comprende toda una serie de procesos cognitivos y actividades psiquicas
superiores y que no es facil describirla de un modo preciso. No obstante, el autor ofrece varias
definiciones posibles de pensamiento, desde diferentes dpticas. En la primera de ellas, destaca la
funcion comunicativa del pensamiento, tanto interna como externa, indicandonos que en el
pensamiento se relnen una serie de actividades mentales dirigidas a establecer la comunicacién
consigo mismo y con los demas, y a plantear hipdtesis sobre el mundo y nuestro modo de pensar. A
continuacién, realiza un recorrido por distintas clasificaciones posibles de los tipos de pensamiento,
contraponiendo de este modo pensamiento racional a pensamiento intuitivo, pensamiento creativo a
pensamiento estereotipado, pensamiento autista a pensamiento realista y pensamiento productivo a
pensamiento ciego, entendiendo éste Ultimo como el que procede “a ciegas” segun el clasico
esquema de "tentativas y errores”. Este tipo de pensamiento podemos observarlo con frecuencia en
los nifilos méas pequefos, como una forma poderosa de comprender y aprender en su dia a dia.

En las distintas nociones de pensamiento expuestas, aparecen varias claves que nos parecen
especialmente relevantes para el trabajo con nifios pequefios, y que son:

- el caracter intencional del pensamiento como via de construccion del conocimiento y la toma de
decisiones,

- laimportancia de la resolucién de problemas en el proceso mismo de pensamiento,

- larelacién de dicho proceso con las representaciones, internas y externas, del sujeto, y

- el hecho de que el pensamiento pertenece a la dimension intelectual del sujeto, aunque se
manifiesta, en ocasiones, en su conducta observable.

En el caso de la investigacion con nifilos pequefios, esta Ultima apreciacion resulta crucial para
interpretar los datos recogidos, ya que en muchas ocasiones, las actividades de pensamiento de los
nifios han de ser inferidas de sus actos, puesto que sus palabras ain no consiguen describir de forma
precisa o comprensible, el proceso mental seguido a la hora de resolver una determinada tarea.
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En palabras de Castro y Cafiizares (2003), las matematicas son una actividad mental que las personas
desarrollan internamente, pero se puede intuir lo que sucede en la mente del sujeto, gracias a las
acciones externas que éste lleva a cabo. Y para ello, podemos apoyarnos en todo lo gestual, que nos
abre una ventana a la mente de los nifios y resulta ser una fuente poderosa para analizar los procesos
implicados en el desarrollo cognitivo (Alibali & Goldin, 1993).

2. El pensamiento matematico

El concepto de pensamiento matematico puede interpretarse de distintas maneras, dependiendo del
foco de atencion y de los protagonistas implicados.

Cantoral y otros (2005), en su libro sobre “Desarrollo del pensamiento matematico”, refieren varios
modos de entender el concepto de pensamiento matematico y, por tanto, de analizar el desarrollo del
mismo. Por un lado, atribuyen el término de pensamiento matematico a las formas en que piensan las
personas que se dedican profesionalmente a las matematicas. Por otro lado, entienden el pensamiento
matematico como parte de un ambiente cientifico en el cual los conceptos y las técnicas matematicas
surgen y se desarrollan en la resolucién de tareas.

Finalmente, Cantoral y otros (2005) concluyen observando que el pensamiento matematico incluye,
por un lado, pensamiento sobre tépicos matematicos, y por otro, procesos avanzados del
pensamiento como abstraccion, justificacién, visualizacién, estimacidn o razonamiento bajo hipdtesis.
Desde esta perspectiva, el pensamiento matematico no encuentra sus raices en las tareas propias y
exclusivas de los matematicos profesionales, sino que estan incluidas todas las formas posibles de
construccién de ideas matematicas en una gran variedad de tareas. Por lo tanto, el pensamiento
matematico se desarrolla en todos los seres humanos en el enfrentamiento cotidiano a sus multiples
tareas.

Recientemente, Olive Chapman (2011) ha descrito de forma sintética el pensamiento matematico
como el tipo de pensamiento que ponemos en juego al hacer matematicas, con motivo del panel
plenario que coordinaba en el Ultimo PME, en Turquia, acerca del Desarrollo del Pensamiento
Matematico (lo que muestra que se trata de un tema de rabiosa actualidad, a nivel mundial, para los
investigadores en Educacién Matematica).

En dicho panel intervinieron los siguientes investigadores: En primer lugar, participé Uri Leron, el cual
abordd el pensamiento matematico desde las relaciones entre el pensamiento intuitivo y el
pensamiento analitico, tratando de tender un puente que conecte ambos e indicando cémo dicha
conexién puede ayudar a desarrollar el pensamiento matematico (PM). A continuacion, Carolyn Maher
expuso una nocién de PM equiparable tanto al pensamiento que se pone en juego cuando resolvemos
problemas como al proceso de razonamiento que conlleva dicha resolucién. Seguidamente, Gabriele
Kaiser analizé el PM a través de los procedimientos de modelizacion, cuando se relacionan e
interactlan el mundo real y el matematico. Y finalmente, Frederick Leung examin6 el PM como un
aprendizaje de tipo cultural, insistiendo en la idea de que los docentes deben motivar al alumnado
para que se esfuerce y se interese en las actividades de indole matematica.

Por ultimo, recordaremos que Mason, Burton y Stacey (1982), en un libro que ha servido de referencia
durante décadas, “Thinking Mathematically”, nos hicieron ver que el pensamiento es un proceso
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dindmico que, al permitirnos aumentar la complejidad de las ideas que podemos manejar, extiende
nuestra capacidad de comprension, asi como que para pensar de una manera efectiva, hay que tener
suficiente confianza para poner a prueba las ideas propias y enfrentarse a los estados emocionales
conscientemente, poniendo sobre la mesa el enormemente trascendente aspecto motivacional y
emocional de los procesos de pensamiento, especialmente en matematicas.

2.1. El pensamiento matematico temprano

El conocimiento matematico de los nifios es mas amplio de lo
que tradicionalmente se ha pensado (Warfield, 2001, p. 161)

Durante mucho tiempo, se ha creido que los niflos pequefos carecian esencialmente de pensamiento
matematico (Baroody, 1988). Sin embargo, investigaciones posteriores han comprobado que los bebés
pueden distinguir entre conjuntos de uno, dos y tres elementos, mediante una metodologia basada en
la deshabituacion. De este modo, si se le muestran tarjetas con conjuntos de, por ejemplo, 3
elementos, al principio, el bebé presta atencion por la novedad, pero se va aburriendo paulatinamente
hasta que el investigador muestra una tarjeta con 4 o 2 elementos, momento en que el bebé vuelve a
prestar atencién, indicando asi que se percata de la diferencia. De hecho, Rick Caulfield (2001), en su
articulo "“Number matters: Born to count”, describe cémo incluso recién nacidos muestran un
incipiente pensamiento matematico, al distinguir grupos de dos o de tres objetos, ante la muestra de
cartas con 2 o 3 osos dibujados en ellas.

Baroody (1988) también nos indica que hay dos teorias generales del aprendizaje: la teoria de la
absorcién y la teoria cognitiva. Durante décadas, la teoria de la absorcién ha sido la principal directriz
en la enseflanza de las matematicas y esta teoria implicaba la organizacion jerarquica de las tareas,
para ir sisteméaticamente pasando de lo (tedricamente) més sencillo a lo mas complejo. No obstante, la
teoria cognitiva ha aportado una explicacion mas profunda del aprendizaje significativo, por ejemplo
de los conceptos aritméticos o de la resolucién de problemas de enunciado verbal.

De hecho, el estudio del desarrollo matematico de los nifios pequefios representa una parte
importante del trabajo de investigacién de la comunidad del PME desde sus inicios hasta la actualidad,
particularmente entre los investigadores de perspectivas cercanas a la psicologia cognitiva (Mulligan &
Vergnaud, 2006).

Numerosos estudios han comprobado que los nifios nacen con muchas aptitudes hacia las
matematicas o que éstas pueden desarrollarse en los primeros afios de vida (Baroody, Lai & Mix, 2006;
Clements & Sarama, 2009). Y aunque el interés por comprender como es y como se adquiere el
conocimiento matematico de los nifios no es nuevo, es a raiz de los trabajos de Piaget cuando el tema
adquiere mayor interés y la investigacion ejerce una influencia real en el terreno educativo (Ayllon,
Castro y Molina, 2010).

Clements y Sarama (2006) hacen una revision de las investigaciones en materia de educacion
matematica temprana, realizando un recorrido exhaustivo por las distintas perspectivas tedricas sobre
el desarrollo del pensamiento matematico, desde el empirismo inicial hasta el constructivismo actual,
pasando por el racionalismo o nativismo. A continuacién, analizan los tres tipos de constructivismo
mas extendidos, esto es, el constructivismo trivial, el radical y el social. De este Ultimo, queremos
destacar la perspectiva de Vigotsky, quien considera que el pensamiento cientifico es una de las
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herramientas mas valiosas de la sociedad, y que se desarrolla mediante la interaccién del nifio, con los
profesores, en la escuela (Lozano, 2008).

Ayllén, Castro y Molina (2010), por su parte, sefialan tres etapas en la apreciacion de las capacidades y
conocimientos matematicos de los nifios:

12) En un principio, autores entre los que destacan Piaget y sus colaboradores, centraron sus
investigaciones en lo que los nifios no eran capaces de hacer, subestimando dichas capacidades y
proporcionando una vision restrictiva de su competencia matematica.

2?) Con posterioridad, surge un movimiento de autores, entre los que se encuentra Gelman, que se
centran en poner de manifiesto lo que los nifios son capaces de hacer, con lo que se adopta un punto
de vista muy optimista que propicia una sobrevaloracién de la competencia matematica de los nifios
en edades tempranas.

32) Y en las Ultimas décadas, algunos autores, entre ellos Baroody, en desacuerdo con cualquiera de las
dos visiones anteriores, adoptan una posicion intermedia y centran su atencidon en detallar lo que los
nifios hacen y cémo lo hacen, cuando se enfrentan a situaciones problematicas.

Respecto a las semejanzas o diferencias entre el pensamiento matematico infantil y adulto, podemos
observar también varias corrientes al respecto:

- Por una parte, hay autores que defienden que los nifios no piensan las matematicas de la misma
forma que los adultos, entre ellos Piaget, quien afirmaba que el pensamiento del nifio es
cualitativamente diferente al del adulto (Kamii y De Vries, 1995). Y, posteriormente, otros
investigadores también han indicado que los nifios suelen tener concepciones bastante distintas a
las de los adultos acerca de, por ejemplo, la suma, la resta, la multiplicacién y la division (Carpenter
y otros, 1999).

- Sin embargo, otros autores opinan que los niflos piensan matematicamente como los adultos,
pero las estructuras y operaciones tienen que ser construidas en actividades propias de nifios
(Olive, 2001). De hecho, la analogia del “niflo como cientifico” se ha utilizado para caracterizar la
manera en la que los niflos dan sentido al mundo, suponiendo que los nifios, como los cientificos,
exploran su entorno y construyen y comprueban modelos que le ayudan a entenderlo (Garnham y
Oakhill, 1996).

En uno u otro caso, lo que resulta evidente es que los nifios pequefios, de manera informal, en sus
juegos, ya realizan numerosas actividades de indole matematico: exploran modelos, formas y
relaciones espaciales, comparan magnitudes, cuentan objetos, etc. Por lo tanto es algo natural que, en
el aula, los nifios de Educacion Infantil lleven a cabo, espontaneamente, actividades que requieren
habilidades matematicas. Pero en la escuela, ademas, hemos de hacer matematicas mas sistematicas,
preparadas y dirigidas por los maestros, porque el sistema educativo tiene como finalidad potenciar
todos los aprendizajes (Alsina, 2006; Bosch, Castro y Segovia, 2012; Canals, 2001).

Desafortunadamente, como hasta hace poco no hemos reconocido claramente cual es la comprension
de los nifos pequefos acerca de las ideas matematicas basicas, la ensefianza de las matematicas no ha
sabido capitalizar la riqueza de su conocimiento informal y los conocimientos informales de los nifios
han pasado a menudo inadvertidos, especialmente los referidos a la multiplicacién y la division. Como
consecuencia, las matematicas de la escuela han estado frecuentemente desconectadas del modo que
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tienen los niflos de resolver problemas en su dia a dia (Carpenter y otros, 1999; Nunes y Bryant, 1997;
Rodriguez y otros, 2008).

Nosotros pretendemos ayudar a modificar esta practica educativa arraigada, insistiendo, como Alsina
(2011), en que las situaciones cotidianas tienen que ser la base de las actividades que realicemos en las
Aulas de Educacion Infantil.

Y la razén es que, al igual que otros muchos investigadores y educadores:

Vemos a los nifios como capaces y competentes, como seres que saben mucho de la mayoria de las
personas, lugares y cosas que conforman su mundo. Sin embargo, también vemos a los nifios como seres
vulnerables en contextos que no le son familiares o ante relaciones en las que se encuentran en
desventaja. En el contexto de la educacién infantil, existen muchas oportunidades de reconocer los
conocimientos y las competencias que los nifios ya tienen, asi como de implementar cambios que les
animen o estimulen para refinarlos, ampliarlos, (re)elaborarlos o modificarlos. (Perry&Dockett, 2008, p. 80)

3. Los conceptos de pensamiento numérico y de sentido numérico

Encarna Castro (2008), en su conferencia sobre “Pensamiento Numérico y Educacién Matematica”,
sefala que el pensamiento numérico trata de aquello que la mente puede hacer con los nimeros, y
que estad presente en todas aquellas actuaciones que realizan los seres humanos relacionadas con los
ndmeros. Asimismo, nos recuerda que las investigaciones llevadas a cabo dentro de este campo,
ponen el énfasis en los procesos cognitivos de los sujetos, y en ellas se contemplan, entre otros
aspectos, los siguientes:

- La naturaleza y caracteristicas de los aprendizajes numéricos, asi como los errores y dificultades
que se presentan en dichos procesos,

- las semejanzas y diferencias en la construccién de los conocimientos por parte de diferentes
individuos, y

- las componentes culturales, que influyen, tanto en la construccién de los conocimientos como en
los modos de abordar la ensefianza de los mismos.

Castro (2008), indica también que algunos autores, como, Dehaene (1997), identifican, desde un punto
de vista psicoldgico, Pensamiento Numérico con Sentido Numérico, pero que desde la Educacidn
Matemética se realiza cierta distincién entre ambos constructos. De hecho, desde esta Area de
Conocimiento, numerosos investigadores consideran el sentido numérico como una forma especial de
pensar sobre los nimeros, no algoritmica, que conlleva una profunda comprensiéon de su naturaleza
asi como de las operaciones que se pueden realizar entre ellos.

Este ultimo aspecto, relacionado directamente con las operaciones numéricas, lo definen algunos
autores con el término especifico de sentido operacional. Estos afirman también que la habilidad de
usar el sentido numérico juega un papel integral en la resolucién de problemas y que un buen sentido
numérico se muestra Util tanto para el establecimiento de la magnitud y el tipo esperado de nimeros
respuesta, como para ayudar a seleccionar la operacidén apropiada, esto es, para tener un buen sentido
operacional, y que con la aplicacién adicional de la estimacion y del célculo mental, el sentido
numérico y operacional disminuyen la probabilidad de obtener una respuesta poco razonable en la
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resolucién de problemas, especialmente en aquéllos en los que intervienen nimeros grandes o en
aquéllos que incluyen multiplicaciones o divisiones (Daugherty, 1989; Sowder, 1992).

La denominacién de sentido, utilizada en los términos sentido numérico y sentido operacional,
procede de la consideracién de los alumnos como pensadores, como personas capaces de
comprender los dominios matematicos (Molina, 2006)

Clements y Sarama (2006, 2009), por su parte, en su discusion sobre operaciones, no se limitan a las
operaciones aritméticas estandares, esto es, suma, resta, multiplicaciéon y divisién, sino que incluyen,
entre otras, el conteo, la comparacion, la composicion o la particion. En este sentido, Sowder (1992)
indica que entre las acciones (u operaciones) que ayudan a desarrollar el sentido numérico en los
nifios, estan, por ejemplo, la estimacién y la invencién de estrategias.

Berch (2005), realiza un compendio de las distintas acepciones del término sentido numérico,
observando que comprende, entre otras muchas cuestiones, una intuiciéon, un conocimiento, una
herramienta, una habilidad, una expectativa, un proceso o una estructura conceptual. Y afiade que el
sentido numérico permite una comprensidn numérica que facilita, entre otros, el desarrollo de
estrategias para resolver problemas matematicos complejos o la capacidad para reconocer errores
realizados en procesos cuantitativos al comunicar, procesar o interpretar informacién.

Por ultimo, destacamos que Angel Alsina (2002, 2006) describe el (buen) sentido numérico como la
capacidad de aplicar buenos razonamientos cuantitativos en situaciones reales, y también que se
refiere a la capacidad de emplear, en diversos contextos, los nUmeros y operaciones de manera flexible
y poder emitir juicios sobre informaciones y/o resultados numéricos.

3.1. El sentido numérico basico

Alonso y Fuentes (2001), se realizan la siguiente pregunta: Nuestro sentido numérico, jes innato o
adquirido? Para responderla, recuerdan que Piaget creia que el origen de nuestra capacidad para
pensar sobre el mundo en términos numéricos aparecia sobre los 5 afios de edad y necesitaba la
presencia previa de algunas habilidades de razonamiento Idgico tales como la propiedad transitiva y la
llamada conservacion del nimero. Sin embargo, hoy se cuenta con gran cantidad de resultados que
apoyan la hipétesis de que los nifios, ya en el primer afo de vida, cuentan con un conocimiento
numérico rudimentario e independiente del lenguaje. En consecuencia, algunos autores, como
Dehaene (1997) afirman que, al igual que sucede con los colores, los humanos nacemos con circuitos
cerebrales especializados en identificacion de nimeros pequefios.

Baroody (1988) ya nos explicaba que el ser humano, como algunas otras especies, parece estar dotado
de un sentido numérico primitivo, que podemos percibir facilmente la diferencia entre un conjunto de
un elemento y una coleccién de muchos elementos y que podemos ver si se aflade o se quita algo de
una coleccion. Sin embargo, nos cuesta distinguir entre una bandada de 8 aves y una de 9.

Esto sucede debido a que algunas habilidades numéricas basicas, como la de subitizacion (o
repentizacién), nos permiten distinguir, a primera vista, el nimero de objetos de una coleccion
pequefa (hasta 4 o 5 elementos, si no estan organizados de un modo familiar para el que subitiza, o
mas de 5 elementos, si estan dispuestos de forma ordenada y familiar para el que los visualiza, como
en el caso de los puntos en las fichas de domind o las sefiales en los recuentos estadisticos). No
obstante, para colecciones mayores (o desordenadas), requerimos estrategias de conteo para poder
indicar el cardinal del conjunto observado.
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4. El pensamiento multiplicativo

4.1. De la estructura aditiva a la multiplicativa

Vergnaud (1983), en su teoria de los campos conceptuales, pone como ejemplos las estructuras
aditivas y multiplicativas, entendiendo las primeras como aquéllas que involucran operaciones
aritméticas y nociones aditivas, tales como adicion, sustraccion, diferencia, intervalo o traslacion,
mientras que las estructuras multiplicativas son consideradas como aquéllas que involucran
operaciones y nociones de tipo multiplicativo, tales como multiplicacién, division, fraccion o
proporcion. Y aflade que las estructuras multiplicativas cuentan en parte con las estructuras aditivas,
pero tienen su propia organizacion intrinseca, que no puede reducirse a los aspectos aditivos.

Por su parte, Freudenthal (1983) sefiala que el modelo aditivo es agregativo y esta vinculado a tareas
como agregar y trasladar, mientras que el modelo multiplicativo se refiere a la interaccion de un
nimero en funcidén de otro, procurando un esquema mas cercano a la proporcionalidad que a la
adicién repetida. Asimismo, este autor nos indica que la multiplicacion modela situaciones de areas y
combinatoria, entre otras.

Una década después, Harel y Confrey (1994), en el e-libro que editan, bajo el titulo "The development
of multiplicative reasoning in the development of mathematics”, consideran una operacion de caracter
multiplicativo como aquélla que determina el total de elementos dispuestos en grupos de igual
cantidad.

En dicho texto, Leslie Steffe nos aclara que para que una situacion pueda ser considerada como
multiplicativa, al menos es necesario coordinar dos unidades compuestas, en el sentido de que una de
las unidades compuestas se distribuye a lo largo de los elementos de la otra unidad compuesta (Steffe,
1994, p. 19).

Desde esta perspectiva, la adquisicion de una estructura compuesta de grupos iguales estd en el
corazén del razonamiento multiplicativo, aunque la coordinacién entre las unidades compuestas es
compleja y los modelos fisicos pueden ayudar inicialmente (Sullivan y otros, 2001).

Por su parte, Clarke y Kamii (1996), indican que la multiplicacién necesariamente requiere la
construccién de dos tipos de relaciones que no son requeridas en la suma: La correspondencia uno a
muchos y la inclusién jerarquica de clases, yendo ésta Ultima mas alla de la adicién repetida de grupos
iguales.

Y Olive (2011), en su teoria sobre la adquisicion completa de la Secuencia Numeérica, sefiala que la
construccién de una unidad iterativa es la llave para el desarrollo de esquemas multiplicativos, ya que
las unidades iterativas son los ladrillos de las unidades compuestas. Seguin este autor, para establecer
los esquemas multiplicativos, los nifios comienzan formando unidades compuestas; a continuacion,
usan dichas unidades como entradas en operaciones posteriores, tales como contar, combinar,
comparar, segmentar y repartir; seguidamente, consiguen formar una composicién numérica de las
unidades compuestas como resultado de las operaciones; y por Ultimo, son capaces de
“(re)interiorizar” la secuencia numérica para tomar los resultados de las operaciones con unidades
compuestas como “material” de operaciones posteriores.
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En nuestro trabajo, partimos de una nocién de esquema de tipo cognitivo. Consideramos los
esquemas como herramientas de la memoria del individuo que le permiten organizar nuevas
experiencias y afrontar situaciones-problema (Marshall, 1995). En lo referente a la resolucién de
problemas, un aspecto fundamental de los esquemas lo constituyen las relaciones que se establecen
entre las proposiciones del problema, ya que éstas nos descubren la esencia del problema.

En nuestra investigacion, consideramos un camino de 12 piedras y una rana que ha de saltar sobre
ellas. Y los grupos de piedras forman unidades compuestas, ya que han de considerarse
conjuntamente, como un todo, en las tareas que se les propone a los nifios.

4.2. Modelos intuitivos asociados a las operaciones multiplicativas

Segun Fischbeim, Deri, Nello y Marino (1985), los nifios construyen tempranamente modelos intuitivos
sobre la multiplicacion y la division, y cada operacién aritmética esta vinculada a un modelo intuitivo,
que se mantiene en el tiempo incluso mucho después de la formalizacion de dicha operacion.

Para estos autores, el modelo asociado a la multiplicacién es de adicion repetida, en el que participan
una serie de colecciones del mismo tamafo, mientras que son dos los modelos asociados a la division:

- El del reparto equitativo un grupo de objetos, o modelo partitivo.
- El de obtencién del nimero de grupos iguales en un total de elementos dado o modelo cuotitivo.

Dicho de otro modo, los modelos asociados a la division serian dos (Caballero, 2005):

- El modelo partitivo, cuando una coleccién se subdivide en subcolecciones iguales y el cociente es
el tamafio de cada subcoleccion.

- El modelo cuotitivo o de medida, que se refiere a cuantas veces una cantidad dada esta contenida
en otra.

En cuanto a la evolucién de los modelos de divisidn, Fischbein y otros (1985) consideraban que los
nifios tienen inicialmente un modelo partitivo y sélo después de la instrucciéon surge un modelo de
medida. Sin embargo, otras investigaciones, como la de Neumann (1999), han probado que los nifios
conciben la divisidon en términos partitivos, pero el modelo a través del cual los nifios se acercan a la
misma, de forma espontdnea, es el de medida, de manera que, al enfrentarse a un problema de
division de tipo partitivo, extraian del dividendo, repetidas veces, la cantidad representada por el
divisor.

Muchas investigaciones posteriores han sido explicadas con éxito bajo esta teoria de los modelos
implicitos de Fischbein y sus colaboradores. No obstante, aun hoy persisten varias cuestiones sobre el
origen y el desarrollo de dichos modelos; por ejemplo, si los modelos primitivos reflejan rasgos
innatos en el pensamiento humano o si son adquiridos en la escuela (o una conjunciéon de ambos), asi
como su papel especifico en la resolucion de los problemas de multiplicacién y divisién (De Corte y
Verschaffel, 1996; Verschaffel, Greer y De Corte, 2007).

De hecho, algunos investigadores han considerado que no eran tan diferentes estos dos modelos,
como Kouba (1989), quien no concebia grandes diferencias entre ambos tipos de divisién y afirmaba
gue no era correcto el modelo de sustracciones repetidas para la division, ya que en sus estudios los
nifos resolvian los problemas de divisién tanto quitando repetidamente como por acumulacién
repetida.
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Otros investigadores, en cambio, si apostaron por estas diferencias y las analizaron en sus
investigaciones. Por ejemplo, Kornilaki y Nunes (1997) proponian a nifios de entre 5 y 7 afos,
problemas de medida y partitivos, con divisor idéntico y diferente; en esta ocasién, resultaron mas
dificiles a los nifos los problemas de division de medida que los partitivos.

Por su parte, Squire & Bryant (2003), presentaron a nifios de entre 5 y 8 afos, problemas de divisién
partitiva y cuotitiva, de tipo reparto, y observaron que la division partitiva les resultaba mas facil si los
objetos se agrupaban respecto al divisor, no al cociente, mientras que en la divisidon cuotitiva resultaba
al revés.

También Caballero (2005), en su tesis doctoral sobre conocimientos informales de las operaciones
aritméticas basicas en nifios de educacién infantil, afirma que las diferencias entre division partitiva y
de medida ponen de manifiesto la distincion psicoloégica entre ambos conceptos. Comprender la
division en medida supone, para esta autora, la coordinacion de las experiencias previas con la division
partitiva y con la sustraccién. Ella vincula, ademas, la sustraccién a la divisién, ya que los modelos
implicitos de acumular y quitar, propios de la primera, aparecen también en la segunda.

En lo que si estan de acuerdo la mayoria de investigadores, es en que los modelos intuitivos arraigan
fuertemente en la mente de los alumnos, ejerciendo un control inconsciente sobre su conducta,
incluso después de haber recibido instruccion formal sobre las operaciones matematicas. Y, ademas,
sefialan que esto da lugar a errores cuando los alumnos tienen que resolver problemas elementales
con datos que conducen a contradicciones, entre el resultado de la operacion y las imposiciones del
modelo correspondiente, como el hecho de considerar que el resultado de una multiplicacion siempre
es mayor que los factores de la misma (Lago y otros, 1999; Caballero, 2005).

4.3. Resolucién de problemas verbales multiplicativos

Los problemas verbales han atraido durante mucho tiempo la atencién de los investigadores, tanto de
los psicélogos como de los educadores matematicos, aunque hasta los 90, las investigaciones se han
concentrado en torno a los problemas aditivos de una sola etapa (Verschaffel, Greer y De Corte, 2007).
De hecho, se han dedicado numerosos esfuerzos a proponer problemas de estructura aditiva a los
nifios y analizar su comportamiento y respuesta ante ellos, asi como las estrategias usadas al
resolverlos, mientras que la investigacion sobre problemas de estructura multiplicativa ha sido muy
escasa (Rodriguez y otros, 2008).

Posteriormente, han sido muchas las investigaciones que han mostrado que los nifios pueden resolver
variados problemas verbales multiplicativos, mucho antes de la instrucciéon directa sobre ellos
(Caballero, 2005; Carpenter y otros, 1993; Clarke y Kamii, 1996; Mulligan y Mitchelmore, 1997; Murray,
Olivier & Human, 1991 y 1992).

Algunos autores tratan de explicar estas habilidades basédndose en la existencia de los modelos
implicitos que Fischbein y otros (1985) describieron sobre la multiplicacién y la division. Por ejemplo,
Mulligan y sus colaboradores, inspirados en la teoria sobre modelos intuitivos de Fischbein, integran la
clasificacion de estructuras multiplicativas de Vergnaud y el andlisis de esquemas de multiplicacion de
Steffe, para investigar las soluciones informales de los nifios a problemas verbales de multiplicacién y
division antes y después de la instruccion sobre los mismos (Mulligan y Vergnaud, 2006).

Asi pues, en Mulligan y Mitchelmore (1997), se infieren tres modelos intuitivos de la resolucion de
problemas multiplicativos respecto a la multiplicacion, que son el de conteo directo, el de adicién
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repetida y el de operacién multiplicativa, y afaden un modelo maés, para el caso de la divisidén, que es
el de sustraccion repetida. En este estudio, parece confirmarse el hecho de que los nifios van
adquiriendo un repertorio de modelos intuitivos y que el modelo que emplean para resolver los
problemas, deja patente la estructura matematica que los pequefos le imponen.

Ademas, Mulligan & Wright (2000), describen cinco niveles en la comprension de la multiplicacion y la
division, en orden ascendente de sofisticacion, desde el agrupamiento simple y el conteo perceptivo
hasta la consideracion de las operaciones de multiplicacion y divisién, en abstracto, pasando por
consideracién de unidades compuestas a un nivel figurativo y la adicién y sustraccion repetidas.

El grupo de Murray y sus colaboradores (Murray, Olivier & Human, 1991 y 1992), por su parte, tratan
de desarrollar un curriculo para los primeros afios de primaria (en particular, para el trabajo con la
divisién), a través del cual se construya el conocimiento conceptual y procedimental de la misma, a
partir de los conocimientos informales de los nifios. En sus estudios, describen las estrategias usadas
por los nifios en la resolucion de problemas de divisién y sefialan que dichas estrategias tienden a
reflejar la accion o la relacion escrita en el problema.

Nunes y sus colaboradores también han tratado de indagar acerca del concepto de divisién en los
nifios pequefos, asi como acerca de la riqueza de su conocimiento informal sobre la misma. Por
ejemplo, Correa, Nunes y Bryant (1998), proponian a nifios de entre 5 y 7 afios que repartieran
caramelos a grupos de conejos distintos y quedaba manifiesta la dificultad de los nifios para
comprender la relacién inversa entre el tamafio del divisor y el del cociente cuando se trataba de
comparar dos conjuntos, una vez efectuado el reparto.

Entre los colaboradores de Terezinhe Nunes, destacamos a Squire & Bryant (2002), quienes
propusieron problemas de reparto, de caramelos entre mufecas, a nifios entre 5 y 8 afios. En los
problemas, los datos estaban bien agrupados respecto al divisor (esto es, el nUmero se pedia era el de
caramelos/mufeca) como agrupados respecto al cociente (con un nimero de caramelos total dado, se
pedia entre cuantas muiecas podriamos repartir esa cantidad, para que cada una de ellas tocara a una
cantidad concreta). Los problemas del primer tipo se mostraron mucho mas sencillos que los
segundos. Los autores sugieren, que esto puede ser debido a que la agrupacion por el divisor coincide
con el estado final del reparto. En nuestro caso, proponemos a nifios entre 4 y 6 afios, los problemas
siguientes:

- de tipo quotitivo o de medida:

- "de n en n piedras, jcudntos saltos dara la rana para llegar al final del camino?” (hasta completar
las 12 piedras totales)

- de tipo partitivo:

- "para hacer el camino en m saltos iguales, jcuantas piedras tiene que pasar a la vez (en cada
salto)?”

Pero resultan mucho mas faciles de resolver los primeros, tal vez porque se adeclan a la accién
concreta de la rana, lo que los ingleses llaman problemas tipo doing, mientras que en los segundos
partimos del resultado final y hay que desandar lo andado, esto es, que se trata de problemas tipo
undoing. Estos Ultimos casi siempre eran resueltos por estimacién y mediante un proceso de ensayo y
error.
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4.4. Los problemas de division en educacion infantil. Mas alla del reparto

A nivel de Educacion Infantil, hay numerosas investigaciones sobre problemas de division tipo reparto
(sharing), en los que se dan un nimero de objetos que es posible separar uno a uno, desde los
trabajos de Davis y colaboradores, recogidos en Davis y Hunting (1990), Davis y Pitketly (1990) o Davis
y Pepper (1992). En ellos, se ofrecian un conjunto de unidades discretas, generalmente galletas, y se
proponia un reparto de las mismas entre una serie de comensales o una modificacion de un reparto
anterior, al cambiar alguna de las condiciones iniciales (nimero de galletas o de comensales).

En todas las actividades propuestas en dichas experiencias, se podian separar uno a uno los objetos
motivo del reparto (Bosch, Castro y Segovia, 2007), al igual que en las investigaciones que hemos
expuesto en los apartados anteriores.

Y ciertamente, Correa, Nunes y Bryant (1998) indican que en sus inicios, la divisibn no aparece
vinculada a la multiplicacion, sino a la idea de reparto, ya que no se entiende (en los mas pequefos)
como una operacion binaria. Y que es a partir de que los nifios tienen un esquema de accién para
realizar una distribucion equitativa, cuando empiezan a comprender la division, luego la experiencia
con el reparto favorece la aparicién del concepto de division. Sin embargo, estos autores también
consideran que no se debe limitar el concepto de dividir al reparto (Nunes, 1997; Bryant, 1997).

En nuestras investigaciones, al considerar las piedras agrupadas en unidades compuestas (dando
saltos de n en n, o alcanzando el final del camino en m saltos iguales), proponemos una situacién de
division en la que no es posible usar el reparto como método de resolucién, lo que favorece que los
nifos busquen estrategias de resolucién distintas, que obligan a considerar los grupos de piedras
como unidades compuestas (0 de segundo orden), que les ayuden a construir los esquemas
multiplicativos.

4.5. El pensamiento relacional y el pensamiento multiplicativo

Para algunos autores, las relaciones constituyen una parte esencial de las Matematicas, ya que los
diversos conceptos matematicos se encuentran organizados en estructuras interrelacionadas (Castro,
Rico y Castro, 1987; Molina, 2006).

Por ejemplo, Ruesga (2002) concibe la Matematica como la Ciencia de las relaciones. Segun esta
autora, los métodos de resolucion de problemas proponen estrategias cuyo fundamento estd basado
en el establecimiento y descubrimiento de relaciones. Y, en ocasiones, es posible resolver situaciones
problematicas sin utilizar una representacion formal, pero esto nunca es posible sin la determinacién
fidedigna de las relaciones que expresan las condiciones y los datos.

A nivel educativo, Piaget y sus colaboradores descubrieron que cada ser humano debe construir su
propio conocimiento, creando y coordinando relaciones (Kamii, 1982, p.23). Y entre las implicaciones
generales para estimular la construccion activa del conocimiento sefialadas por Baroody (1988),
queremos destacar, desde la ensefianza, la importancia de estimular el aprendizaje de relaciones, asi
como de ayudar a los nifios a ver conexiones y a modificar sus puntos de vista.

En los nifios de Educacion Infantil, las competencias matematicas iniciales, junto a la adquisicion de la
regla de cardinalidad y el conteo, implican también la capacidad de establecer relaciones entre las
cantidades en términos de adiccion, sustraccion, multiplicacién y division. Es mas, los nifios de
Educacion Infantil no solo tienen una amplia gama de habilidades matematicas, sino que las utilizan de
manera flexible (Rodriguez y otros, 2008).
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No obstante, apenas hay trabajos en Educacién Infantil que hayan estudiado estos procesos
detenidamente, con honrosas excepciones, como la de Ruesga (2002), en su tesis doctoral “Educacién
del Razonamiento Logico Matematico en Educacion Infantil”.

Conceptualizando, en nuestras investigaciones entenderemos el pensamiento relacional como la
actividad intelectual (interna) consistente en examinar objetos o situaciones, considerandolos como
totalidades, detectar o buscar relaciones entre ellos, y utilizar dichas relaciones para alcanzar un
objetivo. Este tipo de pensamiento conlleva no sélo observar relaciones existentes entre objetos
matematicos, sino que dichas relaciones pasen a ser herramientas Utiles para la resolucion de
problemas o para tomar decisiones (Molina, 2006; Castro, 2008).

En lo que se refriere a la relacion entre el pensamiento multiplicativo y el relacional, Lamon (1993)
observa en sus investigaciones, que un pensamiento relacional emergente parece ser una sefial de que
el estudiante estd comenzando a crear un puente entre las estructuras aditivas y multiplicativas. Asi
pues, en los problemas que esta autora proponia a los estudiantes, ellos se mostraban incapaces de
alcanzar un nivel de razonamiento proporcional cualitativo hasta que conseguian manifestar
pensamiento relacional en mas de un contexto. Los resultados de este estudio sugieren que es util ver
la razén como una unidad, como el resultado de la composicion multiple de unidades compuestas, y
esta perspectiva nos proporciona otro nexo entre el aprendizaje temprano de las estructuras aditivas y
las multiplicativas.

Conceptualizando de nuevo, podemos considerar el pensamiento proporcional como un tipo
particular de pensamiento relacional (Bosch, Castro y Segovia, 2007; Bosch y Castro, 2009). Como
indican Sophian y Wood (1997), el razonamiento proporcional es, en esencia, un proceso de
comparacion entre una cantidad relativa con otra.

En nuestras investigaciones, planteamos cuestiones sobre pensamiento relacional de tipo proporcional
cuando preguntamos al nifio, después de haber buscado cuantos saltos de 2 en 2 tendria que dar la
rana para llegar al final del camino, que si la rana fuese de 4 en 4, si tendria en ese caso que dar méas o
menos saltos que antes. O también, después de haber observado cuantas piedras tendria que pasar a
la vez la rana para hacer el camino en 2 saltos (iguales), le preguntamos que, de hacer el camino en 4
saltos, si tendria que pasar mas o menos piedras “a la vez” que antes (Bosch, Castro y Segovia, en
prensa).

5. Desarrollo del pensamiento matematico y multiplicativo

5.1. Necesidad de conocimientos acerca de como aprenden los nifios

Cantoral y otros (2005) nos indican que a lo largo de la historia, matematicos destacados como
Hadamard, Poincaré, Polya o Freudenthal, se han interesado por explorar la psicologia del
pensamiento matematico, y que lo hicieron analizando su propia actividad personal o mediante el
estudio sistematico de las producciones de jévenes escolares. Aunque estos resultados han tenido una
importante repercusion en el terreno de la investigacion, sin embargo los curriculos de matematicas
escolares han seguido durante mucho tiempo anclados en ideas que provienen de las estructuras
matematicas formales, asi como en métodos didacticos centrados en la realizacién de procedimientos
algoritmicos y la memorizacion.
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Ahora bien, si queremos dar a los nifios la oportunidad de construir su comprension desde dentro,
necesitamos entender cdmo piensan las matematicas y es facil observar cuanto son capaces de
aprender los nifios cuando sus maestros comprenden su manera de pensar y les proporcionan una
oportunidad para que construyan su propio pensamiento (Carpenter et al, 1999 y 2003).

Los educadores deberian comprender cdmo aprenden matematicas los nifios para tomar decisiones
eficaces en cuanto a, por ejemplo, la idoneidad de los métodos, los materiales y la secuencia del
curriculo. La planificacion educativa deberia tener en cuenta como aprenden y piensan los nifios
(factores cognoscitivos) y qué necesitan, sienten y valoran (factores afectivos) Baroody (1988, 2003).

En este sentido, la investigacidon es una poderosa herramienta para el desarrollo profesional de los
maestros, ya que nos ayuda a entender, desarrollar y evaluar el desarrollo del pensamiento
matematico de los nifios (Clarke, 2001). Y en nuestro caso, cobra especial relevancia la investigacion
que se realiza en el seno del Area de Conocimiento “Didactica de la Matematica”, ya que una de las
tareas que se le encomiendan es la de proporcionar al educador matematico los instrumentos
necesarios para que desarrolle su trabajo de modo competente (Castro, Olmo y Castro, 2002).

Y para ayudar a este cometido, en los Ultimos aflos se ha considerado el constructo Profesional
Noticing of Children’s Mathematical Thinking, entendido como un conjunto de herramientas
interrelacionadas que incluyen: atender a las estrategias de los nifios, interpretar sus comprensiones y
decidir como responder en base a dichas interpretaciones. De modo sintético, el proceso seria el de
"atender-interpretar-decidir” (Jacobs y otros, 2010).

5.2. Desarrollo del pensamiento matematico y del sentido numérico

El ser humano tiene la capacidad innata de realizar tareas matematicas para conseguir unos fines
determinados, que le ayuden en su vida diaria. Las Matematicas ocupan un lugar destacado entre las
disciplinas que ayudan a organizar la realidad, facilitando tanto la identificacién de sus distintas
componentes como las relaciones entre ellas.

En particular, el mundo seria cadtico sin nimeros, que nos sirven para enumerar, medir, codificar,
calcular, etc. Es l6gico, pues, que los nifios se tropiecen, en su vida diaria, con numerosas situaciones
que les proporcionan la oportunidad de contactar con simbolos y significados relacionados con los
numeros. Por ejemplo, en los ritmos, los relojes o los calendarios, los autobuses o las camisetas de los
deportistas (Treffers, 2008).

Desde esta premisa, podemos afirmar que el trabajo con niumeros permitiria a los niflos descubrir y
usar estrategias propias para resolver problemas de su vida cotidiana, y que el desarrollo de un buen
sentido numérico les ayudaria a apreciar los conceptos numéricos y a construir conocimiento a través
de ellos (Carboni, 2008).

En consecuencia, el desarrollo del sentido numérico deberia ser el foco principal del curriculo en los
primeros niveles, tal y como proclama la Sociedad de Profesores de Matematicas Norteamericana, que
sefala la resolucion de problemas y el sentido numérico como componentes imprescindibles de un
programa de matematicas efectivo, en todos los niveles educativos (NCTM, 2008).

En Espafia, importantes investigadores en Educacion Infantil, como Alsina (2006) y Castro (2008),
sefalan que las personas deben desarrollar su sentido numérico desde que son nifios y que la
finalidad del trabajo con nimeros y operaciones, de los 0 a los 6 afos, es precisamente ayudar a los
nifos a desarrollar su sentido numérico, de acuerdo con sus posibilidades y capacidades.
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Coincidimos con estas apreciaciones. De hecho, consideramos que los nifios pequefios pueden y
deben enfrentarse a situaciones que impliquen, entre otros, el uso de la estimacién, la medida o los
hechos numéricos, en un contexto de resolucién de problemas, ya que dichos procesos les ayudaran a
desarrollar un pensamiento numérico mas flexible y un sentido numérico mas profundo y rico en
relaciones.

Asimismo, coincidimos con Saiz (2008), en que, a largo plazo, seria muy rentable dedicar mayor
esfuerzo al desarrollo y a la mejora de nuestras habilidades generales de pensamiento, resolucién de
problemas o toma de decisiones, ya que éstas nos ayudarian a seleccionar informacién mas
eficazmente; en definitiva, a desenvolvernos mejor en nuestra compleja sociedad.

Pero el aprendizaje en matematicas requiere de modos de pensamiento variados, lo que supone
bastante mas que una coleccidon de procedimientos disconexos para llevar a cabo ciertos calculos, ya
que conlleva un aprendizaje acerca de cdmo generar esas ideas, como expresarlas usando palabras y
simbolos y cdmo justificar que dichas ideas son verdaderas. Los nifios de la escuela elemental son
capaces de introducirse en este tipo de pensamiento matematico, pero a menudo no se les ofrece la
oportunidad para ello (Carpenter, Franke y Levi, 2003).

Chapman (2011), por su parte, insiste en que, puesto que el pensamiento matematico es algo
fundamental en el proceso de hacer matematicas, deberia también ser fundamental en el proceso de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas, a todos los niveles. Y ya que, tal y como hemos
argumentado anteriormente, el pensamiento matematico surge de manera natural en un ambiente de
resolucién de problemas, entendemos que bien deberia ofrecerse dicho ambiente en el aula, para
permitir e incentivar el desarrollo del pensamiento matematico infantil.

En palabras de Mason, Burton y Stacey (1982):

El razonamiento matematico se apoya en una atmosfera de interrogantes, desafios y reflexién, y necesita
de un tiempo y un espacio amplios.

Invitamos, pues, a todo el profesorado de Educacién Infantil a procurar una atmosfera de este tipo en
el aula, con idea de facilitar la construccion de conocimientos cientificos y matematicos en los nifios,
desde las primeras edades.

Aunque somos conscientes de que la instruccién basada en la teoria de la absorcidn, dominante
durante practicamente todo el siglo XX, es mas sencilla de llevar a cabo que la cognitiva, cuando los
recursos son limitados y las clases grandes.

En palabras de Baroody (1988):

La ensefianza y la practica repetitiva de datos y técnicas son mas manejables que el fomento del
conocimiento conceptual y la aptitud para el razonamiento.

Pero es que, al igual que Castro, Olmo y Castro (2002), estamos convencidos de que la etapa de
educacion infantil es de una importancia fundamental para la educacién matematica, ya que en ella se
van a formar los conceptos bésicos y los esquemas primarios sobre los que, posteriormente, se
construira todo el aprendizaje.
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Luego debemos realizar el esfuerzo necesario para llevar a cabo esta labor de manera eficaz y
comprometida. Ya lo decia Mialaret, en 1986 (referido en Ruesga, 2002):

Se nos confian nifos; nosotros somos responsables de su educacién. Traicionamos nuestra funcién
humana si no nos esforzamos en desarrollar al méaximo las posibilidades que lleva cada nifio. Debemos
mantener una inquietud constante y debemos responder con todas nuestras capacidades, todos nuestros
métodos cientificos de estudio y de investigacion, todo nuestro amor al nifio y nuestra total devocién a
nuestra bella mision: formar hombres (personas). (Mialaret, 1986. Pag. 174)

5.3. Desarrollo de las habilidades de resolucion de problemas

Algunos autores han argumentado que el desarrollo del razonamiento y de las habilidades de
resolucién de problemas deberia ser el principal foco en cualquier intento de ayudar a los nifios a
desarrollarse en matematica (Clements & Sarama, 2006). De forma complementaria, otros autores
consideran que una de las principales razones para el estudio de las matematicas es la de desarrollar la
habilidad para resolver problemas, y que dicho desarrollo debe comenzar con los nifios pequefios
(Worth, 1990).

Ademas, el trabajo con problemas aritméticos es una herramienta potente en el proceso de ir
formalizando el conocimiento informal que poseen los nifios en el aula, a través de la ayuda de sus
educadores (Van de Valle, 1990). Pero, como el aprendizaje de Resolucidon de Problemas es un tipo de
conocimiento, en parte de cardcter cognitivo y en parte de caracter afectivo, resulta esencial,
especialmente en este caso, un clima positivo en el aula, que favorezca una actitud de confianza en el
nino (Worth, 1990).

Los maestros de Educacién Infantil han sabido siempre que las ideas matematicas que los nifios
pequefios desarrollan en sus primeras etapas son fundamentales para las matematicas posteriores, y
que durante esos primeros afos, los niflos desarrollan también actitudes y creencias sobre sus
habilidades para aprender matematicas, que les acompafaran probablemente en su proceso educativo
posterior.

De hecho, los problemas verbales aritméticos constituyen una parte importante del programa
matematico de la escuela elemental, aunque histéricamente han tenido la funcién de ensefiar a los
niflos a aplicar el conocimiento de las herramientas aprendidas previamente (Verschaffel, Greer y De
Corte, 2007).

Y es que, a pesar de toda la investigacion realizada en este campo, ésta no ha tenido una repercusiéon
directa (aun) en las aulas, de modo que la instruccion del conocimiento matematico se sigue iniciando
con tareas rutinarias y se relega el planteamiento de problemas verbales. Y los problemas que se
proponen suelen tener la misma estructura semantica, lo que produce una automatizacion de las
respuestas (Caballero, 2005).

Por ejemplo, los problemas de division que se plantean inicialmente suelen ser problemas de reparto.
Y es cierto, como hemos indicado anteriormente, que la divisidn comienza con la experiencia del
reparto, pero no se puede limitar a ella. Proponemos, pues, plantear a los niflos de Educacién Infantil
problemas de divisién en los que no sea posible realizar un reparto, junto a otros en los que si
funcione esta practica, tan cercana a la experiencia del nifio.
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5.3.1. Errores y dificultades en la resolucion de problemas multiplicativos

En el estudio de Anghileri (1989), entre las dificultades que observd en nifios entre 4 y 12 afios, a la
hora de resolver problemas multiplicativos, destacamos las relacionadas con el procesamiento de la
informacion, cuando los niflos no usan los ndmeros implicados con sus roles naturales. En este
sentido, incluso en el caso mas sencillo de conjuntos equivalentes de elementos discretos, la dificultad
aparece al tener que coordinar las tres piezas de informacion siguientes:

1°) El nimero de elementos de cada conjunto (o multiplicando).
2°) El nimero de conjuntos (o multiplicador).
3°) El procedimiento en si para realizar la multiplicacién.

En Espafia, el grupo de Purificacién Rodriguez y sus colaboradores han trabajado sobre problemas de
division en educaciéon Infantil. Por ejemplo, Caballero (2005), nos habla de un estudio sobre divisidn
partitiva y de medida en educacion infantil (de Caballero, Rodriguez y Lago, de 1999). En dicho
estudio, se planteaban a los nifios de infantil, problemas de divisién (de reparto) en el contexto de una
granja, donde “la vaca Paca guarda gallinas en distintas casas”, o “gallinas de distinto color van a jugar
a varias casas”. Obtuvieron errores que atafien directamente al papel desempefiado por los distintos
términos de la division, esto es:

- Errores de cociente, cuando distribuyen el dividendo sin tener en cuenta que todos los
subconjuntos formados deben tener el mismo ndmero de elementos
- Errores en el dividendo, cuando aumentan o disminuyen, irregularmente, el nimero de elementos
del dividendo, normalmente por errores de conteo.
- Errores en el divisor:
* En los problemas de division partitivos, cuando hacen agrupaciones con un numero distinto de
subconjuntos de los que indica el divisor.
* En los problemas de division de medida, cuando distribuyen un ndmero de elementos distinto
al indicado por el divisor.

5.4. Desarrollo del pensamiento multiplicativo

Como sabemos, hasta la década de los noventa, ha habido muchas investigaciones sobre esquemas de
accion y modelos mentales en aritmética temprana, pero concentradas en torno a la suma y la resta
(Castro, 1995).

Sin embargo, desde los afios noventa, se ha ido prestando una considerable atencion a la
investigacion sobre multiplicacion (y division) en el aprendizaje matematico temprano (Sullivan et al,
2001). De hecho, en los ultimos afios, el estudio de tdépicos de investigacion tales como el
razonamiento multiplicativo o proporcional, que antes se enfocaban en nifios mayores, se ha
extendido a nifios mas pequenos (Charles & Nason, 2000; Lamon, 2007; Mulligan & Vergnaud, 2006;
Sophian & Wood, 1997).

Y el interés por el desarrollo del pensamiento multiplicativo en los primeros niveles se debe a que éste
resulta crucial para el aprendizaje aritmético posterior, principalmente porque estad implicito en el valor
posicional de nuestro sistema decimal y porque es una base de otros conocimientos matematicos
importantes, tales como las proporciones o las funciones lineales (Nunes y otros, 2008). Brissiaud
(1989), ya analiza el tipo de problemas de multiplicacion y division que se proponen en las escuelas y
concluye que todas las situaciones en que una coleccidon deba cuantificarse tomando sucesivamente
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como unidades las unidades individuales y los grupos de n pueden favorecer el aprendizaje del
sistema de numeracién decimal.

Como hemos sefalado anteriormente, para ensefiar la multiplicacidon con nimeros naturales, es muy
importante la extension del concepto de unidad (simple), al de unidad compuesta, y ello se consigue a
partir de la idea de grupo (Isoda y Olfos, 2009). Ademas, es algo que forma parte de las actividades
cotidianas de los nifios, ya que éstos, en numerosas ocasiones, se encuentran con pequefios grupos de
objetos, como caramelos en una bolsa o puntos en una ficha o dado, que deben reconocer, contar o
interpretar (Treffers, 2008).

Castro, E. y Castro, E. (2010), en "El desarrollo del pensamiento multiplicativo”, subrayan algunos
aspectos del desarrollo temprano del pensamiento multiplicativo, resaltando su diferencia respecto al
aditivo y aportando informacién para una toma de decisiones en el desarrollo curricular de esta
tematica, aunque centrados en ensefianzas posteriores a la del ciclo de Educacién Infantil. Estos
autores analizan el origen del pensamiento multiplicativo y exponen resultados de investigacion que
apuestan porque este origen se encuentra en el esquema de correspondencia uno a muchos, antes
que en el esquema de adicion repetida.

Por ejemplo, Park y Nunes (2001), en un estudio destinado a observar si la comprension de la
correspondencia uno a muchos constituia la base de la multiplicacién, concluyeron que los nifios que
fueron animados a resolver los problemas de multiplicacién usando correspondencias entre dos
variables fueron mejores resolutores que aquéllos que fueron instruidos en la multiplicacién como
adicion repetida.

No obstante, algunos estudios recientes con nifios de Educacién Infantil, como el de Rodriguez y otros
(2008), sélo contemplan estrategias de adicion repetida entre las manifestadas por los distintos
resolutores de esta etapa.

En nuestras investigaciones, hemos podido comprobar que a los nifios de 4 afios les cuesta mucho
trabajo resolver los problemas que les planteamos, incluso el mas sencillo (“si va la rana de 2 en 2
piedras, jcuantos saltos dara?”), y que en muchas ocasiones parecen incluso no llegar a comprender la
tarea planteada (Bosch y Castro, 2009). No obstante, muchos nifios de 5 afios si resuelven
satisfactoriamente los problemas que les planteamos, y las diferencias, respecto a los nifios de 6 afios,
son escasas. Este resultado resulta coherente con estudios anteriores, en los que se pone de
manifiesto que el pensamiento multiplicativo aparece de forma temprana pero se desarrolla
lentamente (Clark y Kamii, 1996; Empson y Turner, 2006).

5.5. Desarrollo del pensamiento proporcional

Tradicionalmente, razén y proporcion han sido consideradas como tépicos para la enseflanza media,
principalmente por las teorias de Piaget sobre que la comprension de dichos tépicos no se alcanza
hasta la adolescencia. Jean Piaget se basaba en que el razonamiento proporcional es de segundo
orden, ya que las proporciones son relaciones entre cantidades, y por tanto, las comparaciones entre
proporciones serian relaciones entre relaciones. Sin embargo, visto en un contexto mas amplio, sus
estrechas relaciones con las fracciones asi como con otros conceptos multiplicativos, sugieren que
deba tratarse a todos los niveles del curriculo, desde la escuela elemental hasta las ensefianzas
universitarias (Lamon, 2007).
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En Espafa, el grupo de Luis Puig y sus colaboradores han trabajado sobe los tépicos de razén y
proporcion en la escuela primaria, como se muestra en los trabajos de Alejandro Fernandez. Por
ejemplo, en Fernandez, A. F,, Figueras, O., Gémez, B, Monzo, O. y Puig, L. (2009), se explica que la
mayoria de los estudios realizados hasta la fecha sobre pensamiento relacional y proporcional han
sido sobre adolescentes y preadolescentes. Esto motiva estudios en México sobre los contenidos y las
formas didacticas que deben trabajarse con los alumnos de educacién primaria para desarrollar,
paulatina y progresivamente, el razonamiento proporcional. Estos investigadores proponen a los
estudiantes problemas de proporcionalidad, tanto con cantidades discretas (por ejemplo, respecto a
unos nifios que van a escuchar un cuento situados sobre unas marcas en el suelo; se les pregunta en
qué ocasiéon estardn mas apretados), como con cantidades continuas (como en el clasico ejemplo de
mezclas de refrescos en las que interviene el agua junto a un tipo de zumo de fruta y se le pregunta
cual tendra mas sabor a fruta).

Puede que este tipo de razonamiento se considere demasiado complejo para ser abordado en
Educacion infantil, pero en los primeros niveles, las cantidades relativas que no son cuantificadas
suponen un importante tipo de razonamiento proporcional facilmente accesible para los niflos cuando
se sitUan en un contexto cercano y comprensible para ellos (Lamon, 2006).

Considérese, por ejemplo, el siguiente problema:

Ayer repartiste algunas galletas entre unos amigos. Hoy vas a repartir menos galletas entre un nimero
mayor de amigos. ;Cada uno tocara a mas, menos o igual cantidad de galletas que ayer? (Lamon, 2006, p.
631)

En este caso, tanto la cantidad de personas como la cantidad de galletas son cuantificables, pero
incluso sin necesidad de cuantificar esa cantidad, la pregunta puede ser respondida. Este tipo de
razonamiento resulta “facil” para los nifos, porque se construye sobre su conocimiento previo y su
experiencia en el reparto, a nivel discreto.

También es cierto que los nifios pequefios presentan dificultades para razonar sobre las relaciones
parte-todo, pero que facilmente razonan si una parte es mayor que otra, y que pueden usar esta
relacion de primer orden como base para comparar proporciones Spinillo y Bryant (1999). En el caso
de las magnitudes continuas, se ha demostrado, por ejemplo, que alumnos de primer curso de
primaria saben que si una cantidad se divide en muchas piezas (partes), entonces cada pieza sera
menor que si se divide en pocas piezas (partes) (Sophian &Wood, 1997).

Como hemos sefialado anteriormente, un razonamiento de este tipo, entre otros de caracter
multiplicativo, ponemos a prueba en nuestras investigaciones con nifios de 4 a 6 afios. Y nuestra
intencion es la de colaborar en la ampliacion del conocimiento que tiene la comunidad de educadores,
sobre el desarrollo del pensamiento multiplicativo y proporcional en los primeros niveles. En ello
continuamos.

Arrieros somos...
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