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Luku 1: Johdanto

1 Johdanto

Tutkielman aiheena on peliteoria, joka on sovelletun matematiikan osa-alue,
jossa tutkitaan pelaajien véalista strategista kanssakaymisté. Téallaisissa stra-
tegistisissa peleissa pelaajat valitsevat toimintoja, joilla he pyrkivat maksi-
moimaan hyo6tynsa ottaen huomioon vastapelaajien valinnat. Peliteoriassa
hyodynnetaén lineaarista optimointia ja sen tuloksia, ja sitd sovelletaan pal-
jon muissa tieteissa, kuten taloustieteissa ja tietojenkésittelytieteissa.

Tutkielman tavoitteena on ymmartiaa perusteet yksinkertaiselle pelimuodol-
le, matriisipelille, ja kuinka sitd hyodyntémalla voidaan ymmaértad moni-
mutkaisempienkin pelien, kuten pokerin, pelistrategioita. Pokerista luodaan
tassa tutkielmassa yksinkertaistetumpi versio séilyttéden kuitenkin pelin idea,
silld oikean version tutkiminen olisi liian monimutkaista. Yksinkertaistetus-
sa versiossa korttien méaara on tiputettu kolmeen ja panostuskierroksia on
viahennetty. Myos mahdollinen panos on asetettu vakioksi. Pokeria tutkies-
sa pyritdan selvittaméan, onko erilaiset pelistrategiat, kuten bluffaaminen ja
alipanostaminen todellisuudessa kannattavia strategioita. Tutkielmassa myos
todistetaan kuuluisa John Von Neumannin Minimax -lause.

Matriisipelin ratkaisemiseksi taytyy ymmartaa, kuinka lineaarinen optimoin-
tiongelma ratkaistaan. Optimointiongelman ratkaisemiseksi ja optimaalisen
ratkaisun 16ytamiseksi kaytetdan simplex -menetelméa, joka on vahva tyo-
kalu pienten ja keskisuurten optimointiongelmien ratkaisemiksi. Lineaarisen
optimoinnin yksi tarkein tulos on duaalisuus. Duaalisuuden ymmartaminen
on oleellista pelistrategioiden tehokkaan loytamisen kannalta. Lisaksi, kuten
tutkielmassa kéy ilmi, Minimax -lause saadaan helposti osoitettua matriisi-
pelin ja duaalisuuden avulla. Tutkielmassa késitelladn matriiseja ja hieman
todennéakoisyysvektoreita, mutta niiden teoriaa ei kayda lépi, joten lukijalla
taytyy olla riittava perusymmaérrys niista.

Tutkielma on laadittu Robert J. Vanderbein [1] teoksen pohjalta, joka ké-
sittelee laajasti lineaarista optimointia. Tutkielmaa laatiessa luin muitakin
teoksia Vanderbein teoksen lisdksi, kuten Oulun yliopiston yliopistolehtori
Erkki Laitisen [2] laatimaa lineaarisen optimoinnin kurssimateriaalia, josta
poimin my6s muutamia tuloksia. Lisatakseni ymmérrysta pokerista ja paas-
takseni kiinni pelin sielunmaailmaan, luin David Sklanskyn [3] kirjoittamaa
kirjaa. Sklansky toi hyvin esille mista pokerissa on kyse ja erilaisten esimerk-
kien kautta miten sita tulee pelata menestyksekkaasti. Lisdksi Jason Swan-
son [4] artikkelissaan kasitteli samaa yksinkertaistettua pelia kuin Vanderbei,
mika lisasi ymmaérrysté asiasta entisestdan.
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2 Lineaarisesta optimoinnista

Tassa luvussa kaydaéan lapi mitéa lineaarinen optimointi on, kuinka optimoin-
titehtava ratkaistaan, ja kuinka muodostetaan ja ratkaistaan lineaarisen op-
timointitehtavin duaalitehtava. Lineaarisesta optimoinnista kaytetdan jat-
kossa lyhennettd LP (linear programming).

2.1 Lineaarisen optimoinnin ongelma

LP -ongelmassa on muuttujia, joiden arvo tulee valita optimaalisella tavalla.
Naitda muuttujia kutsutaan valintamuuttujiksi ja ne kirjoitetaan

x;, j=1,...,n.

Ongelmassa on tarkoitus maksimoida tai minimoida jokin lineaarinen funktio
¢ annetuilla valintamuuttujilla,

(=cxy 4+ o+ - + .

Tallaista funktiota kutsutaan kohdefunktioksi. Valintamuuttujista muodostu-
neet lineaariset kombinaatiot on aina rajoitettu jollain seuraavista ehdoista:

a1y +CL2[E2 + +anxn S b7
a1x1 + agxy + - - - + apx, = b,

a1y + asxs + - - - + apx, > b.
Ehtoja on helppo muuttaa keskenaén, sillé esimerkiksi epayhtélo
171 + Aoxy + -+ apxy, < b

voidaan muuttaa tavalliseksi yhtaloksi lisdamalla vaje- eli slack-muuttuja w
siten, etta

a1y + axry + -+ + apT, +w =0,
w > 0.

Yhtalo
a171 + Ao + -+ + Apxy, = b

voidaan puolestaan muuttaa kahdeksi epédyhtéloksi

a1y + asTs + - - + apx, < b,

a1x1 + agxy + - - - + apx, > .
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Koska LP -ongelmissa on tavoitteena maksimoida/minimoida jokin kohde-
funktio, voidaan perustehtévat esittda niin sanotussa standardimuodossa:

max c121 + Coo + -+ - + Cuy,
X

chdoilla
a11r1 + a2 + - - - + a1z, < by,
2171 + Q22%2 + -+ + Aon Ty < by,
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn S bma
X1, L2y -+, Tp Z O
Merkinnoilla
X C1 by
A=(a;) eR™" z=|:|;c=|:|€R b=]:] €R"
Ty Cn, b,

tehtéava voidaan kirjoittaa lyhyemmin

max CTI'
T

ehdoilla
Ax <b,
z > 0.

Maaritelma 2.1. Maaritelladn seuraavat termit:
x* on ratkaisu, jos Ax* < b,
x* on kdypd ratkaisu, jos Az* < bja x* >0,

x* on optimaalinen kdypd ratkaisu, jos * on kiypa ratkaisu ja cfa* > cl'x
aina kun z on kiypé ratkaisu. Talloin #* maksimoi kohdefunktion ¢ = .
Vastaavasti jos ¢l 2* < ¢’z aina kun z on kiypa ratkaisu, niin z* minimoi

kohdefunktion ¢ = c¢’'z.

Voi olla tapauksia, jolloin optimointitehtavélla ei ole ratkaisua. Jos tehta-
vélla ei ole kdypéa ratkaisua, tehtava itse on ei-kdypd. Tehtava voi myos olla
rajoittamaton, jos silld on olemassa kaypia ratkaisuja mielivaltaisen suurilla
funktion arvoilla.

Seuraavassa kappaleessa kéydédan lapi kuinka annettu LP -ongelma ratkais-
taan ja samalla 16ydetdan sen optimaalinen kaypé ratkaisu.
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2.2 Optimaalisen kiyvin ratkaisun loytdminen
2.2.1 Simplex -menetelmi

Olkoon LP -ongelma

n

mgx Z CjZL‘j

j=1
ehdoilla
Zaijxjgbi i:1,2,...,m,
j=1
r; >0 j7=12,...,n
Oletetaan lisdksi, ettd b; > 0 kaikilla ¢ = 1,2,...,m. Ensimmainen askel on

méarittda vajemuuttujat ja nimetd kohdefunktio. Olkoon vajemuuttujat

W, i:1,2,...,m,
w = (wy,wa, ..., wy) > 0.
Nyt
n
¢= chxja
j=1

n (1)
wi:bi—Zaijxj i:1,2,...,m.
j=1

Vajemuuttujat ja valintamuuttujat sekoittuvat keskendan iteraation edetes-
sid. Taten on katevampad merkitd vajemuuttujat enemmén tai vihemméan
poikkeaviksi valintamuuttujista. Lisatdadn ne valintamuuttujien sekaan seu-
raavasti:

(1o oy Ty Wy ey Wey) = (X1, ooy Ty Tt 1y« -+ Tk

missa T, ; = w;. Tamén avulla voimme muokata yhtaléon (1) muotoon

n
- chwﬁ
j=1
n
xnﬂ-:bi—Zazjxj 221,2,...,m.
j=1
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Auki kirjoitettuna

<:C1£C1+CQ.Z'2—|—...+C”£C”

Tpt1 = by —an1x1 — a1 — ... — Q1 Tp,
Tpyo = by — ag1x1 — ageTs — ... — G2pThp,
Tntm = bm — Am1T1 — Am2X2 — ... — Amndn.

Tata kutsutaan ldhtoluetteloksi. Simplex -menetelmén edetessd siirrymme
yhtaloryhmasta toiseen etsimélla optimaalista kiypaa ratkaisua. Maarite-
taan, etta perusmuuttujilla tarkoitetaan yhtéléiden vasemmalla puolella ole-
via muuttujia (poislukien kohdefunktio () ja ei-perusmuuttujilla yhtaldiden
oikealla puolella olevia muuttujia. Jokainen yhtaloryhma sisaltaa m kappa-
letta perusmuuttujia ja n kappaletta ei-perusmuuttujia.

Olkoon B perusmuuttujien indeksien joukko ja N ei-perusmuuttujien indek-
sien joukko. Aluksi B = {n+1,n+2,...,n+m} jaN = {1,2,...,n}, mutta
tdma tulee muuttumaan ensimmadisen iteraation jalkeen. Nyt nykyinen yh-
taloryhma nayttaa talta:

¢=(¢+ Z CiTy,
JEN

l’izl_)i— ZC_LijZL'j, 1€ B.
JEN

Huomaa, etté viivalla merkitddn kertoimia, jotka muuttuvat iteraation ede-
tessa.

Oletetaan, etta alussa x; = 0 kaikilla ¢ € N. Jokaisella iteraatiolla yk-
si muuttuja siirtyy perusmuuttujista ei-perusmuuttujiin, ja painvastoin. Ei-
perusmuuttujista perusmuuttujiin siirtyvaa muuttujaa kutsutaan saapuvaksi
muuttujaksi. Muuttuja 16ydetdan kasvattamalla kohdefunktion ¢ arvoa, silla
se on kohdefunktion muuttuja, jolla on positiivinen kerroin.

Olkoon saapuva muuttuja k:s muuttuja indeksien joukosta {j € N | ¢; > 0}.
Mikali joukko on tyhja, on nykyinen ratkaisu optimaalinen. Jos joukko koos-
tuu useammasta kuin yhdesta muuttujasta, muuttuja voidaan valita. Valin-
taperusteita on useita. Nyt valitsemme indeksin k, jolla muuttujalla on suu-
rin kerroin.
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Muuttujaa, joka siirtyy perusmuuttujista ei-perusmuuttujiin, kutsutaan ldh-
tevdksi muuttujaksi. Se valitaan sailyttdmaan nykyisten perusmuuttujien ei-
negatiivisuus. Kun valitaan z; saapuvaksi muuttujaksi, sen arvo kasvaa. Té-
ma arvon nousu muuttaa perusmuuttujien arvoja seuraavasti:

r; =b; —apxy, 1€ B.

Taytyy varmistaa, ettd perusmuuttujat pysyvéat ei-negatiivisina. Taten tay-
tyy olla ~
bi - ELikl‘k Z 0, 1 € B (2)

Nyt ainoat perusmuuttujat z;, jotka voivat menné negatiivisiksi, ovat ne,
joilla a;; on positiivinen. Taten huomioidaan vain ne indeksit 7, joilla a;
on positiivinen. Muilla perusmuuttujilla z; saapuvan muuttujan z; arvon
kasvattaminen kasvattaa myos perusmuuttujan arvoa. Muuttujaa z;, voidaan
siis kasvattaa kunnes b; —a;.z, = 0. Téllaiselle indeksille 7 muuttujan xy arvo,
jolla perusmuuttujan x; arvo on nolla, on

(=l

)

T =

I

ik
Koska tdméan taytyy olla ei-negatiivinen, on muuttujan x; arvoa kasvatettava
vain pienimmaéksi mahdolliseksi, eli

Z),
Tr = min —
i€B:a; >0 alk
Nyt, koska vapautta valita on viela jaljelld, lahteviksi muuttujaksi valitaan

[:s muuttuja joukosta {i € B | a; > 0, min c%}

Tama voidaan lausua yksinkertaisemmin: etsitz’iéin ne perusmuuttujat x;, joil-
le @;, > 0, ja valitaan niista se, jolle suhde 2- on kaikista pienin. Tama siksi,
ettd pienin suhde antaa rajoitusehdon, Joka ‘foteuttaa muiden suhteiden an-
tamat rajoitusehdot.

On myos vaihtoehtoinen tapa. Tamén tavan johtamiseen taytyy sopia, et-
té § = 0, ja kirjoittaa epayhtaldt (2) muotoon

Nyt, painvastoin kuin aiemmin, valitaan x; siten, etta

aig\
T = max — .
i1€B:a;,>0 bz.

6
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Nyt sdanto lahtevan muuttujan valinnalle, on valita [:s muuttuja joukosta
{i € B|ax >0, max g~}

Naiden kahden tavan perustavanlaatuinen ero on se, etta ensimmaisessa ta-
vassa minimoidaan suhde

;_’k, kun taas toisessa maksimoidaan suhde .
7 K3

Seuraavassa esimerkissé kdydaan lapi miten menetelma toimii kaytannossa,
miten oikeat muuttujat valitaan ja miten optimaalinen ratkaisu loydetaan.
Jatkossa kéytetdan ensimmaéista tapaa lahtevan muuttujan l6ytamiseksi, eli
suhteen minimoimista.

2.2.2 Esimerkkitehtava

Olkoon LP -ongelma
max 5x1 + 4xo + 33

chdoilla
2[E1 + 31’2 + XT3 S 5,
4331 + i) + 21’3 S 117
3x1 + 4xy + 223 < 8§,

x1, T2, 23 > 0.

(3)

Lisataan jokaiseen epayhtaloon aiemmin méaaritetty ei-negatiivinen vajemuut-
tuja, jolloin epayhtéilot muuttuvat tavallisiksi yhtaloiksi. Olkoon vajemuut-
tujat wq, wy ja ws. Lisdksi olkoon kohdefunktio ( = 5x1 + 4x5 4+ 3x3. Nyt

max ¢ = bxy + 4xg + 313

ehdoilla
w1 :5—2[['1—31’2—1'3,
Wy = 11—41'1 —1'2—21’3, (4)
W3 = 8 — 3.171 — 4LU2 — 21’3,
L1, T2,T3, W1, W2, W3 Z 0.
Aloitetaan etsimélla kdyvit ratkaisut xq, s, ..., ws, jonka jilkeen pyritaén
etsimadn uudet paremmat ratkaisut x, oo, . . ., w3, joilla kohdefunktion arvo

on suurempi:
5171 -+ 4f2 + 3f3 > 51171 + 4[172 -+ 31’3.

Jatketaan tata prosessia kunnes 10ytyy ratkaisu, jota ei voi parantaa. Lopul-
linen ratkaisu on optimaalinen kdypé ratkaisu.
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Prosessin alkamiseksi tarvitaan kaypéd ratkaisu. Esimerkkitapauksessa on
helppo valita vaikkapa

I :0, IL‘2:07 ZL‘3:07 w1 :5, w2:11, U)3:8.

Kohdefunktio saa talléin arvon ¢ = 0.

Seuraavaksi on mietittdava voiko tulosta parantaa. Jos kasvatetaan muuttu-
jan x1, x9 tai x3 arvoa nollasta joksikin positiiviseksi luvuksi, myos funktion
¢ arvo muuttuu suuremmaksi. Tésté seuraa, etta myos vajemuuttujien arvot
muuttuvat.

Valitaan muuttuja x; (koska sen kerroin on suurin) ja kasvatetaan sen arvoa
eli valitaan se saapuvaksi muuttujaksi. Koska zo = 3 = 0, niin wy, = 5—2x,
ja koska w; on ei-negatiivinen luku, niin saadaan ehto x; < 5/2. Vastaavasti
wy = 11 — 424 ja wg = 8 — 31y, joista saadaan ehdot z; < 11/4 ja z; < 8/3.
Yhdistdmalla nama ehdot jaljelle jad z; < 5/2. Tasta ldhtevaksi muuttujaksi
valikoituu wy. Nyt uusi parannettu kaypa ratkaisu on
5 1
xl:i’ ro =0, x3=0, w =0, wy=1, U)gzi.

Kohdefunktio saa tallsin arvon ¢ = 2.

Ensimmaéisen vaiheen teki helpoksi se, etta meillé oli joukko muuttujia, jotka
olivat alkujaan arvoltaan nolla, ja loput muuttujat ilmaistiin naiden avulla.
Samaa menetelméé voidaan hyodyntédé seuraavassakin vaiheessa.

Muokataan yhtéalot (4) sellaiseen muotoon, ettd muuttujat i, wy, ws ja
¢ ilmaistaan muuttujien x9, x3 ja w; avulla. Ratkaistaan ensimmaisend x;
muuttujan w; suhteen:

5 1 3 1
T1=5 — 5W 5% 5%
Yhtalot muuttujille wy, w3z ja ¢ tdytyy muokata siten, ettd muuttuja x; ei
16ydy yhtalon oikealta puolelta. Seuraavaksi sijoitetaan saatu yhtald muihin

yhtaloihin. Otetaan esimerkiksi

w2:11—4x1—x2—2x3
5 1 3 1
:11—4(5—§w1—§$2—§l’3)—l'2—2]73
:11—10+2w1+6x2+2x3—x2—2x3

=1+ 2w; + das.
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Tekemalléd vastaavanlaiset sijoitukset muillekin yhtéloille, saamme uudet yh-

talot
%—éw —Zx + 7
2 9 1 22 237

5 1 3 1
T = 9 §w1 - 5952 - 51‘37 (5)
Wy = 1 —|—2’LU1 +5[L’2,

1+3 +1 1
W3 = = + —wy + =Ty — = T3.
3= 5 T oWt 5l = ol

(=

Tasta ndemme selvasti, ettd kasvattamalla muuttujien w, ja xo arvoja kohde-
funktion ¢ arvo pienenee. Talloin x3 on ainoa muuttuja, jonka arvoa kasvat-
tamalla myos kohdefunktion arvo kasvaa ja siten valitaan meidan saapuvaksi
muuttujaksi. Nyt on selvitettava kuinka paljon voimme kasvattaa muuttujan
x3 arvoa ehtojen x1 > 0, wy > 0 ja ws > 0 rajoissa. Huomataan, ettd muut-
tuja wy ei ole riippuvainen muuttujasta xs. Vain x; ja ws rajoittavat muut-
tujaa x3 ehdoilla z3 < 5 ja x3 < 1. Yhdistamalla ehdot jaljelle jaa x3 < 1.
Nyt meidén ldhteva muuttuja on ws, ja parannetuksi kayvaksi ratkaisuksi
saamme

ZE1:2, ZEQZO, 1'3:1, wlz(), U}QZ]_, UJ3:O.

Kohdefunktio saa téalléin arvon ¢ = 13.

Jélleen on selvitettava, voidaanko kohdefunktion arvoa kasvattaa. Nyt taytyy
ilmaista muuttujat ¢, x1, we ja x3 muuttujien wq, z9 ja ws avulla. Ratkaise-
malla yhtaloiden (5) viimeisen yhtdlon muuttujan x3 suhteen, saamme

xr3 = 1+3’LU1+33'2—2U)3.
Sijoittamalla muihin yhtél6ihin saamme

C:13—w1—3x2—w3,

T1 = 2 — 2wy — 2w + w3, (6)
Wy = 1+2’U)1 +5I’2,
T3 — 1+3w1—|—x2 —21113.

Nyt voidaan aloittaa kolmas iteraatio. Talla kertaa kuitenkaan kohdefunk-
tiossa ( ei ole ainuttakaan muuttujaa, jota kasvattamalla my6s kohdefunktion
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arvo kasvaisi. Koska yhtalot (6) ovat ekvivalentteja yhtéloiden (4) kanssa, ja
kaikkien muuttujien on oltava ei-negatiivisia, taytyy ¢ < 13 kaikille kéy-
ville ratkaisuille. Koska saatu ratkaisu saavuttaa arvon 13, on se tehtavan
optimaalinen kaypa ratkaisu.

2.2.3 Apuongelma

Edelld kayty menetelma toimii vain, jos b; > 0. Talloin lahtoluettelo on kaypa
ja ensimmainen ratkaisu saadaan asettamalla ei-perusmuuttujat z; nolliksi.
Jos b; < 0, tarvitaan apuongelma kayvéan lahtoluettelon ja kdyvan ratkaisun
loytamiseksi.

Olkoon annettu LP -ongelma

n

max Ci;
]:

ehdoilla
Zaij:cjgbi i:1,2,...,m,
Jj=1

;>0 J7=12,...,n
Tall6in apuongelma on
max —o

ehdoilla

n
Zaijl'j—l'ogbi i:1,2,...,m,
=1

;>0 j=0,1,2,...,n

Néaytetadn seuraavan esimerkin kautta kuinka apuongelma toimii kaytannos-
sa.

Esimerkki 2.2.
max —2r1 — X

ehdoilla

—I1 + X9 S
—T1 — 2.232 S —2,
<
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Nyt apuongelma on muotoa

max —o
x
ehdoilla
—r1+ 22— 29 < —1,
—Xr1 — 2%’2 — 2o S —2,
Ty — To S ]-7
Zo,T1,T2 Z 0
Seuraavaksi nimetadn kohdefunktio ( = —x( ja vajemuuttujat w; > 0, wy >
0, w3 > 0, ja muodostetaan lahtoluettelo:
C = — o,
wy = —1+ 21 — 29 + To,
Wo = —2+ZE1+2{L‘2—|—1’0,

w3:1—$2+$0.

Tama luettelo ei ole kaypa, silla jos asetetaan xy = x1 = x9 = 0, niin saa-
daan w; = —1, wy = —2 ja w3z = 1, joten kaikki perusmuuttujat eivat ole
ei-negatiivisia. Huomataan, ettd w, on ns. "epdkayvin" perusmuuttuja, koska
sen arvo on kaikkein pienin. Valitaan se lahtedvaksi muuttujaksi ja siirretaan
se el-perusmuuttujiin.

Koska yhdenkédan ei-perusmuuttujan kasvattaminen ei kasvata kohdefunk-
tion arvoa, eikd lahtoluettelo ole kaypa, niin aiempaa sdantoa saapuvalle
muuttujalle ei voida soveltaa. Saapuvaksi muuttujaksi voidaan valita sellai-
nen ei-perusmuuttuja, joka voidaan ratkaista lahtevad muuttujaa vastaavasta
rajoiteyhtélosta. Valitaan saapuvaksi muuttujaksi z( ja ratkaistaan se rajoi-
teyhtélosta:

[E0:2—$1—2I2+1U2.

Tehdaén sijoitus, ja uudeksi luetteloksi saadaan

=241+ 2z — wy,

’LU1:1—31’2+U}2,
To =2 — 21 — 229 + Wy,

UJ3:3—I1—3ZL‘2+UJ2.

11
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Nyt luettelo on sellaisessa muodossa, ettd se voidaan ratkaista simplex -
menetelmalld. Lahtoluettelon kiaypa ratkaisu on

270:2, $1:0, $2:0, 'LU1:1, WQ:O, w3:3.

Koska muuttujan z, kerroin on suurin kohdefunktiossa, valitaan se saapu-
vaksi muuttujaksi. Rajoitteista saadaan ehdot xo < % ja xg < 1, jotka yhdis-
tamalla jaa ro < % Tasta lahtevaksi muuttujaksi valikoituu w;. Ratkaistaan
xo lahtevan muuttujan rajoiteyhtélosta ja sijoitetaan muihin yhtéloihin, niin
saadaan uusi luettelo

4 1

2
C:—g—f‘!ﬁ—gwl—gw%
1 1 1
x2:§—§w1+§w2,
4 2
xozg—l’l—i‘gwl—i‘ng,

w3:2—x1—|—w1.

Uusi paranneltu kaypé ratkaisu on

Iozg, Ilzo, 1‘2:;, wle, ’U)Q:O, w3:2.

Nyt ainoa muuttuja, joka nostaa kohdefunktion arvoa, on x, joten valitaan
se saapuvaksi muuttujaksi. Lahtevaksi muuttujaksi valikoituu xg, silld en-
simmainen rajoiteyhtélo ei sisalla muuttujaa zq, ja kahdesta muusta rajoi-
teyhtalosta on helppo nahda, etta % < 2, joten ehdoksi jaa x; < %. Liséksi
huomataan, etta rqg = —(, joten padstaan haluttuun apuongelman tilantee-
seen. Ratkaistaan x; lahtevan muuttujan rajoiteyhtélosta, tehdaan sijoitus

ja saadaan

CIO_:’CO?
1 1 1
x2:§—§w1+§w2,
S A
T 3 Lo 3w1 3w2,
2+ +1 1
w. — xXr - — W
3 3 0 3 1 3 2

Nyt ollaan tilanteessa, jossa kohdefunktion arvoa ei endé voida kasvattaa
kasvattamalla jonkin ei-perusmuuttujan arvoa, ja siten luettelo on optimaa-
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linen apuongelmalle. Alkuperdisen tehtdvan kiaypédan lahtoluetteloon péads-
tdan, kun tiputetaan xy pois ja otetaan kayttoon alkuperdinen kohdefunktio

¢=—211 — 22
2(4+2 +1 ) (1 Lol )
=2z +z-w+ zw2) — (5 —zw + zw
3 3 137 3 37t Tgm?

:—3—11)1—11)2.

Nyt lahtoluettelo alkuperéiselle tehtavalle on

(=—3—w —w,
L1

To = — — W — W

2 3 3 1 3 25
4 2 1

$1=§+§w1+§w2,
2 1 1

w3=§+§w1—§w2.

Huomataan, etta luettelo on optimaalinen alkuperaiselle tehtéavalle, silla koh-
defunktion arvoa ei voida kasvattaa. Kohdefunktio saa optimaalisen arvon
¢ = —3, ja tehtavan optimaalinen kaypa ratkaisu on

4

x = /3 .

ll/ 31

Tilanne ei ole aina néin positiivinen, mutta talld kertaa meilla kavi tuuri.

Menetelmélla kuitenkin saadaan muodostettua kaypé luettelo alkuperéiselle
ongelmalle.

2.3 Optimointitehtavian duaalitehtiava

Oletetaan, ettd meille on annettu LP -ongelma

n

max > iy (7)

J=1

ehdoilla
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Talloin on olemassa LP -tehtdvin duaalitehtavd
myin > by (8)
i=1

ehdoilla

m
Zyiaichj j:1,2,...,n,
i=1

y>0 i=1,2,...,m.

Yhtaloa (7) kutsumme perustehtiviksi. Jatkon kannalta meiddn on syyta to-
deta, ettd perustehtavin duaalin duaali on perustehtava.

Duaalitehtavé voidaan kirjoittaa standardimuotoon, kun minimointiongelma
muutetaan maksimoinniksi ja rajoitteiden epayhtédléiden suunnat muutetaan.
Koska funktion ¢ minimoiminen on sama, kuin funktion —( maksimoiminen,
voidaan duaaliongelma muuttaa maksimointimuotoon kirjoittamalla

min Z b;y; = max (— Z bz-y,-> )
Yoo v i1

Lause 2.3. Duaalitehtavin (8) duaali on perustehtivi (7).

2.3.1 Duaalitehtavan yhteys perustehtiaviaan

Seuraavaksi esitelladn kaksi tarkeaéd lausetta duaalitehtéavian ja perustehté-
vin véalisen yhteyden kannalta. Lauseita ei tdsséd todistella, vaan ne otetaan
totuutena. Tarkemmat todistukset 10ytyvét ldhteestd [1] kappaleista 5.2 ja
5.3.

Lause 2.4. (heikko duaalilause) Jos (r1,xs,...,x,) on kaypd perusrat-
kaisu ja (y1,Y2, - -, Ym) on kiypd duaaliratkaisu, niin

n m
Z cjry < Z biys,
j=1 i=1

kaikilla

Kaytannossa lause kertoo, etté perustehtédvan kohdefunktion arvojoukko
on korkeintaan duaalitehtévin kohdefunktion arvojoukon suuruinen. Seuraa-
va lause kertoo sen, etta arvojoukkojen valilld ei ole eroa.

14
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Lause 2.5. (vahva duaalilause) Jos perustehtivilli on optimaalinen rat-
kaisu x* = (7§, 25, ..., xk), niin duaalitehtivdllikin on optimaalinen ratkaisu
v = (Y, Y5, -, Ys) siten, ettd

n m
docay =) by
j=1 i=1

Lauseen idea on, ettd kun simplex -menetelmélld ratkaistaan perusteh-
tava, niin se ratkaisee samalla epéasuorasti duaalitehtdvan. Tama nadhdaan
kaytdnnossd myohemmin.

2.3.2 Esimerkkitehtava

Muodostetaan luvun 2.2.2 esimerkkitehtavista duaali ja ratkaistaan se simplex
-menetelmalla. Nyt
max Sxq1 + dxo + 323

chdoilla

2x1 4+ 3x9 + 13 < 5,
4y + x9 + 223 < 11,
3x1 + 4xy + 223 < 8,
T1, Ty, x3 > 0.
Koska perustehtava on maksimointitehtava, tulee duaalitehtavasta minimoin-
titehtava. Merkitaan duaalimuuttujia y;, ja niitd on yhta monta kuin perus-

tehtéavassa rajoitusehtoja. Duaalin kohdefunktion duaalimuuttujien kertoi-
miksi tulee perustehtavan vastaavan rajoitusehdon vakiotermit:

myin oy1 + 11y, + 8ys.

Duaalille saadaan yht&d monta rajoitusehtoa kuin perustehtéavalld on muuttu-
jia. Ensimmainen rajoitusehto saadaan muodostettua perustehtdvian muut-
tujan x; kertoimista. Rajoitusehdon muuttujien y; kertoimet muodostuvat
rajoitusehtojen muuttujan x; kertoimista, kun taas rajoite saadaan perus-
tehtavan kohdefunktion muuttujan x; kertoimesta:

2y1 + 4ys + 3ys > 5.

Huomaa, ettd epayhtalon suunta téytyy vaihtaa. Muut rajoitukset tulevat
vastaavasti, jolloin lopullinen duaali nayttaa seuraavalta:

myin oy1 + 11ys + 8ys

15



Luku 2: Lineaarisesta optimoinnista

ehdoilla

2y1 + 4ya + 3ys = 5,
3y1 + Y2 +4ys > 4,
Y1+ 2y2 + 2y3 > 3,
Y1,Y2, Y3 > 0.
Muutetaan tehtava standardimuotoon, jotta simplexia voidaan kayttaa.
Nyt
méiX —9y1 — 1lys — 8ys

ehdoilla

—2y1 — 4y, — 3ys <
=31 — y2 —4ys < —4,
—Y1 — 2y2 — 2y3 < =3,
Y1,Y2,y3 = 0.
Nyt olemme tilanteessa, jossa epayhtilorajoitteiden oikealla puolella olevat

luvut ovat negatiivisia, joten kayvén lahtoluettelon 16ytdmiseen tarvitsemme
luvun 2.2.3 apuongelmaa

max —yp
ehdoilla

—2y1 —4y2 — 3y3 — Yo < 5,

—3y1 — Yo — 4yz — yo < —4,

—y1 — 2y2 — 2y3 —yo < —3,

Yo, Y1,Y2, Y3 2 0.

Nimetadn kohdefunktio ( = —yg, vajemuuttujat w; > 0,ws > 0,w3 > 0 ja
muodostetaan ldhtéluettelo

C: —Yo,

wy = —5 + 2y + 4y2 + 3y3 + Yo,
wy = —4 + 3y1 + Y2 + 4ys + Yo,
w3:—3+y1+2y2+2y3+yo.

Tama luettelo ei ole kaypa, silla jos asetamme ei-perusmuuttujat nollaksi,
saa perusmuuttujat arvot w; = —5, wy = —4 ja wy = —3, mika on ristiriita.

16
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Apuongelman nojalla voidaan ldhtevaksi muuttujaksi valita perusmuuttujista
se, joka saa epakdyvimman arvon. Tassa tapauksessa w saa kaikista epakay-
vimman arvon, joten valitaan se lahtevaksi muuttujaksi. Valitaan saapuvaksi
muuttujaksi g, silld se voidaan ratkaista ldhtevin muuttujan rajoiteyhtélos-
té helposti. Nyt

Yo =95 — 2y1 — dy2 — 3ys + wy,

ja sijoitetaan tdméa muihin yhtéléihin, jolloin saadaan uusi lahtoluettelo

¢ = =5+ 2y + 4y + 3yz — wy,

Yo =5 — 2y1 — 4yo — 3y3 + wy,
wy =1+ y1 — 3y2 + y3 + wy,
wg =2 — 1y — 2ys — Y3 + wi.

Tama luettelo on kaypé, silla jos asetamme ei-perusmuuttujat nollaksi, niin
jokainen perusmuuttuja on ei-negatiivinen. Nyt voidaan soveltaa simplex -
menetelmaa.

Nyt kaypa ratkaisu on muotoa
y1=0, =0, y3=0, y=5 wi=0 w=1 w3=2

Koska muuttujalla y, on suurin kerroin kohdefunktiossa, valitaan se saapu-
vaksi muuttujaksi. Koska y; = y3 = wy = 0, niin yg = 5 — 4y», ja koska y, on
ei-negatiivinen luku, niin saadaan ehto y, < %. Vastaavasti muista rajoitteis-
ta saadaan ehdot 1y, < % ja yo < 1, ja yhdistamalla rajoitusehdot, saadaan
Y2 < % Nain lahteviksi muuttujaksi valikoituu w,. Ratkaistaan gy, ldhtevéin
muuttujan rajoiteyhtalosta, tehdédan sijoitus ja saadaan uusi luettelo

11 10 13 1 4

¢ = _§+§y1+§y3+§wl_§w2:

11 10 13 1 4

y0=§—§y1—§y3—§w1+§wz,

1+1 +1 +1 1
= -+ = — —wWy — =W
Y2 3 391 3y3 3 1 3 2,
45 B

1 2
3 gyl — §y3 + gwl + §w2.

Wws =

Uudeksi saapuvaksi muuttujaksi valitaan y3;. Rajoitusehdot tarkistamalla
ja ne yhdistamalla, saadaan ehto y; < %, joka vastaa rajoitteen 1y, =
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% — %yl — 13—3y3 — %wl + %wg ehtoa, joten y, valitaan ldhtevaksi muuttu-

jaksi. Ratkaistaan ys ldhtevan muuttujan rajoiteyhtélosta, tehdédan sijoitus
ja saadaan uusi luettelo

C - 0 - y07
13 10 Lo
B=13 7 3T 3T 3 T
24 3 3 12 9
Yo = == Yo+ ==Y1 + w1 — W2,

39 39 39 39 ' 39

3 15 15 18 6
Yo — 501 T mw1 + S wa.

Ws =39 T 39% T 39¥1 T 39 39

Paéstiin tilanteeseen, jossa kohdefunktion arvoa ei enaé voida kasvattaa kas-
vattamalla jonkin ei-perusmuuttujan arvoa, ja siten luettelo on optimaa-
linen apuongelmalle. Alkuperdisen tehtédvan kiypédan lahtoluetteloon péads-
tdan, kun tiputetaan yo pois ja otetaan kiyttoon alkuperdinen kohdefunktio

¢ = —5y; — 11y, — 8ys

94 3 19 9 1n 10 1 4
=y — 11 £ 2+ oy — ) — 8(s — gy — — il
Sy = 1(3g + 301 + g1 = 3gw) = 8(33 = g1 — zun + [zw)
RN
T 739 T 39Y' T 39 T 39"

Nyt lahtoluettelo on

(= 2B, 12 108 3,
T 739 T39¥t T 39 T 39"
33 30 3 12
= — —Y — =W + W
Y37 39 T 39Yt T 39" T 39"

24 8 12 9
Y27 39 T 39Y1 T 39"t T 39"
15 18
W3 = ——= — ==Y + W1 + —zWa.

39 39 39 39

Jos nyt valitaan y; saapuvaksi muuttujaksi, seuraa ristiriita, silla rajoiteyh-
talosta wg = —% — %yl + %wl + %wg saadaan ehto y; < —%. Saapuvaksi
muuttujaksi taytyy siis valita wy. Ehdoksi saadaan % < wy < %, joista va-
litaan rajoiteyhtéaloa vy, = % + %yl + %wl — :,)%wg vastaava ehto wy < %
Ratkaistaan ws lahtevan muuttujan ys rajoiteyhtalosté, tehdaén sijoitus ja
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saadaan uusi luettelo

40 1 1
= —— + —y; — =Yg — 24
¢ 5 T3V — 3 w,
5 2 4 n 1
= - — —y; — — —w
Ys 3 391 3y2 3 15
8 n 1 13 n 4
Wy = — + —Yy; — — —wW
2 3 Syl 3 Y2 3 1,
1 1 2 2
w3 =5 — oY1 — Y2+ Jwi.

T3 3tT 3273

Saapuvaksi muuttujaksi jad endd mahdollista valita y;. Rajoiteyhtalosté ws =

% — %yl — %yg + %wl saatu ehto y; < 1 toteuttaa muut ehdot. Ratkaistaan

y1 lahtevan muuttujan ws rajoiteyhtalosta, tehdaan sijoitus ja saadaan uusi
luettelo

62_13—92—2101—103,

ys = 1 —wy + 2ws,
w2:3—5y2+2w1—w3,

Yy = 1 —2y2+2w1 —3w3.

Nyt kohdefunktion arvoa ei voi endé kasvattaa. Taten saatu kohdefunktion

optimaalinen arvo ( = —13 ja kdypa optimaalinen ratkaisu on.
1
y=|0
1

Lisaksi huomataan, etta asettamalla ei-perusmuuttujat nollaksi, saadaan pe-
rusmuuttujille arvot, jotka ovat vastaluvut perustehtavan optimaalisen kay-
vén luettelon kohdefunktion kertoimille luettelossa (6). Eli jatkossa voimme
poimia duaalitehtavin optimaalisen kdyvan ratkaisun suoraan perustehtavan
optimaalisesta kdyvasta ratkaisusta seuraavasti:

Alkuperéisen LP -tehtévin ratkaisussa kohdefunktio yhtalossa (6) on muotoa
(:13—w1—3x2—w3,

missd muuttujat wy ja ws ovat komplementaariset duaalitehtdvan muuttujil-
le y1 ja ys, ja vastaavasti muuttuja x, on komplementaarinen duaalitehtdvan
muuttujalle wy. Nyt kohdefunktiosta voidaan suoraan poimia muuttujien ker-
toimet ja ottaa niistd vastaluvut. Talloin muuttujan w; kertoimen vastaluku
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vastaa muuttujan y; arvoa 1 ja muuttujan ws kertoimen vastaluku vastaa
muuttujan y3 arvoa 1. Koska muuttujaa wy ei 16ydy kohdefunktiosta, sen
kerroin on 0 ja siten vastaa muuttujan ys arvoa 0.

Jos palataan yhtal6on (6) ja poimitaan alkuperdisen LP -tehtdvin optimaa-
linen ratkaisu

huomataan, ettd voimme poimia alkuperéisen LP -tehtédvan optimaalisen rat-
kaisun suoraan duaalitehtavin kohdefunktiosta samalla tavalla. Nyt duaali-
tehtavin kohdefunktion muuttujan w, kertoimen vastaluku vastaa muuttujan
x1 arvoa 2, muuttujan wsz kertoimen vastaluku vastaa muuttujan x3 arvoa 1
ja muuttujaa ws ei kohdefunktiossa ole, niin x5 saa arvon 0.
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3 Matriisipeli

Tassa luvussa tutustutaan peliteoriaan ja nahdédan miten lineaarista opti-
mointia voidaan hyodyntad kaytdnnossa. Lahdetadn liikkeelle yksinkertai-
simmasta pelimuodosta, eli rajoitetusta kahden pelaajan nollasummapelistd,
eli matriisipelistd.

3.1 Pelin idea

Kaksi pelaajaa valitsevat toisistaan riippumatta toiminnon aarellisesta jou-
kosta. Molemmilla pelaajilla on oma joukko toimintoja valittavanaan. Taman
jalkeen molemmat pelaajat ndyttavét toisilleen valitsemansa toiminnon. Ol-
koon 7 ensimmaisen pelaajan valinta ja j toisen pelaajan valinta tassa tilan-
teessa. Ensimmaisen pelaajan toiselle pelaajalle maksettava rahamaéra on
a;; euroa. Talloin kaikki mahdolliset maksut 16ytyvéit matriisista

A = [ay].

Luonnollisesti, jos a;; on negatiivinen jollakin parilla (¢, j), maksu suorite-
taan kadnteiseen suuntaan, eli pelaaja kaksi maksaa pelaajalle yksi. Koska
oletimme, ettd molemmilla pelaajilla on vain rajallinen mééara toimintoja
joista valita, voimme numeroida valinnat siten, ettd ensimméinen pelaaja
(kutsutaan hanté rivipelaajaksi) voi valita toimintonsa ¢ = 1,...,n. Vastaa-
vasti toinen pelaaja (kutsutaan hanta sarakepelaajaksi) voi valita toiminton-
sa j = 1,...,m. Selvennetaan viela, ettd pelaajien valinnoilla ei ole mitdan
tekemista toistensa kanssa (rivin 3 toiminnolla ei ole tekemisté sarakkeen 3
toiminnon kanssa, vaan numero 3 kertoo monesko toiminto on kyseessi).

3.2 Kivi, paperi, sakset!

Otetaan esimerkki tutusta kivi-paperi-sakset -pelistd. Kaksi pelaajaa valit-
sevat yhden kolmesta vaihtoehdosta toisistaan riippumatta. Pelin sdannoissa
kivi voittaa sakset, paperi voittaa kiven ja sakset voittaa paperin. Mikéli mo-
lemmat pelaajat valitsevat saman, tulos on tasapeli. Téssé versiossa pelista
hévidja maksaa voittajalle yhden euron. Numeroimalla jokaisen toiminnon
voimme muodostaa pelistd matriisin. Olkoon 1 = kivi, 2 = paperi ja 3 =
sakset, jolloin matriisi saa muodon

A=|-1 0 1
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Tallaisessa pelissa kummallakaan pelaajista ei voi olla selvaa voittamisstrate-
giaa, vaan molempien pelaajien kannattaa vaihdella sattumanvaraisesti kaik-
kien kolmen toiminnon valilla. Téalloin todennékoisyys voittaa pysyy samana.

Jos vaihdamme matriisin arvoja siten, etta eri toiminnoilla voi voittaa eri
summan vastapuolen pelaajalta, niin pelin strategia muuttuu. Muutetaan
matriisi esimerkiksi muotoon

A=1-3 0 4
5 —6 0

Talloin pelin idea pysyy edelleen samana ja sattumanvaraisuus parhaana
strategiana, mutta todennakoéisyys jadada voitolle ei endd ole tasaisesti 1/3.
Liséksi nayttda silta, ettd toisella pelaajista on pieni etu: maksut yhteenlas-
kettuna rivipelaaja tulee saamaan 11 euroa sarakepelaajalta, mutta joutuu
maksamaan vain 10 euroa. Néin ollen voidaan ajatella, etta rivipelaajalla on
pieni etu sarakepelaajaa vastaan. Tarkastellaanpa tata tarkemmin.

Sattumanvaraisella strategialla tarkoitamme, ettd pelaajien nakokulmasta
toinen pelaajista tekee paatoksensa sattumanvaraisesti jonkin ennalta maé-
riatyn todennékoisyyden perusteella. Olkoon y; rivipelaajan todennékoisyys

T
valita toiminto 7. Vektori y = [yl Yo ... yn} on ns. todenndkaoisyysvekto-
ri, eli silla on pelkédstdan ei-negatiivisia komponentteja, jotka summautuvat
ykkoseksi. Toisin sanoen
yi =20
ja
ey =1,

missa e on pystyvektori, joka koostuu pelkista ykkosista. Vastaavasti olkoon
x; sarakepelaajan todennakoisyys valita toiminto j. Télloin sarakepelaajan

todennékoisyysvektori on x = [:Jcl To ... xmr. Oletettu sarakepelaajan
saama voitto saadaan laskemalla yhteen kaikki mahdolliset tuloksiin liitty-
vit voitot kerrottuna tulosten todennéakoisyydelld. Kaikki mahdolliset tulok-
set muodostavat parit (7,7), missd ¢ = 1,...,n ja j = 1,...,m. Jokaiselle
tulokselle (i,7) voitto on a;;. Mikéli oletetaan pelaajien valintojen olevan
toisistaan riippumattomia, saadaan tuloksen (7, j) todennakdisyydeksi y;x;.
Taten odotettu sarakepelaajan saama voitto on

Z yiaij:cj = yTAiC

?:7j
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3.3 Optimaalinen strategia

Oletetaan, ettéd sarakepelaaja valitsee strategian z. Télloin rivipelaajan paras
taktiikka sarakepelaajaa vastaan on kayttaa strategiaa y*, joka saa seuraavan
minimin:

myin y" Ax 9)

ehdoilla

Huomataan, ettd kyseessd on tavallinen LP -ongelma, jolle on olemassa op-
timaalinen ratkaisu. Ongelman ratkaisut ovat kaikki vektorit y, joiden kom-
ponentit ovat 0, poislukien yksi komponentti, joka on 1. Tulos on selvé, jos
tarkastelemme aiempaa esimerkkia.

Oletetaan seuraavaksi, etté
1/3
r=11/3
1/3
Nyt jos
0o 1 =2
A=1-3 0 4],
5 —6 0
niin
-1/3
Az =1 1/3 |,
-1/3

jolloin rivipelaajan paras valinta on joko ¢ = 1 (kivi) tai i = 3 (sakset).
Talloin erds optimaalinen ratkaisu on y* = (1,0, 0). Néin ollen mille tahansa
sarakepelaajan strategialle x, rivipelaaja omaa strategian, jolla saavuttaa
halutun minimin. Télloin sarakepelaajan taytyy kiyttaa strategiaa x*, joka
saa seuraavan maksimin:

max (myln yT Az), (10)
jossa sekd maksimi ettd minimi ovat todennékoisyysvektoreita. Nyt

miny” Ar = mine! Az,
Y 7
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jossa e; on vektori, jonka kaikki komponentit ovat 0, paitsi komponentti
paikalla i on 1. Téaten lausekkeen (10) ongelma voidaan kirjoittaa muodossa
max (mine; Az)

x %

ehdoilla

ZSC]':L
j=1
r; >0, 7=12,...,m.

Koska sarakepelaaja haluaa maksimoida voittonsa, on luonnollista rajoittaa
mahdollisen voiton méirié alhaalta. Olkoon v alaraja lausekkeelle ef Az. Nyt
max-min -ongelma voidaan muotoilla uudelleen LP -ongelmaksi:

max?v

ehdoilla

x; >0 7=12 ..., m.
Vektorimuodossa esitettyna
max v
ehdoilla
ve — Az <0,
elow =1,
x> 0.

Lopuksi matriisimuotoon kirjoitettuna

n
max [0 1} 0|
ehdoilla o
—-A el |z|<|0
el 0| |v|l= 1]
- 11
>0, (11)
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Symmetrian vuoksi laaditaan sama rivipelaajan strategialle y*. Nyt
. T
min (mxaxy Ax),
jossa seka maksimi, ettd minimi ovat jéalleen todennakoisyysvektoreita, ja

max y! Az = max yTAej,
x j

josta saadaan
min (maxy’ Ae;)
y J

ehdoilla

yl->(), i:1,2,...,n.

Nyt rivipelaaja haluaa minimoida sarakepelaajan voiton, joten hén rajoit-
taa sarakepelaajan mahdollisen voiton méaraa ylhailtda. Olkoon wu yldraja
lausekkeelle y” Ae;. Talléin

min u

chdoilla

uZyTAej i=12...,m,

Yy >0 1=1,2,...,n.
Kyseinen min-max -ongelma voidaan nyt muotoilla LP -ongelmaksi:
min u
ehdoilla

ue® —ytA>0 [ ()"
= ue—ATyZO,
ey =1,
y = 0.

Matriisimuotoon kirjoitettuna

min [0 1] m
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ehdoilla
AT e| |y|>10
el 0| lul= (1]
12
y =0, (12)

U on vapaa.

3.4 Minimax -lause

Lause 3.1. On olemassa todenndkoisyysvektorit x* ja y*, joille pdtee
max y T Az = myin y" Az*.

Todistus. Todistus seuraa suoraan yhtéloiden (11) ja (12) duaalisuudesta.
Taten v* = u*. Nyt

v* = mine! Az* = miny’ Az*
7 Yy

ja vastaavasti
u* = max e?ATy* = max 2! ATy* = max y*T Ax.
7 T T

Nain ollen
max y* T Az = myin yT Az*.

]

Paa- ja duaalitehtavian yhteistd optimaalista arvoa v* = wu* kutsutaan
pelin arvoksi. Lauseesta 3.1 ndhdaan, etta rivipelaaja voi varmistaa strate-
gian y* avulla, ettd han haviaa keskimaarin korkeintaan v yksikkoa jokaisella
kierroksella. Vastaavasti sarakepelaaja varmistaa strategian z* avulla voitta-
vansa vahintadn v yksikkoa jokaisella kierroksella. Taten pelia, jonka arvo on
0, kutsutaan reiluksi peliksi. Peli, jossa kahden pelaajan roolit ovat keskenaan
vaihtokelpoiset, on selkeésti reilu. Téllaista pelia kutsutaan symmetriseksi.

Kivi-paperi-sakset -pelissa sarakepelaajan on ratkaistava LP -ongelma

max z
ehdoilla
0 -1 2 17 [z]1<[0
3 0 —4 1 [x]< |0
-5 6 0 1| |z3|< (0]’
1 1 1 0] lz]=11

Zy,T2,T3 Z 07

Z 0oI vapaa.
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Avataan matriisimuoto, ja saadaan

max z

chdoilla

—x9 + 223 + 2z < 0,
3x1 — 43+ 2 <0,
—51’1 + 61’2 + 2 < O,
T+ x2 + 13 = 1,
x1, T2, 23 2> 0.
Tama LP -ongelma poikkeaa standardista muodosta kahdella tavalla: sii-
na on rajoitteena yhtélo ja vapaa muuttuja. Tamé& muoto voidaan muokata
standardiin muotoon seuraavalla tavalla: kdytetadn yhtédlorajoitetta ratkai-
semaan jokin muuttuja z;, ja valitaan x3, joka ratkaisemalla saadaan
T3 = 1-— 1 — To.
Sijoitetaan tdméa aiempiin epéayhtéaléihin:
max z

ehdoilla

—2x1 — 329 + 2 < =2,
Ty + 4xo + 2 < 4,
—9x1 + 629 + 2z < 0,
T+ 29 < 1,

T1,T2 Z 0.

Muuttujan x3 eliminointi muutti yhtélorajoitteen epayhtaloksi.

Seuraavaksi muodostettavaa ldhtoluetteloa varten on méaéritettava vajemuut-
tujat. Olkoon ne wy, wq, w3 > 0 ja ( = z on kohdefunktio. Liséksi on luonnol-
lista valita viimeisella rajoitteelle vajemuuttujaksi x3. Nyt lahtoluettelo saa
muodon

¢ =2z,

wy = =24 2x1 + 319 — 2,
wy =4 —Try —4xy — 2,
wy = 51 — 629 — 2,

$3:1—$1—Q32.
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Muuttuja z ei ole rajoitettu ei-negatiiviseksi, joten ei ole mitaan syyta, ettéa
se olisi ei-perusmuuttuja. Siirrytadn luettelosta toiseen mielivaltaisesti muut-
tujan z ollessa saapuva muuttuja ja minka tahansa perusmuuttujan ollessa
lahtevd muuttuja (poislukien 3, koska sen rajoiteyhtalo ei sisalla muuttujaa
z). Valitsemalla w; lahteviksi muuttujaksi, saadaan

CI—2+2$1+3CI32—UJ1,

z=—2+42x1 + 3x9 — wy,
w2:6—9x1—7x2—|—w1,
w3:2+3x1—9$2+w1,
T3 = 1-— 1 — To.
Koska z on vapaa, se ei voi olla lahtevd muuttuja (ldhtevd muuttuja on

muuttuja, joka savuttaa sen alarajan, ja z ei ole rajoitettu). Téten z voidaan
poistaa luettelosta kokonaan ja se voidaan laskea lopuksi mukaan. Nyt

z=—2+42x1 + 3x5 — wy,

eli
z =,

jolloin luettelo saa muodon

¢ =—2+42x; + 322 — wy,

w2:6—9x1—7x2+w1,
'LU3:2—|—3[L‘1—9272—|—UJ1,

J]gzl—Il—ZEQ.

Nyt ollaan tilanteessa, jossa voidaan soveltaa simplex -menetelmaé. Edetaan
luvun 2.2.2 esimerkin mukaisesti.

Asetetaan x; = x9 = 0, mistd saadaan x3 = 1. Jaljelle jaa

w2:6+w17

IU3:2+"LU1,

joista saadaan ehdot w; > —6 ja x4 > —2. Yhdistamaélld ehdot saadaan
wy > —2, mutta koska w; on ei-negatiivinen, rajoittuu se w; > 0. Kayvaksi
ratkaisuksi saadaan

11:1:0, :1:2:0, I‘3:1, w1:O, 'U}2:6, ’LU3:2.
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Aloitetaan nostamalla muuttujan z; arvoa nollasta positiiviseksi. Selvitetdan
paljonko sitd voidaan nostaa, tutkimalla muuttujien s, ws ja ws asettamia
rajoitteita. Nyt

w9 :6—9.%'1,
w3:2+3x1,

x3=1—1x,

mistd saadaan rajoitteet x; < % ja x; < 1. Ja koska x; > 0, niin ws
0 ja se ei siten aseta rajoitteita. Yhdistamalla rajoitteet saadaan x; <
Sijoittamalla saadaan uudet parannetut kayvat ratkaisut:

2 0 1
o) To = U, xr3 = 3,
3 73

Ratkaistaan seuraavaksi muuttujat ¢, z;,r3 ja ws muuttujien o, w; ja ws
suhteen. Valitaan yhtalo

iy

T = wle, WQ:O, w3:4.

w2:6—9x1—7x2—|—w1,

ja ratkaistaan tasta x:

2 7 1 1
T = - — =Tg + —W; — —Ws.

39 9 9

Sijoitetaan muuttuja x; muihin yhtéloihin, ja saadaan uusi luettelo

2 13 7 2

¢= 3 9 Zo — §w1 9w2,
2 7 . 1
r1 == — =T —w1 — W
1 3 9 2 9 1 9 2
1 2 1 1
w3—§—§x2—§w1+9w2,
o2 41
W3 = 9 i) 31111 ng.

Huomataan, ettd ainoastaan muuttuja zs kasvattaa kohdefunktion ( arvoa.
Tutkitaan muuttujien x1, r3 ja ws asettamia ehtoja. Nyt

27
X1 3 9I27
1 2
x - — =X
3 3 9 2,
102
W3 = 4 — ?1'2,
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mistd saadaan ehdot zo < %, Ty < % ja xo < 130%. Yhdistamalla namaé
36

paadytadn ehtoon zp < {55 ja jéilleen uuteen kiypadn ratkaisuun

40 36 26

$1:@7 352:@, 1’3:@,

wle, IUQZO, ’LU3:0.

Ratkaistaan muuttujat ¢, z1, x5 ja 3 muuttujien wy, wsy ja ws suhteen. Vali-

taan
102 4 1

—4_ = wy — =
w3 9 i) + 311}1 311}2,
josta ratkaistaan xs:
36 N 12 3 9
Ty = — + —wy; — Wy — ——Ws5.
7102 T 102 ' 102 2 102 °

Sijoitetaan muuttuja xo muihin yhtéloihin, ja saadaan jalleen uusi luettelo

(L 16 © 927 13
T 102 1020 T 102" T 102
s 2 9

=902 T 102 T 102 T 102

g6 12 - 3 9.
27102 102 1 102 % 102

2% 14 12 9
r3 = —— — —= W] + —=Wy + —=Ws.

102 102 102 102

Nyt kohdefunktion ( arvoa ei voi enda kasvattaa, joten simplex -menetelma
on tullut paatokseen.

Optimaaliseksi kayviksi ratkaisuksi saadaan

40/102
z* = (36,102
26,102

Nyt muuttujat wy, ws ja ws ovat komplementaariset muuttujille vy, y2 ja ys3
duaalitehtavéssa. Lauseen 2.5 mukaan koska perustehtavélla on optimaalinen
ratkaisu, niin sellainen on myo6s duaalitehtavalla. Esimerkkitehtévan 2.3.2
nojalla voidaan optimaalinen duaaliratkaisu poimia suoraan perustehtiavan

ratkaisusta:
62/102

y* = |27/102
13/102
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Nyt, koska wy; = wy = w3 = 0, niin kohdefunktio saa arvon ¢ = —11—062 =
-0,156862 . . ., ja koska pelaamme rahasta, voimme pyoristdéd tuloksen lahim-

paan sadasosaan, eli ( ~ -0,16, mikd on taman pelin arvo. Toisin sanoen,
rivipelaajalla on pieni etu sarakepelaajaan nadhden, koska han voi odottaa
keskiméaréista voittoa noin 16 senttia jokaiselta eralta.
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4 Pokeri

Eraissa korttipeleissa, kuten pokerissa, on panostuskierroksia, joissa pelaajat
yrittédvat bluffata toisia pelaajia korottamalla heiddn panostaan ja yrittamaél-
14 nédin saada toiset pelaajat luovuttamaan, vaikka omat todennéakoisyydet
voittoon ovatkin hyvin pienet, jos vastustajat pysyvat pelissa. Vastaavasti
pelaajat voivat "korottaa liian vahén" eli alipanostaa, antaen nain vastusta-
jille turhia toiveita. Téassa luvussa tarkastelemme yksinkertaistettua versiota
pokerista, jotta voimme tarkastella ovatko bluffaaminen ja alipanostaminen
hyodyllisia strategioita.

4.1 Yksinkertaistettu peli

Yksinkertaistetussa pokerissa on kaksi pelaajaa, A ja B, ja pakassa vain kol-
me korttia, 1, 2 ja 3. Ensimméisen kierroksen alussa ennen korttien jakoa
molemmat pelaajat maksavat yhden euron anten, eli maksun, jolla pottia
saadaan kasvatettua. Tamén pakollisen maksun jélkeen molemmille pelaajil-
le jaetaan yksi kortti pakasta. Ensimméinen panostuskierros alkaa, jolla mo-
lemmat pelaajat vuorollaan alkaen pelaajasta A joko panostavat eli lisdavéit
pottiin yhden euron tai passaavat eli eivit lisda pottiin rahaa. Panostuskier-
ros loppuu, kun

a) panostusta seuraa panostus,
b) passaamista seuraa passaaminen tai

c) panostusta seuraa passaaminen.

Ensimmaéisessa kahdessa tapauksessa voittaja selvidé kortteja vertaamalla, ja
potti menee pelaajalle, jonka kortin arvo on suurempi. Viimeisessa tapauk-
sessa voitto menee suoraan pelaajalle, joka panostaa, riippumatta korttien
arvosta (oikeassa pokerissa tétd kutsutaan foldaamiseksi).

Tallaisessa yksinkertaistetussa panostuskierroksessa on vain viisi mahdollista
tilannetta:

A passaa, B passaa: 2 € korkeamman kortin pelaajalle,
A passaa, B panostaa, A passaa: 3 € pelaajalle B,
A passaa, B panostaa, A panostaa: 4 € korkeamman kortin pelaajalle,
A panostaa, B passaa: 3 € pelaajalle A,

A panostaa, B panostaa: 4 € korkeamman kortin pelaajalle.
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Kun kortit ovat jaettu, pelaajalla A on valittavinaan kolme mahdollista tapaa
pelata:

1. Passata. Jos B panostaa, passaa uudestaan.
2. Passata. Jos B panostaa, panosta.

3. Panosta.
Vastaavasti pelaajalla B on valittavinaan nelja erilaista pelitapaa pelata:

1. Passaa joka tapauksessa.
2. Jos A passaa, passaa, mutta jos A panostaa, panosta.
3. Jos A passaa, panosta, mutta jos A panostaa, passaa.

4. Panosta joka tapauksessa.

4.2 Optimaalisen pelistrategian 16ytaminen

Jotta tilanne voidaan muokata matriisipeliksi, taytyy identifioida molempien
pelaajien strategiat. Strategiat ovat téssd valintoja mité pelitapaa pelaajat
kayttavat valittavinaan olevista tavoista, kun kortit ovat jaettu. Téten pe-
laajien strategiat voidaan lausua kolmikkona (yi, 9, ys3), missd y; on pelaa-
jan valitsema tapa pelata kun kadessd on kortti 7. Pelaajalle A pelitapa y;
voi olla 1, 2 tai 3, kun puolestaan pelaajalle B pelitapa y; voi olla 1, 2, 3 tai 4.

Kun strategiat ovat valittu, voidaan laskea keskiarvollinen maksu. Sovitaan,
ettd positiivinen maksu on pelaajalta A pelaajalle B. Otetaan esimerkkiné
tilanne, jossa pelaaja A on valinnut strategian (3, 1, 2) ja pelaaja B strate-
gian (3, 2, 4). Nyt on kuusi tapaa miten kortit voidaan jakaa:

jaetut kortit panostuskierros maksu
A B A:lta B:lle
1,2 A panostaa, B panostaa 2
1,3 A panostaa, B panostaa 2
2,1 A passaa, B panostaa, A passaa 1
2,3 A passaa, B panostaa, A passaa 1
3,1 A passaa, B panostaa, A panostaa -2
3, 2 A passaa, B passaa -1

Koska kaikki tilanteet ovat yhta todennakoisia, keskiarvollinen maksu pe-
laajalta A pelaajalle Bon (24+2+1+4+1—-2-1)/6=0,5.
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Maksun keskiarvo taytyy laskea kaikkien mahdollisten pelitapojen kombi-
naatiolle. Pelaajalla A on 3 -3 -3 = 27 mahdollista strategiaa ja pelaajal-
la Bon4-4-4 = 64 mahdollista strategiaa. Yhteensa strategioita on siis
27 - 64 = 1728. Kaikkien keskiarvojen laskeminen olisi turhan tyolasta, mut-
ta onneksi voimme vahentda laskettavien keskiarvojen méarada muutamalla
havainnolla.

Pelaaja, jolla on kddessdan kortti 1, ei tulisi koskaan vastata panostukseen
panostamalla, silla han haviaa tilanteen joka tapauksessa. Talloin kannattaa
passata, silld hédvio on pienempi. Téalla logiikalla

jos pelaajalla A on kortti 1, hénen ei pida pelata tavalla 2,

jos pelaajalla B on kortti 1, hdnen ei pida pelata tavoilla 2 ja 4.

Jos pelaajalla on kédessaan pelin korkein kortti, eli kortti 3, ei hdnen kos-
kaan tulisi vastata panostukseen passaamalla, silld passaamalla hian haviaa ja
panostamalla han voittaa. Lisdksi pelaajan tulisi aina vastata passaamiseen
panostamalla, silla han tulee voittamaan joka tapauksessa, mutta panosta-
malla hénelld on mahdollisuus voittaa isompi potti. Téaten

jos pelaajalla A on kortti 3, hidnen ei pida pelata tavalla 1,

jos pelaajalla B on kortti 3, hdnen ei pida pelata tavoilla 1, 2 ja 3.

Eliminoimalla ndméa pelitavat, pelaajalle A jéa jéljelle 2 - 3 - 2 = 12 strate-
giaa ja pelaajalle B jaa 2 -4 -1 = 8 strategiaa. Yhteensa strategioita on nyt
12 - 8 = 96, mika on huomattava parannus aiempaan.

Sen lisdksi, ettd "huonot" strategiat eliminoidaan matemaattisesta mallista,
oletetaan myos pelaajien A ja B olevan tietoisia néista strategioista ja siité,
ettd niitd ei kayteta. Toisin sanoen, pelaaja A voi olettaa pelaajan B pelaa-
van fiksusti ja toisin péin. Télla tiedolla, jos pelaajalla A on kortti 2, hédnen
ei tule pelata tavalla 3. Tama siksi, etta talloin pelaajalla B on kédessaan
joko 1 tai 3, ja pelaaja A tietdd milld tavalla pelaajan B kannattaa pelata
kummassakin tilanteessa. Jos pelaajalla B on kortti 1, han ei tule panosta-
maan pelaajan A panostaessa, jolloin voitto jaa vahéiseksi. Jos puolestaan
pelaajalla B on kortti 3, hén voittaa tilanteen joka tapauksessa, ja pelaaja A
hévida suuremman summan pelaamalla tavalla 3. Pitkalla juoksulla pelaaja
A tulee jdamadn haviolle télla pelitavalla.

Vastaavanlaisella paatelmaélla, jos pelaajalla B on kortti 2, hédnen ei tule pe-
lata tavoilla 3 ja 4. Jos pelaaja B pelaa strategialla 3 ja pelaaja A passaa,
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téalloin pelaaja B panostaa. Nyt jos pelaajalla A on kiddessdan kortti 3, hian
pelaa fiksusti ja panostaa, jolloin pelaaja B hévida suuremman summan. Jos
pelaajalla A olisi kddessdan kortti 1, héin todennédkoisesti passaa ja voitto jia
viahaiseksi. Turvallisempaa olisi pelaajan B pelata strategialla 1 ja passata
joka tapauksessa, jolloin mahdollinen haviokin jéisi vahaiseksi.

Jos pelaaja B pelaa strategialla 4, niin han panostaa joka tapauksessa. Téal-
16in sama tilanne, jos pelaajalla A on kédessdan kortti 1, hén tuskin panostaa
ja voitto jaa véahaiseksi. Jos pelaajalla A on kortti 3, hian panostaa ja voittaa
joka tapauksessa. Jalleen olisi turvallisinta pelaajan B pelata strategialla 1
ja passata joka tapauksessa.

On myo6s mahdollista, ettd pelaajalla A on kddessadn kortti 1 ja hén pelaa
strategialla 3 ja yrittad bluffata panostamalla. Talloin pelaajan B on suota-
vaa harkita pelistrategiaa 2, jolloin hén panostaa pelaajan A panostaessa ja
voittaa pelin. Palataan myohemmin siihen, onko bluffaaminen oikeasti toi-
miva strategia.

Nyt jéljelle jaavia strategioita on pelaajalla A endd 2 -2 -2 = 8 ja pelaa-
jalla B enda 2 -2 -1 = 4, yhteensa siis 8 - 4 = 24 strategiaa.

Nyt ei voida enaéd vihentdd strategioiden maérdaa. Nyt kuitenkin voidaan
luoda matrsiisi kaikkien tilanteiden keskiarvollisista maksuista:

(1,1,4) (1,2,4) (3,1,4) (3,2,4)

(1,1,2) 1 0 0 1/6 1/6 1
(1,1,3) 0 —1/6 1/3 1/6
(1,2,2) | 1/6 1/6 -1/6  —1/6
(1,2,3) | 1/6 0 0 ~1/6
(3,1,2) | —1/6 1/3 0 1/2 |
(3,1,3) | —1/6 1/6 1/6 1/2
(3,2,2) 0 1/2 ~1/3 1/6
(3,2,3) L 0 1/3 —-1/6 1/6 |

missd matriisin ulkopuolella suluissa olevat kolmikot ovat kaikki pelaajien
"jarkevat" strategiat. Muokataan matriisi tuloksen (11) mukaiseen muotoon

max 2z
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ehdoilla

0 0 —1/6 —1/6 1]
0 1/6 —1/3 —1/6 1
~1/6 —1/6 1/6 1/6 1| [z
~1/6 0 0 1/6 1| |
1/6 —1/3 0  —1/2 1] |3
1/6 —1/6 —1/6 —1/2 1] |ay
0 -1/2 1/3 -1/6 1

0 -1/3 1/6 —1/6 1
1 1 1 1 0

T1,To, X3, Ty > 0,

A IAIA A
—oooo

Z on vapaa.
Nyt ratkaistaan matriisipeli. Avataan matriisimuoto, ja saadaan
max z
ehdoilla

—1/6x3 —1/6x4 + 2 <0,

1/6x9 —1/3x3 — 1/6x4 + 2 <0,

—1/6x1 — 1/6x9 + 1/623 + 1/624 + 2 < 0,
—1/6x1 + 1/6x4 + 2 <0,

1/621 — /325 — 1/224 + 2 < 0,

1/6x1 —1/6x9 — 1/623 — 1/2x4 4+ 2 <0,
—1/2x9 +1/3x5 — 1/6x4 + 2 <0,
—1/3z9+1/6x3 — 1/624+ 2 <0,

1+ T2+ a3+as =1,

X1,T2,T3,T4 Z 0.

Muokataan tdméa standardiin muotoon ratkaisemalla jokin muuttuja ja si-
joittamalla se muihin yhtaloihin. Ratkaistaan muuttuja z, yhtélosta

T+ Ty t+aztay=1
ja sijoitetaan tdméa aiempiin epayhtéloihin:

max 2z
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ehdoilla

1/6x1 + 1/6x9 + 2 < 1/6,
1/6x1 +1/3x9 — 1/623+ 2 < 1/6,
—1/321 — 1/32s + 2 < —1/6,
—1/321 — 1/639 — 1/615 + 2 < —1/6,
2/3x1 +1/6x9 + 1/205 + 2 < 1/2,
2/3x1 +1/3x9+ 1/325 + 2 < 1/2,
1/621 — 1/325 + 1/225 + 2 < 1/6,
1/6x1 — 1/6x9 +1/323+ 2 < 1/6,
T +x9 + 23 <1,

Ty, T, T3 2> 0.
Muuttujan x4 eliminointi muutti yhtélorajoitteet epayhtaloiksi.

Seuraavaksi muodostettavaa lahtoluetteloa varten on madritettavi vajemuut-
tujat. Olkoon ne wy, wsy, w3, wy, ws, we, w7, ws > 0 ja ( = z on kohdefunktio.
Liséksi on luonnollista valita viimeiselle rajoitteelle vajemuuttujaksi x4. Nyt
lahtoluettelo saa muodon

(=2,

w; =1/6 —1/6z1 — 1/6x9 — 2,

wy =1/6 —1/6x1 —1/3x9 4+ 1/625 — 2,
wy =—1/64+1/3x; +1/3x9 — 2,

wy =—1/64+1/3z1 + 1/6x9 + 1/623 — 2,
ws =1/2—2/3x1 — 1/6x9 — 1/223 — 2,
we =1/2 —2/3x1 —1/3x9 — 1/323 — 2,
wy =1/6 —1/6x1 + 1/3x9 — 1/225 — 2,
wg =1/6 —1/6x1 4+ 1/6x9 — 1/3x3 — 2,

rs=1—2x1 — 29 — 3.

Muuttuja z ei ole rajoitettu ei-negatiiviseksi, joten ei ole mitaan syyta, etta
se olisi ei-perusmuuttuja. Siirrytdan luettelosta toiseen mielivaltaisesti muut-
tujan z ollessa saapuva muuttuja ja minkéd tahansa perusmuuttujan ollessa
lahteva muuttuja (poislukien x4, koska sen rajoiteyhtélo ei sisalla muuttujaa
z). Valitsemalla w, lahteviksi muuttujaksi, ratkaistaan yhtdlostd muuttuja
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z ja sijoitetaan se muihin yhtéloihin, niin saadaan

C: —1/6+1/3ZL’1 +1/6[E2+ 1/61’3 — Wy,

wy =1/3—1/2x1 — 1/3x9 — 1/623 + wy,

wy =1/3 —1/2x1 — 1/2x9 + wy,

w3 = 1/6x9 — 1/6x3 + wy,

z=—=1/6+1/3x1 + 1/622 + 1/6x5 — wy,

ws =2/3 — 11 — 1/3w9 — 2/3x3 + wy,

we =2/3 — 11 — 1/2w9 — 1/223 + wy,

wy =1/3 —1/2x1 + 1/6x9 — 2/323 + wy,

ws =1/3 —1/2x1 — 1/2x3 + wy,

rs=1—21 — 29 — 3.
Koska z on vapaa, se ei voi olla ldhteva muuttuja (lahtevd muuttuja on muut-
tuja, joka savuttaa sen alarajan, ja z ei ole rajoitettu). Taten z voidaan pois-

taa luettelosta kokonaan ja se voidaan laskea lopuksi mukaan. Nyt luettelo
saa muodon

(=—-1/6+1/3x1 4+ 1/6x9 + 1/6x3 — wy,

wy =1/3—1/2x1 — 1/3x9 — 1/6x3 + w,
wy = 1/3 —1/2x1 — 1/2x9 + wy,

w3 = 1/6x9 — 1/6x3 + wy,

ws =2/3 —x1 — 1/3x9 — 2/3w3 + wy,

we =2/3 —x1 — 1/2x9 — 1/223 + wy,
wy =1/3 —1/2x1 4+ 1/6x9 — 2/3x3 + Wy,
wg =1/3 —1/2x1 — 1/2x3 + wy,

rs=1—21 — 29 — 3.

Nyt voidaan soveltaa simplex -menetelmaéd. Kohdefunktion muuttujan
kerroin on suurin, joten se on saapuva muuttuja. Rajoitteista saadaan ehdot
xr1 < 2/3 kaikista muista, paitsi muuttujan x, rajoiteyhtéalosta, joka antaa
ehdon z; < 1. Muuttujan ws rajoiteyhtalossa ei ole muuttujaa x;. Valitaan
mielivaltaisesti lahteviaksi muuttujaksi wy ja ratkaistaan x; sen rajoiteyhté-
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lostéa. Téaméan jalkeen tehdaén sijoitus, jolloin saadaan uusi luettelo

x1 =2/3 —2/3x9 — 1/3x5 — 2wy + 2wy,

wy = —1/6x9 + 1/6x5 + wy,

w3 = 1/6x9 — 1/6x3 + wy,

ws = 1/3x9 — 1/323 + 2wy — wy,

we = 1/6x9 — 1/6x3 4+ 2wy — wy,

wy = 1/2x9 — 1/223 + wy,

wg = 1/3x9 — 1/323 + wy,

xy =1/3 —1/3x9 — 2/3x3 + 2wy — 2wy.
Nyt saapuvaksi muuttujaksi valikoituu x3, koska silla on ainoa positiivinen
kerroin kohdefunktiossa. Kuitenkin huomataan, ettd rajoiteyhtaloista saa-
daan ehdoksi, ettd z3 < 0, joten 3 = 0. Tamén vuoksi lahteva muuttuja

voidaan valita mielivaltaisesti. Valitaan lahteviksi muuttujaksi wg, ratkais-
taan xs sen rajoiteyhtalosta, tehdédan sijoitus ja saadaan luettelo

¢(=1/18 = 1/2w, — 1/3wy — 1/6ws,

x1 =2/3 — x9 — 3wy + 2wy + ws,
wy = 3/2w; — 1/2ws,

ws = —1/2w; + wy + 1/2ws,

W5 = W1 — Wq + Ws,

we = 3/2w; — wg + 1/2ws,

wr = —1/2w; + 3/2ws,

T3 = T9 + 3wy — ws,

xy =1/3 — 29 — 2wy + 2ws.

Nyt kohdefunktion arvoa ei voi endéa nostaa, joten tilanne on optimaalinen.
Optimaalisiksi ratkaisuiksi saadaan

w=[2 00 1"
k )

ja

Todennakoisyysvektorit voidaan todeta olevan yksinkertaisia toteamuksia
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kahden pelaajan optimaalisista sattumanvaraisista strategioista. Pelaajan A
optimaalinen strategia voidaan l0ytaéd helposti aiemmin tehdylla keskiarvo-
taulukolla. Otetaan vain kaikki mahdolliset jaettujen korttien tilanteet, kun
kadessé on tietty kortti, ja katsotaan pelitapojen avulla maksun maara. Esi-
merkiksi tilanteessa, jossa pelaajalla A on kddessaén kortti 1, niin télloin

pelitapa | jaeutut kortit panostuskierros maksu
A B A B A:lta B:lle
1,1 1,2 A passaa, B passaa 1
1,2 1,2 A passaa, B passaa 1
1,4 1,3 A passaa, B panostaa, A passaa 1
3,1 1,2 A panostaa, B passaa -1
3, 2 1,2 A panostaa, B panostaa 2
3,4 1,3 A panostaa, B panostaa 2

Kuten taulukosta huomataan, pelaajan A kannattaa kayttaa pelitapaa 1 kai-
kista kuudesta tilanteesta muissa, paitsi yhdessa. Tilanteissa 5 ja 6 pelaaja
A héviad enemmaén, kuin tilanteissa 1, 2 ja 3, joten pelitapa 1 on pelitapaa
3 parempi. Ainoastaan tilanteessa 4 kannattaa kayttaa pelitapaa 3, silla se
on ainoa tilanne, jossa A voi voittaa, jolloin pelitapojen suhteeksi saadaan
5:1. Samanlaista taulukkoa ja logiikkaa voidaan kéyttad muillekin korteille
ja pelitavoille. Pelaajan A optimaalinen strategia on nyt:

jos hénella on kortti 1, hdnen pitda sekoittaa pelitavat 1 ja 3 suhteessa 5:1,
jos hanella on kortti 2, hdanen pitaéa sekoittaa pelitavat 1 ja 2 suhteessa 1:1,

jos hanella on kortti 3, hdnen pitaa sekoittaa pelitavat 2 ja 3 suhteessa 1:1.
Vastaavasti pelaajan B optimaalinen strategia on:

jos hénella on kortti 1, hdnen pitda sekoittaa pelitavat 1 ja 3 suhteessa 2:1,
jos hanella on kortti 2, hdanen pitaé sekoittaa pelitavat 1 ja 2 suhteessa 2:1,

jos hanella on kortti 3, hanen pitaa pelata tavalla 4.

Huomataan, ettd pelaajan A on optimaalista pelata ainakin osan ajasta peli-
tavalla 3, kun kadessa on kortti 1. Koska pelitapa 3 kédskee panostamaan, se
on selvasti bluffi. Pelaaja B myos bluffaa joskus, silld pelitapaa 3 kaytetaan
joskus, kun kéddessa on kortti 1. Selvésti optimaaliset strategiat sisaltévat
my6s hieman alipanostamistakin, silld esimerkiksi tilanne, jossa pelaajalla
A on kéddessdan kortti 3, olisi hdnen optimaalista puolet ajasta passata ja
odottaa, panostaako pelaaja B.
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