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Qu’il ne lui demande pas seulement compte
des mots de sa lecon, mais du sens et de la
substance, et qu’il juge du profit qu’il aura fait,
non par le témoignage de sa mémoire, mais de
sa vie. Que ce qu’il viendra d’apprendre, il le lui
fasse mettre en cent visages et accommoder a
autant de divers sujets, pour voir s’il l’a encore
bien pris et bien fait sien. C’est témoignage de
crudité et indigestion que de regorger la viande
comme on l'a avalée. L’estomac n’a pas fait
son opération, s’il n'a fait changer la fagon et
la forme a ce qu’on lui avait donné a cuire.

Montaigne, Essais, I, 26, «De [linstitution
des enfants».
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Parte |I.

Introduccion y marco teérico






1. Introduccion

En este capitulo se presenta el contexto en el que ha crecido esta investigacion. En la primera
seccion se explica de qué manera la trayectoria profesional del doctorando ha incorporado
distintos intereses, sensibilidades y motivaciones; algunas han sido gratos encuentros en al-
guna etapa del camino, otras han tenido un desarrollo natural a partir de las primeras
inquietudes e ideas relacionadas con lo que ha terminado siendo esta investigacion. El punto
central del trabajo son un tipo de problemas de estimacién en contexto real, también llama-
dos problemas de Fermi. En este punto confluyen distintas perspectivas didacticas que han
condicionado un diseno de la investigacion complejo. La confluencia se concreta en varias
preguntas de investigacion que se enuncian en la segunda seccion del capitulo. Por ltimo,
se presenta un breve resumen de cada uno de los capitulos que componen la tesis, condu-
ciendo a la obtencién y discusion de resultados que ofrecen una respuesta fundamentada a
las preguntas de investigacion.

1.1. Contexto de la investigacién

Toda historia tiene un comienzo y el de esta podriamos situarlo en 2010, el momento en el
que comienzo a trabajar como profesor de Matematicas en Educacion Secundaria. En ese
momento, cuando se entra a un aula de la ESO, uno es consciente de que la transicion entre
hacer Matematicas superiores y ensenar Matematicas en Educacion Secundaria no es suave,
sino un cambio abrupto. El pensamiento de los estudiantes es concreto, y la légica deductiva,
a partir de principios y estructuras generales y abstractas, no sélo les resulta ajena, sino
que les plantea enormes dificultades de comprension. Un profesor joven, con el formalismo
matematico aprendido durante la licenciatura bajo el brazo, constata en su primera sesién
de clase el fracaso de la matemética moderna (Kline, [1973)), es decir, el error de ofrecer a los
estudiantes la version final, méas acabada, formalmente perfecta, de una disciplina que, sin
embargo, ha necesitado un camino tortuoso de intuiciones a partir de experiencias concretas,
analogias, hipotesis y aproximaciones.

Ese profesor inexperto debe buscar alternativas a la ensenanza monumentalista de las Ma-
tematicas, es decir, la presentacién de los contenidos matematicos como si fueran monu-
mentos formales que contemplar y admirar, pero que, precisamente por ello, han perdido su
funcionalidad (Chevallard} |2004). La alternativa pasa por transitar del desarrollo deducti-
vo del conocimiento matematico a uno constructivo, en el que este conocimiento tiene un
caracter funcional, es decir, 1til para conocer el mundo y su fenomenologia, como explica
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Freudenthal (1968) en el coloquio del ICMI dedicado a responder a la pregunta “How to
Teach Mathematics so as to Be Useful?”. Esa es la pregunta que se hace el profesor novato,
y su trabajo es encontrar vias para dar respuesta.

1.1.1. Modelizaciéon y problemas de Fermi

Quien ahora escribe esta tesis encontré su via en la modelizaciéon matematica, porque el
camino lo tenia cerca: Irene Ferrando, que entonces no era mi directora de tesis, habia
empezado a trabajar en la modelizacién como herramienta de ensenanza y aprendizaje de
las Matematicas con su director de tesis, Enrique A. Sanchez, y otros investigadores de su
grupo: Lluis Garcia-Raffi y José Calabuig; todos ellos profesores en grados de Ingenieria
de la Universidad Politécnica de Valencia. No hacia mucho que habian fundado la revista
Modelling in Science Education and Learning (MSELE. No formaban un grupo aislado: en
los ultimos 40 anos - con un incremento significativo en los ultimos 15 anos - se han publicado
numerosas investigaciones sobre la ensenanza y aprendizaje de la modelizacién matemética
en todas las etapas (de Primaria a Universidad); se pueden leer panoramas sobre el tema
tanto a nivel internacional (Blum, 2002) como nacional (Ferrando, 2019).

Larelevancia de la modelizacion matematica ha ido en aumento hasta desbordar lo académico
y convertirse en un proceso clave dentro del curriculo y los estandares educativos de muchos
paises del mundo, con distintas perspectivas (Borromeo-Ferri, 2014)), pero compartiendo una
caracteristica esencial: la modelizacion puede ser descrita como una actividad que implica
una transicién de ida y vuelta entre la realidad y las Matemaéticas (Borromeo-Ferri, 2014)).
Desde 2003, aparece en los estandares educativos para las Matematicas en Alemania (Blum,
Driike-Noe, Hartung, y Koller, 2006); desde 2012, en Chile; y desde 2010 aparece como
proceso explicito en los Common Core Standards en Estados Unidos: “students can apply the
mathematics they know to solve problems arising in everyday life, society, and the workplace”
CCSSI| (2010, pp. 6-8).

Asi que, en primer lugar, fue un genuino interés por la modelizacién matematica como do-
cente de Secundaria lo que me llevé a participar en las II y las III Jornadas de Modelizacién
Matematica (2010 y 2012) y a desarrollar algunos trabajos de innovacién educativa; por
ejemplo, la implementacién, dentro del proyecto Estalmat E], de tareas de modelizacién en
el contexto del arte clasico (Ferrando y Segural, 2013)). En esa época - entre el 2011 y el
2015- conoci, a través del profesor Richard Cabassut (Université de Strasbourg), el proyecto
internacional LEMA, en el que se presentan materiales para introducir tareas basadas en si-
tuaciones reales y un curso de desarrollo profesional en modelizacién (Maafl y Gurlitt, 2011));
y el proyecto MaScil. (Mathematics and Science for Life), cuyo objetivo es promover meto-
dologias basadas en la indagacion para Matematicas y Ciencias y dar apoyo al profesorado
en su desarrollo profesional (Maafl y cols., 2015). Estos materiales de apoyo me permitieron

"https://polipapers.upv.es/index.php/MSEL
Znttps://estalmatcv.blogs.uv.es/


https://polipapers.upv.es/index.php/MSEL
https://estalmatcv.blogs.uv.es/

1.1 Contexto de la investigacion 5)

introducir tareas relacionadas con la experiencia de los estudiantes, que permiten construir
su propia comprension de las situaciones problemaéticas, en lugar de comenzar con algoritmos
y férmulas (Gravemeijer), (1994)).

El énfasis del aprendizaje a través de tareas de contexto real radica en la creacion de sen-
tido matematico y en el refinamiento progresivo de estrategias informales, hasta llegar a la
generalizacién y la formalizacién (Dickinson y Hough, 2012). Precisamente, salir de los con-
textos puramente matematicos y relacionarse con el mundo real es una condicion para que
los estudiantes desarrollen competencias generales y de pensamiento critico (Blum y Niss|
1991)). Este enfoque se relaciona con la mathematical literacy, traducida en nuestro pais como
alfabetizacién matematica o como competencia matematica, que [Niss| (2003) define como la
habilidad para comprender, juzgar, hacer y usar las matematicas en una variedad de situa-
ciones en las que las matematicas juegan o pueden jugar un papel. El enfoque competencial
- v en particular la resolucién de problemas de contexto real como base del aprendizaje ma-
tematico - no es sélo el que me interesaba como profesor, también es el promovido por la
OCDE a través del informe PISA realizado por la OCDE (2006; |2014) y que ha llevado al
diseno curricular de las tltimas leyes educativas en Espana, la Ley Organica de Educacién
LOE, la LOMCE (Ministerio de Educacion Cultura y Deporte, 2014)) y la reciente LOMLOE
(Ministerio de Educacion) 2020). Resumiendo, la resolucién de problemas es la base de la
alfabetizacion matematica, cuyo objetivo es formar ciudadanos preparados para compren-
der el mundo, y por tanto, es un dominio esencial para la mejora de la ensenanza de las
Matematicas (Lott|, 2007)).

Entre 2011 y 2016, César Gallart estaba trabajando en su tesis doctoral bajo la direccién
de Irene Ferrando, en la que se estudia el papel clave que desempena la modelizacién en el
desarrollo de la competencia matematica (Gallart, 2016). Se trata de un trabajo que, entre
otros, incluye resultados que constituyen un precedente importante de esta tesis doctoral,
sobre estrategias de lo que se conoce como problemas de Fermi.

Antes de escribir sobre los problemas de Fermi debo destacar la importancia del contacto
de Irene Ferrando y César Gallart con Lluis Albarracin, de la Universitat Autonoma de
Barcelona, quien ha dedicado gran parte de su investigacién, incluida su tesis doctoral, a
esta clase de problemas. Ese contacto se extendid, posteriormente, también a mi, por lo que
sus trabajos juegan un papel relevante en esta tesis. En su tesis, siguiendo a Arleback (2009),

se define problema de Fermi, que también llama Problema de Estimacién de Magnitudes No
Abarcables (PEMNA), como:

una tasca plantejada a un alumne en la que, sense un procediment, algorisme o esquema
previ que porti a la seva resolucié, ha d’estimar el valor d’'una magnitud no abastable

amb l'objectiu de crear significat per a aquesta magnitud

Albarracin, 2011, p.59.

Pensemos en la cadena humana que se formé en 1989, cruzando las tres reptblicas balticas
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(Estonia, Letonia y Lituania), para reclamar la independencia de esos territorios de la Unién
Soviética. Si nos preguntamos cuanta gente se dio la mano para formar la Cadena Baltica,
tenemos un problema de Fermi, PEMNA o, simplemente, problema de estimacién en con-
texto real. [Schoenfeld (2014) describe el primer estudio sobre resolucién de problemas que
incluy6 los problemas de Fermi - propone a estudiantes estimar cuantas células componen el
cuerpo humano - y aunque no examina las caracteristicas propias de este tipo de problemas,
documenta las estrategias de resolucion que emplean los alumnos. Este tipo de problemas
se caracterizan por parecer difusos, porque plantean situaciones reales sin datos o con poca
informacion, en las que los hechos no ofrecen una via explicita para la obtencion de la esti-
macién (Efthimiou y Llewellyn|, 2007). Carlson (1997 describe la resolucién de un problema
de Fermi como el método de obtener una aproximacion rapida a un proceso matematico en
apariencia complejo mediante una serie de hipdtesis y calculos simplificados. Este proceso
de resolucién puede describirse mediante el ciclo de modelizacién (Albarracin y Gorgorio,
2014)). De hecho, los problemas de estimacién en contexto real pueden utilizarse como medio
para iniciar a los estudiantes, incluso en la etapa de Primaria, en la elaboracién de modelos
matematicos (Borromeo-Ferri, 2018)).

La tesis de Albarracin (2011)) presenta un estudio sobre la resolucién de PEMNA o pro-
blemas de Fermi, en la que se caracterizan las estrategias de resolucion de alumnos de
Educacion Secundaria, se relaciona el tipo estrategia desarrollado por el estudiante y su éxi-
to en la resolucién, y se estudia la influencia del contexto sobre las estrategias propuestas
en las resoluciones. Por su caracter exploratorio, este trabajo ha abierto caminos fecundos
de investigacion; en particular, como se ha dicho, a partir de la tesis de Gallart se avanzd
proponiendo una primera version de una herramienta para analizar las producciones de los
estudiantes de Secundaria (Gallart, Ferrando, Garcia-Rafhi, Albarracin, y Gorgorid, 2017),
identificando y distinguiendo aspectos diferenciadores entre las resoluciones producidas por
estudiantes con experiencia previa en tareas de modelizacién y las producidas por estudiantes
sin experiencia modelizadora (Ferrando, Albarracin, Gallart, Garcia-Rafh, y Gorgorio, 2017)).
Esta tesis doctoral también es una prolongaciéon de esos caminos de investigacién, aunque
incorpora - como se explicard - otros temas (flexibilidad y adaptabilidad) y sus sujetos de
investigacion son los futuros maestros de Educacion Primaria. Los problemas de estimacion
de grandes cantidades en contexto real empleados en esta tesis son un subconjunto de los
problemas de Fermi: aquellos problemas que requieren estimar un gran nimero de elementos
en una superficie delimitada real, como conocer el nimero de personas que caben en una
plaza publica. Uno de los objetivos de investigacion de este trabajo es encontrar si existe
una relacion estadisticamente significativa entre las caracteristicas del contexto y el tipo de
resolucién categorizada. Ademads, se pretende explorar si el tipo de contexto también influye
en la incorporacion de factores de complejidad en las resoluciones, que se refieren a los ele-
mentos de la resolucién - por ejemplo, eliminar obstaculos - con los que se pretende obtener
una estimacién mas precisa. A continuacién explicaremos las motivaciones que llevaron a
escoger a los futuros maestros como sujeto de estudio, y las motivaciones que llevaron a
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ampliar los trabajos citados sobre relacion entre estrategias, contexto y problemas de Fermi,
al ambito de la flexibilidad y la adaptabilidad.

1.1.2. Conocimiento del profesor y sus dificultades con los problemas
de modelizacidn

La siguiente parada relevante en el trayecto profesional que va definiendo esta tesis se sitia
en el ano 2015, cuando empiezo a trabajar como asesor de formacion del profesorado en
el CEFIRE Especifico de Ambito Cientifico, Tecnoldgico y Matemético (CTEM). Tenia co-
mo cometido disenar, organizar y coordinar la formacién continua del profesorado de la
Comunidad Valenciana en el area de Matematicas. Apoyado en los argumentos explicados
con anterioridad, estableci la modelizacién matematica como una de las lineas formativas es-
tratégicas. El primer reto era desarrollar acciones formativas sobre modelizacién matematica,
a la manera del proyecto europeo LEMA (Learning and Education in and through Modelling
and Applications), que habia sido tan ttil en mi autoformaciénﬂ . El ano 2015 también ac-
cedi a una plaza de profesor asociado en el Departamento de Didactica de la Matematica de
la Universitat de Valencia, por lo que aumenté mi interés en la investigaciéon en Educacién
Matematica, de manera que la colaboracién con Irene Ferrando no se iba a limitar al diseno
del curso de modelizacion para el CEFIRE Especifico CTEM, sino que nuestro propdsito
también era investigar sobre la formacién del profesorado en problemas de contexto real. En
ese momento aun no estaba clara la idea de tesis doctoral, aunque era una opciéon que ya
estaba valorando; la primera idea - que luego se transformé en la actual - era fundamentar
el diseno de un curso de formacién en linea para profesorado sobre modelizacién (Cabassut,
y Ferrando| [2017; |[Ferrando, Segura, y Pla-Castells, 2017a, 2017b) y continuar después in-
vestigando sobre dificultades del profesorado para disenar, implementar, gestionar y evaluar
este tipo de tareas.

Es necesario incorporar formacion al desarrollo profesional docente para sensibilizar a los
profesores sobre los beneficios del uso de contextos reales en Matematicas y para asesorar
en cémo explotar metodolégicamente estos contextos en las clases de forma eficaz (Hough,
Solomon, Dickinson, y Gough, 2017). Una de las aproximaciones metodologicas més efica-
ces es la modelizacién matematica. La ensenanza de la modelizaciéon requiere un abanico
de estrategias pedagdgicas mas amplio que el que utilizan la mayoria de los profesores al
impartir el plan de estudios esencialmente imitativo que domina las aulas en muchos paises
(Burkhardt, |2006), por ejemplo, el conocimiento de las estrategias y procesos de la modeli-
zacion, el diseno de tareas ricas, la cesion de la responsabilidad a los alumnos resolutores, la
aportacion de orientaciones que guien al estudiante en la resolucion del problema sin darles
un proceso estructurado que seguir, etc. Muchos profesores no son capaces de diagnosticar
las necesidades de sus estudiantes y darles retroalimentacion; pero aquellos docentes que

3En otono de 2016 tuve la oportunidad de visitar al profesor Cabassut en Estrasburgo, donde conoci el
centro de formacién de profesores y su organizacién de la formacién inicial y continua.
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han recibido formacion sobre diagnéstico y retroalimentacion en tareas de modelizacion se
desempenan mejor con sus alumnos (Klieme y cols., 2010; Blum), [2011)).

Borromeo Ferri y Blum (2009, 2010) proponen un modelo de competencias necesarias para
ensenar modelizacion matematica, basado en cuatro dimensiones: dimension tedrica; dimen-
sion de la tarea; dimension de la instruccion; y dimensién del diagnodstico. Estas dimensiones
y sus competencias concretas se tuvieron en cuenta para el diseno del curso de modelizacién
del CEFIRE Especifico CTEM. En este punto, debo destacar un acontecimiento que amplié
nuestra perspectiva sobre la competencia del profesor de Matematicas: la visita a nuestra
universidad de Heather Hill y Jon Star, profesores de Harvard University, para impartir una
charla sobre instrumentos de evaluaciéon del desempenio del profesor de Matematicas . Des-
pués tuvimos una reunién, en la que decidimos colaborar con ellos para estudiar la actuacién
del profesor de Matematicas de Secundaria en Espana, lo que condujo a que conociéramos
mas sobre modelos de conocimiento y competencia del docente.

Hill y cols. (2008) desarrollaron una herramienta de evaluacién de videos validada, llama-
da Mathematical Quality of Instruction (MQI), que recoge tres dominios de interaccion:
profesor-contenido, profesor-estudiante y estudiante-contenido. Este instrumento de obser-
vacién y evaluacion estéd relacionado con el modelo MKT (Mathematical Knowledge for
Teaching), desarrollado por Ball, Thames y Phelps (2008) a partir de la caracterizacién
propuesta por Shulman (Shulman, 1986)) del conocimiento del profesor en tres dominios: el
conocimiento del contenido; el conocimiento pedagodgico del contenido; y el conocimiento
pedagégico. Asi, el modelo MKT considera el conocimiento matematico para la ensenanza
constituido por dos dominios, el conocimiento de la materia y el conocimiento didéactico del
contenido. Ball y cols. (2008) han enfatizado la importancia del conocimiento del conteni-
do matematico como parte de la competencia del profesor de Matemaéticas, que en el MQI
corresponde al dominio profesor-contenido, compuesto por dos dimensiones: errores e im-
precision; y riqueza de las Matematicas, tanto relativo a las explicaciones como a las tareas
propuestas.

El contacto con los profesores Hill y Star nos condujo, en 2017, a concretar quién era el sujeto
de la tesis doctoral y qué aspecto general queriamos estudiar: decidimos centrarnos en los
futuros maestros y en un dominio de la competencia docente: el conocimiento del contenido,
y en particular, el conocimiento en resolucién de problemas, empleando los problemas de
estimacion contextualizados. El proyecto de emprender una tesis doctoral dirigida por Irene
Ferrando quedé claro en ese momento; faltaba concretar qué habilidades en resolucion de
esta clase de problemas de modelizacion queriamos estudiar, y en este sentido, el encuentro
del 2016 también fue fructifero, pues nos hizo poner el foco en el razonamiento flexible.
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1.1.3. Flexibilidad y adaptabilidad en resoluciéon de problemas

En junio de 2017 se constituyo el grupo Studying and improving Mathematics instruction in
Secondary schools in Spairﬂ (SiMiS), liderado por los profesores Jon Star y Nuria Joglar.
Nuria Joglar (Universidad Complutense de Madrid) tuvo la idea de crear, junto a Jon Star,
un grupo de estudio afiliado al Real Colegio Complutense en Harvard, para trabajar sobre el
andlisis del rol de profesor de Matematicas en Espana. Irene Ferrando y yo formamos parte del
grupo, lo que nos permitié conocer mejor el trabajo de Jon Star, quien esta particularmente
interesado en la flexibilidad matemaética. Las reuniones durante el 2017 con el profesor Star,
y sobre todo la estancia en Harvard el verano de 2018, nos permitié incorporar la tercera
idea central de este trabajo: la flexibilidad y la adaptabilidad en la resolucién de problemas.

Una definicién sencilla de flexibilidad es el conocimiento de mas de una estrategia para re-
solver un tipo de problema concreto (Heirdsfield y Cooper|, [2002)). Star (2005) senala que ha
habido una confusiéon que identifica lo conceptual con conocimiento profundo y lo procedi-
mental con conocimiento superficial, pero defiende que existe un conocimiento procedimental
profundo y menciona la flexibilidad como ejemplo de componente clave del mismo. Ademas,
el uso flexible de estrategias es un indicador, desde una perspectiva psicoldgica, de la variabi-
lidad cognitiva, que permite a los individuos resolver problemas rapidamente y con precisién
(Heinze, Star, y Verschaffel, 2009). Desde una perspectiva educativa, la flexibilidad esté con-
siderada un aspecto importante de la competencia matemaética, pues es necesaria para que
los estudiantes adquieran la habilidad de adaptar sus resoluciones a las caracteristicas de
la tarea o del contexto (Kilpatrick, 2001). En particular, es un componente crucial de la
competencia en resolucién de problemas (Dowker| 1992; |Dowker, Flood, Griffiths, Harris, y
Hookl, |1996; Star y Newton,, |2009). Schukajlow, Krug y Rakoczy (2015)) han mostrado que el
uso de soluciones multiples en problemas de modelizacion es una via efectiva para mejorar
su actuacion.

Aunque algunos autores incorporan la nocién de adaptabilidad dentro de la de flexibilidad
(Star y Rittle-Johnson|, 2008), otros diferencian entre el uso flexible de estrategias, que se
refiere a la capacidad para escoger entre diferentes estrategias —sin seleccionar necesariamente
la mas adecuada—, y el uso adaptativo de las estrategias, que implica la seleccién de la mas
adecuada a un problema concreto (Heinze y cols., [2009)). En el trabajo planteado en esta tesis
doctoral se sigue esta diferenciacién para los problemas de estimacion en contexto real; ain
mas, se adapta la distincién de dos tipos de flexibilidad en resolucién de problemas propuesta
por Elia, van den Heuvel-Panhuizen y Kolovou (2009): flexibilidad inter-tarea (cambio de
estrategia entre problemas) y flexibilidad intra-tarea (cambio de estrategia dentro de un
problema).

4yéanse https://simisrcc.wordpress.com/| y https://rcc.harvard.edu/studying-and-improving
-mathematics-instruction-secondary-schools-spain-simis
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1.1.4. Tesis doctoral

El recorrido profesional descrito tiene su fin y cristalizacion en el plan de investigacién para
el desarrollo de esta tesis doctoral (curso 2017-18), y en el posterior disefio experimental de
las experiencias implementadas los cursos 2017-18, 2018-19 y 2019-20. A partir de 2017, por
tanto, comienza una nueva etapa, propiamente investigadora.

Como se ha visto, esta tesis pretende ser una aportacién al estudio del conocimiento del
contenido matematico de los futuros maestros de Educacién Primaria. Se ha destacado la
importancia de las tareas de modelizacién como herramienta de ensenanza y aprendizaje
de unas Matemadticas competenciales, y de los problemas de estimacién contextualizados (o
problemas de Fermi) como via de introduccion de este tipo de tareas. Por lo tanto, dentro del
conocimiento del contenido matematico, se pretende estudiar la competencia en resolucion
de problemas de estimacion de contexto real en los futuros maestros.

Se ha visto también que la flexibilidad y la adaptabilidad son unas componentes cruciales
de la competencia en resolucion de problemas. La categorizacién de las resoluciones de los
estudiantes a los problemas de estimaciéon de contexto real (Ferrando, Albarracin, y cols.|
2017) permite verlos como Multiple Solution Tasks (Leikin y Levav-Waynberg, [2008); es
decir, problemas abiertos, pero con un numero limitado de soluciones, todas ellas conocidas,
“controladas” dentro de la categorizacion. Ademas, el estudio exploratorio de Albarracin
(2011)) apunta a que puede existir una influencia del contexto en la resolucién escogida por
los estudiantes. Esto nos ha permitido formular la hipdtesis de que es posible identificar unas
variables de contexto y disenar una secuencia de problemas de Fermi que promueva el uso
de distintas estrategias de resolucion.

Afinando la idea de la tesis: la finalidad principal es estudiar el desempeno, y en particular,
el uso flexible de los planes de resolucién, de los futuros maestros cuando resuelven una
secuencia de problemas de estimacion en un contexto real. Para ello, es necesario analizar
los tipos de resolucién empleados, la relacién entre caracteristicas del contexto y tipo de plan
de resolucién, medir los cambios de tipo de resolucion, y analizar los errores, lo que conduce
a estudiar si existen relaciones entre flexibilidad y rendimiento de los futuros maestros. En
este estudio, de naturaleza observacional (Yin, 2009; |Lodico, Spaulding, y Voegtle, 2010)),
se utilizaran secuencias de problemas de estimacion en contexto real y otros instrumentos
de recogida de datos como cuestionarios. Como se explica en el Capitulo [3|, se combinaran
métodos cualitativos y cuantitativos para poder responder a las preguntas de investigacion
que se derivan de los fines de la investigacion.

1.2. Preguntas de investigacion

El estudio del contexto, de la flexibilidad y adaptabilidad en la resoluciéon de problemas de
estimacion de contexto real, conlleva una serie de cuestiones y derivaciones que se formulan
a continuacion en forma de preguntas de investigacién, que se clasifican en varios dominios:
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descripcion de los planes de resolucion y las resoluciones de los futuros maestros; influencia del
contexto y la estructura del problema en el tipo de resolucién; uso flexible de las resoluciones;
influencia del trabajo experimental en el lugar del problema; errores y rendimiento de los
futuros maestros; flexibilidad y relacion con el rendimiento; adaptabilidad de las resoluciones.

P1- ;Cémo resuelven los futuros maestros los problemas de estimacién en contexto
real?

P2- ; Hay alguna influencia del contexto y de la estructura del problema en la resolucion
desarrollada por los futuros maestros para los problemas de estimaciéon de contexto
real?

P3- ;En qué medida la resolucién experimental en lugar fisico del problema influye en
las resoluciones?

P4- ; Qué rendimiento tienen los futuros maestros cuando resuelven problemas de es-
timacion en contexto real?

P5- ;jSon los futuros maestros flexibles en la resoluciéon de problemas de estimacion en
contexto real?

P6- ; Existe relacion entre flexibilidad de futuros maestros y su rendimiento en resolu-
cion de problemas de estimacion en contexto real?

P7- ;Cémo hacen los futuros maestros un uso adaptativo de sus resoluciones en los
problemas de estimacién en contexto real?

1.3. Sumario de la tesis doctoral

Esta tesis doctoral dard respuesta a las preguntas de investigacién formuladas en la seccién
anterior.

En el Capitulo [2| se desarrollan las teorias, conceptos, investigaciones y antecedentes sinte-
tizados en la primera seccion de este capitulo para describir el contexto de la investigacién,
configurando el marco tedrico de esta tesis.

En el Capitulo|3|se explica el disenio de la investigacion de la que se ocupa esta tesis doctoral.
La respuesta a las preguntas de investigacion, que recogen y conectan distintos enfoques, exi-
ge un diseno de investigacion complejo, compuesto por varias investigaciones y experiencias
(ver Figura. También demanda una combinacién de enfoques metodolégicos cualitativos
y cuantitativos, que son justificados en este capitulo.

En el Capitulo [4] se justifica el diseno de los instrumentos de recogida de datos (secuencia
1, secuencia 2, cuestionario post-experiencia, cuestionario de expertos); se describen las ex-
periencias que componen la investigacion (experiencia Al, experiencia A2, investigacién B,
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investigacion C); y se explican y justifican las herramientas metodoldgicas utilizadas en el
proceso de anélisis (categorizaciones, triangulacién, codificaciones, etc.).

En el Capitulo |5 se exponen los resultados de las distintas experiencias que componen el
diseno experimental de esta tesis. Se organizan en torno a doce objetivos de investigacion que
permitiran construir las respuestas a las preguntas de investigacion. Se abordan, por tanto:
los resultados del andlisis de los tipos de plan de resolucion; el andlisis de la relacion entre
tipo resolucion y las caracteristicas del contexto; el estudio de la influencia del trabajo grupal
e in situ; el analisis de errores y la definicién de los niveles de rendimiento; el analisis de la
flexibilidad inter-tarea e intra-tarea; el andlisis de la relacién entre flexibilidad y rendimiento;
y la fundamentacion de unos criterios de adaptabilidad para los problemas de estimacion en
contexto real.

En el Capitulo [6] se responde a las preguntas de investigacién, estableciendo conclusiones a
partir de los resultados, relacionandolas con estudios del marco tedrico, senalando limitacio-
nes y debilidades del trabajo y apuntando lineas de trabajo para el futuro.
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Este capitulo muestra un amplio panorama que recoge las diferentes consideraciones teoricas,
temas de investigacion, conocimientos y antecedentes que sustentan esta tesis doctoral, es
decir, que permiten definir y justificar los problemas de investigacién planteados, ubicar
este estudio en el area de la Didactica de las Matematicas, llevar a cabo el diseno y la
implementacion del marco metodoldgico, y establecer unos resultados y conclusiones.

En la primera seccién se introducen las bases didacticas sobre las que se plantea esta in-
vestigacion: la Educacién Matemédtica Realista y la competencia matematica. El enfoque
realista y competencial de la ensenanza y el aprendizaje requiere un docente que domine los
procesos matematicos a partir de contextos y de la resolucion de problemas. En este sentido,
en la segunda seccién, se habla del conocimiento del profesor, de modelos de competencia en
la docencia de Matematicas y de las necesidades formativas de los maestros de Educacién
Primaria. Al final de la seccién se pone el foco, por su relevancia, en la resolucién de proble-
mas; en particular, en la necesidad de mejorar la competencia del maestro de Primaria en
resolucion de problemas de contexto real.

En la tercera seccién se aborda de manera general la resolucién de problemas y, en particular,
la resolucion de problemas de modelizacién. Partiendo de los problemas verbales, se hace un
recorrido por problemas abiertos, reales y complejos, para caracterizar los problemas de
modelizacién. También se presenta una descripcion de los procesos de resolucion de este tipo
de problemas, mediante el ciclo de modelizacion. Por ultimo, se presentan algunos estudios
sobre dificultades y errores del profesorado en resoluciéon de problemas de modelizacién. En
la cuarta seccién el foco se pone en los problemas de estimacién en contexto real. Se destaca
la importancia que juega en estos problemas el sentido de la medida y de la estimacién,
y se describen las dificultades y errores del profesorado en relacion a estas habilidades.
A continuacién, se abordan los problemas de Fermi como un tipo concreto de problema
de modelizacién en el que la estimacion de medidas juega un papel relevante. Por tultimo,
se describen los trabajos previos sobre analisis de las resoluciones de un tipo concreto de
problemas de Fermi, aquellos que consisten en estimar un gran niimero de elementos en una
superficie delimitada.

Finalmente, en la quinta seccién se aborda la flexibilidad en la resoluciéon de problemas. Se
discuten las distintas caracterizaciones de flexibilidad y su importancia como componente de
la competencia matematica. Se especifica la diferencia entre flexibilidad inter-tarea y flexi-
bilidad intra-tarea. Por tltimo, se define adaptabilidad y se contraponen los estudios sobre
flexibilidad y adaptabilidad en resolucién de problemas intra-matematicos al estudio de la

13
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flexibilidad y la adaptabilidad en resolucion de problemas reales, en los que las caracteristicas
del contexto del problema son un factor de influencia.

2.1. La Educacion Matematica Realista y el enfoque
competencial

2.1.1. La Educacion Matematica Realista

La Educacién Matemética Realista (EMR) fue la respuesta holandesa a la necesidad de
reformar la ensenanza de las Matematicas, como reaccion tanto a la llamada Matemaética
Moderna como a la ensenanza mecénica y algoritmica de las Mateméticas. Se configura en los
anos setenta del pasado siglo, a partir de la visién de la disciplina de su figura més relevante
en ese momento, Hans Freudenthal, quien més que formular una teoria sobre la Educa-
cién Matemadtica, desarrollé una idea de las Matemadticas como actividad humana (Van den
Heuvel-Panhuizen| 2002). Para Freudenthal (1977) las Matemédticas que se ensenan y se
aprenden en la escuela deben estar conectadas con la realidad, ser cercanas a la experiencia
de los estudiantes y ser relevantes para la sociedad. La Educacién Matematica debe ofrecer
a los alumnos la oportunidad de reinventar de forma guiada las Mateméaticas mediante su
practica (De Corte, Greer, y Verschaffel, |1996)). Esto implica un acercamiento a la discipli-
na no como sistema cerrado, sino como un proceso de matematizacion (Freudenthal, [1968)).
Siguiendo esta vision, Treffers (2012) distingue dos tipos de matematizacion en la ensenan-
za y aprendizaje de las Matematicas: la horizontal implica que los estudiantes extraigan
y cuantifiquen informacion relevante de una situacién real, encuentren y usen herramien-
tas y estrategias informales para organizar la resolucion de un problema de contexto real;
mientras que la vertical es un proceso de reorganizacion dentro del propio sistema matemati-
co de tipo simbdlico-formal, encontrando conexiones entre conceptos y estrategias para su
formalizacion.

Segun recoge De Lange (1996)), la EMR se basa en las siguientes caracteristicas, conectadas
con las teorias socio-constructivistas:

Los contextos como vehiculos para el transito de lo concreto a lo abstracto.

La modelizacién como eje del proceso de matematizacion.

El fomento de producciones libres de los estudiantes en los procesos de ensenanza y
aprendizaje de las Matematicas.

El trabajo integrado de los distintos bloques de contenido del curriculo de Matematicas.

Algunos trabajos (Freudenthal, [1991; Gravemeijer, [1994; Puig|1997) ahondan en estas carac-
teristicas para fundamentar la EMR en el anélisis fenomenoldgico. Esta fundamentacion del
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aprendizaje de la Matematica como constitucion de objetos mentales puede sistematizarse
en seis principios, que tomamos de la sintesis de Alsina (2009):

1) Principio de actividad: las Matematicas se conciben como una forma de actividad humana,
cuyo fin es matematizar - es decir, organizar, generalizar y formalizar - el mundo.

2) Principio de realidad: el aprendizaje de las Matematicas se da desde el trabajo en con-
textos reales, es decir, resolviendo situaciones problemaéticas relacionadas con la vida y/o la
experiencia del estudiante.

3) Principio de niveles: a través de la matematizaciéon de situaciones reales, los estudiantes
recorren un camino de lo concreto a lo abstracto en varios niveles de comprension: situacional
(entender el contexto), referencial (esquematizar, simplificar la realidad), general (explorar,
geometrizar) y formal (conectar con conceptos mateméticos, resolver simbélicamente).

4) Principio de reinvencion guiada: el proceso de matematizacion, guiado por el profesor,
conlleva una reconstruccién activa de los estudiantes del conocimiento mateméatico formal.
5) Principio de interaccion: la ensenanza y el aprendizaje de las Mateméticas es una actividad
social que produce aprendizaje a través de interacciones - y posterior reflexion individual -
entre los estudiantes y entre los estudiantes y el profesor.

6) Principio de interconezion: el trabajo matemético a partir de contextos reales implica que
los bloques de contenido matematico no pueden tratarse separadamente, pues las situaciones
problematicas exigen desarrollar contenidos matematicos interrelacionados.

En resumen, la EMR plantea una alternativa a la aproximacién mecanicista de las Matemati-
cas, que presenta la disciplina como un cuerpo cerrado, en el que:

mathematics was taught directly at a formal level, in an atomized manner, and the mat-
hematical content was derived from the structure of mathematics as a scientific discipline.
Students learned procedures step by step with the teacher demonstrating how to solve

problems. This led to inflexible and reproduction-based knowledge

Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers| 2020, p.521.

Frente a este enfoque, EMR propone una visién funcional, en el que la disciplina se abor-
da como un conjunto de procesos de matematizacién abiertos que, utilizando situaciones
reales como punto de partida, avanzan - esquematizando, modelizando, formalizando - ha-
cia la abstraccion. Esta oposicién se corresponde con el cambio de paradigma pedagdgico
que propone Chevallard (2015), pasando del monumentalismo, centrado en presentar a los
alumnos un conjunto de contenidos aislados y poco funcionales, a un paradigma basado en
el “cuestionamiento del mundo” (Barquero, Bosch, y Gascén, 2011]).

2.1.2. Alfabetizacion matematica y competencia matematica

El enfoque funcional de la EMR se recoge en la nocién de mathematical literacy o competencia
matematica, que PISA define como:
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una capacidad del individuo para identificar y entender la funcién que desempenan las
matematicas en el mundo, emitir juicios fundados y utilizar y relacionarse con las ma-
tematicas de forma que se puedan satisfacer las necesidades de la vida de los individuos

como ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos.

OCDE| 2006, p.74.

El mismo documento explica después la relacion entre funcionalidad y competencia de forma
explicita:

el término «competencia matematica» se ha elegido con el fin de hacer hincapié en el
caracter funcional del conocimiento matematico y en la posibilidad de aplicarlo de forma

variada, reflexiva y perspicaz a una multiplicidad de situaciones de los més diversos tipos.

OCDE], 2006, p.74.

Niss y Jablonka (2014) afirman que una de las primeras veces que se empled el término
mathematical literacy fue en 1944, en un documento del National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) sobre los Planes de Posguerra, que exige que la escuela garantice
la mathematical literacy [alfabetizacién o competencia matemética] a todos los que pue-
dan alcanzarla (NCTM, 1989, p. 244). Posteriormente, en 1989 los Standards del NCTM
se proponen cinco objetivos generales para alcanzar la mathematical literacy en todos los
estudiantes:

(1) that they learn to value mathematics, (2) that they become confident with their ability
to do mathematics, (3) that they become mathematical problem solvers, (4) that they

learn to communicate mathematically, and (5) that they learn to reason mathematically.

NCTM, 1989, p.5.

En la literatura sobre Educacién Matematica se encuentran nociones relacionadas con mat-
hematical literacy, como numeracy, quantitative literacy, critical mathematical literacy, mat-
hemacy o mathematical competence. Para Niss y Jablonka (2014), hay una diferencia de
matiz entre literacy y competence: la primera se asocia a una educacion bésica, para toda
la ciudadania, focalizada en resolucién de problemas no matemaéticos, conectando alfabeti-
zacién matematica y participacion democratica; mientras que la competencia matemaética
pone el foco en el dominio las Matematicas, incluida la capacidad de resolver problemas tan-
to matematicos como no matematicos. En consonancia con la distincién anterior, Kilpatrick
(2001,2014)) ofrece una definicién de competencia matematica mas académica y centrada en
el dominio, a través de cinco componentes:

a) la comprension conceptual, que se refiere a la comprension por parte del estudiante de
los conceptos y relaciones matematicas;
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b) la fluidez procedimental, esto es, la habilidad del estudiante para llevar a cabo proce-
dimientos matematicos de forma flexible, precisa, eficiente y adecuada;

c¢) la competencia estratégica, que es la capacidad del alumno para formular, representar
y resolver problemas matematicos;

d) el razonamiento adaptativo, la capacidad de pensamiento légico y de reflexion, de uso
de argumentos matemaéticos;

e) la disposicion productiva, que incluye la inclinacién habitual del alumno a ver las Ma-
tematicas como algo valioso, que merece la pena aprender.

Sin embargo, otros autores (Sol, 2009; Goni, 2011; Blanco, 2012) se orientan hacia la idea
de competencia matematica como aplicacion de conocimientos, habilidades y actitudes en
distintas situaciones o contextos. En este segundo enfoque, similar al de PISA, no hay una
diferencia notable entre mathematical literacy y mathematical competence, que se da “cuando
el individuo trata de abordar las tareas mediante las herramientas disponibles, moviliza y
pone de manifiesto su competencia en la ejecucién de los procesos correspondientes” (Ricol,
2007, p. 50). Goni (2009) sintetiza de manera general la idea de competencia como uso eficien-
te y responsable del conocimiento para hacer frente a situaciones problematicas relevantes,
diferenciando “saber” y “saber usar”. Reducir la nocién de alfabetizaciéon o competencia a
lo puramente instrumental, a la aplicacién de conceptos y técnicas, es una simplificacion.
La nocién de competencia matematica como una manera de entender el mundo - haciendo
frente a situaciones problematicas - implica no solo usar las Matematicas, también comuni-
car, relacionarse, apreciar y disfrutar con las Matematicas (Rico| [2006). El proyecto KOM
(Niss, 2003), encargado en el afio 2000 de la reforma de las asignaturas de Matemaéticas en
el sistema educativo danés, ofrece la versién mas completa de competencia matematica; Niss
y Hojgaard (2011) la definen como “la capacidad de entender, juzgar, hacer y utilizar las
matematicas en una variedad de contextos y situaciones intra y extra matematicas en las que
éstas juegan o podrian desempenar un papel”’. Ademads, en el proyecto KOM (Niss, 2003)
se despliega la competencia mateméatica en ocho competencias especificas agrupadas en dos
dominios de competencias:

I) Aquellas relacionadas con la habilidad de formular y responder preguntas en y con las
matematicas:

1. Pensar matematicamente.

(\V]

. Plantear y resolver problemas matematicos.
3. Modelizar mateméticamente.

4. Razonamiento matematico.



18 2 Marco tedrico

IT) Aquellas relacionadas con la capacidad para afrontar y gestionar el lenguaje y las herra-
mientas matematicas:

5. Representacién de entidades matematicas.

6. Manejo de simbolos mateméticos y formalismos.
7. Comunicar en, con y sobre las matematicas.

8. Utilizacion de recursos y herramientas.

Cada una de estas ocho competencias especificas tiene un lado analitico y uno productivo.
El lado analitico implica la comprensién e interpretacion de las Matematicas, mientras que
la parte productiva consiste en la construccion de procesos matemaéaticos y su uso a partir de
situaciones (Niss, 2003)). El lado productivo esté ligado a la habilidad de plantear, resolver e
interpretar problemas mediante las matematicas en una variedad de situaciones o contextos.
De este modo, la resolucion de problemas es un aspecto esencial para formar ciudadanos
que comprendan el mundo en el que viven y, por tanto, debe ser una de las direcciones
en las que se debe mejorar la ensenanza en las escuelas (Lott, 2007). Para mejorar la en-
senanza en resolucién de problemas se necesita formar docentes que sepan guiar el proceso
de matematizacién a partir de una variedad de situaciones probleméticas en contextos; en
particular, también maestros de Educacion Primaria capaces de hacerlo. Sin embargo, se
han detectado numerosas dificultades en implementar de forma sostenible estos enfoques de
ensenanza competencial y basada en la resolucién de problemas (Artigue y Blomhgj, 2013]).
Para afrontar estas dificultades resulta 1til conocer los modelos de conocimiento del docente
y de su competencia profesional.

2.2. El conocimiento del profesor de Matematicas

2.2.1. Modelos de conocimiento del profesor

Una ensenanza y aprendizaje de las Matematicas cuyo fin es el desarrollo de la competencia
matematica requiere que el profesor sea capaz de ayudar al estudiante a saber y a hacer
Matematicas; es decir, el docente debe ser competente en el trabajo de ensenar Matemati-
cas (Wilson, Heid, Zbiek, y Wilson) [2010)). Hay una larga investigacién sobre qué clase de
conocimiento debe adquirir el docente para ser competente en su trabajo. Las primeras in-
vestigaciones sobre conocimiento de los docentes trataron de relacionar estadisticamente las
horas de asignaturas que habia cursado en el grado o licenciatura relacionadas con la ma-
teria que impartia o sus notas medias en el grado o licenciatura con los resultados de sus
estudiantes (Begle, |1972; Hunkler, 2016} |Dunkin y Biddle, |1974)), pero dichas relaciones eran
débiles o nulas. Conant (1963)) habia advertido que la adquisicién de un grado o licenciatura
no implica que se haya desarrollado un conocimiento profundo de la materia relacionada con
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dicho titulo, pero sélo a partir de los anos ochenta existe un consenso en esa direccién. Dewey
(1983) apunt6 tempranamente que existen diferencias entre conocer la materia y conocer la
materia para ensenar:

Every study or subject thus has two aspects: one for the scientist as a scientist; the other
for the teacher as a teacher. These two aspects are in no sense opposed or conflicting.

But neither are they immediately identical (pp.285-286).

La investigacion posterior ha respaldado esta idea de Dewey: aunque parte de lo que los
docentes necesitan saber sobre su materia intersecta con el conocimiento de los especialistas
de la disciplina, también necesitan comprender su materia de forma que su conocimiento
promueva el aprendizaje (Grossman, 1989).

A partir de los anos ochenta del pasado siglo, la investigacién ha abordado qué es el co-
nocimiento del profesor, como se forma y de qué manera se organiza. Este conocimiento se
relaciona con el conocimiento de la materia, el conocimiento de los procesos de comprensién
de los estudiantes, y el conocimiento del contexto de la ensenanza (Elbazl 1983). El trabajo
de Shulman es central en la investigacién sobre el conocimiento del profesor no solo porque
ahonda en la idea de que existen conocimientos especificos del profesor, que van mas alla
tanto de una formacion cientifica en su materia como de una formacién pedagogica general;
sino porque sistematiza el conocimiento del docente en un modelo. Asi, la caracterizacién
propuesta por Shulman (1986) se basa en tres categorias:

= Conocimiento del contenido: se refiere al contenido que domina el profesor y a la or-
ganizacién mental de dichos contenidos, ya que para pensar correctamente sobre un
contenido (y por tanto para ensenarlo) es necesario ir mas alla de los propios hechos o
conceptos que lo componen: requiere incorporarlo en cierta estructura del conocimien-
to. Shulman asume la distincién de Schwab (1964)) entre la estructura sustantiva del
conocimiento de una disciplina (cémo se organizan los conocimientos) y su estructura
sintactica (cuéles son los criterios de validez y el conjunto de reglas legitimas para
hacer afirmaciones en una disciplina). Por tanto, no es suficiente con conocer una serie
de hechos respecto a una disciplina concreta, es necesario ser capaz de explicar por
qué son ciertos o no lo son, para qué sirve conocer un contenido concreto y cémo se
relaciona con otros aspectos de la misma disciplina o de otras.

= Conocimiento didactico del contenido: va mas alld del conocimiento disciplinar y es el
conocimiento para ensenar la disciplina. Se refiere a:

the most regularly taught topics in one’s subject area, the most useful forms of
representation of those ideas, the most powerful analogies, illustrations, examples,
explanations, and demonstrations - in a word, the ways of representing and formu-

lating the subject that make it comprehensible to others.

Shulman, |1986, p.9.
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El conocimiento didéactico del contenido incluye a todas las formas de representacién
y de presentacion de que dispone el docente respecto a un contenido concreto. El
conocimiento didactico del contenido integra el conocimiento de la comprensién de
los estudiantes y de sus posibles ideas preconcebidas o erréneas; el conocimiento de
estrategias didacticas y recursos de ensenanza; y el conocimiento de los objetivos y
fines de la ensenanza de la materia (Shulman, 1987;Grossman, [1989; Marks|, [1990)).

s Conocimiento del curriculo: dominio de los materiales y programas que sirven como
herramientas para desempenar la profesién de docente.

En 1987, Shulman anadié varios dominios, entre ellos el conocimiento pedagdgico general,
que hace referencia a aquellos principios y estrategias generales de gestion y organizacion
del aula que parecen trascender la materia (Shulman, [1987). Por ejemplo, la gestién de
conductas disruptivas. Posteriormente, Marks (1990) representa la especificidad del conoci-
miento didactico del contenido como una interseccion del conocimiento de la materia y del
conocimiento pedagégico general (ver Figura .

Pedagogical Content Knowledge

Content Pedagogical
Knowledge Knowledge

Figura 2-1.: Pedagogical content knowledge framework, adaptado de Shulman (1986)

En este modelo aparece claramente desarrollada y sistematizada la idea pionera de Dewey,
reformulada como la diferencia entre el conocimiento pedagogico del contenido y el conoci-
miento del contenido, que es aquello que “distinguishes between the subject matter expert
and the experienced teacher” (Grossman, 1990, p. 9). La especificidad del saber para la en-
senanza es formulada por Chevallard (1991) como un proceso de transposicion didactica que
convierte el savoir savant (la erudicién, el saber del experto) en savoir enseigné (conocimien-
to escolar) mediante una serie de transformaciones adaptativas (de seleccién, organizacién y
adaptacion del contenido disciplinar).

A partir de la propuesta de Shulman (1986} [1987)), Ball y cols. (2008) proponen una carac-
terizacién del conocimiento matemdtico para la ensenanza (MKT, por sus siglas en inglés,
Mathematics Knowledge for Teaching) basada en los conocimientos y habilidades que nece-
sitan los profesores para conseguir que los alumnos aprendan. En efecto, MKT considera el
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conocimiento matematico para la ensenanza constituido por dos dominios, el conocimiento
diddctico del contenido y el conocimiento de la disciplina. Aunque mantienen el foco en el
conocimiento para la ensenanza, en su modelo destaca la importancia del conocimiento de
los contenidos matematicos. Ball y cols.| (2008) senalan que hay pocos estudios que hayan
probado empiricamente si se pueden identificar distintas clases de conocimientos del con-
tenido que sean importantes para la ensenanza. En esta tesis estudiaremos, como se vera,
una parte del conocimiento del contenido para la ensenanza, por lo que resulta importante
profundizar en este tema. Estos autores emprendieron el proyecto Mathematics Teaching
and Learning to Teach y el proyecto Learning Mathematics for Teaching Project para desa-
rrollar una aproximacién empirica al conocimiento del contenido matematico necesario para
la ensenanza. El primer proyecto se centrd en el trabajo que realizan los profesores cuando
ensenan Matemadticas. A partir de la observacién y andlisis de practicas de aula, Ball y Bass
(2003)), plantearon una serie de hipdtesis contrastables sobre la naturaleza del conocimien-
to matemdtico para la ensenanza. Relacionado con este trabajo, en el segundo proyecto se
desarrollaron instrumentos de medida del conocimiento del contenido para la ensenanza de
las matematicas (Hill, Ball y Schilling, [2004; Hill y Ball, [2005; Thames, 2009), que propor-
cionaron vias para investigar la naturaleza, el papel y la importancia de los diferentes tipos
de conocimiento matematico para la ensenanza. En su trabajo, mediante técnicas de analisis
factorial, encuentran un nuevo dominio del conocimiento del profesor que describen como:

[A] less recognized domain of content knowledge for teaching that is not contained in pe-
dagogical content knowledge, but yet—we hypothesize—is essential to effective teaching.

We refer to this as specialized content knowledge.

Ball v cols., 2008, p.390.

Sera precisamente el specialized content knowledge (SCK), el conocimiento especializado del
contenido matematico para la ensenanza, el dominio del conocimiento docente en el que
nos centraremos en esta tesis. Como puede verse en la Figura el conocimiento de la
disciplina estd constituido por conocimiento del contenido ordinario (CCK), conocimiento
del horizonte del contenido y conocimiento especializado del contenido (SCK). Aunque en
nuestra investigacion no nos centraremos en el conocimiento didactico del contenido, es
- como hemos argumentado - una parte esencial de conocimiento del docente que, en el
modelo de Ball y cols.| (2008]) estd formado por las categorias conocimiento del contenido y
los estudiantes (KCS ), conocimiento del contenido y la ensenanza (KCT) y conocimiento
del contenido y el curriculo.

Como se ha senalado anteriormente, el MKT presta mayor atencion al papel del conocimiento
de la disciplina en el proceso de ensenanza que los modelos de Shulman, que la reducen a
un conocimiento académico. Poniendo el foco en el conocimiento de la disciplina para la
ensenanza, definiremos las categorias que componen esta dimension.
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Figura 2-2.: MKT framework, extraido de Ball, Thames y Phelps (2008, p. 403).

El conocimiento del contenido ordinario (CCK) es el conocimiento del experto en la dis-
ciplina, el conocimiento académico, aquel que se utiliza también en ambitos distintos a la
ensenanza. Contempla aspectos como un uso correcto del lenguaje matematico, la capaci-
dad de desarrollar una serie de procedimientos de manera correcta, o de definir un concepto
matematico con rigor y precision.

El conocimiento del horizonte del contenido se refiere a cémo se relaciona cada tema ma-
tematico con el conjunto de las Matematicas incluidas en el curriculo (Ball, 1993), esta-
bleciendo conexiones entre las ideas matematicas empleadas en un curso y su desarrollo
posterior en los cursos siguientes o los nuevos conceptos con los que se podran relacionar.

El conocimiento especializado del contenido matemdatico (SCK) no es pedagdgico, pero si ex-
clusivo de la ensenanza de las matematicas, y su identificacion es la contribucién central del
MKT al conocimiento del profesor de Matematicas. Se define este conocimiento especializado
para la ensenanza en un sentido amplio, incluyendo habilidades, habitos mentales e intuicién.
Esta formulado en términos de uso y de trabajos propios de la ensenanza. Tiene relacién
con el desempeno requerido por el docente de Matemadticas en tareas relacionadas con el
conocimiento de las ideas matemaéticas, habilidades en razonamiento matematico, dominio
en el uso de ejemplos y terminologia, y reflexion sobre la naturaleza de la competencia ma-
tematica (Kilpatrick, Swafford, y Findell, [2001). Incluye cémo presentar los contenidos, qué
registro de representacion emplear para un fin concreto de ensenanza, o comparar distintas
estrategias de resolucién de un problema.

Al final de la seccién se ha destacado la importancia para la educacién matematica
competencial de resolver e interpretar problemas en una variedad de situaciones o contextos
reales y, por tanto, la necesidad de formar docentes capaces de guiar con éxito al estudiante
en el proceso de resoluciéon de problemas de contexto real. Esa competencia docente se inte-
gra en las dos dimensiones del conocimiento del profesor de Matematicas del modelo MKT:
el conocimiento del contenido/disciplina y el conocimiento didactico de la disciplina. Sin
embargo, en esta tesis doctoral nos interesaremos en el desempeno de los futuros maestros
cuando resuelven problemas de contexto real, y por lo tanto, nos centraremos en un aspecto
central del conocimiento especializado del contenido matemadtico para la ensenanza (SCK):
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el conocimiento de la resolucién de problemas matematicos; en concreto, de problemas de
estimacion en contexto real. Chapman (2015), basandose en una revisién sistematica de la
literatura sobre resoluciéon de problemas, subraya la importancia de los conocimientos del
profesor en materia de resolucién de problemas. Forma parte del trabajo matematico que
conlleva la ensenianza, la proficiency in mathematical activity (Conner, Wilson, y Kim) 2011)).
De hecho, el dominio del profesor en resolucién de problemas es importante, por ejemplo,
para interpretar las respuestas de los alumnos o para comprender las implicaciones de la
utilizacion de ciertas estrategias en un problema. Es decir, que el docente sea competente
en resolver problemas es la base para desarrollar conocimiento especializado del contenido
sobre resolucién de problemas en el modelo MKT, y también para el conocimiento didactico
del contenido sobre el tema. De hecho, la falta de conocimientos de los maestros en reso-
lucion de problemas complejos podria explicar que apenas se propongan en las aulas de
Primaria (Chapman, [2013). La seleccién de las tareas matemaéticas para trabajar en el aula
es fundamental para la ensenianza y el aprendizaje de las matematicas, ya que es a través
de tareas que la atencién de los estudiantes se dirija a ideas matematicas importantes y
se promueva una alta activacién cognitiva (Stein, Grover, y Henningsen, 1996). A pesar de
que hay pruebas convergentes que indican que la calidad del aprendizaje es mayor cuando
los estudiantes se enfrentan a problemas cognitivamente exigentes (Boaler y Staples, 2008;
Stein y Lane, [1996)), los profesores se muestran reacios a incorporar esos problemas en su
ensenanza (Hiebert y cols., [2003). Ademads, incluso cuando los docentes eligen problemas
complejos para su implementacion, no hay garantia de que se lleven a cabo con el nivel de
desafio previsto (Arbaugh, Lannin, Jones, y Park-Rogers, 2006; Stein y cols., [1996; Wilkie,
2016).

Es importante recordar que Shulman (1987) planteé su modelo de conocimiento del profesor
en el marco de su desarrollo profesional, para el que contempla cuatro fuentes de progreso y
perfeccionamiento: formacion académica disciplinar; materiales y documentos institucionales
sobre el proceso educativo; resultados de investigacion relacionados con el ejercicio docente;
y experiencia profesional enriquecedora. Estudiar el conocimiento de los futuros maestros
de Educacién Primaria en resolucion de problemas de contexto real ayudaria a mejorar
su formaciéon académica disciplinar. En efecto, “evidence suggests that what teachers learn
matters at least as much as how they learn” (Darling-Hammond, Hammerness, Grossman,
Rust, y Shulman|, 2005, p. 395). Como veremos en el siguiente apartado, hay numerosos
estudios que advierten de las limitaciones de los maestros en formacién, por lo que una
investigacion sobre su desempeno en resolucién de problemas de contexto real permitiria no
solo, como se ha dicho, contrastar qué aspectos mejorar en su formacion; también contrastar
si sus limitaciones o carencias coinciden con los trabajos precedentes.
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2.2.2. Particularidades de la formacidon matematica de los maestros
de Primaria

En Espana, hasta la segunda mitad del siglo XIX, con el surgimiento de las primeras Es-
cuelas Normales, que respondian a un interés del Estado por la modernizaciéon de la escuela
(Agull6 y Juan| [2012), el oficio del maestro se basaba exclusivamente en la préctica. A partir
de la Ley General de Educaciéon de Villar Palasi, de 1970, la formacién de maestros se integré
en los estudios superiores universitarios, como Escuelas Universitarias que impartian diplo-
maturas. A partir de 2012, completando el proceso de adaptacion al Marco de Convergencia
Europea, se constituye la Facultad de Magisterio en la Universitat de Valencia, ofertando el
Grado de Maestro/a en Educacién Primaria, compuesto por 240 créditos ECTS, que debe
conferir a los titulados competencias docentes en todas las materias comunes que actual-
mente son competencia de los tutores, entre ellas, Matematicas. La formacion obligatoria en
Matemaéticas y su didactica suma 21 créditos ECTS, lo que no llega a un 9% del peso en los
planes de estudio.

La formacién inicial del profesorado difiere significativamente en funcién de la etapa educa-
tiva (Educacién Infantil, Primaria o Secundaria) para la que se han formado, pero un gran
nimero de estudios, para diferentes niveles educativos, han encontrado relaciéon entre la efi-
cacia del docente ensenando una disciplina y la cantidad de formacion recibida sobre dicha
disciplina y sobre su didactica especifica (Goldhaber y Brewer, 2000; [Darling-Hammond 1y
cols., 2005)). Aunque existe un debate sobre qué conocimiento matemético debe proporcio-
narse en los programas de formacion inicial de maestros y profesores (Comiti y Ball, [1996),
la investigacion sugiere que la educacion matematica, incluida la etapa de Primaria, requie-
re conocimientos matematicos complejos (Llinares y Krainer, 2006). Sin embargo, por el
caracter generalista de la figura del maestro, la formacién en Matematicas y su didéctica
especifica tiene un peso muy limitado en los planes de estudio del grado de Maestro/a en
Educacion Primaria en Espana.

Algunos estudios han abordado las carencias en el conocimiento matematico de los futuros
maestros; por ejemplo, Ball (1988) elabord preguntas en entrevistas con maestros y futuros
maestros que revelaron insuficiencias importantes en sus conocimientos sobre las matematicas
necesarias para la ensenanza. Estas carencias se agravan en el caso espanol: el andlisis de
los resultados de Teacher and Education Development Study in Mathematics (TEDS-M),
desarrollado por la Asociacion Internacional para la Evaluacién del Rendimiento Educativo
durante el periodo 2006-2012, en el que participaron 17 paises, muestra que el conocimiento
matematico y la profundidad de su comprension adquiridos como resultado de su formacion
inicial por los futuros maestros de Primaria de Espana (que en ese periodo atn cursaban
estudios de diplomatura) se sitia en el limite inferior de la franja de paises con resultados
medios, que incluye - todos por encima de Espana - a EEUU, Suiza, Noruega y Alemania
entre los paises préximos a nuestro entorno socioeconémico y cultural ([. Sanz y Martin
2014, p. 78). Dentro de los conocimientos y las competencias matematicas de los maestros
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de Educacién Primaria, Chapman (2015) ha destacado la importancia de su capacidad para
resolver problemas. El conocimiento de los maestros sobre resolucién de problemas forma
una red de conocimientos interconectados (Chapman, 2015)). Asi, los futuros maestros deben
aprender a entender los problemas en funcién de su estructura y propdsito (Polyay 1962);
deben aprender sobre caracteristicas de los problemas tales como su complejidad sintactica,
el formato de presentacion, la cantidad de informacién dada o el tipo de contexto (Silver y
Thompson, 1984, p. 531); deben aprender sobre problemas con soluciones miltiples (Szydlik,
Szydlik, y Benson, 2003; (Guberman y Leikin, 2013); deben aprender sobre problemas ricos
(Slavit y Nelson, |2010) y, en particular, sobre problemas abiertos. Autores como Thomson
(1985)) senalan la conveniencia de que los profesores experimenten la resolucién de problemas
desde la perspectiva del resolutor antes de abordar adecuadamente su ensenanza. Esa es la
perspectiva que adoptamos en la investigacién de esta tesis.

Dado que el peso de los créditos de Matematicas y su didactica en la formacién inicial
de los maestros de Educacién Primaria es reducido, la formacién inicial especifica sobre
resolucion de problemas es, como muestran los resultados de los estudios internacionales
previamente comentados, mejorable. En Chapman (2015, p. 25) se recogen varios estudios
sobre las limitaciones de futuros maestros en el conocimiento necesario para ser competente
en resolucion de problemas:

= Incapacidad para relacionar con éxito sus soluciones con la situacién real cuando re-
suelven problemas contextualizados (Tirosh y Graeber, [1989; [Tirosh, Tirosh, Graeber,
y Wilsonl, [1991)).

= Confusion sobre qué significa matematicamente tarea abierta, aunque los futuros maes-
tros conozcan que eso implica més de una solucién (Chapman, 2012).

» Falta de flexibilidad en la aproximacién a la resolucién del problema (Van Dooren,
Verschaffel, y Onghena, [2003).

= Conocimiento de una gama reducida de estrategias de resolucién y poca flexibilidad
en su uso, no cambiando la estrategia escogida, aunque no sea productiva o eficaz
(Chapman, 1999; Taplin, 1994]).

= Tendencia a aplicar resoluciones estereotipadas a un problema, por ejemplo, vinculando
estrategias con temas matematicos (Leikin, 2003).

= Consideracion de la resolucién de problemas como un proceso lineal en el que hay que
aplicar uno o varios algoritmos, como en los problemas aritméticos de enunciado verbal

(PAEV) (Chapman, [2005)).

» Falta de estrategias para interpretar la informacién que se da (o no se da) en el enun-

ciado de un problema y para reconocer el procedimiento adecuado a utilizar (Taplin,
1998).
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En relacién con el trabajo de Taplin (1998)) sobre las dificultades para comprender e inter-
pretar la informacién del enunciado del problema, otros estudios (Escolano-Vizcarra, Gairin-
Sallén, Jimeénez-Gestal, Murillo-Ramon, y Roncal-Gomez, [2012; Orrantia, Munez, Vicente,
Verschaffel, y Rosales| 2014} |Lei, Plath, y Schwippert, 2019) destacan la dificultad de los
futuros profesores para comprender cuestiones indirectas y, por tanto, tareas enunciadas de
un modo mas complejo. En los Capitulos 4] y [5| se explicard el papel las variables de la ta-
rea en el diseno y analisis del enunciado de los problemas, dedicando mas atencién a estos
aspectos. En particular, a la influencia que tienen en el rendimiento de futuros maestros al
resolver problemas de estimacién en contexto real.

Ademas, Sdenz (2007)) encuentra que los futuros maestros tienen una competencia matemati-
ca baja en los ftems mas complejos de las pruebas PISA 2003, sin diferencias significativas con
los estudiantes de Secundaria. Estos resultados son comparables a los de Escolano-Vizcarra
y cols.| (2012), que encontraron un alto nivel de fracaso en los items de resolucién de proble-
mas de PISA 2003. Arce, Marbén, y Palop| (2017), a partir de una prueba de competencia
matematica para sexto curso de Primaria, identificaron carencias y dificultades de los futuros
profesores en relacién con aspectos esenciales como la aplicacion de procedimientos de me-
dida o la interpretacion de resultados en situaciones que implican grandes cantidades. Esto
hace pensar que los procesos de resolucién, los resultados y las dificultades de los futuros
maestros al enfrentarse a la resolucién de problemas, especialmente si estos son complejos,
abiertos y de contexto real, pueden ser similares a las de los estudiantes de Secundaria.

Como se ha explicado en el primer capitulo, en esta tesis el foco estda en estudiar el co-
nocimiento de los futuros maestros en resoluciéon de problemas de estimaciéon de grandes
cantidades en una situacion real: como influyen determinadas caracteristicas del contexto o
del enunciado del problema en sus resoluciones; si son flexibles en el uso de las resoluciones
y saben adaptarlas a dichas caracteristicas; si la manera de presentar la informacion sobre
la situacion les genera dificultades; qué errores se cometen y cual es su rendimiento; o como
se adaptan a resolver esos problemas en grupo y en el lugar real del problema, entre otros
objetivos, tal y como se expusieron en el Capitulo 3] Algunos de estos objetivos de investiga-
cién se relacionan con las limitaciones descritas anteriormente (incapacidad para relacionar
la solucion con el contexto real; falta de flexibilidad en la aproximacion a la resolucion y en
el uso de estrategias; tendencia a aplicar soluciones estereotipadas; dificultades para inter-
pretar la informacién del problema), por lo que resulta de interés conocer si se repiten estas
dificultades en esta clase de problemas de modelizacion, porque permitiria proponer mejoras
para la formacion inicial de los futuros maestros. En las siguientes secciones se construira
el marco tedrico que permite describir, caracterizar y fundamentar este tipo de problemas y
los procesos de resolucién implicados.
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2.3. Resoluciéon de problemas de modelizacion

2.3.1. Fundamentos de la resolucion de problemas

Puig (1996)) explica que hay distintas - y a veces contradictorias - definiciones del concepto
de problema, aunque la condiciéon de problema no es inherente a la tarea propuesta, sino
que depende del resolutor que se enfrenta a dicha tarea (Schoenfeld, 2014)). Un problema no
se resuelve de manera rutinaria, aplicando un algoritmo o procedimiento que se sabe que
va a llevar a la solucién (Kantowski, 1977)), requiere un proceso de pensamiento complejo.
Siguiendo esta idea, Blum y Niss (1991)) definen problema como:

[A] situation which carries with it certain open questions that challenge somebody inte-
llectually who is not in immediate possession of direct methods/procedures/algorithms
etc. sufficient to answer the questions. This notion of a problem is apparently relative to
the persons involved; so, what to one person is a problem may be an exercise to someone
else (p. 37).

Por tanto, resolver un problema es “knowing what to do when you don’t know what to
do” (Johnson, Herr, y Kysh, 2003, p. 3). Puig (1996)) distingue entre resolucién (el proceso
completo que permite resolver un problema), solucién (el proceso depurado que presenta
para justificar el resultado) y resultado (la respuesta al problema). Polya (1962) describe el
proceso de resolucién de un problema a través de cuatro grandes pasos o fases:

I. Comprender el problema. Consiste en comprender el problema, identificar las preguntas
que plantea y hacerse un esquema de la situacion del problema.

I1. Concebir un plan. Es el proceso de planificacion de la soluciéon, identificando objetivos
y disenando un plan de actuacién para alcanzarlos.

II1. Ejecutar el plan. Consiste en implementar el plan anterior, llevando a cabo las acciones
particulares del plan y regulando la actuacién para cumplir el plan fijado.

IV. Mirada retrospectiva. En este ultimo paso se trata de examinar la solucién, verificando
las decisiones tomadas y validando el resultado obtenido.

Polya examina el comportamiento del resolutor capaz de autogestionar su proceso de reso-
lucion pasando por las cuatro fases, y de plantearse preguntas para avanzar en el proceso;
muchas de ellas son variaciones de la pregunta: ;conoces un problema relacionado? (Polyal,
1962)). Schoenfeld (2014) considera que la descripcién de las fases de Polya es demasiado
general, y las enriquece con elementos necesarios para el desarrollo del proceso de resolucion:
el resolutor debe estar equipado con los recursos apropiados (conceptos, procedimientos) y
saber usarlos con competencia, debe disponer de estrategias heuristicas (vias y reglas de
decision generales para avanzar en la resolucién de un problema, basadas en la experiencia
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previa con problemas similares), debe poseer un control metacognitivo (control y evaluacién)
de su propio proceso de resolucion, y debe contar con un sistema de creencias apropiadas
(perspectiva, motivacién y confianza). Asi, Schoenfeld (2014) reformula el proceso de reso-
lucion de problemas de Polya concretando unas estrategias heuristicas especificas para cada
fase:

I. Andlisis. Se asocian estrategias heuristicas como: realizar una figura, esquema o dia-
grama; examinar casos especiales; y simplificar el problema.

I1. Diseno. No se asocian estrategias heuristicas concretas en la elaboracion del plan de
resolucion.

ITI. Exploracion. Se asocian estrategias heuristicas como examinar problemas equivalentes,
variando las condiciones del planteamiento, o descomponer en subproblemas.

IV. Implementacion. No se asocian estrategias heuristicas especificas en esta fase.

V. Verificacion. Se asocian las siguientes estrategias heuristicas: comprobar que se han
empleado todos los datos; verificar que el resultado esta acorde con estimaciones o
predicciones razonables; explorar si se puede transferir la solucién a otra situacion; o
usar la solucion para comprobar si genera algo ya conocido.

En el estado de la cuestién sobre resolucién de problemas recogido por Lester (1994), se
muestran distintos estudios que prosiguen la linea de Polya y Schoenfeld, buscando caracte-
rizar como resuelven los problemas los buenos resolutores (Silver y Thompson), |1984; |Charles
y Silver], [1988; [Hiebert y cols., [1997). Algunas de las caracteristicas del buen resolutor de
problemas son:

» Apreciar las caracteristicas estructurales importantes del problema.
» Capacidad para visualizar e interpretar hechos y relaciones cuantitativas o espaciales.

» Capacidad de notar semejanzas, diferencias y analogias, de identificar elementos criti-
cos y seleccionar los procedimientos correctos; capacidad de anotar la informacién
irrelevante, y de estimar y analizar.

» Tendencia a evaluar y seleccionar entre caminos de solucién alternativos, utilizar es-
trategias de estimacién y de aproximacién, y a comprobar la razonabilidad de sus
soluciones.

= Disponer de habilidades bien desarrolladas para representar problemas matemaéticos,
y tendencia a realizar analisis cualitativos de los problemas antes de realizar cualquier
calculo.

» Capacidad de mostrar flexibilidad en los procesos mentales.
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» Tendencia a buscar la claridad, la sencillez, la economia y la racionalidad de las solu-
ciones.

En contra de lo que se podria pensar, y enlazando las caracteristicas del buen resolutor
(Lester], [1994) con el conocimiento de las fases de resolucién de problemas y las estrategias
heuristicas asociadas, la instruccion en estrategias heuristicas generales a resolutores prin-
cipiantes no es tan eficaz como se podria esperar para volverlos resolutores expertos (Lesh,
1985). El estudio de Lester (1994) también recoge aquellas primeras investigaciones que, en-
tre 1970 y 1994, trataron de identificar qué caracteristicas hacen que un problema sea dificil.
Se relacionan con aspectos sintacticos y semanticos, con el formato del problema o con su
contexto:

Tabla 2-1.: Impacto de algunas caracteristicas del problema en la capacidad de los estu-
diantes para resolver problemas.

Caracteristicas del pro- Dificultades
blema

Estructura sintactica Un formato telegréfico, con sintaxis sencilla, no facilita
el desempeno de los estudiantes en problemas verbales o
narrativos (Moyer, Moyer, Sowder, y Threadgill-Sowder),
1984)

Los estudiantes tienen dificultades con problemas en los

Estructura semantica ., , . , . . )
que la accién estd implicita en el enunciado (Silver y

Thompson, |1984]).

La estructura semantica del problema tiene fuerte in-

fluencia en las estrategias de resolucion de los estudian-
tes (De Corte y Verschaftel, |1987)

Contexto Los problemas concretos son menos dificiles que los abs-

tractos, y los problemas basados en hechos son mas sen-
cillos que los hipotéticos (Caldwell y Goldin, [1987)

Formato La capacidad de los estudiantes para resolver problemas
verbales se ve afectada por el formato de presentacion

del problema; los problemas que presentan fotografias
o dibujos adecuados facilitan que los estudiantes los re-
suelvan con éxito (L. F. Webb y Sherrill, |1973))

Algunas caracteristicas, como las que aparecen en la Tabla[2-1] relacionadas con la estructura
sintactica, con la estructura semantica, con el formato y con el contexto, se considerardan en
el diseno de las secuencias de problemas empleadas en este trabajo. Se definiran y seran
analizadas como variables de tarea (Kilpatrick, |1978), tal y como se muestra con mayor
profundidad en el Capitulo [4]
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Puesto que la instruccién en estrategias heuristicas generales no da los resultados espera-
dos, es relevante investigar las estrategias de resolucion para tipos de problema concretos.
Ademas, en la eleccién de los problemas se deben considerar variables de dificultad o com-
plejidad como las descritas anteriormente. Como se ha comentado, este trabajo se focaliza
en los problemas de estimacién en contexto real, o problemas de Fermi, y es necesario tratar
previamente algunas de sus caracteristicas generales.

2.3.2. Problemas verbales y problemas de contexto real

Los problemas escolares pueden presentarse en distintos formatos: de forma verbal, pictéri-
ca, con simbolos matematicos o combinando estas formulaciones. Los problemas escolares de
enunciado verbal presentan un texto en lenguaje natural que debe ser traducido a procedi-
mientos mateméaticos (aritméticos, algebraicos, geométricos, o combinacién de todos ellos)
que permiten proporcionar una solucién (Puig, |1996). El enunciado de este tipo de problemas
suele hacer referencia a la realidad, aunque a menudo en el aula se presentan problemas de
aspecto real cuyo proceso de resolucion es independiente de los elementos del contexto real
(Bluml, [1993)). De hecho, Niss, Blum, y Galbraithl (2007) distinguen tres tipos de problemas
en funcién del grado de relacién con el mundo real: los problemas intramatematicos (que
no tienen relacién con la realidad), los problemas verbales y los problemas de modelizacion.
Los problemas verbales y los problemas de modelizacion tienen relacion con la realidad, pero
en los segundos el proceso de resolucién es fuertemente dependiente del contexto real del
problema, y en los primeros no suele ser asi. Blum y Niss (1991) senalan que los problemas
verbales consisten en un modelo de la realidad simplificado y preestablecido, que exige la
aplicacion de una determinada estructura mateméatica pero no un analisis de la situacion
planteada. Distintas investigaciones (Verschaffel, De Corte, y Lasure, [1994; |Verschaffel y
De Corte, 1997} \Verschaftel, Greer, y De Corte, 2000)) sugieren que la mayoria de estudiantes
no utilizan para resolver este tipo de problemas ningin tipo de conocimiento del contexto
real en el que se sitian los problemas, dandose a menudo una suspensién del sentido de la
realidad que hace que den resultados de naturaleza incompatible con la realidad (nimeros
decimales como respuesta a preguntas que requieren solucién entera, o dando como soluciéon
magnitudes claramente desproporcionadas, por ejemplo).

El papel activo del contexto real en el proceso de resolucién de un problema es la diferencia
entre un problema de enunciado verbal y un problema de modelizacion, que es una clase
de problemas de contexto real sobre la que profundizaremos en la siguiente secciéon. En los
problemas de contexto real intervienen procesos de matematizacion horizontal y vertical.
Blum y Niss (1991) se refiere a ellos como applied mathematical problems, y senala que “it
is characteristic of an applied mathematical problem that the situation and the questions
defining it belong to some segment of the real world and allow some mathematical concepts,
methods and results to become involved” (p. 37). Segun Rico (2007)), cuando se resuelven
problemas de contexto real la matematizacién horizontal incluye procesos como:
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identificar matematicas relevantes en un contexto general;
plantear interrogantes;
enunciar problemas;

representar el problema de un modo diferente;

encontrar regularidades, relaciones y patrones;
reconocer isomorfismos con problemas ya conocidos;

)
)
)
)
v) comprender la relacién entre lenguaje natural, lenguaje simbdlico y formal;
)
)
) traducir el problema a un modelo matematico;
)

ix) utilizar herramientas y recursos adecuados.

Por otro lado, en resolucion de problemas de contexto real la matematizacion vertical incluye
las siguientes destrezas:

i) usar diferentes representaciones;

ii) usar el lenguaje simbolico, formal y técnico y sus operaciones;

iv) combinar e integrar modelos;

)
)
iii) refinar y ajustar los modelos matematicos;
)
V)

argumentar y generalizar.

Verschaffel (2012) ha observado que los estudiantes suelen dar respuestas estereotipadas a los
problemas de contexto real. De hecho, investigaciones (Verschaffel, Vicente, y Van Dooren)
2008)) destacan que algunos factores relacionados con la ensenanza de las matematicas en la
escuela crean obstaculos a los estudiantes cuando deben resolver esta clase de problemas:

» Los problemas que suelen trabajarse en clase (verbales cuando suelen hacer referencia
a la realidad) y los que presenta el libro de texto siempre tienen una solucién con
sentido.

= Cada problema tiene una tnica respuesta, normalmente numérica.

» El problema verbal suele contener toda la informacién necesaria para dar una inter-
pretacion matematica a la situacion y llegar a la solucién.

» El estudiante no necesita aportar su experiencia o conocimiento del contexto real por-
que se presentan situaciones estilizadas y artificiales.
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Aunque, como se ve, la resoluciéon de este tipo de problemas incluye procesos complejos y
choca con la practica habitual de resolucién de problemas verbales, para Van den Heuvel-
Panhuizen (2002) la introduccién de un contexto real en los problemas los hace més accesibles
y promueve estrategias de resolucion. Los problemas de la vida real facilitan el uso de es-
trategias matematicas propias y, por tanto, promueven la implicacion de los estudiantes
(Albarracin, 2011). Ademads, permiten construir conocimiento matematico desde lo concreto
a lo abstracto, en linea con los principios de la EMR, (De Corte y cols., [1996). Albarracin
(2011)), siguiendo a Chapman (2006]) y Doerr (2006), observa que muchos docentes presentan
estos problemas de forma cerrada, sin promover un trabajo de matematizacion horizontal
rico, y que la formaciéon del profesorado es clave para que desarrollen un conocimiento sobre
las caracteristicas del problema, el papel del contexto en la resolucion y las posibles estra-
tegias o tipos de resolucién que pueden dar los alumnos. Estos resultados van en la linea
de lo expuesto en los apartados y Como se ha destacado anteriormente, en esta
tesis se pretende profundizar en las caracteristicas del problema, el papel del contexto en la
resolucion y los tipos de resolucion que pueden dar los alumnos para un tipo de problemas
de contexto: los problemas de modelizacion llamados problemas de Fermi, esto es, problemas
de estimacion de grandes cantidades en contexto real.

2.3.3. Problemas de modelizacidon

Antes de definir qué es un problema de modelizacion, conviene concretar qué se entiende por
contexto real y, en consecuencia, por problema de contexto real. Albarracin (2011)) distingue
los siguientes tipos de contexto para un problema:

a) Contexto real: son situaciones reales que implican la practica matematica en el entorno
donde esta formulado el problema.

b) Contexto evocado: son situaciones propuestas en el aula que remiten a un contexto real
que debe ser imaginado por los estudiantes.

c) Contexto simulado: es una representacién que reproduce, simplificadas, las caracteristi-
cas de un contexto real.

En este trabajo, por simplificar, llamaremos problemas de contexto real a aquellos problemas
de enunciado verbal cuyo contexto remita a una situacion real que puede trabajarse in
situ (a) o evocdndola (b) en el aula. Como se verd en el Capitulo [i] en la investigacién
que presentamos en esta tesis el diseno de las experiencias con las secuencias de problemas
reales se ha concebido desde esta doble perspectiva: en una primera experiencia, los futuros
maestros evocaron los problemas en el aula; en una segunda experiencia, los trabajaron
en el entorno donde esta formulado el problema. Se estudiara la influencia que tiene en la
resolucion de los problemas realizar el trabajo matematico en el lugar real planteado por
el enunciado, comparando las resoluciones in situ con las resoluciones planteadas cuando el
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problema es evocado desde el aula. En ambos casos, la palabra realista hace referencia no
sélo a su conexion con el mundo real, sino también a situaciones que son reales en la mente
de los estudiantes (Sriraman y Knott, 2009). Una caracteristica relevante de los problemas
de contexto real es la autenticidad, esto es, que el contexto del problema pertenezca a una
realidad plausible, lo que no implica que un problema sea auténtico en sentido estricto, sino
que pueda serlo en algunos aspectos como pueda ser su origen o finalidad, combinados con
otros aspectos presentes con fines didacticos (Maaf3, |2010; [Vos, [2011)).

Aunque hay distintas aproximaciones didacticas para definir qué es un problema de modeli-
zacion, existe un consenso en que son problemas que implican transitos de ida y vuelta entre
la realidad y las matemadticas (Blomhgj, 2009; Kaiser y Sriraman) 2006; Borromeo-Ferri
2014} |Abassian, Safi, Bush, y Bostic, [2020). No puede ser un problema pseudorealista ni de
contexto simulado, en el que los datos vienen dados, o en el que sélo hay aplicar una serie
de algoritmos y procedimientos mateméticos (Borromeo-Ferri, 2018)), sin que el contexto
planteado por el problema juegue un papel relevante en el proceso de resolucién. El transito
de ida y vuelta entre la realidad y las matematicas implica saber simplificar, estructurar
y cuantificar el contexto (ida), pero también reinterpretar el resultado obtenido mediante
procedimientos mateméticos en contraste con la realidad (vuelta). Maaf(2006, p. 115) define
los problemas de modelizacidn como problemas reales, auténticos, complejos (pues el proceso
de resolucién no es conocido de antemano y requiere de un proceso de reflexién) y abiertos,
en el sentido de que puede haber mas de una estrategia de resolucién o soluciéon posible.
Gallart (2016, p. 16) recoge la siguiente caracterizacion de Blomhgj y Kjeldsen (2006) de las
tareas de modelizacion:

a) Que puedan ser reconocidas y comprendidas por los estudiantes.

b) Que ofrezcan un reto adecuado para el trabajo de los estudiantes con independencia
del apoyo del profesor.

¢) Que sean auténticas o que incluyan datos auténticos, y relevantes en alguna situacion
real.

d) Que sean abiertas por el propio interés de los resultados, es decir, que muestren que los
modelos matematicos pueden anadir significado a la situacién y proporcionar nuevos
conocimientos sobre el problema.

e) Que se abran a la critica del modelo y de los resultados.

f) Que desafien a los estudiantes a trabajar apropiadamente con conceptos y métodos
relevantes para su aprendizaje de las matemaéticas.

En resumen, los problemas de modelizacién son un subconjunto de los problemas reales,
caracterizados por ser abiertos, complejos, realistas, auténticos, y por tener como finalidad
el desarrollo de un modelo matematico. Asi, el proceso de resolucién de un problema de
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modelizacién, sobre el que hablaremos detenidamente en la siguiente seccién, implica la
construccién de un modelo, entendido intuitivamente como una representacién simplificada
y aproximada de la realidad (Maaf), 2010).

A partir de las caracteristicas descritas, vamos a analizar, a modo de ejemplo, si la tarea
presentada en la Figura que llamaremos “Colas en el cine”, es un problema de modeli-
zacion.

El dia de la fiesta del cine se registra en los
cines multisala de tu ciudad la maxima

afluencia. Todas las salas se llenan durante
las sesiones de la tarde. Si acudes a ver una

pelicula, j;cuanto tiempo durarin las colas
para comprar la entrada? ;Con cuanto
tiempo de antelacion deberas acudir para
conseguir una entrada?

Figura 2-3.: Ejemplo de problema de modelizacién “Colas en el cine”.

- sEs abierto? La situacion presenta una situacion cuya informacion debe ser completa-
da forméndose conjeturas y asumiendo posibilidades entre muchas posibles. Ademas,
las soluciones son miultiples, y dependen tanto de las condiciones sobre la situacion
escogidas por el resolutor, como de las variadas estrategias de resolucién disponibles
para llegar a las mismas.

- sFEs complejo? Para comprender y abordar el problema deben establecerse distintas
hipdtesis sobre el contexto y explorar suposiciones. Deben asumirse datos y discriminar
aspectos relevantes e irrelevantes. Debe simplificarse la situacion real para poder mate-
matizarla. (jcudntas salas tiene el cine? ;jcudntas butacas por sala? jcémo se distribuye
la cola de compra? ;cuantas taquillas hay? ;cudntas entradas compra cada cliente, de
media? ;hay mas gente en la cola que butacas en total? etc.)



2.3 Resoluciéon de problemas de modelizacion 35

- ;Es realista? Plantea una situacion en un contexto real, significativo para el alumnado,
que debe pensar en el cine de su ciudad y conoce la experiencia de hacer cola para
comprar una entrada.

- sFs auténtico? La situacion existe en el mundo real y se da habitualmente.

- sFEs un problema? La tarea no se puede resolver directamente y requiere resolver va-
rios subproblemas: calcular cuantas butacas hay en total en el cine, calcular espacio
disponible para colas y estimar cuanta gente cabe si esté lleno, calcular el tiempo de
compra por persona, construir intervalos de tiempo al variar las condiciones, etc.

En efecto, la tarea “Colas en el cine” es un problema de modelizacién: cumple las caracteristi-
cas y, ademas, el proceso de resolucién implica construir una representacién simplificada y
aproximada a la realidad con el fin de cuantificar distintos aspectos que permitan dar res-
puesta a las preguntas. Esta es una primera aproximacién a la idea de modelo matematico,
pero conviene definir modelo matematico desde un punto de vista didactico, a partir de las
producciones de los estudiantes al resolver un problema de modelizacién. Para relacionar los
elementos caracteristicos de los modelos matematicos con las producciones de los alumnos,
en esta tesis nos basaremos en la definicién de modelos matematicos de Lesh y Harel (2003)):

Models are conceptual systems that generally tend to be expressed using a variety of
interacting representational media, which may involve written symbols, spoken language,
computer-based graphics, paper-based diagrams or graphs, or experience-based metap-
hors. Their purposes are to construct, describe or explain other system(s).

Models include both: (a) a conceptual system for describing or explaining the relevant
mathematical objects, relations, actions, patterns, and regularities that are attributed
to the problem-solving situation; and (b) accompanying procedures for generating useful
constructions, manipulations, or predictions for achieving clearly recognized goals.
Mathematical models are distinct from other categories of models mainly because they fo-
cus on structural characteristics (rather than, for example, physical, biological, or artistic

characteristics) of systems they describe (p.159).

A partir de esta definicién, se entiende que, en efecto, crear y desarrollar modelos matemati-
cos destinados a describir o representar abstractamente un determinado fenémeno o realidad,
es un proceso complejo. En lo sucesivo, nos referiremos por modelo a la interaccién entre
diferentes conceptos y procedimientos, aunque esta distincién sera ttil para categorizar las
resoluciones del tipo de problemas sobre los que se ocupa esta tesis, como se explicard mas
adelante. Un modelo matematico relaciona conceptos y procedimientos matematicos con la
realidad, produciendo significado para aquello que estudian y describiendo simbdlicamente
una situacién o fenémeno (Lesh y Zawojewski, [2007). Los problemas de modelizacién han
sido de interés para la Educacion Matemédtica desde el trabajo seminal de Pollak (1979),
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quien, en el paradigma de la EMR, comenzé a introducir actividades en las aulas que mos-
traban la relacién fecunda entre las Matematicas y el mundo real. La investigacién en las
ultimas décadas ha incrementado su interés por propuestas educativas que incorporan la
modelizacién matemadtica en distintos niveles educativos (Vorholter, Kaiser, y Ferri, 2014;
Ferrando, 2019). Siguiendo a Blum (2015)), el uso de problemas de modelizacién para la en-
senanza tiene una doble funcién: por un lado, el conocimiento de las matematicas es vital
para comprender, interpretar y relacionarse con el mundo real, resolviendo problemas reales;
por otro lado, el mundo real permite dar sentido al aprendizaje de conceptos matematicos.
La perspectiva de las Modelling-Eliciting Activities (MEAs) se aproxima a la modelizacién
como una actividad de resolucion de problemas. Estos problemas plantean una situacién que
sigue unos principios (Lesh, Hoover, Hole, Kelly, y Post, 2000) que permiten al resolutor
desarrollar un modelo aplicable a situaciones similares (Lesh y Doerr}, 2003). Las MEAs son
actividades que se pueden introducir desde edades tempranas y en todas las etapas educati-
vas, de manera que ayuden a entender a los estudiantes la importancia de las Matematicas
en la vida real. Un tipo de MEAs son las llamadas “actividades de obtencién de estructuras”
(Gallart}, 2016), en las que el resolutor debe cuantificar informaciones cualitativas para tomar
decisiones razonadas y justificadas. En este trabajo se adoptara la perspectiva MEAs como
una aproximacion a la modelizaciéon matematica desde la resolucion de problemas, en los que
el resolutor debe estimar medidas y cantidades a partir de informaciones cualitativas. En el
siguiente apartado se profundizara en el proceso de construccion de modelos matemaéticos.

2.3.4. Proceso de modelizacion matematica

El proceso de resoluciéon de un problema de modelizacion tiene caracteristicas distintas a
los procesos de resolucion de otro tipo de problemas: los conceptos y procedimientos impli-
cados estan vinculados fuertemente con la realidad, produciendo sentido para aquello que
describen (Albarracin, 2011), y derivandose de ellos soluciones generalizables e interpretables
(Doerr y English, 2003)). El proceso de resolucién de un problema de modelizacién implica
una transicién de ida y vuelta entre el mundo real y las Matemaéticas que puede verse co-
mo una particularizacién de las fases de Polya (Gallart, 2016). Llamaremos modelizacion
matematica al proceso de resolucién de un problema de modelizacién (Maafy, 2006|). Este
proceso esta constituido por fases y existe un consenso en que dichas fases forman un ciclo
(Doerr y English, |2003; (Galbraith y Stillman, [2006; Carreira, Amado, y Lecoq, |2011; Schu-
kajlow, Kaiser, y Stillman, 2018)). Como se ha dicho, durante una actividad de modelizacién,
los resolutores deben recorrer diferentes etapas en las que pasan de la realidad al dominio
matematico, reevaluando cada vez el fendmeno estudiado. Todo el proceso se repite en varias
vueltas o iteraciones, en las que los estudiantes mejoran progresivamente los modelos y las
soluciones encontradas para el problema en el que estan trabajando, adaptando los modelos
a los requisitos del enunciado del problema (Blum y Borromeo-Ferri, 2009).

En la literatura sobre modelizacién matematica pueden encontrarse distintos ciclos de mo-
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delizacién que dependen de diferentes perspectivas sobre el proceso o de qué tareas han sido
empleadas (Borromeo-Ferri, 2006). El ciclo de modelizacion desde una perspectiva cogniti-
va pone el foco en los procesos cognitivos del resolutor durante el proceso de modelizacion
(Borromeo-Ferri, |2018)), que conforman sus distintas fases. Los procesos mentales relaciona-
dos con la comprensiéon de la situacién real, que conducen a la concepcion de una situacion
modelo, forman una fase importante del proceso de modelizacion. Desde esta perspectiva,
Blum y Lei(2007) la incluyen en su ciclo, presentando una secuenciaciéon maés refinada que
otros ciclos para describir la transicién entre situacion real y situacion modelo como parte
de la comprensién del problema (Gallart, 2016). La Figura muestra el ciclo de modeli-
zacion de Blum y Lei}(Blum y Leif, [2007) adaptado por Borromeo Ferri (2007)), formado
por siete fases: comprensién de la tarea, simplificacion/estructuracién, matematizacion, re-
solucién/trabajo matemético, interpretacion, validacién y comunicacién.

real mathe- 1 understanding
model matical the task
model 2 simplifiying/
1 o structuring
a5 situation 3 mathematizing
real- 7 model 4 4 working
situation mathematically
Ulhemaﬁcal 5 interpretation
real 3 results 6 validation
results 7 presenting
Reality Mathematics

Figura 2-4.: Ciclo de modelizacién desde una perspectiva cognitiva (Blum y Leif} 2007;
Borromeo-Ferri, [2007)).

Este ciclo puede ser empleado para describir y reconstruir los procesos cognitivos asociados
al proceso de modelizacién (Borromeo-Ferri, 2018), es decir, es un modo de interpretar las
producciones de los resolutores y permite diagnosticar posibles barreras cognitivas mientras
se modeliza. En la Tabla se ofrece una explicacion que profundiza en cada una de las
etapas y fases que componen el ciclo de modelizacién desde una perspectiva cognitiva:

Tabla 2-2.: Etapas y fases del ciclo de modelizacion desde una perspectiva cognitiva

Situacion real Presenta una situacién tomada de la realidad, mediante un
enunciado verbal, una imagen, una tabla, etc.

Situaciéon modelo Forma parte de la comprensién de la tarea y se entiende como
la representacién mental de la situacion que se hace el reso-
lutor. En la situacion modelo también influye la experiencia
individual del resolutor y su conocimiento del contexto en el
que situa la tarea.
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Modelo real

Se construye a partir de la situaciéon modelo simplificando y
estructurando la representacion mental. Se seleccionan los ele-
mentos de la realidad relevantes para solucionar el problema; se
hacen suposiciones sobre la realidad como via de simplificacion
o estructuracién; y se completan los datos proporcionados si
fuera necesario, recurriendo al conocimiento extra-matematico
del contexto de la situacion.

Modelo matematico

Siguiendo la definicién de Lesh y Harel ((2003), p. 159), un
modelo matematico es un sistema que incluye conceptos ma-
tematicos, relaciones, acciones, patrones o regularidades asig-
nados a la situacion del problema mediada por el modelo real,
empleando representaciones variadas (simbolos, gréficos, esque-
mas, etc.), asi como los procedimientos que los acompanan pa-
ra generar construcciones ttiles, manipulaciones o predicciones
necesarias para la resolucion. La construccién de un modelo
matematico implica matematizacion horizontal - para construir
el sistema conceptual que representa el modelo real - y mate-
matizacion vertical - trabajar matematicamente mediante pro-
cedimientos que permiten alcanzar una solucién. Por la comple-
jidad de las situaciones reales, a menudo se puede desarrollar
mas de un modelo matematico para resolver un problema de
modelizacién (Borromeo-Ferri, |2018)).

Resultados matematicos

El trabajo matematico dentro del modelo - las construcciones,
manipulaciones y predicciones derivadas - conduce a la reso-
lucion del modelo matematico, es decir, a obtener el resultado
o solucién, en términos mateméaticos, del problema, ya sea un
valor numérico, una ecuacién, una grafica, etc.

Resultados reales

Los resultados matematicos obtenidos en el modelo matemati-
co deben ser interpretados en el contexto del modelo real y
la situacion real de partida para obtener los resultados reales
del problema. Estos resultados deben ser validados, es decir,
no solo interpretados sino comparados y contrastados con el
modelo real y las hipétesis asumidas al inicio, asi como con el
conocimiento extra-matematico empleado. Si la realidad de los
resultados matematicos no es cuestionada y comunicada por los
estudiantes, el modelo matemaético no tiene sentido (Borromeo-
Ferri, 2018).
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Si la solucion del problema de modelizacion, después de la validacion, no resulta adecua-
da, debe revisarse el modelo iniciando una nueva iteracion del ciclo de modelizacion para
mejorarlo (Gallart, 2016). Se podran tener aspectos no considerados en el modelo anterior
e incluso desarrollar una comprensién mas profunda sobre sus limitaciones y restricciones
(Zawojewskil, 2013; (Czocher} 2018)).

2.3.5. Dificultades del profesorado y tipos de errores en problemas de
modelizacion

La capacidad para desarrollar con éxito todas las fases del proceso de modelizacion puede
ser definida como competencia en modelizacién (Blomhgj y Hgjgaard, [2003). Se ha hablado
del conocimiento del profesor en secciones anteriores, poniendo el foco en la resolucion de
problemas y en las dificultades que tienen los futuros maestros y los maestros en activo
cuando deben enfrentarse a este tipo de actividad matemaética. Si, sobre la base de los
modelos de conocimiento especializado del profesor de matematicas, se pone el foco en qué
debe dominar el docente para la ensenanza de la modelizacién (Borromeo-Ferri y Blum,
2009; Borromeo-Ferri, 2014])), se pueden distinguir cuatro dimensiones del conocimiento del
profesor sobre modelizacién mateméatica: la dimensién tedrica (relativa al conocimiento del
ciclo de modelizacién y perspectivas de la modelizacién), la dimensién de la tarea (relativa
a conocer multiples soluciones de los problemas de modelizacién y a su diseno y andlisis), la
dimensién de la instruccién (relativa a la planificacién y la implementacion) y la dimensién
de diagnostico (relativa al seguimiento, a la evaluacién y la calificacion).

Puesto que en esta tesis nos centramos en la resoluciéon de problemas de modelizaciéon por
futuros maestros (en particular, en analizar cémo influye el contexto en los procesos de
resolucién de las tareas de modelizacion y el uso de multiples soluciones), nuestro interés
estd en la dimensién de la tarea, que se relaciona estrechamente con los conocimientos de
los docentes sobre las tareas mateméticas (Chapman, [2013). Hein y Biembengut (2006)
destacan que los docentes tienen poca formacién sobre modelizacion; por tanto, es necesario
que los futuros maestros experimenten la modelizaciéon empleando distintas herramientas,
contextos y practicas reflexivas (Doerr, [2007; Blum) 2015), lo que permitira que desarrollen su
competencia en modelizacién como base para desarrollar el resto de competencias necesarias
para la ensenanza de la modelizacién.

Se ha hablado anteriormente de las dificultades de futuros maestros en resolucién de proble-
mas; para terminar esta seccion se concretard en las dificultades en el contexto de las tareas
de modelizacion relacionando tipo de error y fase del proceso de modelizacion. Existen bas-
tantes trabajos que han investigado los errores, obstaculos y dificultades en los procesos
de modelizacién (Maaf], [2005; Galbraith y Stillman, 2006; Schaap, Vos, y Goedhart, 2011;
Wess, Klock, Siller, y Greefrathl 2021). Widjaja (2013) encontré que los futuros maestros tie-
nen dificultades para identificar las variables que intervienen en sus modelos matematicos y
muestran dificultades para comparar y validar soluciones. Crouch y Haines (2007) identifican
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cuatro grandes tipos de errores y dificultades:

i. incoherencia entre el mundo real y el modelo matemaético;
ii. aplicar un modelo inadecuado en un contexto;
iii. desarrollo incorrecto o incompleto de conceptos o procedimientos matematicos;

iv. no validar la resolucién en el mundo real.

Klock y Siller (2020) desarrollaron una categorizacién que proporciona una visiéon general
de las dificultades en cada etapa del ciclo de modelizacion. Se trata de una categorizacién
exhaustiva que, para cada paso del proceso de modelizacién (elaboracién del modelo real;
construccién del modelo matemético; trabajo matemaético; interpretacién; validacién), esta-
blece dificultades asociadas a una serie de subprocesos. Moreno, Martin, y Ramirez (2021,
p. 121) parten del trabajo de Crouch y Haines (2007)) para establecer el siguiente sistema de
categorias de error durante el proceso de modelizacion:

Tabla 2-4.: Sistema de categorias de errores en el proceso de modelizacién (Moreno, Marin
y Ramirez-Uclés, 2021, p.121)

Categoria Valores de la categoria

Modelo real incompleto asociado a la falta de conside-

' _ » racion de elementos de la realidad.

Error de simplificacién . . . :
Modelo real incompleto por incoherencias en las relacio-

nes entre los elementos de la realidad considerados.

No se elabora una funcién objetivo para el modelo real.

No construye un modelo real

Modelo matematico incoherente con el real.
Error de matematizacién Modelo matematico incompleto.

No se construye un modelo matematico.

Errores conceptuales.
Error de resolucion Errores procedimentales.

Resolucion incompleta.

) ., No se interpretan los resultados.
Error de interpretacion . i ) o
No identificar o plantear posibles limitaciones del mode-

lo.

Este sistema de categorias es similar a la categorizacion, algo mas compleja, propuesta por
Klock y Siller (2020). Moreno y cols.| (2021)) aplican este sistema de categorias de errores en
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el anédlisis de las resoluciones de futuros profesores de Matemaéticas de Secundaria cuando
se enfrentan a una tarea de modelizacién. Encontraron que todos ellos cometieron algtin
error durante el proceso de modelizacion; algunos de ellos durante el proceso de resolucién,
porque el problema les resulté complejo, pero la mayoria de errores se dieron durante las
fases de simplificacién (traslacién de la situacion real a un modelo real) y de validacién de
la solucién. La conclusién es que los futuros profesores estan poco familiarizados con los
procesos de modelizacion, por lo que es necesaria formacion inicial especifica para mejorar
su competencia en modelizacion.

En linea con estos trabajos, esta tesis también abordara no sélo un analisis del proceso de
resolucion de futuros maestros, también una clasificacion de sus errores cuando resuelven
un tipo concreto de problemas de modelizacién especialmente adecuado para la Educacion
Primaria: los problemas de Fermi o problemas de estimacién en contexto real. Se adaptara el
sistema de categorias anterior a las caracteristicas de esta clase de problemas y se analizaran
posibles relaciones con un aspecto clave de la competencia en resoluciéon de problemas: la
flexibilidad (el uso de multiples estrategias de resolucién).

2.4. Problemas de estimacion en contexto real

En esta seccion se abordard la clase de problemas de modelizacion que se emplean en este
trabajo: los problemas de Fermi o de estimacién en contexto real, y mas concretamente,
los problemas de estimacién de un gran nimero de elementos en una superficie. Como se
verd, son problemas adecuados para introducir la modelizacién en la Educaciéon Primaria o
Secundaria, y en ellos los conceptos de magnitud, medida y estimacién son esenciales.

2.4.1. Magnitud, medida y estimacién

El estudio de la medida es un tema de gran riqueza porque permite establecer conexiones
entre diversas partes de las mateméticas (aspectos geométricos, aritméticos, de proporciona-
lidad, de resolucién de problemas, etc.) y también entre las matemadticas y otras disciplinas
(Callis, [2002). Debe hacerse una mencién especial a la relacién de la medida con la aritmética,
la proporcionalidad y la geometria.

Las magnitudes son propiedades medibles de los objetos o fenémenos observables. La posi-
bilidad de medir una magnitud de un objeto o fenémeno conlleva un tratamiento numérico
de la misma, teniendo en cuenta los comportamientos que puede presentar (Frias, Gil, y
Moreno, 2001)). Estos autores definen el proceso de medida a partir de la comparacién de la
propiedad que se quiere medir en un objeto con una referencia (que da lugar a la cantidad
de magnitud), y la asignacién de un numero a dicha cantidad. Es decir:
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Este proceso comienza a partir de la eleccién de una cantidad fija denominada unidad de
medida que se compara con la cantidad de magnitud que se quiere medir averiguando el

numero de veces que la unidad estd contenida en la cantidad de medir

Mengual, 2017, p.23.

La accién de medir comporta la repeticion de una unidad de medida sobre la extension de
la magnitud considerada, de manera que se cubra el intervalo sin huecos ni superposiciones
(Dickson, Brown, y Gibson, [1991). La acciéon de medir tiene en cuenta elementos como
los objetos materiales que deben medirse, las unidades de medida e instrumentos de medida
empleados, el lenguaje y la notacién empleada para expresar una medida (Godino, Batanero,
v Roa, [2002)). Se debe considerar que la medida puede ser directa, reiterando sucesivamente
la unidad de medida, hasta completar la cantidad de magnitud que se disponga; e indirecta,
cuando deben aplicarse procedimientos matematicos para su obtenciéon porque no es posible
realizar la comparacién directa de una unidad (Mengual, [2017)).

El proceso de medida requiere procedimientos especificos, por ejemplo, tener en cuenta qué
unidad de medida se escoge (debe ser de la misma clase de propiedad que se va a medir, asf,
unidad de longitud si se quiere medir una longitud, o unidad de tiempo si se quiere medir
un intervalo temporal, etc.) y cudl serd el nivel de precision que se quiere, comprendiendo
que una medida es una estimacién aproximativa (Mengual, 2017).

Por tanto, un aspecto esencial de la medida es la estimacion. Para|Van de Walle, Karp, y Bay-
Williams| (2016)) la estimacién “se refiere a un niimero que es una aproximacién adecuada para
un nimero exacto dado el contexto particular, que se sustenta en algtin tipo de razonamiento”
(p. 241). Siguiendo a |Mengual| (2017, p. 30), se pueden distinguir tres tipos de estimacién:

i) Estimacion numérica: “habilidad de estimar visualmente un ntmero de objetos dis-
puestos en un plano durante un tiempo limitado” (Pizarro, 2015, p. 29).

ii) Estimacion computacional: “el proceso de transformar nimeros exactos en aproxima-
ciones y calcular mentalmente con estos niimeros para obtener una respuesta razona-
blemente proxima al resultado exacto de un célculo” (Sowder, 1988, p. 82).

ili) Estimacion métrica: habilidad perceptiva de estimar diferentes magnitudes en objetos
comunes (Hogan y Brezinskil 2003)).

En esta tesis, cuando hablemos de estimacién nos referiremos a la estimacion métrica, que
implica distintas habilidades: comprension del concepto de unidad, imagen mental de la
unidad y uso de estrategias para estimar (Hildreth, [1983)). Castillo y cols. (2011) identifican
las siguientes habilidades en el proceso de obtener una estimacién métrica:

» Comprender la cualidad que se va a estimar o medir.
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Percibir lo que va a ser medido o estimado.
= Comprender el concepto de unidad de medida.

= Tener una imagen mental de la unidad de medida que se va a usar en la tarea de
estimacion.

= Tener una imagen mental de referentes que se van a usar en las tareas de estimacion.
= Adecuar la unidad de medida a utilizar con lo que se va a medir o estimar.

= Conocer y utilizar términos apropiados de la estimacion en medida.

= Seleccionar y usar estrategias apropiadas para realizar estimaciones.

» Verificar la adecuacién de la estimacion.

Por tanto, la estimacién es una actividad compleja cuya ensenanza, segin diversos autores,
ha sido limitada y superficial (Joram, Gabriele, Bertheau, Gelman, y Subrahmanyam, 2005)).
Sin embargo, la estimacién de medida es rica desde el punto de vista didactico, pues permite
desarrollar estrategias flexibles y propias para obtener los resultados, para interpretarlos y
para validarlos en contextos reales, fortaleciendo la relacion del mundo real con el matematico
(Cajaraville, 2007; |Pizarro, 2015)). Cockeroft (1985) recoge que la ensenanza de la medida
debe estar basada en la habilidad de medir, usando herramientas como los dibujos o croquis
y también instrumentos de medida, y realizando estimaciones que permitan la creacién de
referentes de tamano o cantidad que permitan realizar estimaciones fundadas. Esto permite
superar obstaculos didacticos como el abuso de procedimientos algoritmicos en el cambio de
unidades o la idealizacién de objetos simplificados. Ademas, el uso de unidades de medida no
convencionales o informales (pasos, cuerdas, etc.) ayuda a resolver problemas de escala y a
interiorizar referentes de magnitud adecuados (Maranhao y Campos, [2000). Si la ensenanza
de la medida no ha tenido mayor desarrollo y no se ha desarrollado en el aula su potencialidad
didéctica en profundidad, es porque los docentes no se han sentido competentes en el tema
y no han dispuesto de herramientas para desarrollar y evaluar actividades de estimacion en
contexto real (Frias y cols., [2001)).

Gutiérrez (2004)) presenta una revisién de investigaciones en didactica de la medida de éreas,
entre ellas las que recogen carencias y dificultades de estudiantes. Ademds, hay una falta de
comprension basica del manejo de las cantidades, que impide a los estudiantes ser capaces
de razonar sobre la estimacion y medicién en situaciones complejas (Baturo y Nason, 1996)).
Existen otros estudios posteriores sobre las deficiencias en la capacidad estimativa de estu-
diantes de Secundaria (Castillo-Mateo, Segovia, Castro, y Molinaj [2012)), e incluso futuros
maestros ((Castillo-Mateo, [2012)). La investigaciéon de |Castillo-Mateo y cols.| (2012) ofrece
una categorizacion de errores durante el proceso de estimacion de cantidades de longitud
y superficie. A partir de una serie de tareas de estimacién sobre cantidades de longitud y
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superficie, categorizan diferentes tipos de error identificando su caracter (procedimental o
conceptual) y su relacién con el proceso de estimacion. Los errores intrinsecos son debidos a
las caracteristicas propias del proceso estimativo, mientras que los extrinsecos son los deriva-
dos de conceptos mal adquiridos o procedimientos utilizados erréneamente. En la tabla
se presentan los diferentes tipos de error categorizados por [Castillo-Mateo y cols.| (2012).

Tabla 2-5.: Tipos de error en el proceso de estimacién de longitudes y superficies (Castillo

y cols., 2012)

Tipo de error Caracter Relacién con
el proceso de
estimacién

E1. Error de calculo en las operaciones Procedimental Extrinseco

E2. Error de percepciéon de la magnitud Conceptual Extrinseco

E3. Error de significado de términos propios de la | Conceptual Extrinseco

magnitud

E4. Ausencia de unidades de medida Conceptual Extrinseco

E5. Empleo de unidades de medida no adecuadas | Conceptual Extrinseco

E6. Error de conversién de unidades de medida Procedimental Extrinseco

E7. Interiorizacién inadecuada de referentes de la | Conceptual Intrinseco

propia magnitud a estimar

ES8. Interiorizacion inadecuada de unidades de me- | Conceptual Intrinseco

dida del S.I. de la magnitud a estimar

E9. Error en la comparacién de cantidades Procedimental Intrinseco

E10. Uso de procedimientos de calculo incorrectos | Procedimental Extrinseco

El error F1 se da cuando un alumno se equivoca en la realizacion de los calculos para
obtener la estimacion; E2 se comete cuando se confunde una magnitud con otra, por ejemplo,
longitud y superficie; £3 se da cuando se utiliza inadecuadamente algtin término relacionado
con la magnitud que se estd estimando, por ejemplo, confundir ancho y largo; £/ se comete
cuando el estudiante estima un valor numérico o el resultado de una medida sin revelar a qué
unidad de medida se refiere; F5 se comete cuando se utilizan unidades de medida propias
de otra magnitud, por ejemplo, metros en lugar de metros cuadrados; E6 se da cuando no
se convierte correctamente una unidad de medida a otra, por ejemplo, pasando de metros a
centimetros; E7 se da cuando el estudiante no tiene interiorizada una medida adecuada de
algin referente de la magnitud a estimar, por ejemplo, piensa que en dos metros cuadrados
caben dos personas; E8 se comete cuando se toma como unidad de medida una cantidad
que no se corresponde con dicha unidad de medida, por ejemplo, cuando se considera que
un paso equivale a un metro; £9 se da cuando se comparan e igualan cantidades que no lo
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son; E10 se comete cuando el estudiante emplea una férmula inadecuada, por ejemplo, que
el area de un rectangulo es base mas altura.

Por otro lado, es bien conocida la frecuente confusion entre drea y perimetro (Dickson y cols.}
1991). En efecto, el célculo del area y del perimetro suele venir acompanado de férmulas que
estereotipan la comprension y relacién de los fundamentos espaciales de estos dos conceptos.
En este sentido, Gutiérrez (2004) sugiere que el estudio de la superficie debe abordarse “un
tratamiento geométrico que forme la base para el aprendizaje comprensivo y dé sentido
al inevitable componente de calculo numérico, en particular a las férmulas, su estructura y
uso” (p. 83). Mas alld del conocimiento del contenido, segtin la revision realizada por Pizarro
(2015)), los estudios sobre el conocimiento didactico de los maestros y profesores son escasos:
Subramaniam (2014]) encuentra que los futuros maestros son capaces de usar referentes para
realizar estimaciones de medida, pero eso no se traduce en un conocimiento idoneo para
ensenar la estimacién de medida. También la propia Pizarro (2015), en su tesis doctoral,
encuentra carencias en tres aspectos sobre el conocimiento de estimacion de medida de los
maestros: como lo entienden, cémo lo usan y cémo lo representan.

Desde la perspectiva del conocimiento en resoluciéon de problemas de futuros maestros, y
dado que en esta investigacion nos centramos en un tipo de problemas de modelizacion, los
problemas de estimacion de un gran nimero de elementos en superficies delimitadas, uno de
los objetivos de la misma sera estudiar los tipos errores de los futuros maestros, sintetizando
tanto los errores propios del proceso de modelizacién descritos en la Tabla [2-4] como los
errores del proceso de estimacién de longitudes y superficies implicadas mostrados en la
Tabla [2-5] En este sentido, hay un precedente importante en el trabajo de [Montejo-Gémez,
Fernandez-Ahumada, y Adamuz-Povedano (2017, 2019), quienes analizan cémo modelizan
los futuros maestros en situaciones de area y perimetro, encontrando limitaciones con las
unidades de medida y en el uso de formulas para el calculo y estimacion de dreas.

Un alto rendimiento en resolucién de problemas de estimacién en contexto real exige que el
resolutor no cometa errores asociados al proceso de modelizacién, pero tampoco relacionados
con las habilidades de estimacion. Un buen resolutor de esta clase de problemas debe ser
buen estimador. Sowder (1992) explica que los buenos estimadores se caracterizan por su
flexibilidad, mientras que los malos estimadores suelen ser capaces de usar sélo una estrategia:

Good estimators are flexible in their thinking, and they use a variety of strategies. They
demonstrate a deep understanding of number and operations, and they continually draw
upon that understanding. Poor estimators seem to be bound, with only slight variations,
to one strategy—that of applying algorithms more suitable for finding an exact answer.
Poor estimators have only a vague notion of the nature and purpose of estimation; they
believe it to be inferior to exact calculation and equate it with guessing (p. 375).

El uso flexible de varias estrategias es un aspecto clave que también trataremos en las si-
guientes secciones, dentro del marco de la resolucion de problemas de estimacion en contexto
real.
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2.4.2. Problemas de Fermi y problemas de estimaciéon de magnitudes
no abarcables en superficies delimitadas

Se conoce poco sobre cémo el sentido de la medida influye en la competencia de modelizacion,
aunque Larson (2010, p. 117) identificé que el razonamiento cuantitativo es una lente ttil
para aplicar una perspectiva de modelos y modelizacion. Tal y como se ha senalado en la
seccion anterior, los estudios sugieren que es importante que los alumnos comprendan como y
por qué funciona la medicién (Vasilyeva, Ludlow, Casey, y Onge, 2009)), asi como que tengan
un sentido de las unidades de medida (Joram), 2003|) para construir con éxito los sentidos de
la medicion y de la estimacién. Desarrollando estas ideas, la investigacién de Hagena (2015)
muestra que la capacidad de manejar y estimar cantidades - es decir, tener un sentido de
las unidades de medida (sentido de la medicién) y de su numero (estimacién y orden de
magnitud) - es necesaria para que los futuros profesores trabajen con éxito en tareas de
modelizacién. Si, como afirma Hagena (2015]), el sentido de la medida y de la estimacién
son necesarios para resolver con éxito muchas tareas de modelizaciéon, entonces adquieren
especial relevancia las tareas de modelizacion que no sélo impliquen medidas y estimacién,
sino que pongan el foco en las mismas como parte central del proceso de construccion del
modelo y obtenciéon de la respuesta. Hablamos de los problemas de estimacién en contexto
real, es decir, aquellas tareas que plantean una situacion real que demanda realizar una serie
de estimaciones de medida para obtener la respuesta requerida, que es una estimacién.
Dentro de este tipo de tareas, nos centraremos en los problemas de estimacion de magnitudes
no abarcables (PEMNA), que exigen del resolutor visualizar y comprender un nimero asocia-
do a una magnitud muy grande, es decir, desarrollar una intuiciéon para grandes cantidades.
Ejemplos de PEMNA son estimar cuantos bares hay en la ciudad de Valencia o cuantos
afinadores de piano hay en Chicago, problema propuesto por el Premio Nobel de Fisica En-
rico Fermi (1901-1954) en una época en la que era una profesién mas comin que hoy en
dia (Albarracin, 2011). La estrategia para resolver este problema, recogida en Efthimiou y
Llewellyn (2007)), es la base de la resolucién de este tipo de tareas de modelizacién: sortear
la dificultad de no poder establecer un marco de referencias fiables debido a la magnitud
de la cantidad estudiada, y centrarse en aspectos concretos que si pueden ser estimados.
Albarracin (2011) resume la resolucién de este problema en el siguiente parrafo:

Evidentment, si volem saber quants afinadors de piano hi ha a Chicago sense coneixer la
dada real, sén necessaris alguns coneixements demografics, socials i/o técnics que ens han
de permetre determinar un valor aproximat per als factors parcials que utilitzarem. En
aquest cas, és necessari saber que Chicago té uns tres milions d’habitants, que una familia
americana mitjana esta formada per quatre membres i que una de cada cinc families té un
piano. Aquestes dades estan associades al grau de coneixement de I’entorn del problema i
poden ser estimades amb una dificultat comparativament menor que la pregunta inicial.
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A partir del coneixement del nostre entorn social, podem suposar que un afinador de
pianos treballa unes 48 setmanes a 1’any, amb una jornada de 8 hores diaries i de dilluns
a divendres, i que un afinador pot treballar en 4 pianos en un sol dia. Aquestes dades
requereixen un coneixement de la feina d’un treballador qualsevol amb la dificultat de
saber quant temps requereix afinar un piano.

Una vegada ja tenim clares aquestes dades, i pensant que un piano s’ha d’afinar un cop
a l'any, només ens resta calcular que un afinador podra afinar 48 x 5 x 4 = 960 pianos
en un any. Com que podem determinar que a Chicago hi haura 3,000,000 -4 +5 =
150,000 pianos, el nombre d’afinadors haura de ser de 150,000 = 960, uns 160 afinadors
aproximadament (p. 41).

Ademas de por sus trabajos en el campo de la Fisica nuclear y de particulas, Enrico Fermi fue
célebre entre sus estudiantes por entrenar su sentido de la estimacién de medidas planteando
este tipo de problemas. De ahi que los PEMNA sean también conocidos como problemas de
Fermi. Arlebick (2009) ofrece una definicién clara y sintética de los problemas de Fermi:

Open, non-standard problems requiring the students to make assumptions about the
problem situation and estimate relevant quantities before engaging in, often, simple cal-
culations (p. 331).

Carlson (1997) describe el proceso de resolucion de los problemas de Fermi como “the method
of obtaining a quick approximation to a seemingly difficult mathematical process by using
a series of educated guesses and rounded calculations” (p. 308). Sélo el anélisis detallado
de la situaciéon del problema permite descomponerlo en otros subproblemas mas simples
(Carlson) 1997)). El proceso de identificacién de las estructuras esenciales de la situacién
implica la sintesis de un modelo (Robinson, 2008). Arlebick (2009)) descompone el proceso
de resolucion de un problema de Fermi en las siguientes actividades que estan, a su vez,
relacionadas con el ciclo de modelizacién (Blum y Leif}; 2007):

i. Leer: lectura y comprension de la situacién real que plantea el problema.

ii. Desarrollar un modelo: simplificar y estructurar la realidad encontrando patrones o
regularidades y construyendo un sistema conceptual que representa la situacién real
comprendida por el resolutor.

iii. Estimar: hacer las estimaciones de medida necesarias para cuantificar el modelo de la
situacion.

iv. Calcular: realizar los cdlculos para encontrar la estimacion final requerida por el pro-
blema.

v. Validar: interpretar y contrastar el resultado y el modelo con la situacién real.

vi. Escribir: resumir los resultados y escribir la solucion.
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Como se ha dicho, existe un vinculo claro entre el proceso de resolucién de problemas de
Fermi descrito previamente y el trabajo desarrollado durante el ciclo de modelizacion para la
construccién de un modelo matemético (Borromeo-Ferri) [2006; Arlebickl [2009; [Albarracin
y Gorgorid, 2014). El desarrollo de un modelo matemético para describir un determinado
fenémeno real es un proceso complejo que, a menudo, requiere realizar simplificaciones y
asumir hipotesis antes del trabajo puramente matematico, como ocurre cuando se resuelven
problemas de Fermi. De hecho, en los problemas de Fermi, el enunciado presenta una situa-
cion de la que se conoce poca informacién concreta o formulada de manera difusa, lo que
obliga a hacer suposiciones y a simplificar para obtener una solucién a la pregunta inicial
(Efthimiou y Llewellyn, 2007). En la vida cotidiana hay muchas situaciones en las que una
estimacion es la mejor manera de responder a una pregunta, bien porque no se tienen los
medios para responderla con precision, bien porque no se tiene toda la informacion necesaria.
Los problemas de Fermi son, por tanto, apropiados para introducir la modelizacién en las au-
las de Primaria y Secundaria, contribuyendo a cultivar el pensamiento critico (D’Ambrosio,
1989; |Arlebick v Bergsten), 2010; |Czocher, 2016, 2018} Borromeo-Ferril, 2018; |Albarracin y
Gorgorio, 2019). Sriraman y Knott (2009) afirman que estos problemas de estimacién tienen
como objetivo que los estudiantes hagan conjeturas razonadas. Otros autores (Albarracin
2011} recogiendo las ideas de |[Ross y Ross, [1986) sefialan que un resolutor bien informado
puede encontrar una solucién a un problema de Fermi a partir de una cadena de estimaciones.
Teniendo en cuenta todas estas particularidades, Arlebick (2009) caracteriza los problemas
de Fermi como:

s Accesibles: no requieren conocimientos matematicos especificos que no estén al alcance
del alumnado de Primaria, y se pueden proponer individualmente o por grupos, con
distintos niveles de complejidad (Albarracin), 2011)

= Reales: presentan situaciones reales, relacionadas con actividades de la vida cotidiana,
abiertas, lo que ofrecen gran diversidad de posibilidades en su abordaje.

» Falta informacion: el resolutor debe completar y/o estructurar informacién para resol-
ver el problema.

= No hay datos: el resolutor debe hacer estimaciones necesarias para obtener una soluciéon
numeérica justificada.

= No se cierran: promueven la discusion entre el alumnado.

Otros autores (Peter-Koop, |2004; Sriraman y Lesh, 2006|) coinciden con las caracteristicas
anteriores cuando defienden que los problemas de Fermi maés ttiles desde el punto de vista
didéctico son aquellos que tratan sobre situaciones del mundo real y, especialmente, contextos
cercanos de la vida cotidiana. Albarracin (2011) recoge la siguiente reflexién de Sriraman y
Knott (2009):
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We argue that Fermi problems which are directly related to the daily environment are
more meaningful and offer more pedagogical possibilities than purely intellectual exercises
such as computing the number of piano tuners in a city or the number of grains of
sand in a glass. Fermi problems involving estimates of fresh water consumption, gasoline
consumption, wastage of food, amount of trash produced and so on have the potential
to lead to a growing awareness of ecological problems related to the environment we live
in as well as provoke critical thought when checking the accuracy of computations with
different governmental and corporate resources. (...) Students would learn so much more
about their world, how to live in it, deal with it, understand it, influence it, make it a

better world. What a concept for education!

Sriraman y Knott, 2009, p.220-221.

En este sentido, es importante no sélo que los estudiantes usen los problemas de Fermi para
pensar criticamente sobre el mundo, también deben experimentarlos en su entorno. Algunos
ejemplos de problemas de Fermi usados en investigaciones previas son los siguientes: estimar

el niimero de coches acumulados en una retencién de 3 km en la autopista (Peter-Koop), 2009);
estimar la cantidad de latidos que da un corazén humano durante una vida (Garcfal 2013));
estimar cudntos centros comerciales hay en Estados Unidos (Anderson y Sherman, 2010).

Ademas, en contextos cercanos o conocidos de la vida cotidiana a menudo nos preguntamos
por cuantos elementos hay dispuestos en una superficie delimitada.
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Figura 2-5.: Fiesta de Nochevieja en Times Square y superficie delimitada en Google maps.

Podemos preguntar, por ejemplo, cudntas personas pueden entrar en Times Square durante la
fiesta de Nochevieja (Figura. Si tenemos un mapa a escala de la plaza, podemos intentar
estimar las distancias o incluso el area de la superficie. Para ello, tenemos que delimitar qué
superficie consideramos y simplificar su forma (en este caso podemos suponer que Times
Square es mas o menos como un rectangulo en el cruce de la Séptima avenida y la calle
45). Entonces, podemos suponer que las personas se distribuirdn de forma irregular, pero
ciertamente, muy cerca unas de otras. Para simplificar, si queremos obtener una estimacién
maxima del niimero de personas, podemos suponer que no hay obstaculos, es decir, que
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todo el espacio esta lleno de gente. Por lo tanto, tenemos que hacer algunas estimaciones
intermedias: por ejemplo, establecer una densidad de cinco personas por metro cuadrado.
Entonces, trabajando matemdticamente, se multiplica el drea (estimada con ayuda del mapa)
por la densidad y se obtiene una estimacién de la cantidad de personas que celebran el fin
de ano en Times Square.

2.4.3. Tipos de resoluciéon de problemas de estimacion de un gran
nimero de elementos en una superficie delimitada

Hay varias maneras de resolver un problema de Fermi o PEMNA como el anterior, pues se
trata de un problema abierto. A este tipo de problemas los denominaremos, a partir de ahora,
problemas de estimacion de un gran numero de elementos en una superficie delimitada.
Hildreth (1983) considera que existen varias estrategias de estimacién de medidas, que son
las implicadas en este tipo de problemas. Castillo y cols. (2011) desarrollan las estrategias
de Hildreth para la estimacion de medidas de longitud y superficie. Algunas de ellas son la
iteracién de la unidad, que consiste en iterar mentalmente una unidad de medida (presente en
el espacio del problema o ausente); descomponer una superficie en superficies mas pequenas
(iguales o diferentes); comparar un objeto con otro del que se posee informacién y se toma
como referente de medida (presente o ausente); servirse de objetos iguales regularmente
distribuidos a lo largo de una longitud. Ademads, hay destrezas necesarias para desarrollar
estrategias de estimacion de medidas, en concreto lo que llaman técnicas indirectas, como el
uso de férmulas para calcular un area o del teorema de Pitdgoras para calcular distancias.
Este tipo de estrategias y técnicas asociadas a la estimacion de medidas aparecen integradas
en el proceso de resolucion de problemas de estimacion de un gran nimero de elementos en
una superficie delimitada. Hemos visto que esta clase de problemas de Fermi se contextualizan
en el mundo real y el proceso de resolucién corresponde con el ciclo de modelizacién. Puesto
que se trata de tareas abiertas, hay distintas aproximaciones para abordar el estudio de las
posibles resoluciones de un problema de modelizacion. Debemos establecer qué se considerara
en esta tesis como tipo de resolucién. |Achmetli, Schukajlow, y Rakoczy (2019) identifican
tres formas (dos distintas y una combinacién de ambas) de diferenciar las resoluciones de un
problema de modelizaciéon ubicado en el mundo real:

(1) multiple solutions that (a) occur because different assumptions are made to resolve
vague conditions and (b) differ in their outcomes/results, and (2) multiple solutions that
differ in the mathematical procedures (sometimes also called solution methods or solution
strategies) applied to solve the problems, or a combination of these two types of multiple

solutions

Achmetli y cols., 2019, p.45.

La primera es establecer diferentes hipotesis que generalmente conducen a diferentes resulta-
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dos. La segunda es aplicar diferentes estrategias matematicas, lo que normalmente conduce
al mismo resultado matematico. La tercera es la combinacion de las dos anteriores. Esta ter-
cera via es la que emplearemos en esta tesis para abordar los diferentes tipos de resolucién
de un problema de estimacién de grandes cantidades en superficies delimitadas. Seguimos
en esto el enfoque de |[Ferrando, Albarracin, y cols. 2017, quienes parten de la definicién
de modelo de Lesh y Harel (2003) como sistema formado por conceptos y representaciones
simbolico-matematicas y por procedimientos asociados a su uso, para definir un instrumento
de analisis de producciones escritas de los estudiantes de Secundaria al resolver problemas
de estimacion de grandes cantidades en superficies delimitadas. Considerando la diferencia
entre resolucién, solucién y resultado de Puig (1996), entendemos resolucién como el desa-
rrollo de un modelo matematico y los procedimientos asociados para alcanzar la estimaciéon
(resultado). El instrumento de andlisisde las resoluciones se basa en dos componentes in-
terrelacionados: el modelo inicial y la estrategia asociada. En esta tesis, como se vera, se
refina este instrumento y se adapta para analizar las producciones de futuros maestros. De
hecho, la descripcién de las componentes (modelo inicial y estrategia) que puede leerse a
continuacién es una reelaboracién de la que aparece en [Ferrando, Albarracin, y cols.| (2017)
que la clarifica.

Los problemas de Fermi que se van a tratar en esta tesis son problemas sencillos de modeliza-
cién, por tanto su resolucién se puede esquematizar mediante una simplificacién del ciclo de
modelizacién que sirve para hacer un primer andlisis de las producciones de los estudiantes
y permite clasificarlas en tipos de resolucién. En efecto, el primer componente, el modelo
inicial, constituye una primera representacion simbolica de la realidad del problema, y es
equivalente a lo que en el ciclo de modelizacion mostrado en la Figura se denomina
modelo real. En este caso, si un problema plantea estimar cuantos elementos caben en una
superficie, el modelo inicial se refiere a las simplificaciones e hipotesis esenciales que el re-
solutor asume sobre la superficie y la configuracion de los elementos cuyo nimero debe ser
estimado. Es decir, a como el resolutor distribuye los elementos en la superficie. Por ejem-
plo, puede estructurar el espacio de un problema como una regién rectangular sobre la que
disponer los elementos en filas (o columnas); esto reduce el problema inicial de magnitudes
bidimensionales (dreas) a uno de magnitudes unidimensionales (longitud). Esta configura-
cién corresponde a un modelo inicial que se considera unidimensional (1D) porque implica
magnitudes lineales. La otra alternativa es que el resolutor establezca un modelo basado en
una disposiciéon no lineal de los objetos en la region, basando su resolucién en el calculo de
areas. Esta configuracion corresponde a un modelo inicial bidimensional (2D).

El segundo componente que permite clasificar las resoluciones de este tipo de problemas es
la estrategia asociada al modelo inicial, y recoge para este tipo de problemas las fases de
matematizacién (se trata de una matematizacién sencilla, bien trabajando con longitudes,
si se parte de un modelo inicial 1D, o bien trabajando con areas, si se parte de un modelo
inicial 2D) y de trabajo matemadtico del ciclo de modelizacién. En su tesis, Albarracin (2011)
presenta un arbol de estrategias de resolucién de un conjunto de PEMNA mas amplio que los
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problemas de estimacién de grandes cantidades en una superficie delimitada (Figura [2-6|).
Esta clasificacion de estrategias aparece publicada posteriormente en Albarracin y Gorgorié

@014).
: ESTRATEGIES

— Noes pot detectar cap estralégia

——s Exhaustiva

t— Demana informacio a una font extema
—— Comparacié amb situacio real i proporcio

—s Redueix el problema a un més petit 1 proporcio

l—s Trenca el problema en parts

Regla del producte
Mesura de concentracio

Iteracio dun punt de referéncia

Figura 2-6.: Arbol de categorias de estrategias para PEMNA recogido de Albarracin (2011)

Estas estrategias se interpretan como una cadena de procedimientos relacionados con los
conceptos de medicién y proporcionalidad que permiten obtener la estimacién del resultado.
Tomando como base el drbol de estrategias de la Figura [2-6| (Albarracin, 2011; |Albarracin]
v Gorgorid, [2014), en Ferrando y cols. (Ferrando, Albarracin, y cols., 2017) se analizan las

estrategias de estudiantes de Secundaria a partir de conceptos, procedimientos y lenguajes,
pero no estan claramente sistematizadas como para establecer una categorizaciéon de tipos
de resolucién especifica para problemas de estimacion de grandes cantidades en superficie
delimitada. La sistematizacién y categorizacion de combinaciones de modelos iniciales y

estrategias en un arbol de soluciones miltiples se encuentra en |Albarracin, Ferrando, vyl

\Gorgorid (2021), quienes simplifican y organizan las que aparecen en los trabajos citados

previamente:

i. La estrategia mas bdsica (pero poco eficiente si el nimero de elementos a estimar es
muy grande) es el recuento. No se desarrolla un modelo inicial de la situacién real ni
se utilizan procedimientos matematicos basados en la medida y/o la proporcionalidad.

ii. Se puede proceder mediante el uso de distribucion en cuadricula (Ferrando, Albarracin,|

, 2017)), corresponde a un modelo inicial en el que los elementos cuyo nimero
se quiere estimar se disponen de forma ordenada en el plano por filas o columnas. El

procedimiento asociado a este modelo inicial es el producto cartesiano (elementos por
fila x elementos por columna) y permite obtener el niimero total de elementos.

iii. También se puede argumentar a partir del espacio (longitud o &rea) ocupado por un
elemento, y obtener el resultado de la estimacién dividiendo el drea total (o longitud
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total) por el drea (o longitud) ocupada por un elemento. Esto corresponde a la estrate-

gia de unidad base, también denominada iteracién de la unidad (Castillo y cols., 2011;
[Ferrando, Albarracin, y cols., 2017)).

iv. Por 1ltimo, es posible razonar a partir de una magnitud intensiva, la densidad, cal-
culando el nimero de elementos en una unidad de drea (o longitud) y multiplicando
este valor por el nimero total de unidades de area (o longitud); esto corresponde a la

estrategia de densidad (Ferrando, Albarracin, y cols., |2017)).

Asi, a partir de la idea de resolucién como sistema compuesto por modelo inicial y estrategia

asociada, Albarracin y cols.| (2021) elaboran un diagrama de &rbol con tipos de resolucién

(Figura [2-7)).

|
GRID DISTRIBUTION DENSITY Area Of the surface. TERATONEE X
|
[ unorm Average Difterentiated Directcakuiation || USIng 08<ompositon area occupled by an
Numoer of elements on each side element
' ¥ k { ¥ t

Muliply the number of
slemer h side

Consider opstacies? |
byaunt

l ’u;m..-—J

Figura 2-7.: Arbol de tipos de resolucién para problemas de estimacién de grandes canti-

dades en superficies delimitadas (Albarracin y cols., 2021)

Este arbol refleja la complejidad y variabilidad del proceso de resolucion, a la vez que simpli-

fica la forma de presentar el espacio de soluciones (Leikin y Levav-Waynberg, |2008) generado

por los estudiantes de Secundaria. En el arbol se observa que durante el proceso de resolucién
el estudiante puede incorporar al modelo construido aspectos cuantificables del contexto real
que proporcionan mayor precision en la estimacion obtenida. Estos aspectos se denominan

factores de complejidad (Albarracin y cols., |2021), y se relacionan con caracteristicas del

contexto que pueden identificar los alumnos en su resolucion: irregularidad en la forma o
tamano de los elementos a estimar; irregularidad en la superficie; homogeneidad o heteroge-
neidad en la distribucion de los elementos. Los factores de complejidad que recoge el arbol
de resoluciones son los siguientes:
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- Para el cédlculo del area de la superficie delimitada sobre la que hay que estimar la
cantidad de elementos el arbol recoge dos factores de complejidad. El primero consiste
en que se puede diferenciar espacio util, cuya area puede ser ocupada por los elementos,
de espacio initil, en el que la presencia de obstaculos impide que puedan colocarse
elementos y cuya area debe ser descontada del area total. El segundo consiste en
aproximar la superficie del problema, sobre todo si no es regular, por figuras geométricas
simples.

- En el tipo de resolucién basado en densidad, el arbol recoge dos factores de complejidad
que pueden incorporarse: densidad promedio y densidad diferenciada. Esto supone que
los elementos se distribuyen de manera heterogénea por la superficie; o bien se puede
trabajar descomponiendo la superficie total en zonas con distinta densidad (densidad
diferenciada), o bien calculando varias densidades y haciendo una media para trabajar
con la superficie total.

En los capitulos [y [5lexplicaremos la adaptacién y simplificacién de este drbol de resoluciones
a la categorizacion a las producciones de futuros maestros, obteniendo categorias analogas de
tipos de resolucién para futuros maestros. Ademas, en esos mismos capitulos, se explicara la
adaptacion y la ampliacion del andlisis y de la categorizacion de los factores de complejidad a
las producciones de futuros maestros. Es relevante conocer similitudes y diferencias entre las
resoluciones de futuros maestros y estudiantes no universitarios. De hecho, existen diferencias
entre los tipos de resolucién empleados por estudiantes de Primaria (de 10 a 12 afios de edad)
y los de Secundaria (Albarracin y Gorgorid, 2019). Ferrando y Albarracin (2021) analizan
cémo evolucionan las resoluciones desde los 8 anios hasta los 16 anos de edad cuando resuelven
secuencias de problemas de Fermi. En la Figura se muestra la evolucién en los tipos de
estrategia empleados:

Model Strategy 2nd 4th 6th 8th 10th
1-dimensional Only counting Exhaustive 3
Effective 1
Fitted rectangles 1
Grid distribution Exhaustive 1
Effective

= I3

o

Linear Reference Point
Linear Concentration Measurement 1 1

2-dimensional  Irregular homogeneous  Reference point 1

2 S,
I

Concentration Measurement

Irregular heterogeneous  Concentration Measurement 1

Figura 2-8.: Tipos de resolucién (modelo inicial + estrategia) por cada curso escolar, desde
los 8 a los 16 anos, Ferrando y Albarracin, 2021.

Se observa que los primeros anos los estudiantes no dominan el concepto de area y utilizan es-



2.4 Problemas de estimacién en contexto real 55

trategias de recuento o modelos lineales, tipo distribucion en cuadricula. En los tultimos anos
las resoluciones evolucionan hacia la unidad base (reference point) y sélo aparece densidad
(concentration measurement) en los resolutores con mayor madurez matemética. Conocer los
tipos de resolucién de futuros maestros aporta informacién complementaria a este estudio
longitudinal para problemas de Fermi, aunque no es el tema de esta tesis doctoral.

El interés en clasificar los tipos de resolucién de problemas de estimacion de grandes canti-
dades en una superficie delimitada se explicarda con mas profundidad en la siguiente seccidn,
y tiene relacion con como las caracteristicas del contexto del problema pueden influir en el
tipo de resolucion desarrollado por los futuros maestros, y con cémo esto podria afectar a su
uso flexible de varios tipos de resolucién. En |Albarracin y cols. (2021) hay un primer intento,
exploratorio, de relacionar tipo de resolucion y caracteristicas de contexto:

In this way, certain contexts facilitated or promoted the emergence of some strategies
that appeared more frequently, while, contrariwise, they were not used at all in other
contexts. However, we did not find any direct relationship between the characteristics of
the problem context (i.e. relative size of the elements and the enclosure, shape of the
enclosure, shape of the elements or even arrangement of the elements on the surface) and

those strategies identified that might suggest that the context determines the strategies.

Albarracin y cols., 2021, p.1225.

También emerge una idea intuitiva del potencial de utilizar secuencias de problemas de
estimacion reales en los que hay variacion del contexto para promover el uso flexible de
multiples tipos de resolucion o estrategias:

Nonetheless, although the context does not appear to determine the strategy, the variety
of contexts promotes the emergence of different strategies. Given that students adapted
their approaches to the needs of each specific context, the diversity of strategies could not
have been generated if the problems were decontextualized or were stated in camouflaged

contexts.

Albarracin y cols., 2021, p.1225.

En esta tesis, un diseno de secuencias de este tipo de problemas basado en controlar algu-
nas caracteristicas del contexto relevantes permitira estudiar estas relaciones combinando
técnicas cualitativas y cuantitativas.
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2.5. Flexibilidad en resolucion de problemas

2.5.1. Relevancia del estudio de la flexibilidad en resolucion de
problemas

La caracterizacion del conocimiento matematico en conocimiento conceptual y conocimien-
to procedimental puede ser atribuida a Hiebert y Lefevre (1986). Definen el conocimiento
conceptual como:

knowledge that is rich in relationships. It can be thought of as a connected web of know-
ledge, a network in which the linking relationships are as prominent as the discrete pieces
of information. Relationships pervade the individual facts and propositions so that all

pieces of information are linked to some network

Hiebert y Letevre, 1986, pp.3-4.

El conocimiento procedimental es definido como:

One kind of procedural knowledge is a familiarity with the individual symbols of the
system and with the syntactic conventions for acceptable configurations of symbols. The
second kind of procedural knowledge consists of rules or procedures for solving mathe-
matical problems. Many of the procedures that students possess probably are chains of

prescriptions for manipulating symbols

Hiebert y Lefevre, 1986, pp.7-8.

Estos dos tipos de conocimiento han sido tema de interés y foco de debate a lo largo de los
anos (Castro, Prat, y Gorgorid, 2016). Se ha abordado cémo se desarrollan e interactian
ambos conocimientos, y aunque no existe un consenso sobre cémo medirlos, se asume que
no pueden separarse (Hiebert y Lefevre, |1986). La mayoria de investigadores en educacion
matematica han puesto el foco en la distincién del tipo y la calidad del conocimiento, desde
escaso hasta ricamente conectado (Castro y cols., 2016 [Star, 2007). Star (2005) abre un
debate porque propone revisar la investigacién sobre estos dos tipos de conocimiento, ya que
el conocimiento procedimental no ha recibido la atencién necesaria en la investigacion en
educacién matematica durante las iltimas décadas. En efecto, la revision de la investigacién
sobre este tema sugiere - como puede verse en la influyente caracterizacién de Hiebert y
Lefevre (1986) recogida con anterioridad - que el conocimiento procedimental es profundo,
ricamente conectado, flexible y significativo, mientras que el conocimiento procedimental se
asocia a la mecanizacion, a procesos lineales, poco conectados y no profundos (Castro y cols.}
2016; Star}, 2005)).
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Frente a esta perspectiva, Star (2005, 2007) defiende la reconceptualizacién del conocimiento
procedimental y rechaza que éste sea necesariamente superficial y secuencial. La idea de que
un paso de un procedimiento viene conectado con el siguiente paso sugiere que el conoci-
miento procedimental es un conocimiento desconectado, pero “there are many different kinds
of procedures, and the quality of the connections within a procedure varies” (Star, (2005),
p. 407). Algunos procedimientos son algoritmos, y por tanto secuenciales, pero otros pro-
cedimientos son heuristicos: procedimientos mas abstractos que pueden ser de ayuda en la
resolucion de problemas. El uso de heuristicos es un ejemplo de conocimiento procedimental
profundo y conectado. La investigacién en conocimiento conceptual ha llegado a confundir
conocimiento de los conceptos con las formas en que pueden ser conocidos; sin embargo,
segun Star (2005)), el conocimiento procedimental se ha asociado a conocimiento de una sola
forma de procedimiento (los algoritmos) y una sola forma de ser conocido (superficial sin
conexiones).

Ademas de los heuristicos como procedimientos ricos y profundos, Star (2005) propone un
ejemplo de conocimiento procedimental profundo: la flexibilidad en la resolucién de proble-
mas. En particular, se refiere a su investigacion en la resolucién de ecuaciones de primer
grado, en la que observa que:

Skilled equation solvers have the ability to use the equation-solving actions flexibly, so
that a maximally efficient solution can be generated for any problem type. I consider

flexibility to be an indicator of deep procedural knowledge.

Star}, 2005, p.409.

A continuacion, Star (2005) afirma que “flexibility is a nontrivial and often overlooked com-
petency” (p. 409). Lo cierto es que el panorama ha cambiado desde entonces, y la flexibilidad
ha ido ganando un lugar como componente relevante de la competencia matematica (CCSSI,
2010). En este trabajo, la resolucién de problemas de Fermi conlleva el desarrollo de un mode-
lo matemaético entendido como un sistema conectado de conceptos y procedimientos, basado
en la idea de modelo inicial y estrategia asociada. Se consideran los procedimientos como
una forma de conocimiento profunda y conectada a los conceptos y representaciones de la
realidad. De hecho, en esta tesis se afrontan aspectos que Star (2005)) senala como propios
del conocimiento procedimental profundo y que tienen vinculacién con la flexibilidad en
resolucion de problemas:

There are subtle interactions among the problem’s characteristics, one’s knowledge of
procedures, and one’s problem-solving goals that might lead a solver to implement a

particular series of procedural actions.

Star], 2005, p.409.
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Asi, la flexibilidad es un componente importante de la competencia matematica, y en parti-
cular, la flexibilidad en resolucién de problemas es un ejemplo de conocimiento procedimental
profundo y conectado (Baroody, 2003; [Star y Seifert, 2006; Rittle-Johnson y Star, 2009a)).
Levav-Waynberg y Leikin (2012) han estudiado el papel de las multiple solution tasks en el
desarrollo de la creatividad matematica, que abordan con tres criterios: fluidez o soltura, fle-
xibilidad y originalidad. Las multiple solution tasks son problemas en los que el investigador
dispone de un espacio de soluciones, por lo que puede pedir a los resolutores que resuelvan
una tarea de distintas maneras, o usar el espacio de soluciones para analizar si, al variar
las tareas, los resolutores utilizan diferentes resoluciones (Leikin y Levav-Waynberg, 2008)).
De hecho, como componente de la creatividad matematica, Leikin (2009) define flexibilidad
como la capacidad de “generating new solutions when least one has already been produced”
(p. 132). Como se ha visto en el apartado , los problemas de estimacién de un gran
nimero de elementos en una superficie delimitada permiten categorizar un espacio de solu-
ciones delimitado y, por tanto, dan lugar a investigar su potencial como multiple-solution
tasks para promover la flexibilidad.

El uso flexible de las estrategias de resolucién es un indicador no solo de la creatividad
matematica, sino, desde una perspectiva psicolégica, de la variabilidad cognitiva, que permite
a los individuos resolver problemas con rapidez y precision (Krutetskii, [1976; |Spiro, Coulson,
Feltovich, y Anderson, 1988; Heinze y cols.,|2009). Demetriou (2004)) senala que los individuos
con pensamiento flexible desarrollan conceptos mas refinados y lo asocia a la produccion
de soluciones méas creativas y apropiadas a las caracteristicas del entorno. La flexibilidad
se considera una competencia matematica importante, ya que es necesaria para que los
estudiantes adquieran la capacidad de adaptar sus resoluciones a las caracteristicas de la
tarea o el contexto (Kilpatrick y cols., 2001)). En el marco de la resolucién de problemas,
como se ha dicho, los estudios sobre el uso flexible de multiples soluciones consideraron
que la flexibilidad es esencial para construir un conocimiento profundo y conectado (Silver,
Ghousseini, Gosen, Charalambous, y Strawhun, 2005; Rittle-Johnson y Star] [2009bf [Rittle-
Johnson, Star, y Durkin|, [2009; Rittle-Johnson y Star], [2009a; [Leikin y Levav-Waynberg, 2008;
Levav-Waynberg y Leikin) 2012).

En su entrada para la Encyclopedia of the Sciences of Learning, Nistal, Van Dooren y Vers-
chaffel (2012)) definen flexibilidad en resolucién de problemas de la siguiente manera:

The noun flexibility derives from the Latin verb “flectere”, to bend. Literally, flexibi-
lity refers to the capability of bending without breaking. At a more metaphorical level,
flexibility refers to someone’s predisposition to readily adapt his or her behavior to the
(changing) requirements of any given situation. In the sciences of learning, flexibility in
problem solving is generally understood as the ability to choose the most appropriate
strategy and/or representation for the problem at hand, for a given student, and in a
given context (p. 1302).

A diferencia de la definicién de flexibilidad como componente de la creatividad matematica
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empleada por Leikin (2009), en la definicién anterior para resolucién de problemas se habla
de cambio de estrategia, pero también de adaptacién de la misma a un problema o contex-
to concreto. Aunque para algunos autores las nociones de flexibilidad y adaptabilidad son
sinénimas (Star y Rittle-Johnson, 2008), otros distinguen entre el uso flexible de estrate-
gias, que se refiere a la capacidad para escoger entre diferentes estrategias — sin seleccionar
necesariamente la méas adecuada —, y el uso adaptativo de las estrategias, que implica la
seleccion de la mas adecuada a un problema concreto (Heinze y cols., 2009). Asi, Star y
Rittle-Johnson (2008) definen flexibilidad en resolucion de problemas como “knowledge of
(a) multiple strategies and (b) the relative efficiency of these strategies” y apostillan que “a
strategy is defined here as a step-by-step procedure for solving a problem” (p. 566). En su
definicién, el conocimiento de la eficiencia de una estrategia implica que el uso adaptable de
varias estrategias de resolucion estd contenido en el uso flexible. Por ejemplo, en resolucién
de ecuaciones de primer grado:

To solve an equation such as 3(xz + 1) = 15, a student could (a) choose one of these four
transformations at random, determine if the transformation can be applied in the given
equation, apply it, evaluate whether the resulting equation is closer to the solution form
of x = a, and then repeat this process; (b) follow a set order for executing transformations
- a 'standard’ strategy for solving this linear equation is to distribute the 3, subtract 3
from both sides of the equation, and then divide both sides of the equation by 3; or (c)
decide which transformation to apply based on features of the particular problem - for
this equation, since the right side is evenly divisible by 3, a student may choose to divide
both sides by 3 as a first step. All three strategies should lead to the correct solution,
but they vary in how efficient they are. The last, selecting a strategy using particular
features of the problem, is typically more efficient - it often involves fewer steps and fewer

computations and thus should be faster and less error prone.

Star v Rittle-Johnson, 2008, p.568.

Como se ve en la cita anterior, es relativamente facil definir eficiencia en problemas de na-
turaleza intra-matemaética sencillos como la resolucién de una ecuacién de primer grado (en
términos de coste computacional: se necesita un nimero menor de pasos), pero es compli-
cado definir qué se entiende por eficiencia en problemas reales y complejos como los que
utilizamos en nuestra investigacion. Por consiguiente, en las préximas subsecciones discuti-
remos definiciones alternativas de flexibilidad basadas en variabilidad de resoluciones, pero
que no incluyen la adaptabilidad. También discutiremos los problemas que puede implicar
la definicién de adaptabilidad - y eficiencia - en problemas de contexto real.

Ademas de la importancia de la flexibilidad en los procesos cognitivos asociados a la ac-
tividad matematica, y en concreto a la resolucion de problemas, queremos destacar que
recientemente ha aumentado la investigacion en factores afectivos, motivacionales y socio-
culturales que influyen en la inclinacion de los estudiantes a escoger de manera flexible entre
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distintas estrategias de resolucién de problemas (Nistal y cols., [2012). Asi, establecer tareas
que promuevan el desarrollo de multiples soluciones mejora la metacognicion, la autorregula-
cion, la autoeficacia y la experiencia de competencia e interés en la resolucion de problemas
(Schukajlow y Krug, 2012, 2013, 2014} Schukajlow, Achmetli, y Rakoczy, 2019).

2.5.2. Flexibilidad inter-tarea y flexibilidad intra-tarea

Si la definicién de flexibilidad en resolucién de problemas de Star y Rittle-Johnson (2008)
recoge variabilidad (conocimiento de multiples estrategias de resolucién) y adaptabilidad
(conocimiento de cudl es la estrategia mas eficiente segin caracteristicas especificas del pro-
blema), existen otras conceptualizaciones de la flexibilidad en resolucién de problemas que la
distinguen de adaptabilidad e identifican con la variabilidad en el uso de estrategias cuando
se resuelve un problema o una secuencia de problemas. |[Heinze y cols.| (2009)) resumen los
distintos enfoques del siguiente modo:

The notions “flexible” and “adaptive” in the context of research of individual strategy
application in mathematics education are used with different meanings. For some re-
searchers, these notions are synonyms, whereas others distinguish between flexible use
of strategies, which means that individuals are able to choose flexibly between different
strategies, but do not necessarily select the most appropriate strategy, and adaptive use

of strategies that in addition encompasses the choice of the most appropriate strategy.

Heinze y cols.,, 2009, p.536.

Estos autores senalan que la existencia de estos modos distintos de ver flexibilidad y adap-
tabilidad puede ser un problema menor en la investigacion en este campo, un asunto ter-
minoldgico. Sin embargo, en esta tesis diferenciaremos flexibilidad y adaptabilidad porque
vamos a seguir la conceptualizacién de flexibilidad de [Elia y cols.| (2009)). Estas autoras ex-
ploran el uso de estrategias de resolucion para problemas intra-matematicos no-rutinarios en
estudiantes de Primaria con alto rendimiento. Para ello, utilizan una categorizacion de los
tipos de resolucién basada en heuristicos, y distinguen dos tipos de flexibilidad en la reso-
lucién de problemas no-rutinarios: flezibilidad inter-tarea(cambio de estrategia entre tareas)
y flexibilidad intra-tarea (cambio de estrategia dentro de una tarea). En su estudio sobre
problemas intra-matematicos no-rutinarios, identificaron que los estudiantes con flexibilidad
inter-tarea tenian mas éxito que los que perseveraban en la misma estrategia. Es un resultado
previsto porque cambiar de estrategia entre tareas es condiciéon necesaria para desarrollar
un uso adaptable de las resoluciones. jPero qué ocurre con la flexibilidad intra-tarea? Es
célebre la frase de Polya (1957) en la que afirma que “it is better to solve one problem five
different ways, than to solve five problems one way”, pues encontrar varias vias para resolver
un problema es un indicador de creatividad matemaética (Leikin| [2009)). Sorprendentemen-
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te, en el estudio de |Elia y cols.| (2009) se encontré que la flexibilidad intra-tarea no estaba
relacionada con el rendimiento:

students who changed strategies within the problems were equally successful with the
students who applied only one strategy for the solution of the problems. This finding
suggests that intra-task strategy flexibility did not support the students in reaching a
correct answer. A qualitative analysis of the intra-task strategy flexibility showed that
comprehending the problem situation intervened with the solution strategies and therefore

influenced the correctness of the answer.

Elia y cols., 2009, p.616.

Parece que la comprension de las caracteristicas de la situaciéon que plantea problema es
determinante en el uso correcto de la estrategia de resolucion, y por eso la inter-flexibilidad
esta ligada a un buen rendimiento, mientras que la intra-flexibilidad, que implicaria gene-
rar varias estrategias con independencia de estas caracteristicas, no es garantiza que esas
resoluciones sean correctas. Como se ha dicho, en este trabajo se seguira la distincién entre
flexibilidad inter-tarea y flexibilidad intra-tarea, aplicada a los tipos de resolucién (modelo
inicial + estrategia asociada). Asi, uno de los objetivos de esta tesis se relaciona con:

how task characteristics (e.g., the nature of the numbers involved in a mental calculation
problem) can affect subjects’ choice of strategies and /or representations, and the influence

that such choices have on problem-solving performance.

Nistal y cols., 2012, p.1302.

En ese sentido, el foco de interés se pondra en la flexibilidad inter-tarea, pues permite ana-
lizar en qué medida futuros maestros cambian de tipo de resolucién cuando cambian las
caracteristicas del contexto del problema.

2.5.3. Flexibilidad y adaptabilidad en resolucién de problemas reales

Nos interesa la influencia de las caracteristicas del contexto en el tipo de resolucion escogida
por el resolutor porque permite analizar la flexibilidad (en particular, la flexibilidad inter-
tarea) en problemas reales (en particular, en problemas de estimacién de grandes cantidades
en una superficie delimitada). Nistal y cols.| (2012) afirman que es un tema de investigacion
poco desarrollado:

Although research on the influence of contextual variables on flexibility is still in its initial

stages, nowadays their importance is being acknowledged much more frequently.

Nistal y cols., 2012, p.1303.
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La mayoria de los estudios sobre la influencia del conocimiento de resoluciones muiltiples y
su uso flexible se han centrado en tareas intra-matematicas, por ejemplo:

= los problemas de geometria (Leikin y Levav-Waynberg, |2007; Levav-Waynberg y Leikin,

2012);

= la resolucién de ecuaciones de primer grado (Rittle-Johnson y Star, 2009b; |Star y|
Rittle-Johnsonl|, 2008} [Star y Newton| 2009; Rittle-Johnson y Star}, 2009al);

los problemas verbales y/o no-rutinarios (Kaizer y Shore, [1995; Elia y cols., 2009);

el célculo mental (Threlfall, [2002);

las habilidades aritméticas (Blote, Van der Burg, y Klein|, 2001} Baroody}, 2003));

las fracciones y el razonamiento proporcional (Berk, Taber, Carrino, y Poetzl, 2009;

Led 2017)

Por el contrario, existen pocos estudios empiricos que relacionen el desarrollo de multiples

soluciones y el rendimiento en la resolucién de problemas del mundo real (Schukajlow y cols.|
2015} |Achmetli y cols., [2019). Los resultados de Schukajlow y cols. (2015) mostraron que
promover que los estudiantes de Secundaria encuentren soluciones multiples a un problema

abierto de modelizacion no mejora su rendimiento directamente, pero un analisis de tra-
yectorias encontrd efectos indirectos del tratamiento sobre el rendimiento de los estudiantes
a través del numero de soluciones que desarrollaron y su experiencia de competencia, que
fueron relacionados posteriormente con la mejora de conocimientos conceptuales y procedi-
mentales previos (Achmetli y cols., 2019).

Hay, por tanto, mas alla de estos estudios, pocos datos y resultados sobre el efecto de la
flexibilidad en resolucion de problemas de contexto real. También hay poca investigacién

sobre la flexibilidad de los profesores en formacién (Leikin y Levav-Waynberg), 2007; Berk y|

cols., 2009; Lee, |2017). Es importante saber mas sobre la flexibilidad de los futuros profesores

porque proporciona informacion sobre su competencia en la resolucion de problemas. En esa
linea, esta tesis pretende aportar resultados al estudio de la flexibilidad de futuros profesores
en resolucion de problemas de modelizacion que involucran estimaciones.

El conocimiento de la eficacia de la estrategia es una caracteristica fundamental del rendi-
miento experto en resoluciéon de problemas y es también un mecanismo predominante que
subyace al aprendizaje y al desarrollo (Star y Rittle-Johnson, 2008; Selter, 2009). El estudio
de la adaptabilidad de futuros maestros en la resolucién de problemas reales es un asunto

mas complejo que el de la flexibilidad. La adaptabilidad en resolucién de problemas es co-
nocer qué estrategia es mas eficiente que otras bajo particulares circunstancias del problema
(Star y Rittle-Johnson, [2008). Sin embargo, como afirman Heinze y cols.| (2009), esto plantea

un reto importante:
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Much more critical and challenging are the fundamental theoretical questions: when

should a strategy be considered as appropriate and which criteria are relevant to this?

Heinze y cols., 2009, p.536.

Hemos visto que en ecuaciones de primer grado es relativamente sencillo definir qué se
entiende por solucion mas apropiada para un tipo de ecuacion determinada. También puede
estar claro en problemas intra-matematicos no complejos, por ejemplo, adaptar estrategias
de suma o resta a ciertas caracteristicas de los ntimeros que aparecen en el problema, de
tal manera que pueda reducirse el nimero de pasos para resolver el problema (Blote y cols.|
2001). Pero en problemas complejos, especialmente en problemas reales y abiertos, como
pueden ser los problemas de modelizacion y en concreto los problemas de Fermi, el criterio
para saber cudl es la estrategia de resolucion mas eficiente o apropiada no es tan claro,
porque con frecuencia intervienen varios factores, algunos de ellos dificiles de cuantificar,
como puede ser el contexto. Conscientes de esta dificultad, |Verschaftel, Luwel, Torbeyns, v
Van Dooren (2009) proponen la siguiente definicién de adaptabilidad:

the conscious or unconscious selection and use of the most appropriate solution strategy

on a given mathematical item or problem, for a given individual, in a given context

Verschaftel y cols., 2009, p.343.

Estudiar la adaptabilidad en resoluciéon de problemas reales, en concreto para problemas de
estimacion de un gran nimero de elementos en una superficie delimitada, plantea varios retos
importantes. El primero es poder describir con precision qué caracteristicas del contexto
influyen en la eleccién del tipo de resolucién mas adecuado. En el Capitulo (4| dedicado
a la metodologia se explicard con detalle como se ha empleado la idea de variable de la
tarea de Kilpatrick (1978) para lograr disenar una secuencia que sirva para analizar esta
posible influencia. El segundo es encontrar criterios que definan qué significa solucion mas
apropiada para un problema de estas caracteristicas. Threlfall (2002) encuentra dificultades
para escoger cual es la mejor estrategia en operaciones de calculo mental y en estimacién
computacional. jLa que tiene un menor nimero de pasos? ;jla que resulta mas sencilla al
resolutor? ;la més rapida? Aun es mas complicado en situaciones reales de estimacién de
medida, en las que incluso es complicado definir qué se considera una buena estimacion.
El error aceptable es aiin mas discutible cuando se resuelven problemas de Fermi, en los
se conoce poca informacién concreta y se deben hacer suposiciones y simplificaciones para
obtener una estimacién (Efthimiou y Llewellyn, 2007, cuyo valor dependera de las conjeturas
y decisiones sobre la situacion real tomadas por el resolutor. En esta tesis se presentara un
estudio exploratorio sobre qué criterios son considerados por los resolutores para valorar cuél
es la estrategia de resolucion mas adecuada y como se relacionan con las caracteristicas del
contexto del problema.
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3. Diseno de la investigacion

En este capitulo se expone y esquematiza el diseno de la investigacién. En primer lugar, se
introduce la investigacién aproximandose a sus cinco aspectos esenciales: objeto, objetivo
y propositos, situacién en el area, preguntas de investigacién y metodologia. El capitulo
finaliza con un esquema que sintetiza el desarrollo de la investigacion que sustenta esta tesis
y facilita la orientacion en los préoximos capitulos.

3.1. Introduccién a la investigacion

Boaler, Ball, y Even| (2003)) afirman que investigar es més que un conocimiento; es un proceso
activo en el que hay que hacer un uso del conocimiento en contexto. Estd compuesto por
una serie de practicas fundamentales:

reading, formulating a research question, using data carefully to make and ground claims,
moving from the particular to the general, considering mathematics, and communicating

research findings.

Boaler y cols., 2003, p.495.

El diseno de la investigacion tiene como funcién estructurar estas practicas fundamentales
para alcanzar unos objetivos que respondan a las preguntas de investigaciéon. El pentagono
de investigacién (Bikner-Ahsbahs, 2019) es una herramienta epistemolégica que facilita una
aproximacién introductoria a los cinco aspectos esenciales implicados en el diseno de cual-
quier investigacién, asi como en la eleccién de sus metodologias. A partir del pentdgono
de investigacion (Figura describiremos los principales aspectos que caracterizan la in-
vestigacion que presentamos en esta tesis, profundizando en cada una de ellos. Estos cinco
aspectos son: objeto de investigacién; propdsito y objetivo de la investigacién; situacién de
la investigacion en el area; preguntas de investigacion; y métodos y técnicas de investigacion.

3.1.1. Objeto de investigacion

Aunque las practicas descritas por Boaler y cols.| (2003) son esenciales en una investigacion,
debe anadirse la naturaleza epistémica del objeto investigado, que proporciona indicios para
su exploracién y evoca problemas que hay que resolver (Bikner-Ahsbahs, 2019). En el pre-
sente estudio, el objeto empirico de la investigacion son los futuros maestros de Educacién

67



68 3 Diseno de la investigacion
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Figura 3-1.: Pentadgono de investigacién para describir los principales aspectos de hacer
investigaciéon (Bickner-Ahsbahs, 2019, p. 154)

Primaria. Pero el conocimiento que nos interesa del objeto empirico son sus resoluciones
de problemas del mundo real, pues la solvencia - un alto rendimiento - en la resolucién de
este tipo de problemas es condicién necesaria para su introduccion exitosa en el aula. Asi,
desde el punto de vista epistémico, el objeto es la competencia de maestros en formacién
en resolucién de problemas de modelizacién que involucran estimaciones. En particular, la
influencia que el contexto de este tipo de problemas puede tener en sus resoluciones y en el
uso flexible que hacen de ellas. Esto nos lleva a definir el propésito de la investigacion.

3.1.2. Propésito y objetivo de la investigacion

El objetivo principal de esta investigacién es mejorar el conocimiento de cémo resuelven
los maestros en formacién problemas de modelizacién que involucran estimaciones (también
los hemos denominado problemas de Fermi o problemas de estimacién en contexto real). Se
trata de un objetivo amplio, que forma parte del conocimiento especializado del contenido
matematico para la ensenanza, por lo que debe concretarse en varios propdsitos que permitan
dar una respuesta parcial.

En concreto, un primer propédsito es describir qué tipos de resolucion emplean los futu-
ros maestros, qué factores los caracterizan, tanto cuando resuelven los problemas reales de
estimacién de manera individual en el aula, como cuando los resuelven en grupo y experi-
mentando en el lugar del problema.

Un segundo propodsito de la investigacion es conocer si determinadas caracteristicas de esta
clase de problemas condicionan o se relacionan con el tipo de resolucién escogido por futuros
maestros.

El tercer propdsito es caracterizar qué tipos de errores cometen los futuros maestros cuando
resuelven estos problemas, tanto individualmente en el aula, como en grupo y experimen-
tando en el lugar del problema.
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El cuarto propdsito es conocer si pueden emplearse secuencias de problemas reales de es-
timacién para promover el uso flexible de resoluciones, y explorar qué criterios se podrian
escoger para determinar cuando una resolucién es més adecuada que otra.

El dltimo propdsito es conocer si hay relacion entre la flexibilidad de los futuros maestros y
su rendimiento en la resolucién de problemas reales de estimacion.

3.1.3. Situacion de la investigacion en el area

El objetivo y los propositos de la investigaciéon nos permiten abordar la relevancia de la
investigacién dentro del drea de la Didéctica de las Matematicas. En el Capitulo [2] hemos
construido en detalle el marco tedrico en el que se sittian los propdsitos descritos. A conti-
nuacién, sintetizamos las conexiones del objetivo y los propésitos de la investigacion con los
distintos dominios de investigaciéon del marco tedrico.

El objetivo de la investigacién se enmarca dentro del interés en el papel del profesor co-
mo promotor de un enfoque basado en la Educacién Matematica Realista (EMR) y una
ensenanza-aprendizaje funcional de las Matematicas. En este enfoque la resolucion de pro-
blemas juega un papel central. Para abordar el objetivo de la investigacion es necesario
relacionarlo con los modelos de conocimiento especializado del profesor existentes, asi co-
mo con los estudios sobre errores y dificultades del profesorado en resolucion de problemas,
especialmente problemas reales y de modelizacion.

Dentro de la resolucion de problemas reales, la investigacion se enmarca en los problemas de
Fermi, en concreto en los problemas reales de estimacién de un gran niimero de elementos en
una superficie delimitada, por ser adecuados para introducir la modelizacién en Educacién
Primaria. Dado que el objeto de investigaciéon son los maestros de Primaria en formacion,
los problemas de Fermi son adecuados como medio para estudiar aspectos de la competencia
de futuros maestros en resoluciéon de problemas reales. En el marco tedrico se han descrito
estudios que caracterizan las resoluciones de estudiantes de Educacion Primaria y Secunda-
ria (Albarracin y Gorgoriol, | 2014; |Ferrando, Albarracin, y cols., 2017; |Albarracin y Gorgorio,
2019), por lo que es conveniente la extension de esta caracterizaciéon a maestros y maestras
en formacion. Ademas, en estudios recientes, se ha explorado la vinculacién de ciertas carac-
teristicas de los problemas de Fermi, en particular de su contexto, con el tipo de resolucién
desarrollada por los estudiantes (Albarracin y cols., [2021}; [Ferrando y Albarracin) [2021)). Uno
de los propdsitos de investigacion es consolidar esta linea de investigacion reciente.

La linea de investigacion sobre caracteristicas de los problemas de Fermi que influyen en
su resolucion tiene evidentes conexiones con el dominio de investigacion sobre flexibilidad
y adaptabilidad, es decir, sobre el conocimiento del resolutor de muiltiples estrategias de
resolucién y sobre el conocimiento de cudl es la mas eficiente o apropiada segun las carac-
teristicas del problema. Puesto que la flexibilidad y la adaptabilidad son componentes de
la competencia en resolucion de problemas, su estudio para futuros maestros conecta con el
objetivo de la investigacion y cierra el circulo. En resumen, teniendo por objeto los maestros
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en formacion, este trabajo reine distintos dominios de investigacién que se articulan en torno
a una respuesta al comentario de Star (2005):

There are subtle interactions among the problem’s characteristics, one’s knowledge of
procedures, and one’s problem-solving goals that might lead a solver to implement a

particular series of procedural actions (p. 409).

Desarrollar una respuesta a ese comentario conlleva aportar resultados a los dominios de
investigacion implicados, contestando a varias preguntas de investigacion, que expondremos
a continuacion.

3.1.4. Preguntas de investigacion

Una vez escogido el objeto de investigacion, descritos el objetivo y los propédsitos de inves-
tigacion, y situados dentro del area de investigacion de la Didactica de las Matematicas, es
necesario articular las preguntas de investigacion que posibilitan la concrecién en practicas
investigadoras como el diseno de la experiencia, la seleccion de la muestra, la recogida y
analisis de datos, etc. Las preguntas de investigacién se habian adelantado en el Capitulo [T}
como puerta de entrada a esta tesis doctoral, y son las siguientes:

P1- ;Cémo resuelven los futuros maestros los problemas de estimacion en contexto real?
P2- ;Hay alguna influencia del contexto y de la estructura del problema en la resoluciéon
desarrollada por los futuros maestros para los problemas de estimacion de contexto real?
P3- ;En qué medida la resolucién experimental en lugar fisico del problema influye en las
resoluciones?

P4- ; Qué rendimiento tienen los futuros maestros cuando resuelven problemas de estimacion
en contexto real?

P5- ;Son los futuros maestros flexibles en la resolucién de problemas de estimacién en con-
texto real?

P6- ; Existe relacion entre flexibilidad de futuros maestros y su rendimiento en resolucién de
problemas de estimacion en contexto real?

P7- {Cémo hacen los futuros maestros un uso adaptativo de sus resoluciones en los problemas
de estimacién en contexto real?

3.1.5. Métodos y técnicas de la investigacion

Contestar a las preguntas anteriores exige movilizar una serie de practicas de investigacién —
recogida de datos, andlisis, interpretacion, elaboracién de conclusiones - regidas por mecanis-
mos o procedimientos racionales. Escoger los métodos y técnicas de investigacion ajustados
y coherentes con los objetivos de la investigacion y con el paradigma epistemologico en el
que se enmarca es parte del diseno metodolédgico. El objeto y objetivos de esta investigacion
pueden enmarcarse dentro del paradigma interpretativo (Bassey, 1999; Bryman, 2012). Bajo
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este paradigma trataremos de comprender la competencia de los maestros en formacién en
resolucién de problemas de modelizacién que involucran estimaciones (también los hemos
denominado problemas de Fermi, o problemas de estimacién en contexto real). Se trata del
estudio de una realidad educativa, en la que el investigador no interviene sobre la situacién,
lo que se denomina investigacién observacional (Yin, 2009; |Lodico y cols., [2010). No se trata
de encontrar relaciones causales que subyacen y explican el fenémeno estudiado — el objeto
de investigacion — sino de interpretarlo, encontrar relaciones y tratar de comprender la expe-
riencia subjetiva de los sujetos (Bryman, 2012). Pizarro (2015, pp. 64-65) recoge en su tesis
algunas de las caracteristicas del paradigma interpretativo, que expondremos a continuacién
por ajustarse, en parte, al enfoque metodoldgico de nuestra investigacion:

= La metodologia se basa en una descripcion rigurosa del fenémeno a estudiar, en este
caso, las producciones de los futuros maestros cuando resuelven problemas reales de
estimacién. El método produce datos descriptivos, que permiten inducir categorias que
constituyen un marco de referencia para (re)interpretar los datos (Gibbs, 2007)).

» El interés es describir, interpretar y comprender un escenario social, mas que hacer
predicciones sobre el mismo.

= Pone el foco en la subjetividad de los sujetos y la manera en que interpretan las
situaciones.

» El acuerdo intersubjetivo garantiza la fiabilidad del andlisis y la reduccién de posibles
sesgos, por medio de la triangulacién de investigadores que describen e interpretan las
producciones (Denzin|, 2009).

= Se centra en lo que es Unico y particular del sujeto mas que en aspectos generalizables.

= Requiere el andlisis conjunto de los datos.

Senaldbamos que este paradigma se ajusta en parte porque, aunque la hermenéutica es una
de las bases metodolégicas de nuestra investigacion, también tiene caracter empirico, apo-
yado en una muestra lo suficientemente grande como para elaborar descripciones y obtener
conclusiones de caracter estadistico. Por tanto, la investigacién requiere combinar métodos
y técnicas propias del enfoque cualitativo y el paradigma interpretativo con metodologias
cuantitativas. La investigacion en métodos mixtos (Mized Methods Research, MMR) emplea
aproximaciones multi-metodoldgicas al analisis de datos, basdndose en la idea de triangula-
cién como combinacién de metodologias para el estudio de un mismo fenémeno (Buchholtz,
2019). En algunos momentos, a partir de un anélisis cualitativo de categorias realizado con
suficiente precisién, un andlisis cuantitativo busca la generalizacién. En otros momentos de
la investigacion, el andlisis cualitativo de producciones particulares del colectivo de sujetos
analizado complementa el analisis estadistico descriptivo. Esta instrumentalizacién del anali-
sis cualitativo permite combinarlo con lo cuantitativo (MMR) en disefio secuencial QUAL
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— QUAN y QUAN — QUAL (Buchholtz, |2019). Por tanto, aunque no aborda explicaciones
causales ni predicciones, este trabajo requiere métodos y técnicas mas alla del paradigma
interpretativo, en particular, en la descripcion de aspectos generalizables y en la inferencia
de relaciones entre variables implicadas en el fenémeno estudiado. Puesto que la componente
interpretativa es esencial, ya que se analizan variables cualitativas nominales (categdricas)
categorizadas en la triangulacion de investigadores, se trabajara con una muestra no pa-
ramétrica. Esta situacién demanda métodos y técnicas basadas en la agrupacién y resumen
de los datos en tablas cruzadas o de contingencia, y en pruebas estadisticas de dependencia
o asociacion entre las variables como la Chi-Cuadrado de Pearson, la Kruskal-Wallis para
comparar medianas y medias de muestras, la prueba de razén de verosimilitud o el coeficiente
de contingencia V de Cramer.

3.2. Esquema del desarrollo de la investigacion

Una vez introducido el diseno de la investigacion en sus cinco aspectos esenciales, creemos
necesario introducir un esquema que sirva de apoyo y facilite la descripcion de su desarrollo.
Describiremos la investigacion en tres partes, una de ellas central, con varias experiencias
asociadas. Cada una de estas experiencias requiere unas herramientas materiales (secuencia o
cuestionarios) y técnicas de anélisis cualitativo y cuantitativo. En la Figura se presenta el
esquema del desarrollo de la investigacion, describiendo como se llevaron a cabo las distintas
experiencias y fases que la componen.

Investigacion A Se trata de la investigacion central de esta tesis doctoral. Se desarrolld
durante los cursos 2017/18 y 2018/19. Esta compuesta de dos experiencias (Al y A2) que
se repiten en ambos cursos, y de un cuestionario post-experiencia implementado en el curso
2018/19. En total, N = 224 futuros maestros participaron en la Investigacién A.

Los N = 224 futuros maestros se enfrentaron dos veces a una misma secuencia de cuatro
problemas de estimacién de una gran cantidad de elementos en una superficie delimitada
(Anexos [Al y . En los cuatro problemas la pregunta se formulaba de manera concisa y
directa, y hacia referencia a lugares del entorno de la Facultad de Magisterio. En la expe-
riencia A1, los maestros en formacién realizaban planes de resolucion de la secuencia en el
aula, de manera individual, durante una sesiéon de 90 minutos. En la experiencia A2, esos
mismos maestros en formacién resolvieron la secuencia en grupos, realizando mediciones en
el lugar real de los problemas durante una sesién de 90 minutos.

Ademads, una submuestra de 111 futuros maestros que participé en la investigacién A durante
el curso 2018/19 respondié un cuestionario con preguntas abiertas de reflexién sobre las
experiencias Al y A2 (Anexo [D).

El andlisis mixto, cualitativo y cuantitativo, de las producciones de los N = 224 futuros
maestros cuando resuelven la secuencia de problemas en las experiencias Al y A2, y el
analisis cualitativo de las respuestas a algunas preguntas del cuestionario post-experiencia,
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Ol 1. Describir y analizar los tipos de plan de resolucion.
QI 2. Establ ion entre vy tipo de plan de resolucion.
Ol 5. Describir y analizar las resoluciones grupales e in sifu.
Ol 6. Comparar los planes de resolucion individual y las resoluciones grupales € in situ.
QI 7. Categorizar los factores de complejidad que incorporan los planes de resolucion y las
resoluciones grupales e in situ, y compararlos.
01 8. Categorizar y analizar los errores especificos, estableciendo dos niveles de rendimiento.

Ol 9. Analizar la flexibilidad inter-tarea de los futuros maestros.
Ol 10. Analizar las relaciones entre flexibilidad y rendimiento.

- -

Ol 3. Validar que la relacion enfre caracteristicas del contexto y tipo de plan de resolucion de Iz
experiencia A1 se mantiene con ofra secuencia altemativa.
Ql4. Efecto de la estructura del enunciado en el éxito basico del plan de resolucion.

Curso 2018/20

Cuestionario cerrado sobre
criterios de adaptabilidad

Ol 11. Conocer qué tipo de resolucion consideran los expertos que es mas
d da para cada p X
Ol 12. Obtener unos criterios de adaptabilidad que sustenten la eleccion de la
resolucion mas adecuada.

Figura 3-2.: Esquema del desarrollo de la investigacion de esta tesis doctoral
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ha permitido afrontar los siguientes objetivos de investigacion, que responden a las preguntas
de investigacién expuestas en el apartado |3.1.4]

OI 1. Describir y analizar los tipos de plan de resolucion.

OI 2. Encontrar si existe una relacién entre las caracteristicas del contexto de los problemas
y el tipo de plan de resolucién empleado por los futuros maestros.

OI 5. Describir y analizar las resoluciones grupales e in situ.
OI 6. Comparar los planes de resolucién individual y las resoluciones grupales in situ.

OI 7. Categorizar los factores de complejidad que incorporan los planes de resolucion y las
resoluciones grupales e in situ, y compararlos.

OI 8. Categorizar los errores especificos para problemas de estimacion de un gran nimero
de elementos en una superficie delimitada y analizar los errores en las producciones de
los futuros maestros, estableciendo niveles de rendimiento.

0OI 9. Analizar la flexibilidad inter-tarea de los futuros maestros.

OI 10. Analizar las posibles relaciones entre el uso flexible de los planes de resolucién de
futuros maestros y su rendimiento en la resolucién de los problemas de la secuencia,
contemplando los errores cometidos y su gravedad.

Investigacion B Durante el curso 2018/19, en paralelo a la segunda parte de la Investiga-
cién A, un total de N = 87 futuros maestros participaron en la Investigacion B. Se compone
de una experiencia mas simple: una sesién de 90 minutos en el aula, en la que los futuros
maestros debieron plantear un plan de resolucién individual para una secuencia de cuatro
problemas de estimacién de una gran cantidad de elementos en una superficie delimitada
alternativa (ver Anexo a la que se usé en la Investigacion A. En esta secuencia 2, los
problemas plantean una situacion real distinta a los de la primera secuencia, pero mantienen
las mismas caracteristicas del contexto. El objetivo de esta Investigacién B era validar la
experiencia Al con una secuencia distinta pero contextualmente equivalente.

Ademas, se aproveché esta segunda secuencia de validacién para iniciar un estudio de la
influencia de la estructura del enunciado de los problemas en la capacidad de los futuros
maestros de proporcionar una respuesta completa. Los enunciados de la segunda secuencia
plantean la situacion de manera narrativa, menos concisa, o bien formulan la pregunta de
manera indirecta.

Un andlisis que combina técnicas y métodos cualitativos y cuantitativos de las producciones
de N = 87 futuros maestros nos ha permitido afrontar los siguientes objetivos de investiga-
cién:
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OI 3. Validar que la relacion entre caracteristicas del contexto y tipo de resolucién de la
experiencia Al se mantiene con otra secuencia alternativa.

OI 4. Estudiar la influencia de la estructura del enunciado en el éxito basico del plan de
resolucion.

Investigacion C  La Investigacién C tiene el objetivo de completar, con una aproximaciéon
interpretativa, el estudio de la flexibilidad de futuros maestros de la Investigacion A. Es el
primer paso de una investigacién sobre un reto dificil: el de definir qué es la adaptabilidad
en la resoluciéon de problemas de modelizacién que involucran estimaciones. A partir de
algunos datos obtenidos del cuestionario post-experiencia de la investigacién A, se disené un
cuestionario con preguntas cerradas para recoger la opinion sobre cudl es el tipo de resolucion
mas apropiado para cada problema de la secuencia 1 y sobre qué criterios se han tenido en
cuenta para hacer esa eleccién (Anexo . El cuestionario se pasé a N = 81 expertos en el
area de Mateméticas y/o de la Didactica de las Mateméticas. Un analisis estadistico de las
respuestas permite abordar los siguientes objetivos de investigacién:

OI 11. Conocer qué tipo de resolucion consideran los expertos que es mas adecuada para cada
problema.

OI 12. Obtener unos criterios de adaptabilidad que sustenten la eleccion de la resolucion mas
adecuada y analizar el grado de adaptabilidad de los futuros maestros.

En el préximo capitulo detallaremos el diseno de los materiales utilizados para llevar a cabo
las distintas partes de la investigacion, describiremos cémo se llevaron a cabo las experiencias
y explicaremos las herramientas metodolégicas empleadas para el andlisis de los datos.






4. Metodologia de la investigacion

En este capitulo se fundamenta y justifica en profundidad cémo se han disenado los materiales
utilizados para desarrollar la investigacién. Se describen las experiencias que componen la
investigacion, y se detallan las aproximaciones y herramientas metodolégicas empleadas para
abordar el analisis de dichas experiencias.

La primera seccién se centra en el diseno de los materiales. Primero se explican los funda-
mentos del diseno de las secuencias de problemas empleados, que constituyen el material
central de la investigacién. También se describe la elaboracién de dos cuestionarios que com-
plementan la informacién recogida en las producciones de futuros maestros cuando resuelven
las secuencias.

La segunda seccion describe la seleccién de las muestras, el desarrollo de las experiencias
que componen la investigacion en sus distintas fases y las herramientas de recogida de datos
utilizadas.

En la tercera seccion se abordan los métodos empleados para el analisis de los datos, con
especial atencion al proceso de categorizacion de los distintos datos recogidos en la investi-
gacion.

4.1. Diseno de los materiales

Una vez introducidos los elementos del diseno de la investigacion y el marco metodolégico,
y esquematizado su desarrollo, en esta seccién nos centramos en el diseno de los materiales
empleados en las experiencias y fases que la componen. Se trata de dos secuencias de pro-
blemas (secuencia 1 y secuencia 2); de un cuestionario abierto con preguntas de reflexion
sobre algunos aspectos de la resoluciéon de la secuencia 1; y de un cuestionario con preguntas
cerradas sobre criterios para escoger el tipo de resoluciéon mas adecuada para cada problema.

4.1.1. Bases tedricas para el diseiio de las secuencias de problemas

Una aproximaciéon frecuente a la modelizacion en las aulas es lo que Blum y Niss llama-
ron “the island approach” (1991, p. 60), consiste en trabajar un contenido matemaético vy,
posteriormente, y de forma puntual, abordar una tarea aislada de modelizacién en la que
aplicar dicho contenido (Arlebéick y Doerr} 2015). En esta investigacién se emplean secuen-
cias de problemas de modelizacién, siguiendo la idea de Arlebick y Doerr (2015) de usarlas
para facilitar el desarrollo de competencias de modelizacién - en particular, de la flexibilidad
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inter-tareas - en los futuros maestros:

We want to move beyond an isolated, single modelling activity and focus on sequences
of modelling tasks that facilitate the development of learners’ mathematical ideas and

modelling competencies.

Arlebick y Doerr, 2015, p.293.

Otra aproximacion a la linea de investigacién en disenio de secuencias de tareas de modeliza-
cion es la de la metodologia de los Recorridos de Estudio e Investigacion y las praxeologias
de la Teoria Antropoldgica de la Didactica (Barquero, Bosch, Gascon, y Raj|, 2007; Barque-
ro y cols.) |2011)). Estos autores recurren a ella para disenar y usar secuencias de tareas de
modelizacién que “cubran” los principales contenidos de los temarios oficiales de matemati-
cas, dando una clara funcionalidad a sus contenidos. Nuestra aproximacién puede vincularse
con las model development sequences propuestas por Lesh y Doerr (2003). En la perspec-
tiva de Lesh y Doerr, los estudiantes comienzan, como punto de partida, resolviendo las
model eliciting activities (MEA), en las que deben desarrollar un modelo para dar sentido
a una situacién significativa; posteriormente se enfrentan a las model exploration activities
(MXA), en las que deben ampliar, estructurar y enriquecer los modelos anteriores en si-
tuaciones similares, pero algo mas complejas; y finalmente resuelven las model application
activities(MAA), en las que deben aplicar los modelos desarrollados en las MEA y las MXA
en nuevas situaciones o fenémenos. Sin embargo, aunque nuestra aproximacion al disefio de
secuencias comparte interés en promover la evoluciéon de los modelos matemaéticos a través
de problemas similares, no nos centramos en el enriquecimiento progresivo del modelo sino
en los cambios de resolucién (entendida como modelo + estrategia) promovidos por la se-
cuencia. Se trata de que, resolviendo los problemas de la secuencia, tengan la oportunidad de
variar los modelos y estrategias que pueden ser ttiles en la resolucion, en funcién de aquellos
elementos que mejor se ajustan a cada aspecto del fenémeno estudiado.

Para el disefio de la secuencia, siguiendo a Arlebéck y Doerr (2015)), nos hemos apoyado en
la variation theory (Ko y Marton, 2004)), pues abre la posibilidad de que el estudiante tome
conciencia de los aspectos criticos de determinados contenidos (en el caso de este estudio, de
contenidos relacionados con habilidades de medida y estimacién de longitudes y superficies en
lugares reales) al tiempo que facilita el desarrollo de capacidades especificas para la resolucion
de problemas. Desde este punto de vista, se pone el foco en qué es lo que varia y lo que
permanece invariable en cualquier situacién de aprendizaje (en particular, en la resolucién
de problemas reales de estimacién). La variacién promueve que ciertos aspectos criticos
aparezcan en primer plano, mientras que otros aspectos permanecen o pasan a un segundo
plano, lo que ayuda a que los estudiantes disciernan dichos aspectos. Se pueden distinguir
cuatro tipos de variacién: contraste, generalizacion, separacion y fusién (Marton, Runesson,
y Tsui, [2004). En el disenio de las secuencias de problemas de estimacién en contexto real
nos basaremos en el primer tipo de variacién, el contraste. La variacién de contraste permite
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discernir un nuevo aspecto de una situacion de aprendizaje por comparacién con otro que
ha variado. Es nuestro proposito hacer variar caracteristicas de contextos similares a través
de una secuencia de problemas reales de estimacién, de modo que podamos comprobar si la
resolucion de los futuros maestros se ve afectada por dicha variacion.

Para disenar el patron de variacion de contraste en los problemas que componen la secuen-
cia necesitamos recurrir a la idea de variables de la tarea (Kilpatrick, |1978]), que permitirdn
tratar con cierta precisiéon como varian ciertas caracteristicas del contexto que intervienen
necesariamente en las resoluciones. Segun la definicién establecida por Goldin y McClintock
(1979), una variable de la tarea es cualquier caracteristica que asuma un valor determinado
a partir de un conjunto de valores posibles. Puig y Cerddn (1988) explican que las variables
de la tarea pueden ser numéricas (por ejemplo, el niimero de palabras del enunciado), clasi-
ficatorias (por ejemplo, el contexto de la tarea) o cualitativas (por ejemplo, la posicién de la
pregunta en el enunciado del problema). Son variables independientes, es decir, que pueden
medirse antes de la ejecucion de la tarea. En la definicién original de variable de la tarea,
Kilpatrick (1978]) establece tres categorias: variable de contexto, de formato y de estructura.
Puig y Cerdédn (1988)) las categorizan en variable de contexto, sintactica y de contenido. La
variable de estructura y la sintdctica pueden considerarse equivalentes, y se define como:

cualquier caracteristica del problema que tiene que ver con el orden y las relaciones de las
palabras y simbolos que contiene el enunciado del problema. Desde este punto de vista,
palabras, grupos de palabras, simbolos y relaciones entre ellos se consideran al margen

de cualquier referencia a su contenido.

Puig y Cerdan, 1988, p.18.

Existen muchas variables sintacticas, por ejemplo: el tamano del enunciado (medido en nime-
ro de palabras o caracteres que lo componen); la complejidad gramatical (oraciones mas
largas, oraciones subordinadas, presencia de calificativos, etc.); presentacién de los datos
(en palabras, en nimeros); situacién de la pregunta (al principio, el final o en medio, si es
directa o indirecta); el orden en el que se presentan los datos (corresponde o no con el orden
las operaciones realizadas para resolver el problema). La variable de formato estd muy re-
lacionada con la variable de estructura o sintactica (Webb, [1979), y hace referencia a cémo
se presenta el problema: puede presentarse con enunciado verbal o de modo manipulativo,
simbolico, etc.; puede estar ilustrado con dibujos o imagenes; puede presentar la informacién
de manera narrativa o sintética. En la investigacién que presenta esta tesis no se variaran las
caracteristicas sintacticas (estructurales) ni de formato dentro de la secuencia de problemas,
pues el foco de interés esta puesto en el contexto, aunque, como se explicara en la seccién
dedicada al diseno de la secuencia 2, si se estudiara la variacién de estas caracteristicas entre
secuencias (secuencia 1y secuencia 2).

Por otro lado, las variables de contenido y de contexto estan estrechamente relacionadas. Se
vinculan a lo que Puig y Cerdan (1988) llaman significado del texto:
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Las variables de contenido y de contexto dan cuenta, pues, del significado del texto. Las
variables de contenido se refieren al significado matematico profundo, mientras que las
variables de contexto lo hacen a los significados no matematicos, incidentales en el texto
del problema.

Puig y Cerdan, 1988, p.20.

La wvariable de contenido es fija en toda la investigacion: se trabaja con problemas de mo-
delizacién, un tipo de problemas de Fermi, aquellos que requieren estimar un gran nimero
de elementos en una superficie delimitada. El contenido matematico de estos problemas se
vincula con medidas de longitud y area, asi como con razonamiento proporcional. La va-
riable de contexto hace referencia a los aspectos que describen la situacion de un problema
(en el caso de los problemas reales de estimacién, como se verd, tamano de los elementos,
distribucion de los elementos a estimar, etc.) y lo que Webb (1979) llama escenario-marco
(real o simulado, convencional o imaginativo, familiar o no familiar, concreto o abstracto,
etc.). Conviene tener en cuenta que, en los problemas de modelizacién, la distincién entre
contenido y contexto no es tan clara como en los problemas aritméticos escolares, pues el
contexto matematico deja de ser incidental y pasa a ser relevante desde el punto de vista del
contenido matematico, ya que debe ser matematizado.

El objetivo de las investigaciones cuando utilizan las variables de tarea es correlacionar as-
pectos como el porcentaje de éxito o la estrategia de resolucion con las variables de problemas
cuyos enunciados se han variado sistematicamente, y establecer, mediante técnicas estadisti-
cas, los factores que explican los niveles de dificultad o los tipos de resolucién que aparecen
(Puig y Cerdanl, [1988)). En el caso de nuestra investigacién, se busca correlacionar variables
de contexto previamente fijadas con los tipos de resolucién que aparecen en las producciones
de los futuros maestros. En la siguiente seccién explicaremos el disenio de la secuencia 1
(la secuencia de cuatro problemas central en esta investigacién) a partir de la variacién de
algunas variables de contexto relevantes que fueron identificadas previamente.

4.1.2. Diseio de la Secuencia 1 de problemas

El punto de partida del diseno de la secuencia de problemas de esta investigacion es la lista
de 36 problemas de Fermi elaborada por Albarracin (2011)) para su tesis doctoral:

Els problemes triats demanen estimar una magnitud no abastable que ha d’estar relacio-
nada amb el seu context social dels alumnes, a ’aula o a fora d’ella, tractant tematiques
que poden ser del seu intereés o que seria desitjable que centressin la seva atencid. Al
mateix temps, aquests problemes cobreixen diferents tipus de continguts matematics. Es-
sencialment, els problemes sén preguntes sobre recomptes o mesures de magnituds en els

que intervenen conceptes com ’area, el volum, la quantitat o el temps (p. 64).
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Albarracin (2011)) los clasifica por tipo de magnitud tratada: distancia, superficie, volumen,
transito, conocimiento social y tiempo. Asi, en su estudio de las producciones de los estu-
diantes de Secundaria utiliza problemas de estimacion de elementos en una superficie, como

el problema 6 y problema 7 (Figura ).

Problema 6: Organitzem un concert

Pel festival de final de curs, una bona opeid seria portar s un grop ben conegut i
organitzar un concert. Podricm aprofitar la pista del pati per encabir a tothom

que vulgui venir.

En A Lest a situacid, una bona pregunta scria; quantes ntrades ‘rlllﬁll.l’I T DERGTY

si omplissim el pali per fer un concert?

Problema T: Gent a una manifestacio

Cuan hi ha una manifestacid és important saber la gent que hi ha anat per va-
lorar la forgs gque tindri la protesta, Moltes vegades, Lo policia 1] organiteacid

no es poser o acord.

F:'“ .-II|T|1'.'\-TI'I '\-ir'||i|-C'iI|_ 1IN II':I'||iI ]I]I"‘-'_J.T“Til s |'I|'I'J|.||'|.'I'I _IJIf nt Ili.l .'IH|' en wna mang

festacid ¥

Figura 4-1.: Problemas de Fermi 6 y 7 elaborados por Albarracin (2011, p. 67)

Albarracin senala que son problemas con un planteamiento equivalente, pero que
existen diferencias: en el problema 6 el espacio es conocido por los estudiantes (el patio de su
centro educativo), mientras que en el problema 7 no se concreta el espacio de la manifestacion,
el contexto es de naturaleza més abstracta y lejana. Ademas, senala que la distribucion de la
gente en un concierto no es la misma que en una manifestacion. A partir de estas diferencias,
se pregunta “si la proximitat al problema té alguna influéncia en les propostes de resoluci
que ens proporcionen els alumnes” (p. 69). En trabajos posteriores, hemos profundizado en
esta cuestion de la influencia de la lejania y la cercania de los contextos en problemas de
Fermi (Albarracin, Segura, Ferrando, y Gorgorid|, 2021)).

La idea del contraste entre dos tareas ya estaba presente, por tanto, en ese trabajo, en los
problemas de estimacién de un gran nimero de elementos (personas, en este caso) en una
superficie (el patio del colegio, el recorrido de la manifestacién). Sin embargo, el contraste se
da en la lejania o cercania del contexto, que lo hace més o menos accesible para el alumnado, y
no en detectar caracteristicas concretas que puedan influir en el tipo de resolucién. De hecho,
a partir de la tesis de Albarracin se disena una secuencia exclusivamente de problemas de
estimacién de un gran numero de elementos en una superficie delimitada, pero basada en
la idea de secuencia de desarrollo de un modelo MEA-MXA-MAA, graduando la lejania y
complejidad del contexto (Ferrando y cols, . La secuencia que utilizan es la siguiente:
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Problema A: ;Cuédnta gente cabe en el patio del instituto?

Problema B1: ;Cuanta gente cabe en el Palau St. Jordi en un concierto?

Problema B2: ;Cuéanta gente cabe en la plaza del ayuntamiento de tu ciudad en una
manifestacion?

Problema B3: ;Cuantos arboles hay en Central Park?

El problema A es el MEA, mientras que B1 y B2 son MXA y B3 es la MAA, pues se pasa de
recuento de personas a recuento de arboles, y los autores esperan que los estudiantes sean
capaces de mejorar y aplicar su modelo a esta nueva situacion. Otros trabajos han continuado
esta linea de investigacion sobre el efecto de la lejania del contexto en la accesibilidad de este
tipo de problemas (Pla-Castells y Ferrando, [2019; |Albarracin y cols., 2021). Sin embargo,
como hemos comentado en la seccién anterior, el proposito de esta investigacion no es el
desarrollo de un modelo usando una secuencia al estilo MEA-MXA-MAA, ni investigar el
efecto de la lejania o complejidad del contexto sobre las resoluciones, sino estudiar el cambio
de tipos de resolucion en relacion a la variacién de caracteristicas precisas del contexto.
Si, efectivamente, determinadas caracteristicas precisas del contexto se relacionan con una
mayor eleccion de un tipo de resolucion determinado por los resolutores, entonces se abre la
posibilidad de que la secuencia de problemas de Fermi promueva la flexibilidad entre tareas.
Es decir, es el primer paso para estudiar el uso flexible de las resoluciones en futuros maestros.
Con este propdsito, el diseno de la secuencia requeria simplificar al maximo la situacion
real de los problemas y que formara parte del entorno de los resolutores. Esta decisién
de partida se tomo para poder “controlar” mejor las categorias de los tipos de resolucion,
descartando situaciones que favorezcan desarrollos desiguales del modelo matemaético (a la
manera de MEA-MXA-MAA) o tipologias de resolucién de distinta naturaleza (resoluciones
a subproblemas o resoluciones basadas en informacién externa, por poner dos ejemplos).
Lo que se buscaba era simplificar las categorizaciones de estrategias de trabajos previos
(Albarracin, 2011; |Albarracin y cols., 2021), por ejemplo, las de la Figura Simplificar
las categorias de resolucién para ganar en simplicidad, fijando un disenio de una secuencia
que permitiera abordar el estudio de la flexibilidad, implicaba seleccionar problemas que
evitaran estrategias como “pedir informacion a una fuente externa”, “reducir el problema a
uno mas pequeno” o “romper el problema en partes”. Como se ha destacado en el Capitulo
[2], nuestra intencién era centrarnos en analizar la resolucién como un sistema compuesto por
un modelo inicial relativo a la distribucion de los elementos en la superficie, y una estrategia
asociada para alcanzar la estimacién.

Como se ha dicho, el criterio de partida fue escoger las situaciones reales de los problemas
en el propio campus de la Facultad de Magisterio, de manera que los futuros maestros que
debian resolverlos no necesitaran acudir a fuentes de informacién externas. Son espacios que
les son familiares y deben tener una idea — més o menos clara — de sus dimensiones y carac-
teristicas. El segundo criterio de partida fue escoger situaciones reales en las que la superficie
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no solo estuviera claramente delimitada, sino que fuera rectangular, para evitar resoluciones
en las que el area total se descomponga en areas simples, y que no s6lo multiplicarian la ca-
tegorizacién de resoluciones, también las harfan menos homogéneas (y, por tanto, podriamos
encontrar problemas para comparar los tipos de resolucién). A continuacién, detallaremos
las condiciones impuestas para crear el patréon de contraste de la variable de contexto en los
problemas de la secuencia.

Secuencia 1
El diseno de la secuencia parte de cuatro premisas basicas:

» Los problemas piden una estimacién razonada de una cantidad de elementos lo sufi-
cientemente grande para que no pueda ser obtenida directamente.

= Todos los problemas estan contextualizados en el entorno inmediato de los resolutores

(Figura [4-6)).

= Todos los problemas plantean una situacién real en la que el espacio fisico es una
superficie rectangular claramente delimitada.

= Las variables de estructura sintactica y de formato no varian entre los problemas.

= Algunas variables de contexto varian entre problemas, para introducir un contraste
entre las tareas en el sentido de Marton y cols.| (2004).

De las razones que han conducido a establecer los tres primeros puntos hemos hablado
anteriormente. Conviene detallar los dos tltimos puntos:

= En cuanto a la variable de formato, todos los problemas se presentan igual: un enun-
ciado verbal, formulado de manera sintética, acompanado de una fotografia del espacio
real al que alude el problema, que es familiar a los resolutores.

= En cuanto a la variable de estructura de los problemas que componen la secuencia,
se fijan en todos los siguientes valores: se formulan en una pregunta directa, en una
oracion de sintaxis sencilla.

El peso de la variacién de la secuencia reside en la variable de contexto. Todos los contextos
son cercanos para el resolutor, de modo que los valores de la variable a tener en cuenta
son caracteristicas espaciales del mismo. Para concretar las variables de contexto que in-
tervinieron en el diseno de la secuencia fue necesario familiarizarse con los analisis de las
producciones de estudiantes de Secundaria en los trabajos que son el precedente de esta tesis
(Albarracin, 2011 |Albarracin y Gorgorid, 2014} 2019; Ferrando, Albarracin, y cols., 2017
Albarracin y cols., 2021). Cuando los estudiantes se enfrentan al problema, deben modelizar
como colocaran los elementos en la superficie (jen filas, siguiendo una estructura regular? ;o
arbitrariamente, en cualquier punto de la superficie hasta llenarla?), y luego deben aplicar
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una serie de calculos y razonamientos basados en proporcionalidad para calcular cuantos
elementos se han necesitado para cubrir el espacio. Por lo tanto, hay varias variables del
contexto de la tarea que son esenciales porque han de ser necesariamente tenidas en cuenta
en el proceso de resolucion:

i. La disposicion de los elementos en la superficie: el problema puede presentar una situa-
cién en las que los elementos cuyo ntimero debe ser estimado se encuentren colocados
(o se deban colocar) en la superficie de manera ordenada o desordenada. Esta varia-
ble interviene en la fase de elaboracién del modelo inicial relativo a la distribucién
de los elementos, y se espera que tenga influencia en la eleccion de modelos iniciales
unidimensionales o bidimensionales.

ii. El tamano de los elementos: el problema presenta una situacion en la que se debe esti-
mar un numero grande de elementos que tienen un tamano en relacién al resolutor y/o
a la superficie en la que se encuentran; esos elementos pueden ser pequenos, medianos o
grandes. Se espera que el tamano de los elementos también sea una variable que influya
en la eleccion del modelo inicial o de la estrategia asociada.

iii. El tamano de la superficie: la superficie en la que se encuentran los elementos que deben
ser estimados tiene un tamano en relacién a dichos elementos y al resolutor. Puede ser
una superficie (rectangular, pues hemos fijado esta caracteristica) de tamano pequerio,
mediano o grande.

iv. La forma de los elementos: los elementos que deben ser estimados pueden ser ho-
mogéneos o heterogéneos en forma o tamano. Asi, pueden tener una forma/tamano
reqular o irreqular.

Ademas, otra variable del contexto a considerar es si los elementos cuyo niimero debe esti-
marse estan presentes en la situacion del problema o ausentes. En el primer caso los elementos
forman parte del espacio real del problema (por ejemplo, los ladrillos de una fachada), mien-
tras que en el segundo caso los elementos no forman parte del espacio del problema, sino que
se plantea una situacion hipotética en el que el espacio se llenarfa de esos elementos (por
ejemplo, Times Square en la fiesta de fin de ano).

Estas variables y sus valores definidos son las herramientas que emplearemos para disenar las
secuencias de problemas (la secuencia 1y, posteriormente, la secuencia 2). La “cuantificacién”
de los valores de alguna variable es relativa (;qué quiere decir grande, pequeno o mediano?)
y depende del equipo investigador que analiza las producciones, pero lo importante es la
coherencia interna del criterio que se utilice para generar un patrén de contraste entre las
variables que posibilite el diseno de una secuencia de problemas valida. Durante el diseno
de la experiencia, el doctorando y dos investigadoras acordamos los siguientes criterios para
clasificar los valores de las variables:
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a) tamano del elemento: grande (més de 2 m?), mediano (entre 1 m? y 2 m?) o pequero
(menos de 1 m?);

b) tamario de la superficie: grande (més de 1000 m?), mediano (entre 100 m? y 1000 m?)
o pequenia (menos de 100 m?);

¢) forma y tamano de los elementos: hay variaciones facilmente perceptibles (irregular) o
no hay variaciones o son poco perceptibles (regular);

d) disposicién de los elementos: estdn organizados siguiendo un patrén (ordenada) o estan
desorganizados (desordenada).

Los valores numéricos para clasificar el tamano del elemento y la superficie son orientativos.
El equipo de investigadores lo argumenté del siguiente modo: se escogid el tamano del espacio
préximo ocupado por una persona (las personas necesitan entre uno o dos metros cuadrados
para sentir que no tienen a nadie demasiado cerca, “invadiendo” su espacio) como referencia
de tamano mediano, y a partir de esa superficie personal, orientativa, se define tamano grande
y tamano pequeno. Por otro lado, se escogio el tamano de la superficie grande como aquel
que ya es dificil estimar directamente, sin apoyo de un referente claro o de instrumentos de
medida, orientativamente a partir de 1000 metros cuadrados. El tamano medio se escogid
como la superficie que una persona consideraria espaciosa pero cuyas dimensiones podria
estimar con cierta facilidad sin recurrir a un instrumento de medida, y el tamano pequeno
una superficie menor.

Una vez identificadas las variables de contexto y “cuantificadas” para poder escoger variacio-
nes contextuales con cierta precision, se escogieron los problemas que componen la secuencia
1. Para escoger los problemas, el punto de partida fueron varias sesiones de actividades
realizadas en cursos anteriores (2015/16 y 2016/17) con los estudiantes de la asignatura
“Didéctica de la Geometria, la Medida, la Estadistica y la Probabilidad” que se imparte
en el cuarto curso del grado de Maestro/a en Educaciéon Primaria en la Facultat de Ma-
gisteri de la Universitat de Valencia. Durante estas sesiones, llamadas “Fermi al pati”, los
futuros maestros resolvian, en grupo y con instrumentos de medida, una serie de problemas
de estimacién en lugares del campus de Magisterio. Los cuatro problemas de la secuencia
se seleccionaron de esas actividades implementadas a lo largo de dos cursos académicos. Se
escogieron cuatro porque trabajos previos (Ferrando, Albarracin, y cols., 2017 |Albarracin y
cols., 2021 utilizaban secuencias MEA-MXA-MAA con cuatro problemas de Fermi. Ademaés,
el equipo de investigadores que disenamos la secuencia pensamos que mas tareas podian pro-
ducir cierta fatiga que repercutiera en la fiabilidad de los resultados, y que menos tareas no
darfan el suficiente juego de variacién por contraste. El primer problema (P1-Personas) de
la secuencia 1, con pregunta directa y fotografia ilustrativa, puede verse en su formato de
presentacion en la Figura [4-2)).

El segundo problema de la secuencia 1 (P2-Baldosas) también se presenta en un formato
con pregunta directa y fotografia (Figura que acompana al enunciado.



86 4 Metodologia de la investigacién

Problema 1 ;Cuanta gente se puede resguardar debajo del porche de entrada a la facultad si llueve?

Figura 4-2.: Enunciado del problema P1-Personas.

Problema 2 ;Cuantas baldosas hay entre el edificio de magisterio y el gimnasio?

Figura 4-3.: Enunciado del problema P2-Baldosas.

El tercer problema (P3- Césped) mantiene las mismas condiciones: pregunta directa y foto-
grafia ilustrativa del espacio real del problema (Figura |4-4)).

Problema 3 ;Cuantas briznas de césped hay en este espacio?

Figura 4-4.: Enunciado del problema P3-Césped.

Por tltimo, el cuarto problema (P/-Coches) de la secuencia 1 se presentado con una pregunta
directa acompanada de una fotografia del aparcamiento cercano a la Facultad de Magisterio
(Figura [4-5]).

Los cuatro problemas presentan situaciones reales en el entorno de la Facultad de Magisterio
de la Universitat de Valéncia (Campus de Tarongers), como puede verse en la Figura
@ Son lugares de paso diario del alumnado del Grado de Maestro/a de Primaria; por lo
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Problema 4 ;Cuéntos coches caben a este parking si no dejamos espacio para pasar?

Figura 4-5.: Enunciado del problema P/-Coches.

tanto, aunque se presentan con una fotografia, los resolutores tienen una idea clara de como
es el espacio real al que alude el problema (superficies rectangulares delimitadas) y estén
familiarizados con sus dimensiones. Como se explicara a continuacién, estos cuatro problemas
P1-P2-P3-P4 se escogieron teniendo en cuenta la variacién por contraste de las variables de

contexto.
Facultat de F%ﬁgﬂait de
Magisteri ncies
Socials

Pavellé
d' E::f:a:m Biblioteca
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Figura 4-6.: Situacién de los espacios reales de los problemas P1-P2-P3-P4 en el Cam-
pus de Tarongers, obtenido de https://www.uv.es/uvweb/magisteri/es/
facultad/situacion-contacto/valencia/planos-1285848223104.html.

C. Ramon Liull

Los valores que toman las variables de contexto relativas al tamano de la superficie y de los
elementos en los problemas P1-P2-P3-P4 de la secuencia 1 se recogen en la Tabla[d-1] Asi, en
el problema PI1-Personas el area de la superficie que ocupa el porche puede clasificarse como
mediana pero cercana a pequena (mediana-pequena), mientras que el area de la superficie
entre la Facultad de Magisterio y el gimnasio, en el problema P2-Baldosas, se clasifica como
mediana pero cercana a grande (mediana-grande). De tal manera que la secuencia de cuatro
problemas P1-P2-P3-P4 esta graduada, en cuanto al tamanio de la superficie, de pequena


https://www.uv.es/uvweb/magisteri/es/facultad/situacion-contacto/valencia/planos-1285848223104.html
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88 4 Metodologia de la investigacién

Tabla 4-1.: Valores de las variables de contexto “tamano de los elementos” y “tamano de
la superficie” en los problemas P1-P2-P3-P4 de la secuencia 1.

Tamano superficie Tamano de los elementos

Menos de 1 m? | 1 m? a 2 m? Maés de 2 m?
Menos de 100 m? P3 XXX XXX
100 m? a 1000 m? P2 P1 XXX
Maés de 1000 m? XXX XXX P4

Tabla 4-2.: Valores de las variables de contexto “disposicién de los elementos” y “forma de
los elementos” en los problemas P1-P2-P3-P4 de la secuencia 1.

Disposicion de los elementos

Ordenada Desordenada

Forma de los elementos Regular P2 P1
Irregular P4 P3

(en P3-Césped) a grande (en P4-Coches), pasando por mediana-pequena (en PI-Personas)
y por mediana-grande (en P2-Baldosas).

El tamano de los elementos es muy pequenio para la brizna de césped (P3), pequeno para la
baldosa (P2), mediano para la persona (P1) y grande para el coche (P4). De esta manera
queda claro el patron de variacion de las variables “tamano de la superficie” y “tamafo
de los elementos” en el diseno de la secuencia 1. En la Tabla se recogen los valores de
las variables de contexto relativas a la “forma de los elementos” y la “disposicion de los
elementos”.

El valor en la “disposicién de los elementos” es claro en el problema P2-Baldosas porque los
elementos estan presentes en la situacion del problema, ordenados en cuadricula, y por tanto
pueden ser observados por el resolutor (Figura. En el caso de P4-Coches, se ha clasificado
como problema de disposicion ordenada de los elementos porque los coches se suelen colocar
alineados y las plazas de aparcamiento sirven de guia, pero no esta tan claro porque éstos no
estan presentes en la situacién del problema (el aparcamiento no estd completamente lleno
de coches, sin huecos), sino que debe ser imaginado por el resolutor (debe hacerse un modelo
real de la situacién). En P3- Césped los elementos también estan presentes en la situacién del
problema y se perciben claramente en una distribucién desordenada; mientras que, aunque en
P1-Personas los elementos a estimar estan ausentes y deben ser imaginados por el resolutor,
lo natural es imaginar a las personas dispuestas de manera desordenada, aunque puede darse
el caso de que algun resolutor las imagine ordenadas por filas bien alineadas.

El valor de la “forma de los elementos” es claramente regular en el caso de las baldosas (P2),
pues se trata de un elemento presente en el problema y todas son iguales. Del mismo modo,
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la forma es claramente irregular en el caso de las briznas de césped (P3), que también son un
elemento presente en el problema. Hay algo méas de ambigiiedad en el caso de las personas
(P1) y de los coches (P3). Hemos considerado que las variaciones en la superficie ocupada
por una persona son muy pequenas, mientras que en el tamano de los coches el margen
de variabilidad es mayor. Pero, de nuevo, son elementos a estimar ausentes en el problema,
por lo que el resolutor debe imaginar, es decir, hacerse un modelo real de la situacién en la
que la decisiéon que tome sobre esta variable de contexto tendrd su influencia en el tipo de
resolucion y en la estimacion obtenida.

La Tabla sintetiza el valor de las variables de contexto consideradas para cada problema
de la secuencia 1. Como puede verse en la tabla, el tratamiento preciso de las caracteristicas
del contexto mediante valores de variables relevantes para la resolucion del problema permite
poner el foco en qué es lo que varia y lo que permanece invariable en cada problema de la
secuencia disenada, de manera que podamos identificar si alguna de estas variables tiene
relacion con un tipo de resolucién determinada.

Como se ha dicho, la secuencia 1 es la herramienta principal en la investigacién desarrollada
en esta tesis doctoral. Se utiliz6 en los cursos 2017/18 y 2018/19 con un total de N = 224
futuros profesores. Los futuros maestros debieron resolverla dos veces. En las Figuras [4-2

14-3|, [4-4! v 4-5| se muestra el formato de presentacién para la experiencia individual (en

Anexo |A] se encuentra el documento tal y como se entregd a los resolutores). El formato
de presentacién de la secuencia 1 en la experiencia grupal es practicamente el mismo (en
Anexo Bl se encuentra el documento tal y como se entregé a los resolutores), pero, dado que
se trata de resoluciones realizadas en el lugar de los problemas y tomando medidas, para
cada problema se les indica que deben escribir “datos y medidas recogidos”, “proceso de
resolucion” y “resultado”. Por ejemplo, se puede comparar la presentacion de P1-Personas
en formato individual (Figura con la presentacion del mismo problema en formato grupal
(Figura [4-7)).

A partir de la secuencia 1, como se explicara en las siguientes secciones y en el Capitulo
V., se analizan las producciones de futuros maestros y se categorizan tipos de resolucién
(individuales y grupales), factores de complejidad incorporados al modelo inicial, relacién
entre variables del contexto y tipo de resolucion, flexibilidad inter-tarea, tipos de errores
cometidos, relacién entre flexibilidad y errores, y adaptabilidad.

Conviene senalar, para terminar con el disefio de la secuencia 1, que durante el curso 2018/19
se introdujo un anadido en el cuarto problema, P4-Coches, que no modifica la secuencia
original, pero que demanda una segunda resolucién alternativa para dicho problema (Figura
. La finalidad de este anadido fue estudiar la flexibilidad intra-tarea en uno de los
problemas.
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secuencia 1.

Tabla 4-3.: Problemas y valores de las variables de contexto considerada en el diseno de la

Enunciado

Valor de las variables

P1 Personas. ;Cuanta gente se
puede resguardar debajo del
porche de la facultad si llueve?

Tamano elementos: mediano
Disposicion elementos: desordenada
Forma elementos: regular

Tamano regién: mediano-pequeno

Elemento ausente

P2. Baldosas. ;Cuantas baldosas
hay entre el edificio de
magisterio y el gimnasio?

Tamano elementos: pequeno
Disposicion elementos: ordenada
Forma elementos: regular
Tamano region: mediano-grande

Elemento presente

P3. Césped. ;Cuantas briznas de
césped hay en este espacio?

Tamano elementos: pequeno
Disposicion elementos: desordenada
Forma elementos: irregular
Tamano region: pequeno

Elemento presente

Pj. Coches. ;Cuantos coches
caben en este parking si no
dejamos espacio para pasar?

Tamano elementos: grande
Disposicion elementos: ordenada
Forma elementos: irregular
Tamano regiéon: grande

Elemento ausente
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Problema 1 ;Cuanta gente se puede resguardar debajo del porche de entrada a la facultad si llueve?

Datos y medidas recogidos:

Proceso de resolucion:

Resultado:

Figura 4-7.: Enunciado del problema P1-Personas en la experiencia A2.

Problema 4 ;Cuintos coches caben a este parking si no dejamos espacio para pasar? Plantea, si es posible, dos estrategias de resolucion distintas.

Estrategia 1:

Estrategia 2:

Figura 4-8.: Pregunta adicional en el problema P/-Coches integrado en el curso 2018/19.

4.1.3. Diseiio de la Secuencia 2 de problemas

La secuencia 2 se disena durante el curso 2018/19 para la Investigacién B, teniendo como
referencia la secuencia 1. De hecho, la secuencia 2 se disena escogiendo cuatro problemas con
los mismos valores de las variables de contexto considerados en la secuencia 1. El propédsito
es validar la relacion entre las variables de contexto y el tipo de resoluciéon que, tal y co-
mo se mostrara en el apartado de resultado, se observa en la secuencia 1 y comprobar que
esta relacion es independiente de la situacién real concreta de los problemas P1-P2-P3-P4
escogidos. Por lo tanto, el propésito de la secuencia P1’-P2’-P3’-P4’, formada por problemas
que plantean situaciones reales alternativas, es comprobar si la relacién se mantiene con
los mismos valores de las variables de contexto (lugar cercano a la Facultad de Magiste-
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rio, superficie rectangular, tamafio de la superficie, tamano de los elementos, forma de los
elementos, disposicién de los elementos). El disefio de la secuencia 2 tuvo en cuenta, por
consiguiente, que cada problema tuviera lo denominaremos un contexto isomorfo al contexto
del problema correspondiente, en el mismo orden, de la secuencia 1. Es decir, que exista una
correspondencia entre los valores de las variables de contexto de P1-P1’, P2-P2’, P3-P3’,
P4-P4’. Ademas, se adoptd el mismo formato de presentacion: enunciado verbal y fotografia
ilustrativa del lugar del problema.

Sin embargo, se modificaron las variables de estructura (también llamada variable sintéctica)
de los problemas de la secuencia 2. De esta manera, ademas de validar los resultados de la
relacion entre contexto y resolucién de la secuencia de la Investigacion A, en la Investigacién
B se incluye un estudio sobre la influencia de la complejidad del enunciado en el rendimiento
de los futuros maestros al redactar un plan de resolucién completo (que consideraremos
como una forma de éxito, aunque completar un plan de resolucién sea un éxito bdsico).
En efecto, la variable estructura de un problema estéd relacionada con la complejidad de su
enunciado, por lo que, como explican Leif3 y cols.| (2019), ciertos aspectos pueden acentuarla,
especialmente la inclusién de informaciéon superflua que alarga el enunciado de la tarea o
que anade ambigiiedad a lo que se pregunta. Algunos trabajos sobre problemas aritméticos
verbales analizan el impacto de la variable estructura en el éxito de resolucion de los alumnos
(Days, Wheatley, y Kulm),|1976); otros analizan en qué medida el tipo de texto del enunciado
influye en el procesamiento del problema (Orrantia y cols., 2014). Asi, Orrantia y cols.
(2014)) destacan que para entender un problema es importante prestar atencién no sélo a la
informacion matematica especifica, sino también a la situacién y los fendmenos descritos en
el texto. Estos resultados estan en consonancia con el trabajo desarrollado por |Leifl y cols.
(2019), lo que permite a estos autores sugerir que la variacion en las variables de estructura de
la tarea (en particular la complejidad de la situacién) representa un factor clave que influye
en el proceso de comprension. Estas ideas son la base tedrica que sustenta la modificacién
de la secuencia 2 respecto a la secuencia 1, cuyos enunciados estaban todos formulados de
manera directa, sin informacion superflua ni ambigiiedad. En la secuencia 2, sin embargo,
propondremos enunciados con un caracter mas narrativo y sintacticamente mas complejos
que los de la primera secuencia. Los cuatro problemas de la segunda secuencia formularan
la pregunta sélo tras la presentacién de una situacion contextualizada, y la pregunta podra
ser directa o indirecta.

Secuencia 2

Los cuatro problemas alternativos que componen la secuencia 2 presentan situaciones en
lugares reales, ubicados en lugares familiares para los futuros maestros, en el entorno cercano
a la Facultad de Magisterio. En los cuatro problemas, como en los de la primera secuencia,
se pide una estimacién del nimero de elementos que llenan una superficie rectangular. Los
cuatro problemas se presentan con el mismo formato que los de la secuencia 1, es decir, con
un enunciado verbal y una fotografia del lugar del problema al que alude el enunciado. El
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primer problema escogido para la secuencia alternativa es P1’- Llaves robadas, cuyo formato
de presentacién puede verse en la Figura

Problema 1. jAlerta, alguien ha robado las llaves de las aulas del aulario! Todos los alumnos estan esperando en el
pasillo para entrar a clase porque la cafeteria esta cerrada y llueve a cantaros. ¢ Cuantos alumnos caben en el pasillo
del aulario?

Figura 4-9.: Enunciado del problema P1’-Llaves robadas.

El problema P1°- Llaves robadas presenta un contexto isomorfo al del problema P1-Personas.
En efecto, se trata de una superficie rectangular familiar para los maestros en formacion,
cuyo valor de la variable “tamano de la superficie” es mediano-pequeno. Los elementos son
las personas que llenan esa superficie, por tanto, son elementos ausentes en la situacion real
y los valores de las variables “tamafo del elemento”, “forma del elemento” y “disposicion de
los elementos en la superficie” son los mismos que para PI-Personas.

Tanto el problema P1 como el problema P1’ requieren una estimacién del niimero de per-
sonas que pueden caber en un recinto rectangular. Sin embargo, la variable de estructura
del problema P1’- Llaves robadas introduce mayor complejidad, pues la situacion narrativa
presenta informacién superflua que anade ambigiiedad a la pregunta del problema y puede
dar lugar a otra interpretacion: la estimacion del nimero de alumnos que reciben clases en
las aulas del pasillo.

El segundo problema de la secuencia alternativa, P2’- Ladrillos pintados, se presenta como
en la Figura El contexto de P2’ es isomorfo al de P2: se trata de una superficie
rectangular (la fachada del Aulario de Magisterio) familiar para los maestros en formacién,
cuyo valor de la variable “tamano de la superficie” es mediano-grande. Los elementos son
los ladrillos de la fachada, elementos presentes en la situacion real del problema. Los valores
de las variables “tamano de los elementos”, “forma de los elementos” y “disposicion de los
elementos” son los mismos para los ladrillos de P2’ que para las baldosas de P2, pues se trata
de elementos de tamano pequeno, forma regular y disposicién ordenada. En el problema P2’
— Ladrillos pintados la demanda, desde el punto de vista matematico, es la misma que en el
problema P2- Baldosas, y consiste en estimar el nimero de ladrillos (baldosas en P2) en una
superficie rectangular. Ademds, hemos visto que el contexto es equivalente. Sin embargo,
hay una variacion en la variable de estructura sintactica de P2’ respecto a P2: se ha anadido
una situacién narrativa (cada participante puede pintar un tnico ladrillo) y la pregunta no
se formula directamente, pues se pregunta por el niimero de alumnos que pueden participar
y no, como en el caso de la secuencia 1, por el niimero de ladrillos.
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Problema 2. El decano ha decidido darle un toque de color al aulario y ha decidido poner unos andamios |
en el muro norte para que cada alumno de magisterio pinte como quiera uno de los ladrillos grises de la
fachada, eso si, cada alumno pintara sélo un ladrillo. ¢ Cuantos alumnos podran participar?

Figura 4-10.: Enunciado del problema P2’-Ladrillos pintados.

El problema P&’- Palomitas presenta un contexto isomorfo al del problema P3-Césped. Su
formato de presentacién puede verse en la Figura[d-11] La situacién real planteada es el suelo
de un aula habitual para los maestros en formacion, por tanto, saben que es una superficie
rectangular cuyo valor de la variable “tamano de la superficie” es pequeno. Los elementos son
las palomitas de maiz que llenan esa superficie. Son elementos ausentes de la situacién real,
pero se presentan en la fotografia y todos los resolutores conocen perfectamente su forma y
tamano, no hay problemas de variabilidad que pueden estar asociados a elementos ausentes
mas cambiantes. En cuanto al valor de la variable “tamano del elemento”, es pequeno; la
“forma del elemento” es irregular y la “disposicién de los elementos en la superficie” es
desordenada. En todos estos valores coincide con las briznas de césped de P3-Césped.

La variable de estructura de P3- Palomitas presenta un cambio respecto a P3-Césped,
anadiendo una pequena situacion narrativa cuya informacién, en cualquier caso, no anade
ambigiiedad a la situacién ni a la formulacién de la pregunta. En P3’ se trata, simplemente,
de anadir algo de complejidad sintactica al enunciado.

Problema 3. Sabéis bien que no esta permitido comer en clase, pero hoy han proyectado una peliy, excepcionalmente, los
alumnos han traido cajas de palomitas. Como era de esperar, el suelo del aula ha quedado cubierto de palomitas de maiz.
¢Cuantas caben?

Figura 4-11.: Enunciado del problema P3’- Palomitas.

El ultimo problema de la secuencia alternativa, P/~ Tablao flamenco, presenta un contexto
isomorfo a P4- Coches. En la Figura[4-12] puede ver el formato de presentacién del problema
en la secuencia que se entrego a los futuros maestros participantes en la Investigacion B. La
situaciéon real se refiere a la superficie del hall de la Facultad de Magisterio, lugar de paso
habitual para los maestros en formacién. Por tanto, saben que es una superficie rectangular,
espaciosa y diafana, cuyo valor de la variable “tamano de la superficie” es grande.
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Problema 4. Para celebrar la feria de abril, vamos a hacer una fiesta en el hall de la facultad. A falta de un buen
escenario, usaremos mesas para cubrir el hall, y asi alumnos (y profesores) podran bailar como si estuvieran en un
tablao flamenco. ¢ Cuantas mesas necesitamos?

Figura 4-12.: Enunciado del problema P4’-Tablao flamenco.

Los elementos son las mesas habituales en la Facultad de Magisterio, son grandes mesas
rectangulares, cuya superficie excede sobradamente los dos metros cuadrados, por tanto,
el valor de la variable “tamano del elemento” es grande. La variable “forma y tamatio del
elemento” es irregular, porque hay dos tamanos distintos de mesa (unas mas largas y otras
mas cortas), y la variable “disposicién de los elementos en la superficie” es ordenada, pues
las mesas deben alinearse. Ademads, las mesas son elementos ausentes de la situacién del
problema. Todos los valores de las variables de contexto son, por tanto, los mismos para P4’
que para P4.

Como en el problema anterior, la variable de estructura de P4’- Tablao flamenco solamente
anade, respecto a P4-Coches, una pequena situacién narrativa que sélo aumenta un poco
la complejidad sintactica del enunciado, pero cuya informacion no anade ambigiiedad a la
situacion ni a la formulacion de la pregunta.

En la Tabla se sintetizan los valores de la variable de contexto para los problemas P1’-
P2’-P3’-P4’ de la secuencia 2, y resume el cambio introducido en la variable estructura para
cada problema. Se puede comprobar, comparando con la Tabla 11, que, desde el punto de
vista del contexto, las secuencias 1 y 2 son isomorfas.

El documento con la secuencia 2 completa, tal y como se presento a los futuros maestros que
participaron en la Investigacién B, puede consultarse en el Anexo [C]

4.1.4. Diseno del cuestionario post-experiencia

Con el objeto de recoger informacién sobre las diferencias entre las experiencias Al y A2
-en particular sobre la influencia del trabajo grupal y la resolucion de problemas in situ-,
y también con la intencién de obtener datos sobre los criterios de adaptabilidad, se disend
un cuestionario de preguntas abiertas. Los cuestionarios son herramientas administradas
para recoger datos de sondeos, normalmente bajo la forma de un listado de preguntas que

suelen ser las mismas para todos los participantes en la investigacién (Cohen, Manion, y|

Morrison, 2011). Esto permite ganar consistencia y precisién al analizar las respuestas. Los
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Tabla 4-4.: Problemas y valores de las variables de contexto considerada en el diseno de la
secuencia 2.

Problemas de la Valor de las variables de contexto Cambio en variable de

secuencia 2 estructura respecto a se-
cuencia 1
Tamano elementos: mediano Situacion narrativa.
P1’- Llaves Disposicion elementos: desordenada Mayor complejidad sintéctica.
robadas Forma elementos: regular Anade ambigiiedad
Tamano regién: mediano-pequeno a la pregunta.
Tamano elementos: pequeno Situacién narrativa.
P2’- Ladrillos Disposicion elementos: ordenada Mayor complejidad sintactica.
pintados Forma elementos: regular Pregunta indirecta.

Tamano region: mediano-grande

Tamano elementos: pequeno
Disposicion elementos: desordenada Situacion narrativa.
P3’- Palomitas Forma elementos: irregular Mayor complejidad sintactica.

Tamano regiéon: pequeno

Tamano elementos: grande

7 Disposicion elementos: ordenada Situacion narrativa.
P4’- Tablao

flamenco - .
Tamano region: grande

Forma elementos: irregular Mayor complejidad sintéctica.

cuestionarios permiten obtener datos de forma rapida y directa, lo que es una ventaja respecto
a otras formas de sondeo, como la entrevista. Su ventaja, la simplicidad, también es su
limitacion, pues el formato impide profundizar sobre alguna respuesta que el investigador
estime relevante.

Asi, durante el curso 2018/19, los participantes de las experiencias Al y A2 contestaron
este cuestionario post-experiencia que, por sus caracteristicas, permite ayudar a reconstruir
algunos de los procesos metacognitivos que los futuros maestros experimentaron durante la
resolucién de la secuencia 1 en las experiencias Al y A2, pues normalmente éstos se omiten en
el momento de la resolucién (Torregrosa, Albarracin, y Deulofeul 2021). Es por esta razén
por la cual se disena como un cuestionario de preguntas abiertas, sin especificar ninguna
respuesta para elegir, con la intencién de recoger informacién complementaria a la que el
investigador encuentra en las resoluciones de la secuencia. El cuestionario puede leerse, tal
y como se presenté a los participantes, en el Anexo [D] Consta de tres preguntas:

Cl. ;Medir in situ ha cambiado tu opinién sobre cémo resolver de la mejor manera
posible alguno de los problemas? Explica en qué te ha influido a ti o al grupo hacer
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mediciones y en qué problemas esto os ha inducido a proponer una estrategia distinta
a la que habias presentado de forma individual.

C2. ;La estrategia de resolucion presentada por tu grupo difiere de la que propusiste
en tu resolucién individual en alguno de los problemas? Explica en qué problemas has
cambiado de estrategia de resolucion, qué factores os han influido en ese cambio de
decisién y como habéis tomado (y consensuado) en grupo esa decision final.

C3. Imagina que un alumno/a te ha dicho que ha resuelto el problema de la mejor
forma posible. ;Qué piensas que quiere decir con la mejor forma posible?

Las dos primeras preguntas pretenden provocar una reflexion en los participantes sobre los
cambios de la experiencia A2 respecto a la experiencia Al. Asi, la pregunta C1 tiene como fin
que los participantes reflexionen sobre como influye en la resoluciéon grupal medir y trabajar
de manera empirica en el lugar real de los problemas. La pregunta C2 busca la reflexién sobre
la influencia de trabajar en grupo y comparar entre los miembros los planes de resolucién
individual antes de consensuar la resolucién grupal.

La pregunta C3 busca hacer reflexionar al participante sobre la comparacién entre multiples
resoluciones y qué criterios de adaptabilidad consideraria para los problemas de estimacién
en contexto real de la secuencia 1. Esta pregunta sigue la linea de interés sobre la vision que
tienen profesores o maestros en formacion sobre el uso y comparacion de multiples estrategias
de resolucién (Leikin y Levav-Waynberg) 2007, |Lynch y Star, 2014)). De hecho, se relaciona
con las siguientes preguntas del cuestionario de Lynch y Star (2014)):

10c. Do you tell students that one strategy is better than another?
10d. Do you teach students that there are certain situations or problems where one

strategy is better than another?

Lynch y Star, 2014, p.107.

4.1.5. Diseio del cuestionario sobre criterios de adaptabilidad

El instrumento de recogida de datos en la Investigaciéon C es un cuestionario dirigido al
profesorado experto en el drea de Matemadticas y/o de la Didactica de las Mateméticas y
disenado con el objetivo de conocer, desde la perspectiva de un experto en Matematicas,
cual es el tipo de resolucién mas adecuado para cada problema de la secuencia 1, y con qué
criterios de adaptabilidad relacionan su eleccion. Como se explicé al final del Capitulo
la eleccion de estos criterios se trata de una cuestién abierta en muchos tipos de problemas
(Heinze y cols., 2009). Definir estos criterios es especialmente complicado en los problemas
reales, por su complejidad y porque, como ocurre con los problemas de modelizacion, son
abiertos, por lo que no hay una tnica solucién.
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El cuestionario para expertos se disené durante el curso 2019/20. La seleccién de la muestra
y el proceso de recogida de datos se detallard al final de la seccién [4.2] centrdndonos ahora
en su diseno. En este caso, el criterio para el diseno no fue, como ocurria con el cuestionario
post-experiencia, recoger una informacion que complemente algunos aspectos del analisis de
las producciones de los futuros maestros y aporte nuevas vias de interpretacién. El criterio
se basé en el objetivo del cuestionario, determinar el juicio de expertos sobre un problema:
los criterios de adaptabilidad para las resoluciones de problemas de estimacién en contexto
real. Esta es la razon para escoger un cuestionario de preguntas cerradas, con un listado
de respuestas predeterminadas entre las que el participante debe escoger. Estas respuestas
son similares en cuanto a rango y permiten ser agrupadas para sacar conclusiones mediante
un andlisis estadistico (Aiken) 1996). La validez y fiabilidad de este formato de cuestionario
reside en la exactitud y precision de los datos recogidos, que no requieren ser interpretados
y categorizados a posteriori (Cohen y cols., [2011)).

Para poder recoger facilmente los datos (y més teniendo en cuenta las restricciones de movi-
lidad derivadas de la situacién sanitaria en esos meses), se decidi6 elaborar un cuestionario
en linea mediante la herramienta Google Forms, un software gratuito de administracion de
encuestas. El cuestionario esta dividido en seis secciones a pantalla completa; después de
responder las preguntas de una seccion el participante debe pulsar “Siguiente” para acce-
der a la siguiente seccién. Todas las preguntas son obligatorias. El cuestionario puede verse
completo, tal y como se presentd a los participantes en la Investigaciéon C, en el Anexo
En la primera seccion se presenta a los participantes el titulo de la encuesta: “Cuestionario
para determinar criterios de adaptabilidad en problemas contextualizados de estimacion”.
En la primera seccién también se incluye el siguiente texto que explica el tipo de investigacion
en la que el profesorado experto esta participando:

Este cuestionario forma parte de una investigacién sobre la flexibilidad y la adaptabilidad en
la resolucion de problemas contextualizados de estimacién. Los participantes en la primera
parte del estudio (estudiantes del grado de Maestro/a en Educacién Primaria) resolvieron
una secuencia de cuatro problemas en los que debian obtener una estimacién del nimero de
elementos que caben en una superficie rectangular. Son problemas situados en un contexto
familiar a los resolutores, del tipo: ;Cudntos estudiantes caben en el hall de la Facultad?
Ademas, se presentan sin datos (sélo se acompanan de una fotografia del espacio), por lo
que requieren que el resolutor haga suposiciones sobre la situacién del problema y estime
cantidades relevantes para la obtencién del resultado. Se ha observado que, pese a que se
trata de cuatro problemas similares, los resolutores cambian de estrategia cuando se modifican
algunas caracteristicas del enunciado del problema. Ahora queremos recoger los criterios de
expertos para identificar si, desde su perspectiva, identifican como més adecuada una estrategia
que otra en funcién de las caracteristicas del enunciado.

En este cuestionario se presentard cada problema de la secuencia y se le pedird que escoja y
justifique cudl es la estrategia mas adecuada para cada uno. Puede retroceder en el cuestionario

si fuera necesario. jMuchas gracias por su colaboracion!
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La primera seccién finaliza con un compromiso escrito de respeto a la privacidad de los datos,
advirtiendo que los resultados seran publicados en una Tesis Doctoral de forma agregada y
que los datos seran almacenados de forma andénima y de conformidad con la normativa
vigente de proteccion de datos y siguiendo las recomendaciones éticas de la Declaracién de
Helsinki.

La segunda seccién se disené para recoger los datos profesionales de los participantes y asi
poder hacer un perfil del profesorado experto que compone la muestra. Las dos primeras
preguntas admiten una o varias respuestas de una lista de opciones. Como se puede ver en
la Figura [4-13] se trata de dos preguntas para ubicar profesionalmente al participante: tipo
y nivel de estudios académicos realizados, y nivel de docencia que imparte. Las otras dos
preguntas de la seccién dos son cerradas, de eleccion multiple, en las que debe seleccionarse
s6lo una respuesta. Una pregunta por el género (hombre, mujer) y otra por la edad (menos
de 30; entre 30 y 40; entre 40 y 50; entre 50 y 60; mayor de 60).

Datos profesionales

En esta seccion le pediremos que nos dé algunos datos profesionales

Formacion. Indique todas las opciones que aplican en su situacion: *

Licenciatura/Grado en Mateméticas.

D Licenciatura/Grado en otras dreas (Fisica, Ingenierias, etc.).
D Doctorado en Mateméticas.

Doctorado en Didéctica de la Matemdtica

D Doctorado en Educacion

4En qué niveles imparte docencia? Indique todas las opciones: *

. Asignaturas de Matematicas y/o su didactica en grados de Magisterio y/o en el
méster de Secundaria.

D Asignaturas de Matemdticas en grados de Matematicas, Fisicas, Ingenierias, etc.
D Asignaturas de Matematicas en ESO y Bachillerato.

D Actualmente no estoy impartiendo docencia.

Figura 4-13.: Preguntas sobre el perfil profesional del participante en el cuestionario de
expertos.

La tercera, cuarta, quinta y sexta seccion tienen la misma estructura y contienen las mismas
preguntas, pero cada una se dedica a un problema de la secuencia 1. Se les indica que
lean el problema que se presenta debajo y respondan a dos preguntas relativas a distintas
estrategias de resolucién. A continuacion, se presenta el problema en el mismo formato que
el presentado a los futuros maestros en la experiencia Al: el enunciado del problema y una
fotografia ilustrativa del espacio real al que se refiere.

Tras el enunciado del problema deben responder a dos preguntas relacionadas con el uso de
estrategias de resolucion para dicho problema. El diseno de las preguntas de esta parte del
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cuestionario de expertos tiene como base algunos resultados obtenidos de las experiencias Al
y del cuestionario post-experiencia. Aunque la categorizacion de las resoluciones se explicara
en la seccién y el andlisis de los resultados se detallard en el Capitulo [5 para poder
describir con claridad el diseno de estas preguntas es necesario adelantar algunos resultados
concretos que se consideraron para la elaboracion del cuestionario de expertos. Asi, a partir
de la categorizacién de los tipos de plan de resolucion de los N = 224 futuros maestros
que resolvieron la secuencia 1 en la experiencia Al durante los cursos 2017/18 y 2018/19 se
elaboraron las respuestas de eleccion muiltiple a la primera pregunta: “; Cudl de las siguientes
estrategias es mas adecuada para este problema?”. En la Figura [4-14| pueden verse para el
problema, P3-Césped, en la quinta seccién del cuestionario.

En el Capitulo [2] ya se describieron estas categorias de resolucion, pues aparecen en estu-
dios previos sobre producciones de estudiantes de Secundaria cuando resuelven problemas de
estimacién de contexto real (problemas de Fermi). Conviene senalar que en el cuestionario
hemos hablado de “estrategias” porque es el término mas habitual para referirse a las dis-
tintas formas de solucionar un problema, aunque en esta tesis, como se ha argumentado en
el Capitulo [2| y se desarrollard en este y en el siguiente capitulo, consideramos la estrategia
como una parte de la resoluciéon (modelo inicial + estrategia). La estrategia 1 corresponde a
Recuento; la estrategia 2 a Linealizacién; la estrategia 3 a Unidad Base; y la estrategia 4 a
Densidad. La quinta opcién es considerar que ningtn tipo de resolucion es mejor que otro.

P3. ;Cuantas briznas de hierba hay en esta parcela?

Il |

;Cual de las siguientes estrategias es la mas adecuada para este problema? *

O Estrategia 1. Se propone contar las briznas de hierba que hay en la parcela.

Estrategia 2. Se estima el nimero de briznas de hierba que forman una fila a lo largo
O de la parcela y se multiplica por el nimero de filas que cubren el ancho de la parcela
para obtener el nimero de briznas.

Estrategia 3. Se calcula el drea de la parcela, se calcula el drea de una brizna de

O hierba como unidad base, y se divide el 4rea total entre el drea ocupada por una
brizna para obtener el nimero de briznas.
Estrategia 4. Se determina una unidad de érea en la parcela y se estima cuéntas
briznas caben dentro de esa unidad de drea. Se obtiene la densidad (n° de

O briznas/unidad de érea). Se calcula el 4rea de la parcela en unidades de area y luego
se multiplica la densidad por el 4rea total de la parcela para obtener el nimero de
briznas.

O No hay una estrategia més adecuada que otra.

Figura 4-14.: Pregunta de eleccion multiple sobre adaptabilidad para P3-Césped con los
tipos de resolucién categorizados.

Para disenar la segunda pregunta de estas secciones nos basamos en la categorizacion de
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las respuestas a la pregunta C3 del cuestionario post- experiencia (Anexo @, que pedia
a los futuros maestros qué quiere decir mejor solucién posible para un problema real de
estimacion como los de la secuencia 1. Aunque se explicard con méas detalle en este capitulo
y en el Capitulo [5] las categorias obtenidas para estas dos preguntas se refieren a posibles
criterios que los futuros maestros participantes piensan que pueden servir para valorar cudl
es la mejor solucién posible. Son los siguientes: rapidez/sencillez de la resolucién; precision
de la estimacion; rigor y cuidado en el proceso. Decidimos que estos criterios obtenidos de
quienes resolvieron los problemas podian servir como punto de partida para la eleccion de los
expertos, de tal manera que los resultados del cuestionario post-experiencia conectaran con
el cuestionario de expertos. Asi, las respuestas a la pregunta sobre los criterios para escoger
la resolucién més adecuada recogen los criterios categorizados en C3. En el cuestionario de
expertos se puede escoger mas de un criterio, como aparece en la Figura

(En cual de los siguientes criterios generales se ha basado para escoger la
estrategia mas adecuada? (Se puede marcar mas de una opcion.) *

D La estrategia escogida es la que permite ofrecer una estimacion mas precisa.

La estrategia escogida es la que permite ofrecer una estimacion mas rapida.

D La estrategia escogida se basa en unos procedimientos de célculo méas
rigurosos/cuidadosos.

Otro:

Figura 4-15.: Pregunta sobre criterios de adaptabilidad.

4.2. Descripcion de las experiencias y recogida de datos

En los siguientes apartados describiremos el desarrollo de la Investigacién A, la Investigacion
B y la Investigacion C. Puesto que la Investigacién A es la central y mas compleja, se dedi-
caran tres apartados. En el apartado se describe la experiencia Al y los instrumentos
metodologicos empleados para la recogida de datos. En el apartado se describen estos
mismos aspectos para la experiencia A2. El apartado describe la implementacion del
cuestionario post-experiencia.

Finalmente, el apartado |4.2.4]se centra en describir la experiencia que compone la Investiga-
ciéon B, mientras que en se explica a qué muestra y como se implementdé el cuestionario
sobre criterios de adaptabilidad, correspondiente a la Investigacion C.



102 4 Metodologia de la investigacién

4.2.1. Experiencia Al

Comencemos recordando que la experiencia A1 es la parte central de todo el disefio de investi-
gacion de esta tesis doctoral, y que la mayoria de objetivos de investigacién se relacionan con
los datos que ésta proporciona. A continuacion, describiremos la muestra de participantes,
como se desarrolld la experiencia y qué datos se recogieron.

Eleccién de la muestra

En la experiencia Al maestros en formacién debian resolver, de manera individual, la se-
cuencia 1 de problemas de estimacion de un gran nimero de elementos en una superficie
rectangular. Los participantes se escogieron entre los estudiantes de cuarto curso del Grado
en Maestro/a en Educacién Primaria de la Universitat de Valéencia.

La eleccion de una muestra de futuros maestros de Primaria que cursan el ultimo ano del
grado obedece a dos razones. La primera es que, puesto que se quiere conocer la competencia
de futuros maestros en resoluciéon de problemas de modelizacién que involucran estimaciones,
porque se considera una condicién necesaria para su introduccion exitosa en las aulas, lo
natural es conocerla en aquellos maestros que estan cerca de completar su formacién. De
este modo, conocer cémo resuelven estos problemas, su flexibilidad o sus errores nos pone
en alerta sobre lo que ocurre con maestros y maestras en ejercicio profesional, pues los
estudiantes de cuarto afio del grado de Maestro/a en Educacién Primaria ya no recibirdn
mas formacion en Matematicas ni en su didéactica especifica. La segunda razon es que, como
se ha explicado en el apartado dedicado al diseno de la secuencia 1, las actividades con fines
didacticos “Fermi al pati”, realizadas en los cursos 2015/16 y 2016/17 con los estudiantes
de la asignatura “Didéctica de la Geometria, la Medida, la Estadistica y la Probabilidad”,
que se imparte en cuarto curso del grado, fueron el precedente para la experiencia Al. Por
tanto, lo més natural era continuar con estudiantes de esa misma asignatura. Es importante
remarcar que la experiencia Al se realizé, tanto en el curso 2017/18 como en el 2018/19,
durante las primeras semanas de la asignatura, que se imparte el primer cuatrimestre. Por
tanto, los participantes no tenian experiencia previa en modelizacion ni, en concreto, en la
resolucion de problemas reales de estimacién. Tampoco habian recibido todavia formacién
en didactica de la medida.

Sintetizando: la secuencia 1 de problemas se propuso a un total de N = 224 estudiantes de
cuarto curso del Grado en Maestro/a en Educacién Primaria de la Facultad de Magisterio
de la Universitat de Valencia durante los cursos 2017/18 y 2018/19. Se trata de una muestra
incidental que incluye, aproximadamente, al 25% de los estudiantes de cuarto curso del
grado en esos dos anos académicos. Los futuros maestros participantes en la experiencia Al
pertenecian a 6 grupos naturales de cuarto curso. El afio académico 2017/18 participaron
113 estudiantes de los grupos 4° D (36 estudiantes), 4° F (37 estudiantes) y 4° K (40). El
ano académico 2018/19 participaron 111 estudiantes de los grupos 4° A (34 estudiantes), 4°
I (36 estudiantes) y 4° K (41 estudiantes).
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Descripcion de la experiencia

La secuencia 1 de problemas se propuso a los participantes en una sesion ordinaria de la asig-
natura “Didéctica de la Geometria, la Medida, la Estadistica y la Probabilidad”. En dicha
sesion, de 90 minutos de duracién, los futuros maestros participantes trabajaron individual-
mente, en su aula habitual ubicada en la Facultad de Magisterio, en los cuatro problemas
de estimacién de un gran nimero de elementos en una superficie rectangular. Durante los
cursos 2017/18 y 2018/19, en todos los grupos participantes el profesor responsable fue el
doctorando (D), la tutora (T) o una investigadora (X) del Departamento de Didactica de la
Matematica de la Universitat de Valencia.

En cada uno de los grupos, durante los diez primeros minutos de la sesion, se explico a
los participantes que iban a enfrentarse a una secuencia de cuatro problemas ubicados cuyo
planteamiento hacia referencia a espacios reales familiares para todos ellos. Se hizo hincapié
en los siguientes aspectos:

= en cada problema los participantes debian plantear un posible esquema de resolucién
indicando las medidas que necesitarian para obtener la estimacién requerida;

= ¢l trabajo debia realizarse de forma individual;

= debian explicar sus procedimientos de forma escrita y podian utilizar dibujos o diagra-
mas;

= y, por ultimo, no se esperaba que los participantes obtuvieran una solucién numéri-
ca, sino que bastaba con que explicaran cuidadosamente como obtener la estimacion
solicitada.

Estas especificaciones son importantes, porque conviene distinguir entre el plan de resolucién
y la resolucion completa. Llamaremos plan de resolucion a esta clase de producciones con
cardcter esquematico - analogas al plan de accién de Polya (1962) - en las que no es necesario
plantear una resolucién completa cuantificando y efectuando los calculos, sino que basta
con indicar los datos necesarios para abordar la resolucién y explicar los procedimientos
matematicos necesarios para llegar a obtener la estimacion pedida. Como se explicara mas
detalladamente en el andlisis de las producciones, un plan de resolucién puede analizarse
como un sistema interrelacionado de modelo inicial y estrategia.

Una vez explicados estos aspectos esenciales durante los primeros diez minutos, a cada par-
ticipante se le proporcionaron dos hojas con los cuatro problemas (dos problemas por hoja)
de la secuencia 1, tal y como puede verse en el Anexo[Al En el apartado dedicado al disenio
de la secuencia se describié el formato de presentacion de cada problema: un enunciado y
una pequena imagen del espacio real al que hace referencia. Se dejé un espacio en blanco
de media pagina para que los participantes escribieran su plan de resoluciéon. Una vez los
participantes daban por finalizados sus planes de resolucion de los problemas, entregaban
las hojas con sus producciones escritas al profesor o profesora responsable de la sesion.
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Recogida de datos

La fuente de datos de la experiencia A1l son las producciones escritas de los futuros maestros
al resolver la secuencia 1 de problemas. Se trata de los planes de resolucién de N = 224
futuros maestros, por tanto, son 224 x 4 problemas = 896 producciones escritas las que se
han recogido y analizado en esta experiencia.

Las producciones escritas recogidas se codificaron y escanearon, agrupadas por ano académi-
co y grupo. Para garantizar cierta eficiencia al efectuar este analisis, los documentos con las
respuestas individuales se organizaron y se les asigné una etiqueta que permitiera identifi-
carlos. Esta etiqueta empieza por I, que indica individual (experiencia A1), para distinguir
de grupal en la experiencia A2. Las producciones se agruparon por curso académico y grupo
natural. Como estos mismos futuros maestros resolvieron la experiencia A2 en equipos, se les
asigné un numero de dos cifras, la primera de ellas es el equipo del que iban a ser componen-
tes, y la segunda el nimero que ocupan en el equipo. Asi, por ejemplo, para el ano 2017/18,
en el grupo 4° K, tenemos los planes de resolucion individuales del participante 1.3.2, que
significa que es el segundo componente del grupo 3 en la experiencia A2. Si el grupo 3 tenia
cuatro componentes, sus producciones en la experiencia Al fueron etiquetadas como 1.3.1,
[.3.2,1.3.3 e [.3.4.

Para cada grupo y ano académico, tenemos los datos pasados a una hoja de célculo (Figura
. En la hoja de calculo se codificaron numéricamente los tipos de plan de resolucién
categorizados.
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Figura 4-16.: Hoja de célculo que recoge la codificacion de la categorizacién de los planes
de resolucién individuales (experiencia Al) y de las resoluciones grupales
(experiencia A2) para el grupo 4° A del ano 2018/2019.

4.2.2. Experiencia A2

En la experiencia A2 los mismos participantes de la experiencia Al se enfrentaron de nuevo a
la secuencia 1, pero esta vez debian resolverlos por completo y en grupo, es decir, realizando
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mediciones y estimaciones cuantitativas en el lugar real del problema, y ejecutando proce-
dimientos de cdlculo para obtener la estimacién numérica demandada en cada problema. El
diseno de esta experiencia obedece al objetivo de estudiar si trabajar en grupo y en el lugar
real de los problemas influye en la resolucion de problemas reales de estimacién. La eleccién
del trabajo en grupo durante la experiencia A2 se apoya en diferentes estudios que destacan
la importancia de trabajar en grupo para mejorar las habilidades de resolucion de problemas
(Chapman), [1999; [Szydlik y cols., 2003). Ademés, Llinares y Valls (2009)) explican que en el
proceso de aprendizaje de las matematicas y de su ensenanza, los futuros profesores utilizan
los instrumentos que les rodean para pensar y actuar en una comunidad de préctica. Es
pertinente considerar, por tanto, que el trabajo in situ puede ser una forma de andamiaje
que facilite la resolucion de este tipo de problemas (Buchholtz, 2017).

Eleccion de la muestra

En la experiencia A2, como se ha dicho, participaron los mismos maestros en formacion que
en la experiencia A1, es decir, 113 participantes el curso 2017/18 y 111 participantes el curso
2018/19. Pero en esta experiencia configuraron, de manera libre, grupos de 3 a 5 personas.
Se configuran 31 grupos en el curso 2017/18 y 31 grupos en el curso 2018/19, por lo que la
muestra de la experiencia A2 esta compuesta por N = 62 grupos de futuros maestros.

Descripcion de la experiencia

En los cursos académicos 2017/18 y 2018/19, la experiencia A2 se llev6 a cabo la semana
siguiente a la experiencia Al. A final de la sesién de la experiencia Al se dijo a los partici-
pantes que debian formar grupos de entre 3 y 5 personas para la siguiente sesién, por lo que
la experiencia A2 empezd con los grupos formados.

Durante los primeros diez minutos se explico a los estudiantes que iban a volver a enfrentarse
a la secuencia 1, pero esta vez trabajarian en grupos y en el entorno de la Facultad, en los
lugares fisicos reales en los que se ubican los cuatro problemas (Figura . Se explicd,
ademas, que esta vez no debian limitarse a hacer un plan de resolucion, sino que debian eje-
cutar el plan, de forma que obtuvieran una estimacién numérica como solucién del problema.
Se insistié en la importancia de que todos los participantes del grupo trataran de llegar a un
consenso sobre qué tipo de resolucién desarrollar, y se incidié en que todos debian partici-
par en el proceso de resolucién. Para alcanzar estos objetivos, a cada grupo se le facilitaron
instrumentos de medida: varios metros extensibles y un odémetro de rueda por grupo, para
distancias mas grandes.

Se entregd a cada grupo un legajo con los enunciados de los cuatro mismos problemas que
en la experiencia Al. Puesto que un objetivo de la investigacién basada en la experiencia
A2 es categorizar los acuerdos entre los miembros del grupo respecto a sus planes de reso-
lucién previos, también se le entregaron a cada componente del grupo unas fotocopias de
sus producciones individuales. De este modo, cada integrante del grupo disponia de su plan
de resolucion y podia servir de guia para la resoluciéon grupal, siempre y cuando llegaran a
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un acuerdo si los planes eran distintos. [Zawojewski, Lesh, y Englishl (2003) sugieren que los
alumnos - trabajando en pequenos grupos y enfrentandose a una situacion problemética que
les resulte significativa y relevante - deben inventar, ampliar y perfeccionar sus propias cons-
trucciones matematicas para responder a las exigencias del problema planteado. También
senalan que cuando los resultados se comunican a otros estudiantes, pueden producirse dis-
cusiones e intercambios de opiniones, lo que a su vez puede llevar a una revisién del proceso
seguido y a la construccién de nuevos modelos.

A continuacién, se les condujo a los espacios reales del entorno de la Facultad en los que
estan situados los problemas. Los 80 minutos de experiencia en los lugares de los problemas
fueron supervisados por los investigadores D (doctorando), T (tutora) y X (colaboradora),
pero en ningin momento intervinieron en la actividad de los participantes. Se distribuyeron
los grupos de trabajo entre las cuatro ubicaciones de los problemas, para que no coincidieran
todos en un mismo espacio, y se les indicé que cada grupo debia resolver los problemas de
manera independiente, sin interactuar con los otros grupos. Al terminar la actividad, los
participantes entregaron el material utilizado a los investigadores.

Recogida de datos

Como en la experiencia anterior, la fuente de datos de la experiencia A2 son las producciones
escritas de los grupos de futuros maestros al volver a resolver la secuencia 1 de problemas.
Se trata de las resoluciones de N = 62 grupos, por tanto, son 62 x 4 problemas = 248
producciones escritas las que se han recogido y analizado en esta experiencia.

Agrupadas por ano académico y grupo, se escanearon todas las producciones. Se utilizaron
las mismas hojas de calculo que las que sirvieron para codificar los planes de resolucién indi-
vidual (Figura. Las producciones escritas correspondientes a cada grupo se codificaron
simplemente como G1, G2, etc. La configuraciéon de los grupos, como se ha comentado ya,
fue la base para etiquetar las resoluciones individuales, de manera que cada cédigo individual
de la experiencia Al tenia una cifra que indicaba el grupo del que formé parte en la expe-
riencia A2. Asi, por ejemplo, el resolutor 1.3.4 es el cuarto componente del G3. Esto permite
conectar las producciones individuales con las grupales, y es la razon de que se utilice la
misma hoja de célculo. En la hoja de calculo se registraron las categorias de resolucion, pero
distinguiendo en franjas grises las grupales de las individuales (Figura . De este modo,
cada franja gris esta precedida por las franjas blancas de sus componentes individuales.

4.2.3. Implementacion del cuestionario Post-experiencia

Con el objetivo de complementar el andlisis de las producciones de las experiencias Al y A2,
recogiendo algunas reflexiones sobre el proceso de resolucion de la secuencia 1, tanto a nivel
individual como grupal, se implement6 el cuestionario post-experiencia cuyo diseno ha sido
explicado con anterioridad. La idea de recoger esta informacion surgié una vez implementadas
las experiencias Al y A2 en el curso 2017/18, por lo que este cuestionario post-experiencia



4.2 Descripcion de las experiencias y recogida de datos 107

se disend tras la experiencia A2 de 2017/18 y se pasd tras la experiencia A2 del afio 2018/19.

Eleccion de la muestra y descripcion de la experiencia

La implementacién del cuestionario post-experiencia se llevé a cabo el curso 2018/19 con
los mismos 111 maestros en formacién que habian participado, durante las dos sesiones
previas, en las experiencias Al y A2. El cuestionario se completd, por tanto, durante una
sesion ordinaria de 90 minutos de la asignatura “Didactica de la Geometria, la Medida, la
Estadistica y la Probabilidad” en los grupos 4° A, 4° I y 4° K. En dicha sesién faltaron
6 personas que habian participado en las anteriores experiencias, por lo que se dispone
finalmente de NV = 105 respuestas al cuestionario.

Recogida de datos

La fuente de datos son las respuestas escritas a las tres preguntas abiertas del cuestionario
(Anexo @ Se escanearon todas las producciones, ordenadas por grupo académico: primero
las de 4° A, luego 4° I y por tltimo 4° K. Se elabor6 una hoja de calculo para cada pregunta
del cuestionario, con un listado de los 105 participantes, cada uno identificado con la etiqueta
al, a2, ..., al05. Para cada pregunta, en la hoja de calculo se registraron, por columnas, los
numeros correspondientes a las categorias de respuesta que emergieron de la categorizacién,
que explicaremos en la siguiente seccion, y se marcaba la que correspondia a cada participante

(Figura [4-17)).

al 1

a2 1 P12 Influencia de medir in situ en la resolucién grupal respecto a la individual

a3 1 9 categorias

a4 1 1 Trabajar en el espacio del problema le ha permitido visualizar la situacién de forma clara: considerar el tamafto el espacio, el gran
a5 1 2

a6 1 3 Explica que poder concretar las estimaciones realizando mediciones, asi como hacer pruebas sobre el terreno, les ha llevado a ver
a7 1 4 Incompleto o blanco.

ag 1 1 5

a9 1 6 Explica que en P1 al trabajar in situ ven baldosas del suelo, que no se ven en la foto, y les permite ganar en sencillez y rapidez, ni si
al0 1 7 Explica que sobre el terreno contemplan irregularidades en la disposicién de ladrillos en P2 o del tamafio de la hierba en P3, que n
a1l 1 8 Considera que trabajar sobre el terreno y con datos numéricos resultado de mediciones es més f4cil, y que los problemas abiertos
a12 1 9 Asegura que trabajar en grupo permite comparar procesos de resolucién sobre el terreno y comprobar cudl es la mejor.

al3 1 1 10

al4 1 11 Asegura que trabajar in situ le ha influido pero no da razones

als 1 12 Dice que trabajar in situ realizando mediciones aumenta la motivacién, la utilidad y/o el interés/diversion al resolver el problema.

Figura 4-17.: Registro de las respuestas categorizadas a la pregunta C1.

4.2.4. Investigacion B

La experiencia en la que se basa la investigaciéon B, como ya se ha adelantado, tiene como
objetivo verificar si la relacion entre contexto y tipo de plan de resolucién, cuando se utiliza
una secuencia 2 contextualmente isomorfa a la secuencia 1, es la misma que en la experiencia
A1l. También se introducia un estudio sobre el efecto de hacer mas compleja la estructura
del enunciado de los problemas de la secuencia.

Eleccion de la muestra y descripcion de la experiencia
La experiencia de la investigaciéon B se desarrolld el curso 2018/19 con dos grupos (4° G y
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4° H) de la asignatura de cuarto curso “Didéctica de la Geometria, la Medida, la Estadistica
y la Probabilidad”, para asegurar homogeneidad con la experiencia Al. Participaron en
la experiencia N = 87 futuros maestros, 43 de 4°G y 44 de 4° H. La experiencia de la
investigacion B fue homoéloga a la experiencia A1, pero los participantes debian resolver una
secuencia alternativa de cuatro problemas de estimacién de un gran nimero de elementos en
una superficie rectangular. Tuvo lugar en una sesién ordinaria de 90 minutos de la asignatura
mencionada, en el aula habitual de cada grupo. De nuevo, en los primeros 10 minutos se
hizo hincapié en las mismas instrucciones que en la experiencia Al. Una vez dadas las
instrucciones, a cada futuro maestro participante se le proporcionaron dos hojas con los
cuatro problemas (dos problemas por hoja) de la secuencia 2, tal y como puede verse en el
Anexo [C] Uno de los investigadores (D o T) estuvo presente durante la experiencia en cada
aula de grupo.

Recogida de datos

La fuente de datos de la investigacién B son las producciones escritas de los futuros maestros
al resolver la secuencia 2 de problemas. Se trata de los planes de resolucion de N = 87
futuros maestros, por tanto, son 87 x 4 problemas = 348 producciones escritas las que se
han recogido y analizado en esta experiencia. El proceso de recogida de los datos y etiquetado
de las producciones en las hojas de cédlculo es idéntico al explicado en la experiencia Al.

4.2.5. Investigacion C

La investigacion C se disen6 para emprender un estudio sobre criterios de adaptabilidad
para los planes de resolucién/resoluciones de problemas de estimacién de un gran nimero
de elementos en superficies delimitadas. Para ello se disené y distribuyé un cuestionario en
linea (Anexo [E]) para expertos en el que se les consultaba sobre cudl es el tipo de resolucion
mas adecuado en cada problema y a qué criterios de adaptabilidad obedece la decisién.

Seleccién de la muestra e implementacién
La seleccion de expertos se llevé a cabo por varias vias:

= Se envié una invitacién a participar en la investigacion sobre criterios de adaptabili-
dad en resolucién de problemas de estimacion en contexto real por correo electrénico
a través de la lista de difusién de la SEIEM (Sociedad Espanola de Investigacién en
Educacién Matemética), con la finalidad de recoger opiniones de investigadores e in-
vestigadoras en el drea de Didactica de la Matematica.

= Se difundié por correo electrénico entre los departamentos de la Facultad de Matemati-
cas de la Universitat de Valencia, y los departamentos de Matematicas de la Universitat
Jaume I de Castellén y de la Universidad de Oviedo. También se difundié a través de la
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lista de difusién de la comisién de educacién de la RSME (Real Sociedad Matematica
Espaitiola).

= Se difundié en listas de correo de profesores y profesoras de Secundaria de la especia-
lidad Matematicas que habian participado en cursos de formacion del profesorado en
modelizacién matematica, por lo que tenian cierta familiaridad con los problemas de
Fermi, que se habian tratado en esos cursos.

El periodo de difusién y recogida de respuestas discurrié entre el 13 de julio de 2020 y el 18
de septiembre de 2020. Se recogieron N = 81 respuestas. El perfil de los participantes es el
siguiente:

En cuanto a formacién, la mayoria de los participantes (64,2 %) son licenciados en Matemati-
cas, un 32,1 % de ellos tiene un doctorado en Matematicas y un 12,3 % tiene un doctorado
en Didactica de la Matematica (Figura |4-18)|).

Formacion. Indique todas las opciones que aplican en su situacion:

81 respuestas

Licenciatura/Grado en

o
Matematicas. 52 (64,2 %)

Licenciatura/Grado en otras
areas (Fisica, Ingenierias, etc.).

Doctorado en Matematicas.

Doctorado en Didactica de la
Matematica.

10 (12,3 %)

Doctorado en Educacion.

Figura 4-18.: Formacién de los participantes en la encuesta de expertos de la investigacion

C.

Una mayoria de los participantes (51,9 %) imparten docencia en asignaturas de Mateméticas
en la ESO y Bachillerato. Un 32,1 % imparte docencia en asignaturas de Matemadticas y/o su
did4ctica en grados de Magisterio o en el Méster de profesor de Secundaria. El 21 % imparte
docencia en asignaturas de Matematicas en grados de Matemadticas, Fisica o Ingenieria.
Cinco personas (6,2 %) no estaban impartiendo docencia en ese momento. Hay que sefialar
que hay participantes que han marcados dos opciones, por ser profesorado asociado en la
universidad, pero también docentes de Secundaria.

En cuanto al género, han contestado 46 hombres y 35 mujeres (Figura [4-19)).

El cuestionario, como se ha explicado en la seccién dedicada a su diseno, tiene dos preguntas
cerradas para cada problema de la secuencia 1: una de eleccién multiple y otra en forma de
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Geénero.

81 respuestas

@ Hombre.
® WMujer.

Figura 4-19.: Género de los N = 81 expertos y expertas participantes en la investigacién

C.

checklist. El proceso de andalisis de estos datos es cuantitativo y directo, y se mostraran los
resultados en el Capitulo V.

4.3. Metodologias para el andlisis de los datos

En los siguientes apartados describiremos las técnicas y aproximaciones metodoldgicas em-
pleadas en esta investigacién. Como explicamos en el Capitulo [3] se trata de una investiga-

cién observacional (Yin, 2009; [Lodico y cols.) 2010) que utiliza técnicas y métodos mixtos,

es decir, que combinan anélisis cualitativo y cuantitativo (Buchholtz, 2019). La componente

cualitativa es esencial, y en el andlisis de datos y resultados que se presentara en el Capitulo
se trabajara con variables cualitativas nominales (categéricas) categorizadas en una trian-
gulacién de investigadores (Denzin), [2009).En esta seccién, por tanto, se describird el proceso
de categorizacion previo al analisis de los resultados.

En el apartado se explicard el proceso de categorizacion de los tipos de plan de resolu-
cién (experiencia A1) y los tipos de resolucién (experiencia A2) a partir de las producciones
recogidas en la secuencia 1, y los tipos de plan de resolucién de la secuencia 2 (investigacion
B).

En el apartado se describe el proceso de categorizacion de los acuerdos del trabajo
grupal y de las respuestas a las preguntas C1 y C2 de cuestionario post-experiencia, que
demandaban una reflexion sobre los cambios que introduce el trabajo grupal e in situ en la
experiencia A2 respecto de la experiencia Al.

En el apartado [£.3.3]se describird el proceso de categorizacién de los factores de complejidad
en las producciones recogidas en la experiencia Al y la experiencia A2.
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En el apartado se describe el proceso de categorizacion de los errores especificos para
los problemas de estimacion de un gran nimero de elementos en una superficie delimitada.
El apartado aborda el proceso de categorizacién de la flexibilidad (inter-tarea y tam-
bién intra-tarea) en los planes de resolucién de la experiencia Al. También se presenta la
categorizacion de la pregunta C3 del cuestionario post-experiencia sobre los criterios de
adaptabilidad.

4.3.1. Categorizacion de los planes de resolucion y las resoluciones

El proceso de anélisis de las categorias de tipo de plan de resolucién (experiencia Al e in-
vestigaciéon B) y de tipo de resolucién (experiencia A2) se realizé entre tres investigadores,
uno de ellos el doctorando (D), y otra la tutora (T). La tercera (X) es una investigadora co-
laboradora. Se utilizé una metodologia de triangulacién entre investigadores que describen
e interpretan las producciones. El acuerdo intersubjetivo garantiza la reduccion de sesgos
(Denzin|, 2009)), pero es importante distinguir entre concordancia entre codificadores (la pro-
porcién de acuerdo entre ellos durante el proceso de construccién de las categorias) y la
fiabilidad de la categorizacion, que se puede cuantificar una vez fijado el sistema de cate-
gorias y haber sido utilizado para analizar las producciones (Gordillo y Rodriguez, 2009).
En este caso, no fue necesario llegar a acuerdos durante el proceso de construccion de las
categorias porque se utilizaron las categorias de los estudios precedentes (Albarracin) 2011;
Albarracin y Gorgorio, 2014} |Ferrando, Albarracin, y cols., [2017; Albarracin y cols., 2021)
para todas las producciones recogidas (experiencia Al, experiencia A2, investigacién B). El
enfoque metodolégico de caracter cualitativo fue emplear el instrumento de andlisis de este
tipo de producciones basado en considerarlas como un sistema interrelacionado de modelo
inicial y estrategia, como se explicd en el apartado El modelo inicial se refiere a la
distribucién de los elementos en la superficie del problema, que puede ser unidimensional o
bidimensional; mientras que la estrategia asociada puede consistir en contar directamente, en
iterar el drea de un elemento (tomada como unidad de medida de la superficie) o en utilizar
la densidad en una muestra del espacio. Este enfoque daba lugar, en los trabajos precedentes,
a una categorizacién de tipos de resolucion para las producciones de estudiantes de Secun-
daria. En el caso de nuestro analisis, se trata de verificar que esta categorizacion también
funciona para las producciones de futuros maestros en las tres experiencias, y cuantificar su
fiabilidad.

Efectivamente, en los sucesivos procesos de categorizacion para las experiencias Al, A2
y la investigacién B, los investigadores pudieron adaptar la categorizacion mencionada a
las producciones de los futuros maestros, sin encontrar nuevas categorias de plan de reso-
lucién/resolucién. A continuacién, describiremos la categorizacién empleada, apoyando la
descripcién con un ejemplo tomado de las producciones de la experiencia Al (aunque, como
hemos dicho, también se ajusta a las producciones obtenidas en la experiencia A2 y en la
investigaciéon B). Utilizaremos el genérico “resolutor” para referirnos a la futura maestra o
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maestro que elaboro la produccion. Después, analizaremos la fiabilidad de la categorizacién
para cada una de las tres experiencias.

= Recuento. Este tipo de plan de resoluciéon propone un procedimiento de recuento ex-
haustivo y directo para obtener la estimacion. No hay un modelo de la situacion real
que deba ser matematizado, sino que la estrategia consiste en representar fisicamente
o simular la situacion real. Por ejemplo, el resolutor 4°I-1.2.1 propone el siguiente plan
basado en el recuento para P3-Césped:

“Contar la cantidad de ramas que hay y cudntas briznas tiene cada rama aproxi-

madamente” .

Para P4-Coches el resolutor 4°F- 1.5.1. escribe:

“Se llena el parking de coches sin dejar huecos, hacemos una foto desde arriba del

parking, y se cuentan los coches. Ese niimero serd el total de coches que caben”.

= Linealizacion. Este plan de resolucion es una adaptacion de lo que en el Capitulo
se llamo, siguiendo los estudios precedentes, distribucion en cuadricula. Durante el
proceso de categorizacién nos parecié mas adecuado optar por renombrarla, pues la
disposicion de los elementos siguiendo una cuadricula es sélo un caso particular de la
estrategia que consiste en obtener la estimacién reduciendo el problema de dos dimen-
siones a una dimensién. Asi, dentro de este tipo de plan de resolucién se han englobado
todas las producciones basadas en un modelo inicial unidimensional de distribucién de
los elementos. Son producciones que “reducen” el problema de estimacién en dos di-
mensiones a un problema de estimacion de una dimension, y una vez se ha escrito como
alcanzar la estimacién lineal, el proceso para obtener la estimacién del nimero total de
elementos en la superficie es realizar un producto cartesiano. No se han distinguido las
estrategias escogidas por los resolutores para obtener la “estimacién lineal” porque lo
que nos interesaba analizar en estas producciones es la “mirada lineal” a un problema
de estimacién de un gran nimero de elementos colocados en una superficie. Concre-
tando: en la mayoria de producciones la Linealizacién implica estimar el nimero de
elementos en una fila (por lo tanto, trabajar en un modelo de distribucién unidimen-
sional), y luego hacer el producto cartesiano de filas por columnas. Por ejemplo, en
P2-Baldosas el resolutor 4°K-1.11.2 propone el siguiente plan de resolucion basado en
linealizacion:

“En primer lugar necesitaria contar el nimero de baldosas que hay en un lado del
area que ocupan dichas baldosas [de la superficie rectangular entre el gimnasio y
la facultad de Magisterio] y luego las del otro lado perpendicular, y por tltimo las

multiplicaria”.



4.3 Metodologias para el analisis de los datos 113

s Unidad base. El modelo inicial de este plan de resoluciéon es bidimensional, pues el
resolutor no coloca los elementos a lo largo de una longitud, sino que trabaja a partir del
espacio bidimensional que ocupa un elemento en relacién al espacio total. La cuestién
implicita detrds de este modelo inicial es como cubrir la superficie total usando el
area del elemento como unidad de medida. La estrategia asociada es directa, para
saber cuantas veces cabe la superficie que ocupa un elemento en la superficie total, el
procedimiento es: primero calcular el area total de la superficie, luego calcular el drea
que ocupa un elemento, y por ultimo dividir la medida del area de la superficie total
entre la medida del area ocupada por un elemento, pues el resultado es precisamente
cuantas areas ocupadas por un elemento se necesitan para cubrir la superficie total.
Por ejemplo, para P1- Personas, el resolutor 4°D- 1.1.3 propone el siguiente plan de
resolucion basado en la iteracién de la unidad base:

“En primer lugar, calcularia la superficie del porche, es decir, necesitaria medir
el largo y la anchura del porche, y lo multiplicaria. En segundo lugar, mediria la
superficie que ocupa una persona en el porche de la misma forma, multiplicando el
largo y la anchura que ocupa. Ambas medidas, la superficie del porche y la que ocupa
una persona, las pasaremos a la misma unidad, por ejemplo, metros o centimetros
cuadrados. Finalmente, dividiria la superficie del porche entre la superficie que ocupa

una persona, y el resultado seran las personas que se pueden resguardar”.

s Densidad. Como ocurre con el plan de resolucion Unidad base, el modelo inicial del
plan de resolucién basado en densidad es bidimensional, ya que el resolutor considera
una distribucién de los elementos por toda la superficie y escoge una porciéon bidimen-
sional de ese espacio en la que supone que hay un ntimero de elementos proporcional
al que hay en el area total. El resolutor elige en su modelo un drea mas pequena (que
toma como unidad) con el objetivo de estimar con cierta facilidad el nimero de ele-
mentos (normalmente, por recuento directo), por lo que la llamaremos “drea unidad”
(o “subédrea muestral”). Una vez estimado el nimero de elementos por drea unidad,
el resolutor calcula cuantas areas unidad cubren el espacio, por tanto, debe hacer una
divisién de medidas: area de la superficie total entre drea unidad (normalmente se to-
ma el metro cuadrado como area unidad, pero en otros casos se toma un centimetro
cuadrado). Para finalizar, fundamentado en el razonamiento proporcional, el resolutor
debe multiplicar el nimero de elementos que hay distribuidos en un area unidad por
el nimero de areas unidad que cubren el area total. En resumen, el plan de resolucién
Densidad consiste, por tanto, en un modelo inicial de la distribucién de los elementos
basados en un &area total y un area unidad, y en procedimientos de proporcionalidad
para estimar el niimero total de elementos. Por ejemplo, para el problema P3- Césped,
el resolutor 4°D-1.1.3 propone el siguiente plan de resoluciéon basado en densidad:
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“En primer lugar, mediria un centimetro de largo y otro de ancho y lo delimitaria,
de modo que podemos contar cudntas briznas hay en un centimetro cuadrado [drea
unidad]. En segundo lugar, mediria el ancho y el largo de todo el césped [la jardinera
rectangular| para saber la superficie total en centimetros cuadrados. Finalmente,

multiplicarfa el nimero de briznas que hay en un 1 em? por la superficie total”.

= [ncompleta. Esta categoria no es un tipo de resolucion, sino una categoria que engloba
aquellas producciones en las que no se dan suficientes detalles para saber céomo se
obtendria la estimacion. Son aquellas producciones que estan en alguno de estos tres
casos: no responden a la pregunta del problema o la dejan en blanco; no desarrollan
un modelo matematico de la situacién ni una estrategia de estimacién; o comienzan a
desarrollar un modelo, pero no explican lo suficiente el proceso como para determinar
si el resolutor podria alcanzar una estimacién. Esta categoria engloba, por tanto, todas
aquellas producciones que no reinen los requisitos minimos como para considerarse un
plan de resolucién, aunque a veces - cuando se ha empezado a esbozar un modelo inicial
y/o matematizado algunos aspectos del modelo - se intuya hacia dénde quiere ir el
resolutor. Por ejemplo, el resolutor 4°D-8.3 plantea la siguiente produccion incompleta
para el problema P1-Personas, pues no llega a desarrollar un modelo inicial completo
de la situacién del problema ni hay proceso de matematizacion. En efecto, se puede
observar que menciona la medida del porche, pero no indica la magnitud que esta
midiendo, tampoco explica a qué se refiere con “estimar el total”, pues no menciona
ni los elementos que se deben estimar ni su distribucién en la superficie:

“Necesitarfamos saber cudl es la medida total del porche en primer lugar. Para ello

tendriamos que estimar el total partiendo del ancho y del largo”.

Esta categorizacién se utilizé en el andlisis de las producciones de los futuros maestros en
la experiencia Al, en la experiencia B y la experiencia A2. En las dos primeras, las cinco
categorias anteriores se aplicaron a planes de resolucion, que, como se explico en el apartado
4.2.1], son resoluciones esquemaéticas de los problemas de estimacion. En la experiencia A2,
las mismas categorias se utilizaron para la categorizacién de resoluciones en grupo e in situ.
Para analizar la fiabilidad de estas categorizaciones, se codificaron las categorias como 1
(Incompleta), 2 (Recuento), 3 (Linealizacién), 4 (Unidad base) y 5 (Densidad).

En la experiencia A1, el proceso de categorizacién de las 896 producciones de los N = 224
futuros maestros entre tres investigadores (D, T y X), y el andlisis de la fiabilidad de dicho
proceso, fueron los siguientes: primero se categorizaron las 452 producciones de los 113
participantes durante el curso 2017/18 por dos investigadores (D, T). Cada uno de ellos, de
manera independiente, completé las hojas de calculo de los grupos participantes ese curso.
Para cada participante (filas), en cada uno de los cuatro problemas (columnas), se asignaba
el nimero correspondiente a la categoria de plan de resolucion escogida. Para el analisis
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de la fiabilidad de categorizacion realizada de manera independiente por los investigadores
D y T, se realizé una tabla de coincidencias (Tabla y se calculd la kappa de Cohen
(Landis y Koch, 1977, (Gordillo y Rodriguez, [2009) como test de objetividad. Este test se
calculd con el programa online de estadistica de la web VassarStats (Website for Statistical
ComputationED :

Tabla 4-5.: Tabla de coincidencia entre los investigadores D y T para la categorizacién de
452 tipos de plan de resolucién (1= incompleto, 2 = recuento, 3 = linealizacién,
4 = unidad base, 5 = densidad) de los 113 futuros maestros participantes en la
experiencia A1l durante el curso 2017/18.

D
11213 4 5 | Total T

1 74|10 4 | 11 | 5 104

2 310 0 0 8

T 3 8 | 7 161| 2 1 79
4 9101 312020 214

5 2101 2 0 |43 47
Total D | 98 | 20 | 70 | 215 | 49 452

El valor de la kappa de Cohen observada es k = 0, 7774, con error estandar SE = 0,0238.
El grado de concordancia inter-observador es mayor cuanto mas cercano a 1 sea el valor del
coeficiente kappa de Cohen, siendo el valor 0,7774 bueno, cercano a muy bueno (de 0,81 a 1),
en la escala de Landis y Koch (1977). La categorizacién fue clara y, como puede verse en la
Tabla[4-5] las mayores dificultades residieron en categorizar planes de resolucién incompletos
(1) y planes de resolucién basados en recuento (2). Esto es esperable porque la categoria
Incompleto es la menos precisa, ya que engloba cualquier producciéon que haya desarrollado
lo suficiente el modelo inicial o la estrategia necesarios para alcanzar la estimacién. También
es esperable que, puesto que la categoria Recuento incluye producciones sin un modelo
matematico desarrollado, se observe que lo que el investigador D categoriza como Recuento, el
investigador T lo categorice como Incompleto, y viceversa. Para resolver estas ambigiiedades
y clarificar el criterio de categorizacién en los casos de discordancia, los investigadores D y
T se reunieron con el investigador X y se discutieron uno a uno, completando el consenso en
el andlisis de los tipos de planes de resolucién para el curso 2017/18.

El proceso se repitié para categorizar las 444 producciones de los 111 futuros maestros
que participaron en la experiencia Al el curso 2018/19. Esta vez, los investigadores D y X
completaron las hojas de calculo de los grupos de ese curso. En este caso, el valor de la kappa
de Cohen observada es k = 0, 7998, con error estandar SE = 0, 0224. De nuevo, la mayoria de

Ihttp://vassarstats.net/
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Tabla 4-6.: Tabla de coincidencia entre los investigadores D y T para la categorizacién de
348 tipos de plan de resolucién (1= incompleto, 2 = recuento, 3 = linealizacion,
= unidad base, 5 = densidad) de los 87 futuros maestros participantes en la

investigacién B durante el curso 2018/19.

D
112713 4 5 | Total T

1 52| 7 | 8 3 4 74

2 1113 | 2 2 1 19

T 3 5 139 | 8 1 99
4 0 112 | 2 120

) 3| 2 0 |67 76

Total D | 78 | 18 | 52 | 125 | 75 348

ambigiiedades que afectan a la fiabilidad de la categorizacién se concentran en las categorias
Incompleto y Recuento. Para resolverlas y clarificar el criterio de categorizacién en los casos
de discordancia, se repitié el proceso seguido el ano anterior, pero con cambio de roles: los
investigadores D y X se reunieron con el investigador T para discutir cada discordancia,
completando el consenso en el andlisis de los tipos de planes de resoluciéon para el curso
2018/19. El proceso de categorizacion de los tipos de plan de resolucién para la experiencia
A1 fue, por lo tanto, de alta fiabilidad por dos razones fundamentales: las categorias se habian
desarrollado en estudios previos; y, sobre todo, hay poca ambigiiedad en la interpretacion
de qué estrategia se ha empleado en una produccion, salvo en la determinacion de qué es lo
que se considera resolucién incompleta.

En la investigacion B, el proceso de categorizacion de las 348 producciones de los N = 87
participantes se realizé por los tres investigadores (D, T y X) de manera similar. Aunque
los futuros maestros resolvieron la secuencia 2, alternativa a la de la experiencia A1, se apli-
caron las mismas categorias de plan de resolucién. De nuevo, se utiliz6 una metodologia de
triangulacién entre investigadores para reducir sesgos y se midié la fiabilidad de la categori-
zacion con un test de objetividad kappa de Cohen. Los investigadores D y T completaron,
por separado, el analisis de categorias en las hojas de calculo correspondientes a los grupos
participantes en esta experiencia. Se calculé una kappa de Cohen con valor £ = 0, 7139 con
SE = 0,0282. Se trata de un nivel de fiabilidad en el acuerdo alto. El valor es algo maés
bajo que en la experiencia Al porque ha aumentado la proporcion de las producciones ca-
tegorizadas como Incompleta, que son las que producen mas discrepancias (ver Tabla .
Los investigadores D y T se reunieron con el investigador X para clarificar el criterio de
categorizacion en los casos de discordancia, completando el consenso en el andlisis de los
tipos de planes de resolucién para la secuencia 2.

Por tdltimo, en la experiencia A2, el proceso de categorizacion de los tipos de resolucién se
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realizé mediante una triangulacion de los investigadores D y T. Para categorizar las 124 pro-
ducciones de los 31 equipos participantes en el curso 2017/18, los investigadores completaron,
de manera independiente, las hojas de céalculo de los grupos participantes durante ese curso,
y se utilizo la kappa como test de objetividad. El grado de concordancia inter-observador fue
muy alto, con k = 0,8703 (SE = 0,0412). Las pocas discordancias se consensuaron entre
los dos investigadores, sin necesidad de la intervencion de un tercero. El proceso se repiti
para las 124 producciones de los 31 equipos participantes el curso 2018/19, con un grado de
concordancia inter-observador muy alto, de k = 0,8792 (SE = 0,373). Se consensuaron las
discrepancias entre los investigadores D y T. Se completé la categorizacién de las resoluciones
grupales con mayor fiabilidad y claridad en el proceso que la de los planes de resolucion, pues
las producciones en esta experiencia son mas minuciosas y mas completas, lo que permite
ajustar la interpretacién; ademas, hay menos producciones categorizadas como incompletas,
y apenas hay elementos de ambigiiedad.

4.3.2. Categorizacion de los acuerdos entre los grupos y de las
respuestas sobre la influencia del trabajo in situ y en grupo

En este apartado se describe el proceso de categorizacién que conduce al analisis de los
aspectos del trabajo experimental in situ y en grupo que se relacionan con los posibles
cambios en el tipo de resolucién de la experiencia A2 respecto a los planes de resolucién de
la experiencia Al. Para ello, se utilizan las categorias de resolucién descritas en el apartado
anterior y también se analizan las respuestas C1 y C2 del cuestionario post-experiencia
(Anexo D).

En primer lugar, se categorizaron todos los posibles escenarios que, para cada grupo de
trabajo participante en la experiencia A2, describen el cambio del tipo de resolucién grupal
consensuado respecto a los tipos de planes de resolucion individual de los miembros del
grupo en la experiencia Al. El proceso de andlisis de como se llevaron a cabo los consensos
entre los miembros del grupo se apoyd en técnicas cuantitativas. Para ello, los tipos de
resolucién grupales y los tipos de plan de resolucion individual de las experiencias Al y A2
se recodificaron con los mismos cddigos (1 = Incompleto, 10 = Recuento, 100 = Linealizacion,
1000 = Unidad base, 10000 = Densidad), y se cre6 una hoja de calculo con todos los grupos
que permitia comparar los cambios del tipo de plan de resolucién escogido por cada miembro
del grupo respecto a la resolucién consensuada por el equipo (Figura . Por ejemplo, en
la Figura[d-20|se observa que en el problema PI1-Personas sélo un miembro del grupo (I.1.2)
uso el plan de resoluciéon Densidad en la experiencia A1, que es el tipo de resolucién grupal
que se consensud en la experiencia grupal e in situ A2. Dos miembros del grupo habian
escogido el plan de resoluciéon Unidad base (I.1.1 e I.1.3), y otro habia escogido Linealizacion
(I.1.4). Se trata de una situacién en la que la mayoria (formada por los resultores 1.1.1 e
[.1.3 que habian escogido Unidad base en sus respectivos planes de resolucién individuales)
acuerda cambiar su resolucién individual a favor de la resolucién minoritaria (la propuesta
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en el plan individual por el resolutor I.1.2, que escogié Densidad).

Personas | Ladrillos - Coches
Est/grupo |Estrategia|Gruoco Fstrategia |Gruoo |Fstrategia|Gruoo | Fstrategia |Gruoco
Grupo D17 18 |11.1 1000 100 1000 1000
11.2 10000 100 10000 1000
11.3 1000 100 10000 1000
11.4 100 100 10000 100
G1 10000 | minii 1000|TV 10000| Mmin 1000 | Mrmin

Figura 4-20.: Hoja de calculo que refleja, para el grupo G1, los cambios de los planes de
resolucion en la experiencia Al respecto a la en la experiencia A2 en cada
problema de la secuencia 1.

Para el proceso de categorizacion de los escenarios posibles para los N = 62 grupos, se siguie-
ron las reglas de consenso para grupos de trabajo de Stasson, Kameda, Parks, Zimmerman,
y Davig| (1991)), encontrando cinco casuisticas, que corresponden a las distintas combinacio-
nes: consenso directo entre todos los miembros, porque en todos coincide plan individual y
resolucion grupal; mayoria sobre la minoria, en la que la resolucién grupal coinciden con
un plan de resolucién mayoritario entre los miembros del grupo; mitad y mitad, porque dos
escogieron un plan y otros dos escogieron otro, y se impuso una de las parejas; minoria sobre
la mayoria, como en el ejemplo anterior; todos cambian en la grupal, porque se escoge un
tipo de resolucion distinto a los planes individuales de todos los miembros del grupo. Como
puede verse en la Figura [4-20| en el problema P2-Baldosas, se da un escenario de “todos
cambian en la grupal”, pues todos los miembros del grupo habian usado planes de resolu-
cién basados en la linealizacion en la experiencia A1, pero en la resolucion grupal e in situ
utilizaron la Unidad base. En la Figura observamos que en P3-Césped el escenario del
acuerdo es, en este caso, de “mayoria sobre la minoria”, pues tres miembros habian escogido
Densidad en su plan de resolucién individual y sélo uno (I.1.1) habia empleado la Unidad
base, y la resolucion consensuada por el grupo es la mayoritaria, Densidad. Lo mismo ocurre
en P4-Coches: la resolucién grupal consensuada es Unidad base, que coincide con el plan
de resolucién individual de tres miembros del grupo, y sélo uno (I.1.4) habia escogido otro
plan de resolucién en la experiencia Al (Figura . En el Capitulo |5 se expondran los
resultados de este analisis de la gestion grupal de las resoluciones.

En segundo lugar, se categorizaron las N = 105 respuestas a las preguntas C1 y C2 del
cuestionario post-experiencia.

C1. ;Medir in situ ha cambiado tu opinién sobre cémo resolver de la mejor manera
posible alguno de los problemas? Explica en qué te ha influido a ti o al grupo hacer
mediciones y en qué problemas esto os ha inducido a proponer una estrategia distinta
a la que habias presentado de forma individual.

C2. jLa estrategia de resolucion presentada por tu grupo difiere de la que propusiste
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en tu resolucién individual en alguno de los problemas? Explica en qué problemas has
cambiado de estrategia de resolucion, qué factores os han influido en ese cambio de
decisién y como habéis tomado (y consensuado) en grupo esa decision final.

Las preguntas abiertas plantean dificultades en la codificacion, por su variabilidad. La va-
riabilidad y la complejidad en la categorizacion es la razén por la que el proceso de cate-
gorizacion se realizo de manera cualitativa, entre los investigadores D y T. El proceso de
categorizacion fue el mismo para las dos preguntas: triangulacién entre dos investigadores.
En un primer estudio exploratorio, el investigador D elaboré un listado provisional de cate-
gorias de respuesta emergentes. En un segundo anélisis de las 105 respuestas, el investigador
T, reunido con el investigador D, usaba dicho listado provisional para aplicarlo sobre las res-
puestas y sugeria cambios: unir categorias o anadir alguna categoria no contemplada en la
categorizacion provisional. Estos cambios se discutian entre los dos investigadores hasta con-
sensuar unas categorias de respuestas definitivas. Las categorias de respuesta consensuadas
por los dos investigadores para la pregunta C1 fueron la siguientes:

R1. Incompleta / no contesta a la pregunta.

R2. El trabajo en el espacio del problema le ha permitido percibir/visualizar la situa-
cion del problema con claridad: considerar el tamano del espacio, el gran nimero de
elementos e identificar los posibles obstaculos.

R3. Explica que el hecho de poder concretar las estimaciones mediante la realizacion de
mediciones, asi como de poder hacer pruebas en el lugar del problema, le ha llevado a ver
que hay estrategias que no se pueden aplicar o a buscar otras mds eficientes/precisas.

R4. Explica que al resolver P1-Personas se observan grandes baldosas, que no se ven en
la fotografia del enunciado, y que eso permite ganar en sencillez y rapidez utilizandolas
como area unidad de Densidad, ya que ni siquiera tienen que medir.

R5. Explica que en el lugar donde se encuentra el problema P2- Baldosas se observan
irregularidades en la disposicién de las baldosas, que no habian sido consideradas en
la resolucién individual y que esto influye para cambiar el tipo de resolucion.

R6. Considera que trabajar en el lugar del problema y con datos numéricos obtenidos
de las mediciones es més facil, y que los problemas abiertos sin datos son mas abstractos
y dificiles.

R7. Dice que trabajar en grupo en el lugar del problema permite comparar los tipos
de resolucion y comprobar cuél es el mejor.

R8. Afirma que el trabajo in situ le ha influido, pero no da las razones.
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R9. Dice que trabajar in situ haciendo mediciones aumenta la motivacion, la utilidad
y/o el interés/diversién por resolver el problema.

Las categorias de respuesta consensuadas por los dos investigadores para la pregunta C2
fueron la siguientes:

R’1. Incompleta / no contesta a la pregunta.

R’2. Informa de que la resolucién del grupo cambia respecto a su plan de resolucion
individual en algunos problemas, pero no da razones sobre la influencia del grupo para
explicar el cambio.

R’3. Explica que en la resolucién grupal se han incluido algunos obstaculos identificados
en el lugar real del problema porque es mas facil visualizar el espacio trabajando in
situ, y que ahora gana en precision.

R’4. Explica que la puesta en comun da lugar a discutir sobre la viabilidad de algunos
planes de resolucion, asi como su falta de precisiéon o eficacia, y que esto les ha permitido
cambiar a una resolucién mejor tras la discusion.

R’5. Explica que, trabajando in situ en la tarea P1-Personas, el grupo observa que
utilizando Densidad con las baldosas grandes se gana en sencillez y rapidez.

R’6. Dice que la resolucion grupal cambia respecto a su plan individual porque otros
miembros del equipo han decidido la adoptada por todos, y explica que su plan de
resolucién era peor o que la nueva resolucién decidida es més clara o adecuada.

R’7. Dice que no les fue dificil llegar a un consenso, porque todos vieron la resolu-
cién optima al mismo tiempo, y que esa resolucién coincide con su plan de resolucién
individual.

R’8. Dice que el trabajo conjunto con los companeros le ayuda a descubrir los errores
de su plan individual (confundir el volumen con el drea, etc.), y que por eso en la
resolucion del grupo se dejan de cometer.

R’9. Asegura que el trabajo en grupo a través del intercambio de ideas ha permitido
comparar visiones y enriquecer los planes de resolucion individuales, llegando a una
resolucion consensuada.

Una vez consensuadas las categorias de respuesta a las preguntas C1 y C2, los investigadores
D y T completaron de manera independiente las hojas de calculo de las N = 105 respuestas
a las preguntas Cl1 y C2, categorizando las respuestas de cada participante al, a2, etc.
(Figura . Una vez categorizadas todas las respuestas, en una sesion se acordaron las
categorizaciones de cada produccion, discutiendo discrepancias y llegando a un acuerdo sobre
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la categorizacién de todas las respuestas. Los resultados de este analisis ayudaran a completar
la discusién sobre qué aspectos del trabajo empirico en el lugar del problema y del trabajo
en grupo influyen en la resolucion de los futuros maestros, como se explicaré en el Capitulo
Bl

4.3.3. Categorizacion de los factores de complejidad en los planes de
resolucion y en las resoluciones grupales e in situ

Recordemos que en el Capitulo [2| se habian presentado los factores de complejidad como
aquellos aspectos del contexto real que el resolutor puede cuantificar e incorporar a la cons-
truccién del modelo matematico con el objetivo de obtener mayor precisién en la estimacion.
En este apartado se describe el proceso de categorizacion de los factores de complejidad
en planes de resolucién (experiencia Al) y en resoluciones grupales e in situ (experiencia
A2). En ambas experiencias se adapta la categorizacion de Albarracin y cols. (2021)), que
habia sido realizada para producciones de estudiantes de Secundaria cuando resuelven pro-
blemas de estimacion de una gran cantidad de elementos en una superficie delimitada, a las
producciones de futuros maestros cuando resuelven la secuencia 1.

En la experiencia Al, el proceso de categorizacion se llevd a cabo por los investigadores D y
T. En una primera ronda de anélisis, a partir de las 452 producciones de los 113 participantes
durante el curso 2017/18, el investigador D aplicé las categorias de factor de complejidad
descritas por |Albarracin y cols.| (2021)), que son: eliminacién de obstaculos, densidad media,
densidades diferenciadas y tamanos diferenciados. En esta ronda de analisis, el investigador
D observo que emergia una nueva categoria, un factor de complejidad que no habia sido
recogido en los trabajos precedentes con estudiantes de Secundaria: el tamano medio de los
elementos. Los resultados de esta primera ronda fueron consensuados con la investigadora
T, y se acordaron las categorias definitivas de factor de complejidad, que describimos a
continuacion, ilustrando cada categoria con un ejemplo transcrito de las producciones de la
experiencia Al para clarificar la explicacion.

s Eliminacion de obstdaculos. También denominado “area 1til”. Se identifican zonas en la
region que impiden colocar elementos, y se descuenta el area que ocupan del area total,
con el fin de no incluir estas zonas en la estimacién del nimero total de elementos.
Este aspecto de la realidad del contexto del problema, la eliminacion de zonas en las
que no pueden colocarse elementos, se incorpora al modelo con el objetivo de evitar
una sobreestimacion del nimero de elementos que caben en el espacio del problema.
Por ejemplo, el resolutor 4°I-1.1.1, tiene en cuenta este elemento de complejidad y lo
ilustra y lo explica en su plan de resolucién (Figura del problema PI1-Personas,
escribe que:

“se tiene que descontar la superficie que ocupan las columnas [del porche] y la que

ocupan las puertas giratorias [de la entrada al hall de la facultad]”.
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El resolutor I.1.1 descuenta el area que ocupan los pilares y las puertas giratorias
porque es consciente de que el espacio que ocupan no deberia ser considerado como
superficie en la que se colocan personas; en consecuencia, su modelo matematico es mas
complejo que el que se limita a considerar el porche como un rectangulo sin obstaculos,
ya que descuenta estas zonas esperando mejorar la estimacion.
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Figura 4-21.: Plan de resolucion para P1-Personas con el factor de complejidad “elimina-
cion de obstaculos”.

» Densidad media. Se reconocen densidades de poblacién distintas y se calcula una den-
sidad media. Este factor de complejidad es incorporado porque el resolutor concibe
un modelo heterogéneo en la disposicién de los elementos en la superficie (densidades
distintas), pero en lugar de trabajar explicitamente con distribuciones heterogéneas,
utiliza el promedio para “transformar” el modelo matematico en uno homogéneo que
represente con mayor precision esas diferencias entre densidades, tratando de “corregir”
con la idea de media esas desviaciones de las densidades distintas. Por ejemplo, como
puede verse en la Figura [4-22] el resolutor 4°D-1.1.2 escribe en su plan de resolucién
para P3-Césped que:

“Calcularfa cudntas [briznas] hay en 5 em? y harfa este paso en diferentes zonas
del césped. Sacarfa una media de briznas por cada 5 em? para tener un dato més
acercado a la realidad”.

En este caso, este “acercamiento” a la realidad permite obtener una mejor estimacion
ya que con la media se corrigen las desviaciones de las distintas densidades a lo largo
de la superficie total.

= Tamano medio. Como se ha dicho, en el andlisis exploratorio para la categorizacion se
encontraron producciones que incorporan el uso de la media aplicado al tipo de plan
de resolucién basado en la unidad base, es decir: se reconocen distintos tamanos de los
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Problema 3 ¢ Cudntas briznas de césped hay en este espacio?
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Figura 4-22.: Plan de resolucién para P3-Césped con el factor de complejidad “densidad
media”.

elementos a estimar y se calcula un tamano medio para los elementos. Esta categoria

no aparece en Albarracin y cols.| (2021)). Igual que en la categoria anterior, este factor

de complejidad se asocia a un modelo heterogéneo en la disposicion de los elementos en
la superficie, la variabilidad en los tamanos de los elementos condiciona la estimacion
de su ntumero. El resolutor concibe un modelo en el que hay distintas distribuciones
del nimero de elementos dado su tamano variable, pero no lo hace explicito en su plan
de resolucion, ya que utiliza la media para transformarlo en un modelo con elementos
de tamano homogéneo, pero que trata de “corregir” con la idea de tamano medio las
posibles desviaciones de los tamanos variables inicialmente considerados. Por ejemplo,
el resolutor 4°I-1.5.1, en su plan de resolucion para P4-Coches, como se ve en la Figura
4-23| escribe que todos los coches no miden lo mismo de ancho y de largo, es decir,
que ocupan areas de tamafio variable. Pero en su modelo no trabaja con vehiculos de
distinto tamano, sino que opta por obtener un tamano medio que permita trabajar con
un modelo homogéneo que corrija esa variabilidad. Por eso escribe que calcularia “una
mesura aproximada [se refiere a media] que assignaria a tots els cotxes”.
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Figura 4-23.: Plan de resolucién para P4-Coches con el factor de complejidad “tamano
medio”.

= Densidades diferenciadas. El resolutor reconoce densidades de poblacién distintas y las
incorpora a su modelo matematico, realizando estimaciones de densidades diferenciadas
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por zonas. Este factor de complejidad se vincula a un modelo con la distribucién de
los elementos heterogénea, pero repartida por distintas zonas, por lo que se puede
realizar estimaciones separadas por una particion de la superficie total y luego sumar
para obtener la estimacién total sumando las estimaciones parciales. Por ejemplo, el
resolutor 4°K-1.8.4, plantea un plan de resolucién para el problema P3-Césped basado
en una particién de la jardinera en zonas con densidad diferenciada, como puede verse
claramente en el esquema pictérico que incluye en su plan de resolucién (Figura|4-24)).
De hecho, escribe que “dividiria el terreny en 8 parts iguals” y que, a su vez, cada
parte “la subdividiria en 10 parts”. En cada una de estas 80 partes, el resolutor 1.8.4
dice que haria un recuento de briznas. Advierte de que, en el caso de no ser uniforme
(distribucién heterogénea de briznas), “empraré una petita divisié per a cada sector”,
es decir, realizarda un razonamiento proporcional por zonas diferenciadas, obteniendo
estimaciones parciales para cada zona. Obvia explicar que la estimacién del niimero
total de briznas de césped se obtendria de la suma de las estimaciones parciales de la
particion.
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Figura 4-24.: Plan de resolucién para P3-Césped con el factor de complejidad “densidades
diferenciadas”.

» Tamanos diferenciados. Este factor de complejidad se basa en el reconocimiento de
distintos tamanos de los elementos a estimar. Esta heterogeneidad de tamanos se in-
corpora en el modelo, calculando diferentes estimaciones basadas en tamanos distintos
en zonas diferenciadas, obteniendo estimaciones parciales en una particién de la su-
perficie total. Por ejemplo, el resolutor 4°K-1.10.3 escribe en su plan de resolucion

(mostrado en la Figura [4-25|) que:

“para saber el numero de baldosas en total tendriamos que multiplicar las baldosas

que hay a lo largo por las baldosas colocadas a lo ancho.”.

Es decir, se basa en la linealizaciéon. En esta primera parte del plan de resolucion, el
modelo considera que los elementos (las baldosas) tienen un tamano homogéneo, por
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lo que no hay factor de complejidad. Pero luego dice que, si no hubiera regularidad,
dividiria la superficie en partes iguales (particién) y harfa estimaciones diferenciadas
que luego sumaria. De hecho, explica que:

“si existen baldosas partidas [tamanos de los elementos diferentes|, estas se dejarian
a parte y, al final, se aproximaria el valor [la cantidad] de todas estas y se sumaria

al total.”.

Es decir, el resolutor 1.10.3 explica que haria una estimacién diferenciada con las zo-
nas en las que hay baldosas més pequenas (partidas) y que luego incorporaria esta
estimacion parcial a la estimaciéon total del nimero de baldosas.

Figura 4-25.: Plan de resolucion para P2-Baldosas con el factor de complejidad “tamanos
diferenciados”.

En una segunda ronda de andlisis, los investigadores D y T categorizaron las 896 producciones
de los N = 224 futuros maestros participantes en la experiencia Al. Para simplificar el
andlisis de la fiabilidad de la categorizacion, se agruparon las categorias Densidad media
y Tamano medio en la categoria “Promedio”, y las categorias Densidades diferenciadas y
Tamanos diferenciados en la categoria “Heterogeneidad”. Se cre6 una hoja de cédlculo en la
que se registrd, para cada uno de los N = 224 futuros maestros participantes, qué factores
de complejidad incluia, si lo hacfa, en cada una de sus cuatro producciones (Figura |4-26|).
Los investigadores D y T completaron hojas de calculo independientes. Para cuantificar la
fiabilidad del analisis de categorias de factor de complejidad, se codificaron de las siguientes
acciones: 1 = no asigna factor de complejidad a la produccién, 2 = asigna eliminacion de
obstaculos, 3 = asigna promedio, 4 = asigna heterogeneidad. Las producciones en las que no
habia concordancia con algin factor de complejidad se discutieron entre los investigadores D
y T con la mediacion de Y, otro investigador colaborador, para llegar a un acuerdo. El proceso
de categorizacion de los factores de complejidad fue claro: la mayoria de discordancias no
se dieron porque el investigador D asignara un factor de complejidad distinto al asignado
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Personas Ladrillos Césped Coches
Est/grup Estrategi
o Estrategia | Area atil |Promedio |Hetero. Estrategia | Area atil |Promedio |Hetero. a Area util |Promedio |Hetero. Estrategia | Area util |Promedio |Hetero.
11.1 1000 1 100 1000 1000 1
11.2 10000 1 1 100 10000 1 1 1000 1
113 1000 100 10000 1000
11.4 100 100 10000 100 1

14.1 1000
14.2 1000 1
14.3 1000
14.4 1000 1

100
100
1000
100

10000

1000
10000
10000

1000
1000
1000

1

15.1 1000
15.2 1000
15.3 100
15.4 1000 1 1
15.5 1000

100

1
1000
1000
1000

100 1000
1000 1000
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10000
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16.1 100 1
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16.5 1000

100
100
100
1000
100

100 1
1000
10000
1000
1000 1

100
1000
1000 1
1000 1
1000 1

olololo|r|olelm|olo ook |o|r|olo|o]o|m |k

0|
0
0
0
0
0
0
0|
0|
o
100 0| 1000
0|
0|
0|
0
0
0
0
0
0
0|

rlolololrlolelr|ololololololololo|o|o|v|o

Figura 4-26.: Proceso de categorizacion de los factores de complejidad (Area util, Promedio,
Heterogeneidad) en hoja de calculo para las 896 producciones de los N = 224
participantes en la experiencia Al.

por el investigador T, sino a que uno de los investigadores consideré que habia un factor de
complejidad que el otro habia pasado por alto, como puede observarse en la Tabla [4-7]

En tres producciones los investigadores D y T incluyeron mas de dos factores de complejidad,
que se consensuaron por separado con el investigador Y. En las 893 producciones restantes,
los dos investigadores categorizaron entre ninguno y dos factores de complejidad, por lo que
se pudo aplicar un test de objetividad kappa de Cohen (ver Tabla . El valor de este
coeficiente es de k = 0,757, con error estandar de SE = 0,0306. Se trata de una buena
fiabilidad, cercana a muy buena.

Tabla 4-7.: Tabla de coincidencia entre los investigadores D y T para la categorizacién de
factores de complejidad (1= no asigna factor de complejidad, 2 = &rea ttil, 3
= promedio, 4 = heterogeneidad) de 893 producciones de la experiencia Al.

D
1 2 | 3 |4]| Total T
1 732 | 2 | 11 | 3 748
T 2 12 {34 3 |0 49
3 15 | 5 166 |2 88
4 5 110 ]2 8
Total D | 764 | 42 | 80 | 7 893

En la experiencia A2, el proceso de categorizacién de los factores de complejidad incorpo-
rados a las resoluciones grupales e in situ se realizé entre los investigadores D, T e Y. La
categorizacion de los factores de complejidad fue realizada, conjuntamente, para las 248 pro-
ducciones de los N = 62 grupos participantes en la experiencia A2. Se consideré que las
producciones eran lo suficientemente claras como para no requerir un analisis cuantitativo
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de la fiabilidad de la categorizacién, por lo que se establecié un proceso de triangulacién de
observadores. Cada investigador (D, T, Y) completé una hoja de cdlculo y en una sesién con-
junta se pusieron en comun los resultados del analisis, consensuando el criterio en aquellas
producciones en las que habia discordancias.

En el Capitulo [5| se presentaran los resultados del analisis de factores de complejidad para
cada problema de la secuencia 1, a partir de un analisis comparativo, de tipo cualitativo y
descriptivo, entre los planes de resolucién de la experiencia Al y las resoluciones grupales e
in situ de la experiencia A2. Este analisis comparativo permitird completar la caracterizacion
de cémo resuelven los futuros maestros los problemas de estimacion de contexto real, y de
qué caracteristicas del contexto influyen en la incorporacion de determinados factores de
complejidad.

4.3.4. Proceso de categorizaciéon de los errores de las producciones

En este apartado se describe el proceso de categorizacion y andlisis de los errores en las pro-
ducciones de los futuros maestros, tanto para los planes de resolucién (experiencia A1) como
para las resoluciones grupales e in situ (experiencia A2). Se describe el proceso que conduce
a establecer unas categorias de errores especificos para problemas de estimacién de un gran
numero de elementos en una superficie delimitada, pero, puesto que esta categorizacién es un
resultado de la tesis, se presentard con detalle en el Capitulo |5l También se describe como, a
partir de la categorizacién, se llevd a cabo el proceso de andlisis de errores cuyos resultados
se presentaran también en el Capitulo [f

En la experiencia A1, tres investigadores (D, T, Y) intervinieron en la categorizacién y anali-
sis de errores de las 896 producciones de los futuros maestros participantes. El investigador
D realiz6 un primer andlisis de las 452 producciones recogidas el curso 2017/18. Este anali-
sis consistié en una busqueda preliminar de errores en las producciones, configurando unas
categorias de “errores preliminares” con las que se pudiera justificar si los trabajos previos
sobre tipos de errores en modelizacién (Crouch y Haines| 2007; Widjaja, [2013; Klock y Si-
ller}, [2020; Wess y cols.| 2021; Moreno y cols., 2021)), o sobre tipos de errores de medida de
longitudes y superficies (Baturo y Nason| [1996; Castillo y cols.| 2011; Castillo-Mateo|, 2012;
Castillo-Mateo y cols., 2012; Pizarro|, |2015)), se adaptaban a los errores encontrados de mane-
ra preliminar en las producciones analizadas. En una hoja de célculo, se fueron anotando los
campos que iban emergiendo del analisis preliminar de errores, y su frecuencia de aparicién
en las 452 producciones, como puede verse en la Figura [4-27]

A partir de esos errores preliminares, con ayuda de los trabajos sobre errores en modeli-
zacion y medida citados, fue posible abordar una categorizacion especifica de errores para
problemas de estimacion de un gran ntimero de elementos en una superficie delimitada. En
concreto, se establecié una comparativa entre las doce categorias de error preliminares y los
trabajos sobre categorias de error en el ciclo de modelizacion y también asociados al sentido
de la medida y la estimacién de magnitudes. Se encontrd una correspondencia entre algunos
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A B C

1 |Errores emergentes

2 |En blanco 14
3 |Error de inversion 7
4 |Referente inadecuado 3
5 [Sin modelo matematico 24
6 |Sin unidad de medida 3
7 |Caculos incompletos 18
8 |Multiplicacion por division 11
9 |Modelo matematico sin desarrollar 23
10 |Asignacion de medida incorrecta 7
11 |Mezcla de dimensiones 16
12 |Confunde area y longitud 38
13 |Falta producto cartesiano 12
14 |TOTAL 176
15

Figura 4-27.: “Errores preliminares” en el analisis preliminar de las 452 producciones de
los 113 futuros maestros participantes en el curso 2017/18.

errores detectados (sin modelo matemadtico; célculos incompletos; modelo matemdtico sin
desarrollar; en blanco) y la categorizacién de Moreno y cols.| (2021) de errores durante el
proceso de modelizacién. También se encontraron correspondencias entre otros errores detec-
tados (referente inadecuado; sin unidad de medida; asignacién de medida incorrecta; mezcla
de dimensiones; confunde area y longitud; falta producto cartesiano) con la categorizacién de
errores de medida y estimacion de longitudes y areas de (Castillo-Mateo y cols.| (2012). Otros
errores preliminares, formulados de manera especifica (error de inversién; multiplicacién por
divisién), podian caber en categorias mas amplias de ambos sistemas de errores, por ejem-
plo, en la categoria “errores procedimentales” de |Moreno y cols.| (2021). Ambos sistemas de
categorias contemplaban algunos tipos de error que no aparecieron en la lectura preliminar
pero que, en un analisis més minucioso y riguroso, con ayuda de las categorizaciones, fueron
emergiendo. El resultado final de la categorizacién de 13 errores especificos de los problemas
de estimacién de un gran niimero de elementos en una superficie delimitada, por tratarse de
un resultado relevante de esta tesis, se presentara en el Capitulo [5| (ver Tabla .

Una vez establecida la categorizacién de errores, los investigadores D y T realizaron un
andlisis independiente de los errores en las 452 producciones recogidas en el curso 2017/18.
Cada investigador utilizo una hoja de calculo para recoger, para cada participante y cada
problema, los errores detectados. Los tipos de error se codificaron de E1 a E13, como puede
verse en la Figura [4-28] concluyendo que la categorizacién especifica elaborada se ajusté
al proceso de andlisis de los dos investigadores. Dado que el niimero de categorias de error
usadas en el andlisis es muy alto, y que el nimero de errores asignados a cada produccién
es variable (entre 0 y 3 errores por produccién), se opté por una dindmica de consenso de
caracter cualitativo, a través de discusiones en las que se comparaban los errores catego-
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rizados para cada estudiante, discutiendo las discrepancias que iban apareciendo. En una
primera ronda de discusion los investigadores D y T consensuaron la mayoria de categoriza-
ciones, pero se realizo una segunda ronda en la que participé el investigador Y para decidir
los casos en los que ain habia desacuerdo. De este modo se completaron los acuerdos, me-
diante la triangulacion de investigadores para las 452 producciones de los 113 participantes
en el curso 2017/18, lo que da credibilidad a los datos obtenidos (Denzin|, 2009).
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Figura 4-28.: Categorizacién de los errores especificos para los problemas de la secuencia
1.

Para las 444 producciones de los 111 participantes en la experiencia Al recogidas el curso
2018/19 se repiti6 la triangulacién entre los investigadores D, T e Y. La categorizacion
especifica, por tanto, recoge todos los posibles errores encontrados en las 896 producciones
de los N = 224 futuros maestros.

En la experiencia A2, el proceso de categorizacion y andlisis de errores para las 248 pro-
ducciones de los N = 62 grupos participantes fue realizado por los investigadores D, T e
Y de manera muy similar al descrito anteriormente. Se repitié la dindmica cualitativa de
triangulacién de consensos: en una primera ronda de discusion, los investigadores D y T con-
sensuaron la mayoria de categorizaciones, y se realizé una segunda ronda en la que participd
el investigador Y para decidir los casos en los que atin habia desacuerdo. La categorizacién
se adapto a las resoluciones completas e in situ, comprobando que no emergia ningun tipo
de error que no estuviera contemplado en la categorizacion.

4.3.5. Proceso de categorizacién y analisis de la flexibilidad y los
criterios de adaptabilidad

La categorizacion de las 896 producciones de la experiencia A1l en tipos de plan de resolucién
permite establecer, de manera directa, una categorizacion de la flexibilidad inter-tarea de
cada futuro maestro participante, ya que se pueden cuantificar cuantos cambios de tipo de
plan de resolucién hay en sus cuatro producciones. Un resolutor hace un uso mas flexible de
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sus resoluciones en la medida en que hay mas cambios de tipo de plan de resolucion en sus
producciones.

Para cuantificar de manera eficiente estos cambios de tipo de plan de resolucién, se uso
la codificacion Incompleta = 1, Recuento = 10, Linealizacién = 100, Unidad base = 1000,
Densidad = 10000. Si se suman los cédigos asignados a las cuatro producciones de un reso-
lutor, se obtiene un resultado que permite codificar los cambios de tipo de resolucién en un
nimero de, cémo méaximo, cinco cifras (Figura . Por ejemplo, en el grupo 4° D del ano
2017/18, las cuatro producciones del resolutor 1.1.1 se codifican como 3100. Eso codifica que
resolvié tres problemas mediante Unidad base y un problema mediante Linealizacion. Este
resolutor, por tanto, ha empleado dos tipos de plan de resolucion, cambiando de tipo de plan
de resolucion solo en un problema, es decir, dos veces en la secuencia: del primer problema
al segundo y del segundo al tercero, para volver al mismo tipo de plan que en el primero.
En la Figura puede observarse la secuencia de cuatro planes de resolucién codificada
como 3100.

Cesped Coches
Unidad
Incompleto | Recuento| linealizacion |base Densidad | Incompleto |Recuento linealizacién | Unidad base Densidad Flexibilidad
1000 1000 3100
10000 1000 21100
10000 1000 12100
10000 100 10300
10000 1000 22000
10000 1000 12100
1000 1000 3100
10000 1000 13000
10000 1 11101
10000 1000 22000
1000 100 2200
1000 1 2101
1000 1000 3100
1000 1000 4000
10000 1000 22000
1000 1000 4000
100 100 400
1000 1000 3100
10000 1000 12100
1000 1000 4000
1000 1000 3100
1000 1000 4000

Figura 4-29.: Sistema de codificacién de los cambios de tipo de plan de resoluciéon para
medir la flexibilidad inter-tarea de los 224 futuros maestros participantes en
la experiencia Al.

Otro ejemplo: en ese mismo grupo 4° D, las cuatro producciones del resolutor .1.2 se codifican
como 21100, nimero que recoge que resolvié dos problemas mediante Densidad, un problema
mediante Unidad base, y un problema mediante Linealizacién. En la Figura[4-31]se presentan
los cuatro planes de resolucién. Este resolutor, por tanto, ha empleado tres tipos de plan de
resolucion y cambia de plan en dos problemas, es decir, tres veces durante la secuencia: del
primer al segundo problema, del segundo al tercer problema (para volver a tipo de resolucién
del primero), y del tercer problema al cuarto.
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Figura 4-30.: Planes de resolucién de un resolutor para la secuencia 1, codificados como
3100: tres Unidad base y una Linealizacion.
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Figura 4-31.: Planes de resoluciéon de un resolutor para la secuencia 1, codificados como
2110: dos Densidad, una Unidad base y una Linealizacion.

Una vez codificadas las secuencias de cuatro planes de resolucion para cuantificar los cambios
en cada uno de los N = 224 futuros maestros participantes en la experiencia Al, los investi-
gadores D y T consensuaron la siguiente categorizacién de niveles de flexibilidad inter-tarea:
nada flexible, moderadamente flexible y muy flexible. Se categorizé como nada flexible a los
resolutores que se limitaron a proponer el mismo tipo de plan de resolucion en las tareas
completadas; los que propusieron dos tipos de plan de resolucion diferentes, pero cambia-
ron sélo en un problema de la secuencia, se categorizaron como moderadamente flexibles; y
se categorizd como muy flexible a los resolutores que propusieron dos o mas tipos de plan
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resolucion y cambiaron de tipo de resolucién en dos o mas problemas. Esta categorizacién
por niveles de flexibilidad inter-tarea va mas alla de clasificar si un resolutor hace un uso
flexible de sus resoluciones o no lo hace, y es una aportacion original de esta tesis. Permite
diferenciar, en los ejemplos anteriores, al resolutor 1.1.1, que seria moderadamente flexible
(Figura , del resolutor 1.1.2, que seria muy flexible (Figura . En el Capitulo [5| se
mostrara, como un resultado importante de esta tesis, que esta diferenciacion de niveles de
flexibilidad inter-tarea esta justificada cuando se relaciona con el rendimiento de los futu-
ros maestros, pues los futuros maestros muy flexibles cometen un nimero significativamente
menor de errores en sus resoluciones.

Atn queda un aspecto mas a categorizar dentro de la flexibilidad: como se explicé en el
diseno de la secuencia 1, en la experiencia Al, durante el curso 2018/19, se anadié una
demanda en el tdltimo problema, P4- Coches, pidiendo a los resolutores que plantearan una
resolucion alternativa a la primera para ese mismo problema, con la finalidad de estudiar
de manera exploratoria la flexibilidad intra-tarea en uno de los problemas de la secuencia 1.
Las 111 segundas respuestas a este problema se categorizaron por los investigadores D y T
siguiendo el mismo proceso que el descrito en la seccién 4.3.1, pero se registraron aparte. En
el caso de que estas respuestas constituyeran un plan de resolucion alternativo, se categorizd
al resolutor como intra-flexible, y en el caso contrario, como no intra-flexible.

A partir de la categorizacién que hemos expuesto, en el Capitulo [5] se presentard el anélisis
de los datos sobre flexibilidad inter-tarea, ofreciendo como resultado un analisis cualitativo
y descriptivo de todos los casos posibles codificados. También se presentaran los resultados
del estudio exploratorio sobre flexibilidad intra-tarea. Esto permite describir si los futuros
maestros hacen un uso flexible de sus resoluciones, es decir, si conocen varios tipos de plan
de resoluciéon y los utilizan, cambiando de un problema a otro, cuando resuelven problemas
de estimacion de contexto real.

Por 1ltimo, en cuanto al andlisis de la adaptabilidad, se ha descrito, en el Capitulo |3|y
en secciones anteriores de este capitulo, el diseno de investigacion que hemos seguido para
establecer unos criterios de adaptabilidad en problemas de estimacion de contexto real. Este
diseno se basa en recoger las respuestas de los resolutores a la pregunta C3 del cuestionario
post-experiencia (Anexo @ para definir unos criterios que se incluyeron en la encuesta de
expertos (Anexo , para que éstos decidieran cudl era el méas adecuado para cada tipo de
resolucién y cada problema de la secuencia 1. La pregunta C3 era la siguiente:

C3. Imagina que un alumno/a te ha dicho que ha resuelto el problema de la mejor
forma posible. ;Qué piensas que quiere decir con la mejor forma posible?

La categorizacién se realizé de manera cualitativa, entre los investigadores D y T, siguiendo
el mismo proceso que el descrito para la categorizacion de las respuestas a las preguntas
C1 y C2 de este cuestionario post-experiencia (ver apartado . El investigador D, en
una primera ronda de andlisis, elaboré un listado provisional de categorias de respuesta
emergentes. En un segundo analisis de las 105 respuestas, el investigador T, reunido con
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el investigador D, aplicé estas categorias emergentes sobre las respuestas y sugeria cambios
alguna de ellas. Estos cambios se discutian entre los dos investigadores hasta consensuar unas
categorias de respuestas definitivas. Una vez consensuadas, como en las preguntas C1 y C2,
los investigadores D y T categorizaron de manera independiente todas las respuestas, y en una
sesion se discutieron discrepancias y se consensud la categorizacion de todas las respuestas.
Las categorias de respuesta consensuadas por los dos investigadores para la pregunta C3
fueron las siguientes:

AD 1. La mejor resolucion es la mas sencilla, la que permite ofrecer una estimacién en
mMenos pasos.

AD 2. La mejor resolucion es la mas precisa, la que ofrece la estimacion mas fiable.

AD 3. La mejor resolucion es la que se basa en procedimientos mas cuidadosos y
empiricos.

AD 4. No argumentan criterios de adaptabilidad o se basan en el gusto personal.

La categoria de respuesta AD 1 se refiere, por tanto, a un criterio de adaptabilidad que
podriamos sintetizar como rapidez/sencillez; la categoria AD 2 a un criterio basado en la
precisién; y la categoria AD 3 propone un criterio basado en el rigor. Estos tres criterios son
los que se incluyeron en el cuestionario de los expertos (ver Figura . En el Capitulo
se expondran los resultados del analisis de datos del cuestionario de expertos, que permiten
relacionar tipos de resolucion con criterios de adaptabilidad, lo que conduce a un analisis de
la adaptabilidad de los futuros maestros que cerrara los resultados de esta tesis doctoral.
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5.

Analisis de datos y resultados

En este capitulo se expone el anélisis de los datos recogidos en la investigacién, y se discuten
los resultados a los que da lugar. En cada seccién se iran abordando los doce objetivos de

investigacién expuestos en el Capitulo[3|dedicado al disefio de la investigacion (esquematizada
en la Figura 3-2)), y que listamos a continuacién para facilitar la lectura:

OI 1.

Ol 2.

OI 3.

OI 4.
OI 5.
OI 6.

OrI7.

OI 8.

OI 9.

OI 10.

OI 11.

OI 12.

Describir y analizar los tipos de plan de resolucion.

Encontrar si existe una relacion entre las caracteristicas del contexto de los problemas
y el tipo de plan de resolucién empleado por los futuros maestros.

Validar que la relacion entre caracteristicas del contexto y tipo de resolucién de la
experiencia Al se mantiene con otra secuencia alternativa.

Estudiar la influencia de la estructura del enunciado en el éxito del plan de resolucion.
Describir y analizar las resoluciones grupales e in situ.
Comparar los planes de resolucion individual y las resoluciones grupales in situ.

Categorizar los factores de complejidad que incorporan los planes de resoluciéon y las
resoluciones grupales e in situ, y compararlos.

Categorizar los errores especificos para problemas de estimacion de un gran nimero
de elementos en una superficie delimitada y analizar los errores en las producciones de
los futuros maestros, estableciendo niveles de rendimiento.

Analizar la flexibilidad inter-tarea de los futuros maestros.

Analizar las posibles relaciones entre el uso flexible de los planes de resolucién de
futuros maestros y su rendimiento en la resolucién de los problemas de la secuencia,
contemplando los errores cometidos y su gravedad.

Conocer qué tipo de resoluciéon consideran los expertos que es mas adecuada para cada
problema.

Obtener unos criterios de adaptabilidad que sustenten la elecciéon de la resolucion mas
adecuada y analizar el grado de adaptabilidad de los futuros maestros.
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En la seccién [5.1] se presentan los resultados del andlisis, cualitativo y descriptivo, de los
tipos de plan de resolucién para la secuencia 1 y la secuencia 2 de problemas de estimacién
en contexto real. Se aborda el objetivo de investigaciéon OI 1, describiendo cémo resuelven
los futuros maestros los problemas de estimacion en contexto real. Ademas, la identificacién
y caracterizacion de las producciones incompletas resultaran claves para definir lo que con-
sideraremos un rendimiento de éxito en resolucion de problemas de estimacién en contexto
real.

En la seccién [5.2] se desarrolla el estudio de la relacién entre contexto y tipo de plan de
resolucion para la secuencia 1 y la secuencia 2, y se comparan los resultados entre las dos
secuencias. Esto permite abordar los objetivos de investigacion OI 2 y OI 3. Ademads, se
exponen los resultados del estudio exploratorio sobre la influencia de hacer més compleja la
estructura del enunciado en la secuencia 2 de problemas, que corresponde al objetivo OI 4.
En la seccién se analizan los tipos de resolucién cuando se resuelve la secuencia 1 en
grupos y en el lugar del problema, en la experiencia A2, dando respuesta al objetivo OI 5.
Ademas, se estudia la gestién de los grupos al llegar a consensos, utilizando las categorias de
respuesta del cuestionario post-experiencia a las preguntas C1 y C2 para analizar la reflexién
sobre la diferencia entre la experiencia individual en el aula, y la experiencia trabajando en
grupo y en el lugar de los problemas. Esto permite alcanzar el objetivo de investigacién
OI 6. Por 1ultimo, se analizan los factores de complejidad en los planes de resolucion de la
experiencia Al y en las resoluciones grupales e in situ de la experiencia A2, comparando los
resultados, que corresponde al objetivo OI 7.

En la seccion [5.4] se aborda la categorizacion y andlisis de errores de los futuros maestros en
los planes de resolucién de la experiencia Al, estableciendo dos niveles de rendimiento en
resolucion de problemas de estimacién en contexto real, respondiendo, por tanto, al objetivo
OI 8. Ademas, se analiza la relacion entre el contexto de los problemas y las categorias de
error cometidos. Por tltimo, se analizan los errores en las resoluciones grupales e in situ de la
experiencia A2, y se realiza un estudio comparativo sobre los errores en ambas experiencias
(que complementa los objetivos OI 6 y OI 7 sobre comparacién entre plan de resolucién
individual y resolucién grupal e in situ).

En la seccién [5.5| se presentan los resultados del analisis de la flexibilidad inter-tarea de los
futuros maestros participantes en la experiencia A1, lo que permite alcanzar el objetivo OI
9. Se presenta un estudio exploratorio sobre la flexibilidad intra-tarea y su posible relacion
con la flexibilidad inter-tarea. Se abordan las relaciones entre rendimiento, estudiado desde
el punto de vista del nimero y gravedad de los errores cometidos, y flexibilidad inter-tarea,
correspondiente al objetivo OI 10.

En la secciéon [5.6| se aborda el estudio de los criterios de adaptabilidad para problemas de
estimacién en contexto real, a partir de las respuestas al cuestionario de expertos (objetivo
OI 11). Por 1ltimo, se aplican estos criterios de adaptabilidad a los tipos de resolucion en la
experiencia A1, analizando la adaptabilidad de futuros maestros en problemas de estimacién
en contexto real, objetivo OI 12.
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5.1. Anadlisis de los tipos de plan de resoluciéon

En esta seccion se detallan los resultados del andlisis de tipos de plan de resolucion para
la experiencia Al y la experiencia B. El analisis de categorias de planes de resolucién de la
secuencia 1 se publicé en Ferrando, Segura y Pla-Castells (2021)).

El andlisis cualitativo de las producciones permite ilustrar las categorias y, a la vez, describir
su adaptacién a cada uno de los problemas de la secuencia 1. Se encuentra que las mismas
categorias de plan de resolucién son vélidas para la secuencia 1 (experiencia Al) y para la
secuencia 2 (experiencia B).

Recordemos que utilizamos la expresién plan de resolucion porque en la experiencia Al
y en la experiencia B se indicé a los futuros maestros participantes que debian explicar
con claridad y explicando paso a paso cémo llegarian a la estimacion demandada en los
problemas de la secuencia 1 y la secuencia 2, respectivamente, pero que no era necesario
que cuantificaran el proceso de resolucién ni que ejecutaran los calculos para alcanzar una
estimacion numeérica. Esta clase de resolucion tiene caracter de planificacién esquematica,
aunque suficientemente detallada como para que sea posible utilizar la herramienta de analisis
basada en el modelo inicial (distribucién de los elementos en el espacio) y estrategia asociada
(cadena de procedimientos matematicos para alcanzar la estimacién). De ahi la denominacién
plan de resolucion.

5.1.1. Tipos de plan de resolucién para la secuencia 1

En el Capitulo [4] se ha explicado el proceso de categorizacién de los tipos de plan de resolu-
cién para la secuencia 1 (Tabla Anexo . Tal y como se ha explicado en el Capitulo
, en trabajos previos (Albarracin y Gorgorid, |2014; [Ferrando, Albarracin, y cols., 2017)) se
desarrolla un instrumento de analisis de los planes de resolucion de estudiantes de Secunda-
ria cuando se enfrentan a problemas de estimacion de un gran niimero de elementos en una
superficie. Dicho instrumento, basado en una adaptaciéon de la concepcién de modelo ma-
tematico establecida por Lesh y Harel (2003)), es valido para analizar los planes de resolucién
de futuros maestros para la secuencia 1 y la secuencia 2. A partir de este andlisis, se han
establecido cuatro tipos de planes de resolucién: Recuento, Linealizacién, Unidad base y Den-
sidad. Ademas, a partir del andlisis cualitativo, emergié una categoria para las producciones
que no desarrollan lo suficiente el modelo matematico, las producciones incompletas.
Recordemos que N = 224 futuros maestros participaron en la experiencia A1l resolviendo la
secuencia 1 que constaba de cuatro problemas, por lo que 896 producciones fueron analizadas.
A continuacién, presentamos los resultados del analisis cualitativo y descriptivo de los tipos
de resolucion para los problemas de la secuencia 1.



140 5 Analisis de datos y resultados

Recuento

En las 896 producciones analizadas aparece muy poco este tipo de plan de resolucion, solo
en 13 producciones (un 1,45 % del total), de las cuales seis producciones son de P2-Baldosas,
cuatro del problema P4-Coches, dos de P3-Césped y una de PI-Personas. En el tinico caso
de P1-Personas, el resolutor 4°F-1.8.4 plantea un recuento directo (Figura , simulando
la situacién del enunciado:

. _ _ \ 2 ToaD
é-uﬂ,auﬂ , Wwrw a4 W, 4 toe

L y € ;th(‘uél U (/] ue Vi ¢ nIAOL
Al . >

4 L ’|'\¢'\ (l»\wk
Figura 5-1.: Plan de resoluciéon categorizado como Recuento para el problema P1-Personas.

En el problema P2-Baldosas, tomemos el caso de la siguiente produccién (Figura [5-2) del
resolutor 4°D-1.9.4:

il
&

Figura 5-2.: Plan de resolucion categorizado como Recuento para el problema P2-Baldosas.

Tal y como observamos en la Figura el resolutor 1.9.4 escribe que, colocandose en un
edificio, deberia “ir contando las baldosas” mientras camina en paralelo al otro edificio. En
la Figura[5-2|se muestra una vista aérea del espacio entre los dos edificios, como puede verse,
el plan de resolucion de 1.9.4 propone recorrer una fachada e ir contando, una a una, las filas
de baldosas que llegan hasta el edificio de enfrente. En este caso, debemos tener en cuenta
que los elementos cuyo ntimero debe ser estimado - las baldosas - estan presente en el lugar
real del problema, pero el nimero de baldosas es muy alto como para realizar un recuento
exhaustivo.

Para P3-Césped encontramos, por ejemplo, el plan de resolucién propuesto por el resolutor
4°I-1.2.1 en la Figura categorizado como Recuento. En este caso, el resolutor ha escrito
primero que calcularia el drea del espacio (la jardinera rectangular cubierta de césped) y
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Figura 5-3.: Espacio real entre la Facultad de Magisterio (arriba) y el gimnasio (abajo),
con el suelo cubierto de baldosas pequenas, cuyo ntiimero debe ser estimado en
el problema P2-Baldosas.

estimaria “quants brins poden cabre en aquest espai”, pero no da ninguna explicacién sobre
cual seria ese procedimiento de estimacién, asi que a continuacién escribe “o contant un per
un”. Es decir, hay una primera tentativa de plan de resolucion que queda incompleta, y el
propio resolutor, al no saber especificar el proceso para alcanzar la estimacion, redirige su
plan de resolucién hacia el recuento directo.
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Figura 5-4.: Plan de resolucion categorizado como Recuento para el problema P3-Césped.

Por dltimo, para P4-Coches encontramos, por ejemplo, el caso de la produccion del resolutor
4°A-1.1.3 categorizada como Recuento (Figura. En este caso, propone contar las plazas
del aparcamiento y luego contar las plazas que cubririan los carriles de circulacion. En cuanto
a las plazas del aparcamiento, es efectivo el recuento exhaustivo, pero el inconveniente de
emplear Recuento en este problema es que las plazas disponibles sobre los actuales carriles
de circulacion no estan, obviamente, delimitadas, y es poco factible simularlas para hacer un
recuento de cuantas cabrian.
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Figura 5-5.: Plan de resolucién categorizado como Recuento para el problema P4-Coches.

Como puede verse en el andlisis cualitativo precedente, Recuento es un plan de resolucién
fallido en la medida que, en los problemas en los que los elementos estan presentes (P2-
Baldosas y P3-Césped) no tiene en cuenta si es posible o efectivo realizar el recuento, ya que
los problemas planteados suponen estimar un nimero lo suficientemente grande como para
que sea muy largo y tedioso ser contado. En el caso de los problemas en los que los elementos
no estén presentes (PI-Personas y P4-Coches), supone depender de una simulacién que no
es posible realizar, sin disponer de vias reales para obtener una estimacion.

Linealizacion

Un total de 166 producciones (el 18,53 %) han sido categorizadas como Linealizacién, de
las cuales 92 son planes de resolucién para el problema P2-Baldosas. Se encuentran planes
de resolucion basados en la linealizacién para todos los problemas de la secuencia 1. Por
ejemplo, en P1-Personas, el resolutor 4°K-1.4.3 escribe el plan de resolucién mostrado en la

Figura

Figura 5-6.: Plan de resolucion categorizado como Linealizacion para el problema P1-
Personas.

Analizando con detalle la produccién mostrada en la Figura encontramos un modelo
inicial unidimensional, usando el metro como unidad de medida de longitud: “la persona
ocupa medio metro [de ancho]” y “con esta medida podemos saber cudntas personas caben
en una fila”. La “mirada lineal” se observa en el esquema visual del espacio que dibuja
como apoyo el resolutor 1.4.3, pues la distribucién de los elementos la hace siguiendo una
linea (la flecha). Piensa la distribucién en términos de “largo y ancho”, pero no considera
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la superficie hasta el final, cuando escribe que para estimar el ntimero total de personas en
el porche debe “multiplicar ese nimero de personas [que caben en una fila] por las filas que
se pueden hacer en total”. Para obtener la estimacion lineal de personas por fila, utiliza la
estrategia de iteracién de unidad a lo largo de la longitud de la fila (“con esta medida [el
ancho de una personal podemos saber cuantas personas caben en una fila”).

En P2-Baldosas encontramos numerosos casos de producciones categorizadas como Linea-
lizacion. Por ejemplo, el resolutor 4°K-1.4.3 cuya produccion se muestra en la Figura
propone el siguiente plan de resolucién: dividir la medida de la longitud del largo de la Fa-
cultad entre la medida del largo de una baldosa, para obtener el niimero de baldosas en una
fila; dividir la medida del ancho entre el gimnasio y la facultad entre la medida del ancho de
la baldosa, para obtener el nimero de baldosas en una columna. Multiplicar filas y columnas
para obtener el niimero total. De nuevo, el problema de estimar el niimero de baldosas en un
area se transforma en un problema unidimensional, estimar el niimero de baldosas en una
fila y en una columna, del que se obtiene una estimacion que responde al problema original
realizando el producto cartesiano.
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Figura 5-7.: Plan de resolucion categorizado como Linealizacion para el problema P2-
Baldosas.

Como se ha dicho, hemos englobado en el tipo de plan de resolucion Linealizacion diferentes
estrategias lineales, todas aquellas basadas en un modelo inicial unidimensional. Por ejemplo,
también para P2-Baldosas, el resolutor 4°K-1.5.1 plantea un plan de resolucién basado en la
linealizacion, pero para calcular el nimero de baldosas en una longitud utiliza una medida
de densidad lineal, el nimero de baldosas en 1 metro: “En primer lugar, calcularia el total
de baldosas que caben en 1m, posteriormente medir a lo largo y a lo ancho el total de metros
[y el nimero de baldosas serfa] [ x a x baldosas que caben en 1 m.”

Y, por ejemplo, también categorizada como Linealizacién, encontramos la produccion del
resolutor 4°D-1.5.4, que, como puede verse en la Figura [5-8] reduce el problema a largo y
ancho, y una vez “linealizado” el problema, utiliza el recuento lineal (contar baldosas a lo
ancho y contar baldosas a lo largo).

La diferencia con la resolucién de la Figura[5-2] categorizada como Recuento, es que en esta
si hay, aunque sea muy simple, un modelo real matematizado de la situacién real, pues la
simplifica a dos segmentos, el ancho y el largo, como puede verse en el esquema que dibuja
el resolutor 1.5.4 en la Figura [5-8 Ademds, en la resolucién categorizada como Recuento
las filas se van contando cada vez, a lo largo del recorrido transversal por el edificio de
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Figura 5-8.: Plan de resolucién categorizado como Linealizacion y basado en un recuento
lineal para el problema P2-Balsosas.

Magisterio, por lo que hay un recuento exhaustivo del total de baldosas, mientras que los
planes de resolucién basados en linealizacién sélo se cuentan las baldosas en una fila y en
una columna porque recurren al producto cartesiano.

Con respecto a P3-Césped, es el problema en el que menos producciones se han categorizado
como Linealizacién, solamente 15, quiza porque resulta forzado pensar en briznas de césped
organizadas en filas y columnas. Por ejemplo, el resolutor 4°I-1.8.1 escribe que mediria un
lado de la jardinera, que luego contaria cuantas briznas hay en 1 metro, y que multiplicaria
lo que mide la longitud (en metros) por las briznas/metro. Escribe que luego repetiria el
proceso con el otro lado de la jardinera, y por ultimo multiplicaria ambos resultados para
obtener la estimacién total (Figura [5-9)).
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Figura 5-9.: Plan de resolucion categorizado como Linealizacion para el problema PS3-
Césped.

En el problema P4-Coches encontramos, por ejemplo, el caso de la produccion del resolutor
4°F-1.2.3 se cataloga como Linealizacion porque reduce el elemento coche a dos dimensiones
lineales (ancho y largo), y hace lo mismo con la superficie del aparcamiento (Figura [5-10).
Para la estimacién del nimero de coches a lo ancho y a lo largo, el resolutor 1.2.3 propone
una estrategia de iteracién de la unidad lineal (cudntas veces cabe en largo o el ancho del
coche en el largo o el ancho del aparcamiento, respectivamente).

Como se ha visto, todas las producciones analizadas tienen en comun que, el resolutor, en
su modelo inicial, dispone los elementos que quiere estimar a lo largo de una longitud, por
lo que estructura y simplifica la situacion real mediante un modelo unidimensional.
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Figura 5-10.: Plan de resolucién categorizado como Linealizacién, usando iteracién de la
unidad lineal para el problema P/j-Coches.

Unidad base

Este tipo de plan de resolucién es, con diferencia, el mas utilizado en las 896 producciones
analizadas. 408 producciones, un 45,54 % del total, fueron categorizadas como Unidad base.
Ademds, en el proceso de categorizacién descrito en el Capitulo [4] fue el tipo de plan de
resolucion con mas proporcién de acuerdos entre los investigadores que los categorizaron de
manera independiente. Este plan de resolucién aparece con frecuencia en todos los proble-
mas de la secuencia 1, aunque es mas numeroso en el problema P/-Coches, en el que se
categorizaron 160 producciones como Unidad base. El segundo problema con la frecuencia
mas alta de producciones categorizadas como Unidad base es P1-Personas, con 110. En P2-
Baldosas (71) y P3-Césped (67) la proporcién es menor, aunque sigue siendo un tipo de plan
de resoluciéon muy empleado por los futuros maestros.

Un caso de uso de Unidad base en P1-Personas lo encontramos en la produccién del resolutor
4°F-1.12.2 (Figura , que escribe que para obtener la estimacién del niimero de personas
que caben en el porche, primero debe calcular el drea del rectangulo (ha matematizado el
espacio real del problema reduciéndolo a una superficie rectangular sobre la que se distribuyen
las personas, lo que indica un modelo inicial bidimensional). Luego debe “medir el espacio que
ocupa una persona’. Notemos que con ese “espacio” ocupado por una persona, el resolutor
[.12.2 se refiere al drea asignada a la persona, que modeliza como el “cuadrado [de superficie]
que necesita” cada persona. Finaliza el plan de resoluciéon con un procedimiento de divisién
de medidas: “dividir el drea del rectdngulo [superficie del porche] entre el drea del cuadrado
que necesita o que ocupa una persona’. Lo que se obtiene es cuantas veces cabe el area
asignada a una persona en el area total, que proporciona la estimacién que demanda el
problema.

Un ejemplo de produccién del problema P2-Baldosas categorizada como Unidad base es la
propuesta por el resolutor 4°A-1.2.2 en la Figura [5-12] Estructura su plan de resolucién en
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Figura 5-11.: Plan de resolucién categorizado como Unidad base para el problema PI-
Personas.

tres procesos: primero, medir el drea de una baldosa (que es rectangular y pequena, por
tanto, la medida del drea se obtendria directamente: ancho por largo); segundo, medir el
area de todo el espacio (la superficie que delimitan Facultad de Magisterio y gimnasio, que
es rectangular, como puede verse en la Figura ; y tercero, dividir el area de todo el
espacio entre el area de una baldosa.
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Figura 5-12.: Plan de resolucion categorizado como Unidad base para el problema P2-
Balsosas.

En P3-Césped encontramos el menor nimero de producciones categorizadas como Unidad
base, y aunque sigue siendo una proporcién bastante alta (un 29,91 % de los planes de reso-
lucién de este problema se categorizaron como Unidad base), algunos resolutores manifiestan
la dificultad de calcular el area de una brizna de césped por su irregularidad, tanto en la for-
ma como en la distribucion. Por ejemplo, el resolutor 4°K-1.7.3, después de realizar un plan
de resolucion basado en la iteracion de la unidad de area ocupada por una brizna, advierte
que es un resultado aproximado ya que las briznas de césped no son regulares (Figura|[5-13)).
Otro caso en relacién a esta dificultad es el de la produccion de la Figura|5-14] Pese a que los
problemas se escogieron para evitar que los resolutores acudieran a fuentes externas, como
va se explicé la seccién dedicada al diseno de la secuencia en el Capitulo [4], el resolutor 4°K-
[.2.3 propone “buscar por internet el tamano de una brizna” como solucién al problema de
medir el area de la brizna directamente. Finalmente, propone una divisién entre la medida
del “drea de ese espacio [la jardinera]” y “lo que mide [el drea de] una brizna”.
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Figura 5-13.: Plan de resoluciéon categorizado como Unidad base para el problema P3-
Césped.

Figura 5-14.: Plan de resolucién Unidad base para P3-Césped, con medida indirecta para
el area de la brizna.

Sin embargo, la mayoria de planes de resoluciéon optan por un modelo mateméatico que
simplifica la forma de una brizna para asimilarla a un pequeno rectangulo o cuadrado.
También simplifican y estructuran la distribucion de los elementos, pues suponen que los
pequenos rectangulos que modelan la brizna cubren completamente la superficie rectangular
de la jardinera. Por ejemplo, el resolutor 4°K-1.9.3 escribe que debe calcularse el drea de una
brizna midiendo “la longitud y la anchura de la hoja” y después “dividir [la medida del area]
el espacio de césped entre la [medida del &rea] de la hoja para saber cudntas caben”.

En Pj-Coches la Unidad base es el plan de resoluciéon mas utilizado; de hecho, como se
ha dicho, es el problema con una mayor proporcién de producciones categorizadas como
Unidad base (un 71,43 % de las producciones). Un ejemplo de produccién categorizada como
este tipo de plan de resolucién es la del resolutor 4°I-1.8.4. Como se ve en la Figura
[15] su modelo inicial es bidimensional: considera la superficie del aparcamiento como un
gran rectangulo en el que se distribuyen libremente los coches, considerados también como
rectangulos (lo que apoyan los dibujos de la produccién), hasta cubrir la superficie total. Para
obtener la estimacién del nimero de coches (en realidad, de las plazas rectangulares tomadas
como modelo del espacio que ocupan los coches) que cubren la superficie del aparcamiento
(rectangular), el resolutor 1.8.4 escribe que se debe “dividir el drea total del parquing entre
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el area total [de la] plaza coche”.
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Figura 5-15.: Plan de resoluciéon categorizado como Unidad base para el problema P4-

Coches.

Otros planes de resolucion categorizados como Unidad base en P4-Coches desarrollan la
misma idea, aunque son menos precisos en la explicacion. Por ejemplo, el resolutor 4°K-
[.6.1 (véase Figura escribe que “calculariamos la superficie del parking multiplicando
el ancho por el largo”, por lo que simplifica el espacio real del problema considerando su
superficie como un rectangulo, pero luego escribe “calculariamos cuanto espacio ocupa un
coche”, sin explicitar, como si hizo con el aparcamiento, que el modelo de la superficie
ocupada por un coche seria un rectangulo.

Figura 5-16.: Otro plan de resolucién categorizado como Unidad base para el problema
PJ-Coches.

Densidad

Un total de 169 producciones fueron categorizadas como Densidad, lo que supone un 18, 86 %
del total de las 896 producciones recogidas en la secuencia 1. Aparece con mayor frecuencia
en el problema P3-Césped, con 96 planes de resolucién basados en densidad. El segundo
problema en el que mas aparece este plan de resolucién es en PI-Personas, con 51 produc-
ciones categorizadas como Densidad. Se categorizan 21 producciones de P2-Baldosas como
Densidad y sélo una produccion en P4-Coches. Veamos casos para los cuatro problemas de la
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secuencia 1 que permitan ejemplificar este plan de resolucién y las distintas especificidades
relacionadas con el contexto real de cada problema.

Los 51 planes de resolucién Densidad que aparecen en P1-Personas suponen el 22,8 % del
total de producciones en ese problema. En el caso del resolutor 4°F-1.12.3, su produccién
(véase Figura fue categorizada como Densidad, pues escoge una subarea muestral de
Im x 1m, en la que es directo estimar cudntas personas caben (entre una y dos personas).
En este caso, el resolutor formula el razonamiento proporcional

n° de personas  total de personas
: =

1m area de superficie

en términos de regla de tres, por lo que la proporcion entre las personas que hay en la
subarea muestral y el nimero total de personas no aparece explicito. De hecho, en un primer
momento el resolutor 1.12.3 escribe “hacer una multiplicacién: los m? del porche x el n°
laqui queda incompleto]”, pero lo tacha porque no sabe justificar que en realidad lo que
hace es multiplicar el nimero de personas por metro cuadrado (la densidad en la subérea
muestral) por los metros cuadrados de la superficie total. Y recurre a regla de tres, que es
un procedimiento mecanico al que se acude para resolver situaciones de proporcionalidad.
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Figura 5-17.: Plan de resoluciéon Densidad, con procedimiento de regla de 3, para el pro-
blema PI1-Personas.

La mayoria de producciones categorizadas como Densidad se basan en una subédrea muestral
(o area unidad) de 1 metro cuadrado, y suelen plantear el procedimiento de estimacién del
numero total de personas que caben en el porche como, por ejemplo, el resolutor 4°A-1.7.5:
“personas que caben por m? y esto lo multiplicarfa por los m? que tiene el porche”.

Sin embargo, algunos resolutores, como 4°A-1.6.2, utilizan un plan de resolucién basado en
densidad (Figura diferente, con un modelo inicial y procedimiento asociado alternati-
vos: aunque no se percibe en la fotografia que acompana al enunciado del problema, por ser
un espacio de paso habitual, recuerda que el suelo del porche esta formado por baldosas gran-
des (mucho mas grandes que las baldosas pequenas del espacio del problema P2-Baldosas).
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Por tanto, propone: (1) tomar como “unidad de medida” (lo que hemos llamado subérea
muestral o drea unidad) la baldosa; (2) estimar (contar) el nimero de personas que caben en
una baldosa grande del suelo; (3) contar el nimero de baldosas grandes del suelo y multiplicar
por el niimero de personas que caben en una baldosa.
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Figura 5-18.: Plan de resolucién Densidad, con modelo inicial basado en baldosa grande
del suelo del porche, para el problema PI1-Personas.

En el caso de P2-Baldosas, el nimero de producciones categorizadas como Densidad des-
ciende a 21. Un ejemplo lo encontramos en la produccién del resolutor 4°K-1.4.4, en la que,
de nuevo, fija una subarea muestral de 1 metro cuadrado y propone contar las baldosas que
hay contenidas (Figura . El resolutor propone también calcular la medida de la super-
ficie total entre la Facultad de Magisterio y el gimnasio, en metros cuadrados. Por 1ltimo,
multiplica el nimero de baldosas en un metro cuadrado por la medida del &rea total (en
metros cuadrados).
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Figura 5-19.: Plan de resolucién Densidad para el problema P2-Baldosas.

En cuanto a P3-Césped, ya se ha indicado que es el problema con un mayor nimero de
producciones categorizadas como Densidad. La mayoria de los planes de resolucién basados
en densidad delimitan una subarea muestral de una unidad de medida estandar, normalmente
en centimetros cuadrados dado el tamano y gran nimero de briznas de césped; por ejemplo,
el resolutor 4°D-1.1.3 escribe que “mediria un centimetro de largo y otro de ancho y lo
delimitaria, de modo que podemos contar cuantas briznas hay en un centimetro cuadrado”

(Figura [5-20)).
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Figura 5-20.: Plan de resoluciéon Densidad para el problema P3-Césped.

Posteriormente el resolutor razona a partir de la proporcionalidad entre el niimero de briznas
en un cuadrado de un centimetro de lado, y el niimero de briznas en la jardinera rectangular,
por lo que “multiplicaria el nimero de briznas que hay en 1lem? por la superficie total”. En la
produccién del resolutor 4°D-1.1.4 el plan de resolucion es similar, pero se escoge un cuadrado
de lado 5¢m, como puede verse en el esquema pictorico que el resolutor anade a la explicacién

(Figura [5-21]).

S —

Figura 5-21.: Plan de resoluciéon Densidad en cuadrado de lado 5 centimetros para el pro-
blema P3-Césped.

Hay que notar que en la descripcion del procedimiento del resolutor I.1.4 hay errores: escribe
que hay que “calcular las distancias”, refiriéndose al lado del cuadrado de la subarea muestral
(de 5 cm) y al lado de la jardinera (que estima en 5 metros), pero no dice nada sobre
multiplicar los lados para obtener las areas respectivas. Después de contar las briznas en la
subarea muestral, escribe que “hago el total multiplicando”, pero al tratarse de una subérea
de 25 centimetros cuadrados, deberia dividir primero el drea total (500cm x 500cm) entre los
25 centimetros cuadrados para obtener cuantas subdreas componen la jardinera, y luego ya
multiplicar ese nimero por las briznas que ha contado en la subarea muestral. En la seccion
nos centraremos en la categorizacién de los tipos de error analizados en las producciones.
También encontramos producciones que escogen una subdrea muestral demasiado grande: el
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resolutor 4°I-1.1.1 escoge contar cuantas briznas de hierba hay en un metro cuadrado, lo que
supone una tarea ardua (Figura [5-22]).
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Figura 5-22.: Plan de resolucién Densidad en un metro cuadrado para el problema P3-
Césped.

Para terminar con este tipo de plan de resolucion, también se encuentran producciones ca-
tegorizadas como Densidad que construyen un modelo inicial basado en una subarea medida
en unidades no estandar. Por ejemplo, el resolutor 4°1-1.2.4 escoge la “palma de la mano
como unidad de medida de area”. De hecho, su eleccion de subarea muestral es la superficie
que ocupa el palmo de una mano, pues propone contar cuantas briznas de hierba abarca, y
luego “comprobar cuantos palmos tiene el espacio”. Encontramos otro modelo inicial basado
en una unidad de medida no estandar en la eleccion de la subdrea muestral en el resolutor
4°I-1.5.1, quien propone contar cuantas briznas caben en el espacio que ocupa un libro ta-
mano DIN-A4, calcular la superficie total y luego calcular “cudntos libros caben” (Figura
5-23|).
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Figura 5-23.: Plan de resoluciéon Densidad en la superficie ocupada por un libro para el
problema P3-Césped.

Por dltimo, sélo encontramos un plan de resoluciéon Densidad en P4-Coches. La explicacién
parece clara: los coches son demasiado grandes como para que resulte efectivo delimitar
una subarea muestral - que seria poco abarcable - en la que contar el nimero de coches.
La produccion categorizada como Densidad es del resolutor 4°K-1.3.3, quien delimita una
subarea muestral de 20 metros cuadrados y cuenta cuantos coches caben en esa superficie
(estima que 2 coches), para luego razonar proporcionalmente via regla de 3, aunque mal
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planteada porque confunde la incégnita del problema (nimero total de coches) con un dato
desconocido (el drea total del aparcamiento) que debe ser estimado (ver Figura [5-24)).
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Figura 5-24.: Plan de resoluciéon Densidad para el problema P4-Coches.

Incompleta

Se establecié la categoria Incompleta para todas aquellas producciones que estan en alguno
de estos tres casos:

(i) no responden a la pregunta del problema o la dejan en blanco;
(ii) no desarrollan un modelo matemético de la situacién ni una estrategia de estimacion;

(iii) comienzan a desarrollar un modelo, pero no explican lo suficiente el proceso como para
determinar si el resolutor podria alcanzar una estimacion.

De las 896 producciones analizadas en la secuencia 1, 140 se categorizaron como produccion
Incompleta, un 15,63 % del total. De ellas, el mayor niimero estd en P3-Césped, con 44 pro-
ducciones incompletas, seguido de P1-Personas y P2-Baldosas (34 cada uno). El problema
con menos producciones incompletas es P4-Coches (28 producciones).

En P1-Personas encontramos, por ejemplo, la produccién del resolutor 4°K-1.1.1 categorizada
como Incompleta (Figura . Este es un ejemplo de produccién conflictiva en el proceso
de categorizacién, como se explicé en el Capitulo[dl La razén es que el modelo inicial parece
basarse en la superficie que ocupa una persona colocada en la superficie total del porche,
por tanto, un modelo inicial bidimensional centrado en el area del elemento como unidad de
medida. Es decir, se intuye que podria ser un plan de resolucion Unidad base. Sin embargo,
el resolutor no especifica en ningin momento que vaya a trabajar con el area de la superficie
del porche (sélo habla de largo y ancho, y luego de “medida del porche”); tampoco habla
de superficie o area que ocupa una persona, sino de “lo que suele medir una persona mas
o menos”; por ultimo, tampoco hace explicito el procedimiento de la estimacion, pues no
menciona la divisién de medidas de érea, sino que “asi [;cémo?] saber cuantas puedo meter
hasta llegar a la medida [;cudl?] del porche”. Por tanto, aunque se pueda interpretar que
la intencién del resolutor era describir un plan de resoluciéon Unidad base, lo cierto es que
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Figura 5-25.: Plan de resolucién incompleto (iii) para el problema P1-Personas.

el proceso no esta lo suficientemente explicado, por lo que se terminé categorizando como
Incompleta de tipo (iii).

Un ejemplo de produccién Incompleta de tipo (ii), es decir, que no desarrolla un modelo
matematico de la situacién ni una estrategia de estimacion, es la del resolutor 4°F-1.6.3,
quien escribe que: “Necesitamos saber el tamano del porche en su conjunto. Tendriamos
que medir el ancho y la longitud para poder obtener el total de metros cuadrados.” En
esta produccion observamos que el resolutor 1.6.3 comienza a construir un modelo inicial
y matematico del espacio del problema, considerandolo un rectangulo en el que hay que
medir ancho y largo, pero ahi termina, no desarrolla el modelo matematico en sus aspectos
mas bésicos, ni siquiera desarrolla el modelo inicial de la situacién real, pues no incluye los
elementos a estimar.

También encontramos producciones incompletas que no contestan a la pregunta del proble-
ma P1-Personas. Por ejemplo, se observa que la produccion de 4°F-1.8.4 no responde a la
pregunta del problema: “Metros cuadrados a partir de las columnas que resguarda el por-
che”. Es una respuesta que carece de sentido porque no precisa a qué metros cuadrados se
esta refiriendo, cudl es la relacion con las columnas y qué quiere hacer con esos datos.

En P2-Baldosas también se encuentran los tres tipos de produccion categorizada como In-
completa. Por ejemplo, la produccién del resolutor 4°K-1.7.2, mostrada en la Figura [5-26
plantea un modelo de la situacion real y un procedimiento de célculo que no responde a la
estimacién demandada por el problema (jcudntas baldosas hay entre la Facultad de Magis-
terio y el gimnasio?). El resolutor 1.7.2 plantea calcular el drea de la superficie delimitada
entre el edificio de Magisterio y el gimnasio, pero luego habla de “calcular por una parte del
area de [jel edificio?] de magisterio” y “por otro el area del gimnasio”. Luego escribe que
por tltimo se debe “realizar una suma de las dos areas y restarselo a la superficie total”. No
queda claro a qué responde esta producciéon, pero no aparecen las baldosas como un elemen-
to considerado en el modelo inicial ni, por supuesto, ningin procedimiento para estimar su
nimero.

En P3-Césped, ademés de ser el problema con mayor niimero de producciones categorizadas
como Incompleta, muchas de ellas son respuestas en blanco. En el resto de problemas ape-
nas hay respuestas en blanco. También hay respuestas que informan de la incapacidad del
resolutor para resolver el problema, como la del resolutor 4°K-I1.11.1 en la Figura [5-27] El
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Figura 5-26.: Plan de resolucién incompleto (i) no responde a la pregunta, para el problema
P2-Baldosas.

resolutor dice que no se puede saber con exactitud [aunque lo que se pide es una estimacion]
porque la brizna “no sigue una simetria [imaginamos que se refiere a regularidad en la for-
ma] exacta como las baldosas”. Esto se relaciona con las dificultades descritas en el plan de
resolucién Unidad base (véase la Figura , pero en este caso el resolutor 1.11.1 no ha
sido capaz de superarlas.
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Figura 5-27.: Plan de resolucién incompleto (ii) para el problema P3-Césped.

En la misma linea estd la respuesta del resolutor 4°A-1.9.2 de la Figura en la que
escribe que “no se puede calcular con férmulas” porque “puede variar el nimero de briznas”.
En el caso de este resolutor, en lugar de la irregularidad en la forma, es la distribucion
desordenada y heterogénea la barrera que le impide producir un plan de resolucién que dé
respuesta al problema.

Figura 5-28.: Plan de resolucién incompleto (ii) para el problema P3-Césped.

En P4-Coches encontramos, por ejemplo, la produccién del resolutor 4°A-1.7.4, que escribe
que: “Se mide cudnto mide un coche a lo ancho y a lo largo y se va sumando (de retrovisor
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a retrovisor).” Se trata de una respuesta que no se ajusta a lo que demanda el problema,
pues sumar [jel ancho? jel largo?] “de retrovisor a retrovisor” no conduce a la estimacién,
y ademds es un procedimiento incoherente con hallar la longitud del ancho y el largo del
coche.

Sin embargo, otras producciones categorizadas como Incompleta en Pj-Coches estaban mas
cerca de desarrollar el proceso de resolucién, y como ocurria con la Figura hay dudas
sobre si podrian categorizarse como un plan de resolucién. Por ejemplo, la produccion del
resolutor 4°K-1.6.2 de la Figura[5-29| planifica el proceso de resolucién en tres partes: primero
calcular “qué espacio [se sobreentiende superficie] ocupa un coche”; luego “calcular el espacio
total del parking tanto en linea recta [;qué quiere decir con esto?] como en horizontal [;qué
quiere decir con horizontal?]”; por ultimo, dice que hay que “calcular la respuesta de la
pregunta en funcion de la medida estandar del coche y el espacio del parking”. De nuevo,
un esfuerzo de interpretacion podria apuntar a que el resolutor 1.6.2 esta utilizando Unidad
base, pero en realidad la explicacién tiene lagunas y no estd lo suficientemente desarrollada
como para aventurar esa categorizacion. No habla de calcular el area del aparcamiento, sino
de calcular (medir) el espacio tanto en “linea recta” como en “horizontal”, lo que quiza quiera
decir tanto de ancho como de largo. En todo caso, faltaria desarrollar el procedimiento para
obtener la medida del area. Se trata de una produccién incompleta de tipo (iii), ya que
tampoco escribe nada sobre el procedimiento de obtencién de la estimacion, sino que se
apunta que se calcularia “en funcién de la medida” del coche, por lo que no queda explicito
que el procedimiento sea una division de medidas dada por la féormula:

drea aparcamiento

drea coche
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Figura 5-29.: Plan de resolucién tipo (iii), para el problema P3-Césped.

Consideraremos las producciones categorizadas como Incompleta el primer filtro (basico) pa-
ra determinar el éxito o fracaso en la actuacién de los futuros maestros resolviendo problemas
de estimacion en contexto real. El nimero de producciones incompletas de un resolutor es,
por tanto, un primer indicador de su rendimiento en resolucion de este tipo de problemas.
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Adaptando la definicién de rendimiento de éxito en resolucién de problemas (measures of
problem-solving performance) de Schoenfeld (1982)), diremos que un resolutor tiene un rendi-
miento de éxito cuando posee la habilidad de manejar las técnicas y estrategias de resolucion
y es capaz de gestionar el enfoque y los recursos para resolver problemas de estimacién en
contexto real. Concretando en este primer indicador de rendimiento, esto se dard cuando
el resolutor no tenga ninguna produccién categorizada como Incompleta, es decir, cuando
sea capaz de desarrollar, para todos los problemas de la secuencia, un modelo inicial y una
estrategia asociada que permita alcanzar una estimacion. Decimos que es un indicador basico
porque se limita a distinguir entre quién termina sus planes de resolucion y quién no es capaz
de hacerlo, lo que no implica que los planes estén libres de errores o puedan dar lugar a una
buena estimaciéon. Pero esta limitacion basica es importante por su gravedad, pues denota
una falta de estrategias para interpretar la informacion del enunciado del problema y para
reconocer el procedimiento adecuado a utilizar (Taplin, [1998). La nocién de éxito permitird
definir, en la seccién [5.4] los errores graves como aquellos que determinan o conducen a
producciones Incompletas.

5.1.2. Tipos de plan de resolucion para la secuencia 2

En este apartado presentamos los resultados del andlisis de los tipos de plan de resolucién
para la secuencia 2 (Tabla [4-4 Anexo de la investigacion B. En el Capitulo 4| se ha
explicado el proceso de categorizacién de los tipos de plan de resolucion para la secuencia
2, v se mostrdé que fue similar al proceso de categorizacion de la secuencia 1, pudiendo
utilizar para un andélisis con fiabilidad alta las mismas categorias: Recuento, Linealizacién,
Unidad base, Densidad e Incompleta. Recordemos que participaron N = 87 futuros maestros
resolviendo la secuencia 2; por tanto, se analizaron 348 producciones. El anélisis cualitativo y
descriptivo de las producciones, para cada categoria y cada problema, sera mas breve que en
el apartado anterior porque los resultados son andlogos, pero consideramos necesario, para
el estudio comparativo de las dos secuencias que se presentard en la seccién [5.2] mostrar
ejemplos concretos de planes de resolucion de la secuencia 2.

Recuento

En la secuencia 2 se han categorizado 15 producciones como plan de resoluciéon basado en
recuento, un 4,31 % del total, un porcentaje bajo, aunque algo méas alto que en la secuencia
1. Aparece sobre todo en P2’- Ladrillos pintados, con 10 producciones categorizadas como
Recuento.

En P1’- Llaves robadas se categorizaron dos producciones como plan de resolucion Recuento.
Por ejemplo, el resolutor 4°G-1.4.5 propone contar las baldosas que hay en el pasillo “teniendo
en cuenta que cada alumno ocupa una baldosa” (Figura . Se trata de un recuento
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exhaustivo, aunque aqui la propuesta tiene cierto ingenio: puesto que los elementos (las
personas que llenan el pasillo) planteados en la situacién del problema estédn ausentes, y eso
impide un recuento directo sin tener que simular el problema (lo que supone una dificultad y
hace inaplicable la propuesta), el resolutor 1.4.5 propone contar baldosas del suelo, que si es
un elemento presente en el lugar real del problema, y por tanto susceptible de ser contado.
Asi planteado, se trata de un plan de resolucién poco efectivo (podria reducirlo a un modelo
lineal de largo por ancho) pero plausible.

Figura 5-30.: Plan de resolucion Recuento para el problema P1’-Llaves robadas.

En P2~ Ladrillos pintados 10 producciones (un 11,5 %) se basan en recuento directo, con
una particularidad: proponen un recuento exhaustivo de los ladrillos del primer piso y luego

multiplican por cuatro, ya que el edificio tiene cuatro plantas. Por ejemplo, encontramos el
caso del resolutor 4°H-1.4.3 en la Figura [5-31]
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Figura 5-31.: Plan de resolucién Recuento para el problema P2’-Ladrillos pintados.

Encontramos dos producciones categorizadas como Recuento en P3’-Palomitas. En ambas
producciones la situacién narrativa introduce cierta ambigiiedad en la interpretacion del
problema, pues en un caso (resolutor 4°G-1.2.5, Figura se interpreta que todo el con-
tenido de las cajas termina en el suelo, y en otro (resolutor 4° G-1.4.4, Figura que
solo una parte, aunque no se justifica si es suficiente para cubrir el suelo. De hecho, ambas
producciones ignoran el hecho de que lo hay que contar son las palomitas que hacen falta
para cubrir el suelo, y recurren a la misma estrategia: contar el nimero de alumnos en la
clase, asignar a cada uno una caja de palomitas, y contar el nimero de palomitas por caja.
Estas dos producciones son un ejemplo de casos en los que la categorizacion fue discutida
entre los tres investigadores (ver Capitulo , pues se podria considerar que no responden a la
pregunta del problema P3’- Palomitas, y por tanto ser categorizadas como Incompleta. En la
discusién se decidio que, aunque existe malinterpretacion inducida por la situacién narrativa
del problema, la respuesta si podria ajustarse a lo que pide la situacién del problema.

En P4’-Tablao flamenco sélo hay una produccion categorizada como Recuento, la del reso-
lutor 4°G-1.4.5, quien escribe: “Calculamos cuantas personas caben en una mesa. Después
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Figura 5-32.: Plan de resoluciéon Recuento para el problema P3’-Palomitas.

Figura 5-33.: Plan de resolucién Recuento para el problema P3’-Palomitas.

las personas se van poniendo en el hall para ir completandolo.” En este caso, la imposibi-
lidad de simular el problema cubriendo de mesas el hall de la Facultad de Magisterio lleva
al resolutor 1.4.5 a plantear una simulaciéon usando personas para el recuento. Eso implica
conocer “cuantas personas caben en una mesa”, aunque el resolutor ha cometido un error
al no terminar este procedimiento de recuento a través de las personas: le falta indicar que
dividiria el nimero de personas que “completan” la superficie del hall de Magisterio entre el
numero de personas por mesa, para conocer cuantas mesas necesita.

Linealizacion

En la secuencia 2 se han categorizado 57 producciones como plan de resolucién basado en la
linealizacién, un 16, 38 % del total. La mayoria se encuentran en el problema P2’- Ladrillos
pintados, mientras que el menor niimero de planes de resolucién Linealizaciéon se localiza en
P3’- Palomitas. Es una situacion analoga a la de la secuencia 1, en la que Linealizacion era
mas numerosa en P2-Baldosas y menos en P3-Césped. En P1’- Llaves robadas 9 producciones
(10,3 %) se categorizaron como Linealizacién. Es el caso de la produccion del resolutor 4°H-
[.2.1, quien propone colocar una fila de personas en horizontal, de pared a pared del pasillo,
y otra en vertical (a lo largo del pasillo), y luego realizar el producto cartesiano (Figura
5-34]).

En P2’- Ladrillos pintados hay 36 planes de resolucién basados en la linealizacién, un 41, 4 %
de las producciones de ese problema. Por ejemplo, el resolutor 4°H-1.6.5 propone el plan de
resolucién de la Figura [5-35] en el que propone dividir la medida de longitud de la fachada
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Figura 5-34.: Plan de resolucion Linealizacion para el problema P1’-Llaves robadas.

del Aulario entre la medida de longitud de un ladrillo para obtener una estimacion de cuantos
ladrillos hay a lo largo del edificio. Luego propone contar cuantos ladrillos hay en una franja
(un piso) a lo alto (lo denomina “columna de ladrillos”), pues hay un nimero menor y el
recuento es eficiente. Multiplica el nimero de ladrillos por “columna” (alto de una franja)
por el nimero de ladrillos a lo largo, y obtiene una estimacion del nimero de ladrillos en la
franja de un piso. Por 1ltimo, como hay cuatro pisos, multiplica por cuatro.

Figura 5-35.: Plan de resolucién Linealizacion para el problema P2~ Ladrillos pintados.

En P3’- Palomitas s6lo hay cuatro producciones categorizadas como Linealizacién. Es la
proporcién mas baja de planes de resolucién basados en linealizacion, sélo un 4,6 % de
las producciones del problema, porque resulta poco natural pensar en colocar alineadas las
palomitas que hay por el suelo, siguiendo un modelo inicial de distribucién unidimensional.
Sin embargo, las producciones categorizadas como Linealizacion fuerzan la interpretacion de
la situacién del problema para introducir su “mirada lineal” en el modelo matemaético.

Asi ocurre, por ejemplo, con la produccién del resolutor 4°G-1.7.4, como se ve en la Figura [5
en concreto, en el esquema visual que el resolutor dibuja para acompanar su explicacion
del proceso. El resolutor, ademas, es consciente de lo forzado de su modelo, pues al final
de su plan de resolucién anade: “Suponiendo que las palomitas estdn puestas de manera
equitativa y paralela [ordenada y homogénea], obtendremos el resultado correcto”.

En P4’ -Tablao flamenco encontramos 8 producciones categorizadas como Linealizacién, un
9,2 % de las producciones del problema. Un ejemplo es la produccién del resolutor 4°G-1.4.7,
quien escribe que:

“Hay que calcular el tamano [se refiere a largo y ancho, como se vera a continuacion]
de las mesas y el tamano [idem]| del hall. Después dividir el largo del hall entre el
largo de las mesas y el ancho del hall entre el ancho de las mesas.”



5.1 Analisis de los tipos de plan de resolucion 161

. '.:\"-'-' (a g = \‘.(.""“- S5 Ml c q el
i - — a8 | =g ! Ll My s
OO0 DO J == LSS0en, ereduteos
Mae o . ( -
LA Qe erCe & Uoaor Ao c < _ ey SAETTNEY
) - \ ~

s OakOn EctOus o

QM0 Moo

Figura 5-36.: Plan de resolucién Linealizacion para el problema P3’- Palomitas.

Noétese que al resolutor 1.4.7 le falta pasar de la estimacién lineal (ntimero de mesas a lo
largo y nimero de mesas a lo ancho) a la estimacion total (bidimensional: niimero de mesas
en la superficie del hall) mediante el producto cartesiano. En este caso no se categoriza la
produccién como Incompleta porque estd lo suficientemente desarrollada como para identi-
ficar inequivocamente que el modelo inicial es unidimensional y, por tanto, que el proceso
propuesto se basa en la linealizacién del espacio del problema.

Unidad base

En la secuencia 2 se han categorizado 125 producciones como Unidad base. Igual que ocurria
en la secuencia 1 de la experiencia Al, es con diferencia el plan de resolucién maés utilizado,
pues supone un 35, 92 % del total de 348 producciones. Es en el problema P/’-Tablao flamenco
donde encontramos mayor nimero de planes de resolucién Unidad base, de manera andloga
a lo que ocurria en la secuencia 1, en la que era P4- Coches el problema con mayor niimero
de ese tipo de planes de resolucion. En el problema P1’- Llaves robadas se han categorizado
25 producciones (un 28,7 %) como Unidad base. Por ejemplo, el resolutor 4°H-1.1.2 plantea
el plan de resolucién mostrado en la Figura [5-37]
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Figura 5-37.: Plan de resoluciéon Unidad base para el problema P1’- Llaves robadas.

El resolutor 1.1.2 plantea un proceso en tres partes: (1) calcular el drea de la superficie
del pasillo (rectangular) en metros cuadrados; (2) estimar qué drea ocupa una persona de
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pie; (3) razonar a partir de la razén de area del pasillo/édrea persona. En este tltimo paso,
utiliza de manera innecesaria un razonamiento proporcional mediante la regla de tres, cuando
simplemente se trata de una razén de medidas.

En el problema P2’- Ladrillos pintados se encuentra el menor nimero de producciones ca-
tegorizadas como Unidad base. Son 14 planes de resolucion basados en la iteracion del area
ocupada por el elemento, un 16,1 % de las producciones de este problema. Es el caso de la
produccion del resolutor 4°H-1.10.3, quien escribe:

“En primer lugar, mediria la altura y la anchura del rectangulo donde estan colo-
cados los ladrillos [la franja de cada piso| y obtendria el drea. Una vez hecho esto,
mediria la altura y la anchura del ladrillo para [calcular el drea y| después dividir el
area del rectangulo entre [el areal lo que ocupa un ladrillo.De esta forma obtendria
cudntos ladrillos caben en un rectangulo del edificio. Suponiendo que los cuatro [las
franjas de cada piso| son iguales, multiplicaria el nimero de ladrillos que he obte-
nido anteriormente por cuatro. Asi obtendria cuantos alumnos podrian participar
porque equivale al mismo niimero de ladrillos.”

Pese a algin descuido (el resolutor ha olvidado explicitar el procedimiento de calculo del drea
del ladrillo), el proceso esta descrito minuciosamente. Es posible que, a diferencia de otros
problemas, el que la superficie del problema esté formada por cuatro franjas rectangulares
haya influido en la elecciéon de menos planes basados en Unidad base, pues implica calcular
un area (la de la franja) que no es el “drea total” del problema. Por otro lado, el resolutor
[.10.3 si responde a la pregunta indirecta, pues menciona la equivalencia entre nimero de
ladrillos y niimero de alumnos. En otras resoluciones de P2’- Ladrillos pintados la respuesta
se limita a proponer una forma de estimar el nimero de ladrillos.

En el problema P3’- Palomitas hay 25 planes de resolucién Unidad base, un 28,7 % de las
producciones del problema. Por ejemplo, el resolutor 4°G-1.5.1 escribe:

“Lo primero medir el tamarnio [del drea ocupada por| de una palomita. Lo segundo
medir el espacio del aula [calcular el dreal. Dividir el espacio del aula [la medida
del dreal entre el tamano [la medida del area ocupada] de una palomita”

Pese a las imprecisiones y los procedimientos que quedan implicitos en la produccién del
resolutor 1.5.1, el proceso es claro: division de medidas del drea de la clase (rectangular)
entre el area que ocupa una palomita. Otro resolutor, el 4°G-1.5.3 plantea un plan muy
similar, pero es més preciso cuando escribe “medir la base de una palomita”.

En el problema P/j’-Tablao flamenco 61 producciones fueron categorizadas como Unidad
base, un 70,1% del total en este problema. Hay numerosos ejemplos, todos basados en
calcular el drea del hall (rectangular) y el drea de una mesa (rectangular) y dividir esas
medidas. Por ejemplo, en la Figura se puede leer el plan de resolucion Unidad base del
resolutor 4°G-1.8.2.
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Figura 5-38.: Plan de resoluciéon Unidad base para el problema P4’-Tablao flamenco.

Densidad

En la secuencia 2 se han categorizado 73 producciones como Densidad, un 20,98 % del total
de 348 producciones analizadas. Como en la secuencia 1 de la experiencia Al, es el tercer
problema, P3’- Palomitas, en el que hay mayor nimero de planes de resoluciéon basados
en la densidad de los elementos en una subdrea muestral. También es el cuarto problema,
P/’-Tablao flamenco, en el que menos producciones han sido categorizadas como Densidad.
En P1’- Llaves robadas se categorizaron 25 producciones como Densidad, un 28,7 %. Es el
caso del resolutor 4°G-1.4.2; cuya produccion transcrita es la siguiente:

“Para empezar averiguaria cuantos alumnos hay en total sumando todas las cla-
ses, después sacaria las medidas del pasillo [se sobreentiende, por el procedimiento
posterior, que se refiere al nimero de baldosas que contiene el pasillo] y cudntos
alumnos caben por baldosa. Si por ejemplo supiéramos que tenemos 500 alumnos
y 200 baldosas, sabriamos que, al caber dos personas por baldosa, 100 personas no
cabrian y 400 si”

Este plan de resolucién tiene una peculiaridad que se repite bastante en P1’ — Llaves robadas,
y que estd asociada a la ambigiiedad que introduce la situaciéon narrativa del enunciado:
“Todos los alumnos estan esperando ansiosos en el pasillo para entrar a clase porque la
cafeteria estd cerrada y llueve a cantaros. ; Cuantos alumnos caben en el pasillo del aulario?”
(ver Figura . La ambigiiedad se debe a que no queda claro si la pregunta se refiere a
cuantos alumnos hacen falta para llenar el pasillo o a cuantos alumnos hay por clase en
las aulas del pasillo. En realidad, podemos tomar el plan de resolucién del resolutor 1.4.2
como clave para deshacer esa ambigiiedad: en las clases a lo largo de un pasillo caben mas
estudiantes — porque hay mayor capacidad — que en el pasillo, por tanto, se debe estimar
cudntos de esos alumnos (sea cual sea su nimero, estén esperando ya en clase o acudan
después) harian falta para llenar el pasillo. El resolutor 1.4.2 utiliza un plan de resolucién
basado en la densidad de estudiantes por baldosa. Muchos planes de resolucion Densidad
en este problema utilizan la baldosa como subarea muestral, por comodidad pues es una
pequena superficie fisicamente delimitada dentro del pasillo, en la que es sencillo contar el
numero de personas que caben dentro. También es relativamente sencillo estimar cuantas
baldosas cubren el pasillo. Pero otros planes de resolucién Densidad, como el del resolutor
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4°G-1.8.5, delimitan una subarea muestral medida con unidades estdndar, en este caso 1
metro cuadrado, como puede leerse en la siguiente transcripciéon:

“(1) Sacariamos las medidas del pasillo [ancho y largo, como menciona a continua-
cién] para saber cudntos m? tiene éste. Multiplicamos el ancho por el largo. (2) Si
sabemos o podriamos saber que en 1m? caben unos 3 alumnos, si multiplicamos
esos 3 alumnos por los m? [de la superficie del pasillo] sabemos cudntos alumnos
caben.”

En P2’-Ladrillos pintados hay sélo cuatro producciones categorizadas como Densidad. Los
cuatro planes de resoluciéon se basan en calcular la densidad de ladrillos delimitando como
subarea muestral el rectangulo de la franja de ladrillos que coincide, debajo, con el ancho de
la ventana. La fotografia que acompana el problema y la explicacién del resolutor 4°G-1.9.4
ayudan a entenderlo mejor (Figura [5-39)).
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Figura 5-39.: Plan de resolucién Densidad para el problema P2’-Ladrillos pintados.

El resolutor 1.9.4 propone contar o estimar (utiliza la expresién “aproximar”) el nimero de
ladrillos que hay debajo de cada ventana (esto delimita una porcién rectangular, del ancho
de la ventana, de la franja gris de ladrillos que corre por debajo de las ventanas). Después
cuenta las ventanas que cubren las cuatro franjas y multiplica el nimero de ladrillos en esa
subarea muestral por el nimero de ventanas que recorren la franja de ladrillos en toda la
fachada del edificio.

En P3’-Palomitas encontramos 39 producciones categorizadas como Densidad, un 44,8 %
del total de producciones en este problema, la mayor proporcion en la secuencia 2. Como
ocurria con el pasillo de P1’- Llaves robadas, algunos planes de resolucién se basan en la
densidad por baldosa, por ejemplo, el del resolutor 4°G-1.4.1 en la Figura [5-40]

Como ocurria con los planes de resolucién de P3-Césped, también aqui se advierte de la
dificultad que plantea la variabilidad e irregularidad de las palomitas (en tamano, en forma,
o en distribucién). El resolutor 1.4.1 habla de “estimacién aproximada, ya que las palomitas
varian en tamano”. En su plan propone colocar “el mayor niimero de palomitas que caben
en una baldosa” y luego contar las palomitas y el nimero de baldosas que cubren la clase,
para finalmente terminar con una regla de tres (razonamiento proporcional).

Otros planes de resolucién, como el del resolutor 4°H-1.1.2 en la Figura[5-41] se basan en la
densidad estimada en una subarea de medida estandar, en este caso, 1 metro cuadrado.
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Figura 5-40.: Plan de resolucion Densidad para el problema P3’-Palomitas.
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Figura 5-41.: Plan de resoluciéon Densidad , en un metro cuadrado, para el problema P3’-
Palomitas.

En Pj’-Tablao flamenco sélo hay 5 producciones categorizadas como Densidad. Del mismo
modo que con los coches de P4-Coches, no parece natural delimitar una subarea tan grande
como para que quedan varias mesas, ni supone una gran ventaja en la resolucion del proble-
ma, ya que el resolutor se puede preguntar: ;y por qué no medir el area que ocupa la mesa,
directamente? De ahi la gran proporcién de planes de resoluciéon Unidad base. Precisamente
esta subarea muestral ha de ser lo suficientemente grande para que quepan varias mesas,
y esto produce confusién entre los resolutores al no tener suficientemente interiorizadas las
medidas del referente (este tipo de error se tratard en la seccién [5.4)). Es el caso del resolutor
4°G-1.4.1, quien escribe que “colocaremos el mayor niimero de mesas en 2 m?”, cuando en esa
subdrea no cabria ninguna mesa de las que se dispone en la Facultad de Magisterio (Figura
5-42]).
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Figura 5-42.: Plan de resolucién Densidad para el problema P4’-Tablao flamenco.

Incompleta
En la secuencia 2 se han categorizado 78 producciones como Incompleta, un 22,41 % del
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total. Se trata de una proporcién de producciones incompletas mayor que la de la secuencia
1, que era de un 15,63 %. En este caso, la distribucién de producciones categorizadas como
Incompleta es distinta a la secuencia 1, y las razones se apuntaran en los ejemplos mostrados
a continuacién, aunque terminaran de explicarse, en forma de resultados cuantitativos, en la
siguiente seccion. En efecto, el mayor niimero de producciones incompletas de la secuencia
2 se encuentra en los problemas P1°- Llaves robadas y P2’- Ladrillos pintados, mientras que
en la secuencia 1 se encontraban en P3- Césped.

En P1’- Llaves robadas hay 26 producciones categorizadas como Incompleta, el 29,9 % del
total de producciones analizadas para este problema. Se trata del nimero mas alto de pro-
ducciones incompletas de todos los problemas de la secuencia 2. Una posible explicacién se
ha apuntado antes, cuando analizabamos los planes de resolucion Densidad en este problema:
la ambigiiedad que introduce la estructura narrativa del problema induce a pensar que se
pregunta por cuantos alumnos hay en las aulas en lugar de cudntos necesitamos para llenar
el pasillo. Efectivamente, un analisis cualitativo de los casos nos muestra que la mayoria
de producciones incompletas lo son por la confusién entre aulas y pasillo. Por ejemplo, en
la produccién del resolutor 4°G-1.3.4 de la Figura se detecta esa confusion, en efecto,
el resolutor no llega a responder a la pregunta del problema. Escribe que hay que saber
cuantas aulas hay por pasillo y cuantos alumnos por clase, pero luego propone calcular la
medida (escribe longitud, ;se ha confundido con area? jpensaba en otro procedimiento? Lo
desconocemos porque no lo ha desarrollado lo suficiente) del pasillo. Termina escribiendo
que hay que “conocer cuantos alumnos caben en el pasillo del aulario”, pero no propone
cémo y terminamos sin saber qué papel juegan la “medida del pasillo” ni la estimacién del
nimero de alumnos por clase. Lo tnico que es evidente en esta produccion es la confusion
entre conocer cuantos alumnos caben en el pasillo y cuantos alumnos hay en las clases.
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Figura 5-43.: Plan de resolucién Incompleto para el problema P1’-Llaves robadas.

Otro ejemplo de la misma confusiéon que lleva a producciones incompletas en este problema
es la del resolutor 4°G-1.3.3, quien escribe:

“En primer lugar, contaria cuantas clases hay en el aulario. A continuacién, cuantas
personas caben dentro de cada clase. Teniendo en cuenta que todos los alumnos
caben en el pasillo, y haciendo una estimacién de las personas matriculadas, y
midiendo el pasillo, sacaria el nimero de alumnos que cabrian en el pasillo del
aulario.”
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De nuevo, el resolutor 1.3.3 parece que quiera resolver dos problemas de estimacion a la vez, el
del nimero de personas que hay en las aulas y el de las personas que caben en el pasillo, y eso
le hace mezclar procedimientos y cometer incoherencias que terminan por no conducir a una
respuesta al problema. En efecto, el resolutor parece optar primero por estimar el nimero de
personas que cabe en todas las aulas del pasillo (aunque sin indicar cémo hacerlo), afirmando
que todos caben en el pasillo. Pero luego propone estimar “las personas matriculadas”, sin
especificar con qué fin, y contintia proponiendo medir el pasillo (jel drea?) para “sacar el
ntmero de alumnos que cabrian”. Primero, no indica el procedimiento en el que se basaria
para sacar dicho ntmero. Y segundo, entra en contradiccion con la primera parte de la
produccién, pues habia escrito que los estudiantes que estimaria por aula caben en el pasillo,
por lo que esa estimacién hubiera sido suficiente segin su primera aproximacion.

En el problema P2°- Ladrillos pintados se han categorizado 23 producciones como Incomple-
ta, un 26,4 % de las producciones del problema. Es el segundo problema con el niimero més
alto de producciones incompletas, y una hipétesis plausible es que se deba a que la pregunta
esté formulada de manera indirecta y produzca cierta confusién entre alumnos y ladrillos. El
estudio de casos refuerza la hipdtesis porque ocurre en la mayoria de producciones incom-
pletas. Un ejemplo de la posible confusion entre alumnos y ladrillos que induce la pregunta
indirecta lo encontramos en la produccion del resolutor 4°G-1.3.3, como puede leerse en la
Figura[5-44] El resolutor primero propone “saber cudntos alumnos hay matriculados de ma-
gisterio” y luego afirma que a partir de las medidas de la fachada (;de ancho? ;de largo?
iel drea?) “sabemos cudntos ladrillos se necesitan”, lo que es precisamente la estimacion
que debe argumentarse en un plan de resolucién, pero que el resolutor no apoya en ningin
modelo ni procedimiento. Para terminar, atn se confunde mas con los dos elementos (per-
sonas y ladrillos) cuando propone “dividir el nimero de alumnos entre los ladrillos” (ratio
de alumnos por ladrillo) y “contar cudntos alumnos no han podido decorar su ladrillo”.
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Figura 5-44.: Plan de resolucién Incompleto para el problema P2’- Ladrillos pintados.

Otro ejemplo de produccién categorizada como Incompleta, la del resolutor 4°G-1.2, es mas
directa, pero cae en la misma confusion: propone calcular “cuantos ladrillos grises hay en la
fachada”, sin explicar qué procedimiento seguiria; luego propone calcular “cuantos alumnos
hay en la facultad”; por tltimo, propone “dividir los ladrillos entre los alumnos de la facultad”
(Figura . Es la division inversa a la de la Figura pero como aquella, conduce a
una razén (ladrillo por alumno) que no es la estimacién demandada.

En el problema P3’-Palomitas hay 17 producciones categorizadas como Incompleta. La pro-
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Figura 5-45.: Otro plan de resolucién Incompleto para el problema P2’-Ladrillos pintados.

porcién es el 19,5% del total, practicamente igual que la proporcién de incompletas en
P3-Césped (un 19,63 %). P3 era el problema con la proporcién més alta de incompletas en
la secuencia 1. Sin embargo, con una proporcion igual, P3’ es el tercero en la secuencia 2. La
introduccion de estructuras narrativas que generan ambigiiedad en los dos primeros proble-
mas de la secuencia 2 parece relacionarse con el nimero de producciones incompletas, dado
que el resto de variables de los problemas (contextuales, de formato) P1’ y P2’ son isomorfas
a los problemas P1 y P2. Esta es una hipotesis que debera confirmarse en la siguiente seccion.
La mayoria de producciones incompletas en el problema P3’-Palomitas parecen tener rela-
cién, como ocurria con el césped, con la irregularidad de la forma de las palomitas, o con el
desorden y heterogeneidad de su distribucién. El haber aumentado la complejidad sintacti-
ca del problema, con una situaciéon narrativa que no conlleva ambigiiedad, no afecta a la
proporcién de incompletas, que como hemos visto se mantiene igual que en su analogo P3.
Un ejemplo de produccién incompleta es la del resolutor 4°G-1.2.3, que interpreta que las
palomitas cubren la clase hasta el techo y escribe “caben tantas cuantos metros ciibicos hay
en clase”, sin continuar explicando qué proceso seguiria para estimar esa cantidad.

Por ultimo, en el problema P/’-Tablao flamenco hay 12 producciones incompletas, un 13,8 %
del total en el problema. Es el caso de la produccién de la Figura[5-46] del resolutor 4°G-1.2.4,
que propone calcular el drea del Hall y luego “la aproximacién [jestimacién?] de alumnos y
profesores que haya” para asi calcular “las mesas que necesitariamos”. Pero no explica de
qué manera vincula estimacion de personas que caben en el hall con estimacion del nimero
de mesas para cubrirlo por completo.
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Figura 5-46.: Plan de resolucién Incompleto el problema P4’-Tablao flamenco.

Una vez finalizado el andlisis y estudio de casos de los tipos de plan de resolucion en la
experiencia Al (secuencia 1) y la investigaciéon B (secuencia 2), en la siguiente seccién se



5.2 Relacion entre plan de resolucion y contexto 169

estudiara si existe una relacién estadisticamente significativa entre los problemas y los tipos
de plan de resolucion.

5.2. Relacién entre tipo de plan de resolucién y
caracteristicas del contexto de los problemas de
estimacion

En esta seccion se expone el analisis de la relacion entre el tipo de plan de resoluciéon mas uti-
lizado en cada problema y las caracteristicas del contexto del problema. Se realiza a través
de un test de dependencia entre variables nominales cualitativas. En el apartado [5.2.1] se
analiza la relacién entre la variable “tipo de plan de resoluciéon” y la variable “contexto del
problema” de la secuencia 1 (experiencia A1), dando respuesta al objetivo OI 2. Recordemos
que las caracteristicas del contexto de los problemas, consideradas como variable, fueron
escogidas buscando la variabilidad de contraste, como se explicé en el Capitulo [ en la sec-
cién dedicada al diseno de la secuencia. En el apartado [5.2.2] se analiza esa misma relacién
entre tipos de plan de resolucién y variable de contexto para los problemas de la secuencia
2 (Investigacién B), con el fin de verificar que la relacién entre tipo de plan de resolucién y
caracteristicas del contexto se mantiene en una secuencia alternativa con problemas de con-
texto isomorfo (objetivo OI 3). Finalmente, en el apartado , se analiza la relacion entre
la tasa de respuestas incompletas y la introduccion de situaciones narrativas en el enunciado
de los problemas de la secuencia 2 (objetivo OI4). Estos resultados fueron publicados en
Ferrando, Segura y Pla-Castells (2020).

5.2.1. Relacién entre tipo de plan de resolucién y contexto de los
problemas en la secuencia 1 de la experiencia Al

Recordemos que, dentro de la Investigacion A, la experiencia A1l se llevé a cabo con una
muestra de N = 224 futuros maestros. Del total de 896 producciones recogidas, se cate-
gorizaron 756 producciones en cuatro tipos de plan de resolucion: Recuento, Linealizacién,
Unidad Base y Densidad. Las 140 producciones restantes de categorizaron como Incompleta,
por no desarrollar lo suficiente su respuesta como para ser consideradas un plan de resolu-
cién. Uno de los objetivos de la Investigacién A, abordado a través de la experiencia Al, era
encontrar una posible relacion entre tipo de plan de resolucién y contexto de los problemas
de la secuencia 1 (OI 2). Para alcanzar este objetivo, en primer lugar, se ha realizado un
andlisis estadistico descriptivo y, posteriormente, se ha realizado un andlisis inferencial. A
continuacion, explicamos las técnicas utilizadas y los resultados obtenidos. Como se quiere
analizar la relacion entre plan de resolucién y contexto del problema, sélo se consideran
las producciones de aquellos futuros maestros que fueron capaces de desarrollar un plan de
resolucion, por lo que las producciones categorizadas como Incompleta quedan fuera de este
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Tabla 5-1.: Distribucién de planes de resoluciéon por problemas de la secuencia 1 para 756
producciones completas.

Recuento Linealizacion Unidad Base Densidad | Total

P1 Frecuencia 1 28 110 51 190
% en P1 0,5% 14,7% 57,9 % 26,8 % 100 %

P2 Frecuencia 6 92 71 21 190
% en P2 3,2% 48,4 % 37,4 % 11,1% 100 %

P3 Frecuencia 2 15 67 96 180
% en P3 1,1% 8,3 % 37,2 % 53,3 % 100 %

P4 Frecuencia 4 31 160 1 196
% en P4 2,0% 15,8 % 81,6 % 0,5% 100 %

Total Frecuencia 13 166 408 169 756
% del total 1,7% 22.0% 54,0 % 22.4% 100 %

andlisis de dependencia entre variables.

Recordemos que la secuencia 1 fue disenada buscando el contraste entre ciertos valores de la
variable de contexto que son relevantes en este tipo de problemas: tamano de los elementos
(grande, mediano, pequeno); disposicién de los elementos (ordenada, desordenada); tamafio
de la superficie (grande, mediana, pequena); forma de los elementos (regular, irregular). Los
valores que caracterizaban el contexto de cada problema P1-P2-P3-P4 de la secuencia 1
aparecen recogidos en la Tabla [4-3]

La Tabla es una tabla de contingencia en la que se recogen los resultados que relacionan
los tipos de resolucién, en columnas, y los problemas - cada uno caracterizado por unos
valores de contexto - en filas. Asi, para cada uno de los cuatro problemas de la secuencia 1 se
recoge el nimero de producciones categorizadas en cada plan de resolucion. También se recoge
el porcentaje de cada plan de resolucién en relacion con el nimero total de producciones
completas para cada problema.

El andlisis estadistico de estos datos se realizd con el software Statistical Package for the
Social Sciences (SPSS). Para confirmar la existencia de una relacién estadisticamente sig-
nificativa entre ambas variables - los problemas, caracterizados por su contexto, y los tipos
de plan de resolucién — se utilizé la prueba Chi-cuadrado de independencia de variables
nominales, con DF' = 9 y N = 756, a través del contraste de hipdtesis. La hipdtesis nula
es que ambas variables son independientes, es decir, que la eleccién del plan de resolucién
es independiente de cada problema. La hipdtesis alternativa es que existe dependencia en-
tre el tipo de plan de solucién y el problema, escogido con unos determinados valores de
variable del contexto. Fijamos un nivel de significacién a = 0,01, obteniendo un valor de
xX2(9; 756) = 267,129 con p < 0,0001, lo que nos llevarfa a rechazar la hipdtesis nula. Sin
embargo, hay cuatro celdas de la tabla de contingencia con valor menor que 5, lo que su-
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Tabla 5-2.: Desviaciones porcentuales de las frecuencias observadas de la Tabla respecto
al valor que se esperaria sobre la base de la hipotesis nula.

Recuento Linealizacion Unidad Base Densidad

P1 —69,4% —32,9% +7,3% +20,1%
P2 +83,6% +120,5 % —30,8% —50,6 %
P3 —-35,4% —62 % —31% +138,6 %
P4 +18,7% —-28% +51,3% =97, 7%

pone un 25 %, y como las frecuencias menores que 5 no deben exceder el 20 %, el resultado
puede ser fiable o no. Para confirmar la fiabilidad, debemos basar nuestros resultados en
la prueba de razén de verosimilitud Chi-cuadrado (Likelihood Ratio Chi-Square test, LR),
que admite celdas con frecuencias inferiores a 5 (Ozdemir y Eyduran, 2005, McHugh| 2013]).
Asi, fijando un nivel de significacion de o = 0,01, el valor del test de razén de verosimilitud
Chi-Cuadrado es LR = 272,693 con una significacién asintética (bilateral) menor a 0, 0001.
Esto confirma que puede rechazarse la hipdtesis nula (Howell, 2012); por tanto, existe una
relacion significativa entre el tipo de plan escogido y la variable contextual del problema.
Ademas, hemos medido la fortaleza de la correlaciéon usando el coeficiente de contigencia
de Pearson y la V de Cramer. El coeficiente de contingencia de Pearson tiene un valor de
0,511 (en el rango entre 0 y 0,87) con una significacién igual a 0,001, lo que indica que la
relacion entre el problema y tipo de plan de resolucién es fuerte. Por otro lado, el valor de
la V de Cramer es V = 0,343, con p < 0,0001. Debe tenerse en cuenta que el coeficiente
V de Cramer tiende a producir medidas bajas de asociacion entre variables; de hecho, es
infrecuente observar valores de V proximos 1 y se puede considerar a 0,6 el valor méximo
habitual (L6pez-Roldéan y Fachelli, [2015)). Asi, se considera que 0, 343 es un tamano del efecto
medio-alto. Por tanto, no sélo existe una correlacién entre la variable de contexto y el tipo
de plan de resolucion, sino que la fortaleza de dicha asociacion es media-alta.

En la Tabla encontramos las desviaciones porcentuales de las frecuencias observadas de
la Tabla respecto al valor que se esperaria sobre la base de la hipétesis nula. Esta medida
de la desviacién respecto a lo esperado nos sirve de ayuda para interpretar la relacién entre
determinados valores del contexto de un problema, debido al diseno de la secuencia 1, y
el plan de resoluciéon escogido. A continuacién, se detalla la interpretacion de las siguien-
tes asociaciones encontradas entre valores de variable de contexto de cada problema, y las
componentes del plan de resoluciéon, modelo inicial y estrategia:

= En el diseno de la secuencia 1 se escogieron los problemas P2- Baldosas y P4- Coches
con el valor de la variable de contexto “distribucion de los elementos” = ordenada
(Tabla . Se encuentra que la frecuencia del plan de resolucion Linealizacion esté
un 120, 5% por encima de lo esperado en P2- Baldosas. Aunque estd por debajo de lo
esperado en el resto (lo que indica que Linealizacién se concentra en P2), en P4-Coches
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aparece con una frecuencia algo menos por debajo de lo esperado (—28 %) que en P1
(—32,9%) vy, sobre todo, P3 (=62 %). De estos resultados se puede interpretar que el
orden en la distribucion de los elementos cuyo niimero hay que estimar se relaciona con
el aumento de modelos iniciales unidimensionales. En otras palabras, los resolutores
tienden a colocar por filas los elementos, para obtener una estimacion lineal, cuando
identifican o interpretan que éstos se distribuyen en el espacio de manera ordenada. Sin
embargo, esto ocurre especialmente cuando la distribucion de los elementos es obvia y
visible en la propia situacion real, es decir, cuando estan presentes, como en P2- Bal-
dosas. En el caso de P4-Coches, al ser elementos ausentes de la situacion del problema
(el aparcamiento no estd lleno de coches), no es tan evidente la interpretaciéon de esa
distribucion ordenada y, por tanto, se asocia con menor intensidad a Linealizacion.

También parece haber una asociacion entre la distribucién ordenada de los elementos
(P2-Baldosas y, con menor claridad, P4-Coches) y el uso del plan de resolucién Re-
cuento, pues aparece con una frecuencia de un +83,6 % por encima de lo esperado en
P2y de un +18,7 % por encima de lo esperado en P4. Se puede interpretar, por tanto,
que el orden en la de los elementos cuyo nimero hay que estimar se asocia con estra-
tegias de recuento. Los resolutores tienden a contar los elementos si los ven ordenados,
especialmente cuando dichos elementos estdn presentes en el lugar real del problema
(P2-Baldosas) y no deben simular ese recuento.

Por el contrario, en el diseno de la secuencia 1 se escogieron los problemas P1-Personas
y P3-Césped con valor de la variable de contexto “distribucién de los elementos” =
desordenada. En el caso de P3-Césped, el desorden de los elementos era claro por estar
presentes en el lugar real del problema. Ademds, su distribucién también se percibe
claramente heterogénea, pues no hay una cantidad uniforme de césped en todo el espa-
cio. Sin embargo, en el caso de PI-Personas dicha distribucién desordenada no era tan
clara por ser elementos que no estén presentes en el lugar del problema (el porche no
estd repleto de estudiantes), por lo que el modelo inicial del resolutor podria ser mas
variable. En la Tabla encontramos que, en los problemas P1 y P3, con distribucion
desordenada de los elementos, hay una frecuencia mayor de planes de resolucion basa-
dos en un modelo inicial bidimensional (Unidad base y Densidad). Ademés, en P1y P3
disminuye significativamente la frecuencia de planes de resolucién basados en recuento
o en linealizacion, que estaban asociados a contextos con distribucion ordenada de los
elementos. Por tanto, se interpreta que los resolutores tienden a construir un modelo
inicial basado en magnitudes bidimensionales (superficies) y medida de areas cuando
identifican o interpretan que los elementos se distribuyen en el espacio de manera des-
ordenada. De hecho, si afinamos dentro de los modelos iniciales bidimensionales, se
asocia desorden con mayor frecuencia al plan de resoluciéon Densidad, pues encontra-
mos que estd un +20, 1% por encima de lo esperado en P1- Personas y un +138,6 %
por encima de lo esperado en P3- Césped.
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= En el diseno de la secuencia 1 se escogio el problema P/-Coches con el valor de la va-
riable de contexto “tamano de los elementos” = grande. Se encuentra que la frecuencia
del plan de resolucién Unidad base estd un +51,3 % por encima de lo esperado en este
problema. Esto apoya la interpretacién de que un tamano grande de los elementos a
estimar — en este caso, los coches - se relaciona con producciones en las que el resolutor
utiliza su area como unidad de medida de la superficie total.

= Por el contrario, un tamano de los elementos pequeno, cuando estos se distribuyen en
la superficie de manera desordenada, como ocurre en P3-Césped, se vincula con planes
de resolucién basados en la densidad de una subarea muestral. Como se ha indicado
anteriormente, que en P3 el resolutor perciba con claridad el desorden e irregularidad
en la distribucién de las briznas de césped, y que ademas sean un elemento con un
tamano pequeno y forma bastante irregular, dificultando la medida de su area, son
variables del contexto que parecen tener una relacién mas natural con el uso de una
pequena zona delimitada como muestra en la que estimar por recuento la densidad de
briznas y luego proceder por un razonamiento de proporcionalidad. De ahi que sea el
problema que concentra la mayoria de planes de resolucion Densidad.

» El tamano mediano de los elementos, cuando estos se distribuyen en la superficie de
manera desordenada, como ocurre en PI-Personas, concuerda con la interpretaciéon
anterior sobre el tamano del elemento grande asociado a Unidad base y el tamano del
elemento pequeno asociado a Densidad, pues en P1 el plan de resolucién Unidad base
es el més empleado (un +7,3 % por encima de lo esperado) pero Densidad también
tiene una frecuencia alta, un +20,1 % por encima de lo esperado.

= No parece haber una relacién clara entre el tamafno de la superficie y el tipo de plan
de resolucion.

En resumen, la relacién entre cada problema de la secuencia 1, escogido segin determinados
valores de la variable de contexto, y el tipo de plan de resolucién mas frecuente, es significativa
con un tamano del efecto medio-alto, y puede interpretarse en términos de cémo afectan
esos valores de la variable de contexto al modelo inicial de la distribucién de los elementos
o la estrategia para estimar su niimero. Un problema cuyos elementos son percibidos por el
resolutor como ordenados en la superficie se relaciona con una mayor frecuencia de planes de
resolucion Linealizacion. Los problemas cuyos elementos son percibidos por el resolutor como
desordenados en la superficie se relacionan con una mayor frecuencia de modelos iniciales
bidimensionales. En particular, cuando el tamano de los elementos es grande, este valor del
contexto se asocia con planes de resolucion Unidad base; y cuando el tamano de los elementos
es pequeno, se asocia con planes de resolucién Densidad.
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Tabla 5-3.: Distribucion de planes de resoluciéon por problemas de la secuencia 2 para 270
producciones completas.

Recuento Linealizacion Unidad Base Densidad | Total
P1’ Frecuencia 2 9 25 25 61
% en P1’ 3,3% 14,8% 41,0% 41,0 % 100 %
P2’ Frecuencia 10 36 14 4 64
% en P2’ 15,6 % 56,25 % 25 % 6,25 % 100 %
P3’ Frecuencia 1 8 61 5 75
% en P3’ 1,3% 10,7% 81,3% 6,7 % 100 %
P4’ Frecuencia 1 8 61 D 75
% en P4’ 1,3% 10,7% 81,3% 6,7 % 100 %
Total Frecuencia 15 57 125 73 270
% del total 5,6 % 21,1 % 46,3 % 27,0 % 100 %

5.2.2. Relacién entre tipo de plan de resolucién y contexto de los
problemas en la secuencia 2 de la investigacion B

El objetivo principal del diseno de la secuencia 2 fue, como se ha explicado, validar si las
relaciones entre las caracteristicas del contexto de un problema de estimacién en contexto
real y el tipo de plan de resolucién se mantienen en secuencias alternativas a la secuencia 1.
Con ello, queremos verificar que las relaciones encontradas en el apartado no dependen
de un contexto concreto (el porche y las personas; el espacio entre el gimnasio y la facultad
con baldosas; la jardinera con césped; el aparcamiento y los coches) sino de los valores de la
variable de contexto determinadas. Por ello, se disené la secuencia 2 que, desde el punto de
vista del valor de la variable contextual, es isomorfa a la secuencia 1, y se realizé un analisis
a partir de una tabla de contingencia homoélogo al realizado en la primera secuencia.
Recordemos que la investigacién B se llevd a cabo con una muestra de N = 87 futuros
maestros. Del total de 348 producciones recogidas, se categorizaron 270 producciones en
cuatro tipos de plan de resolucién: Recuento, Linealizacién, Unidad Base y Densidad. Las
78 producciones restantes de categorizaron como Incompleta, por no desarrollar lo suficiente
su respuesta como para ser consideradas un plan de resolucién.

La Tabla[5-3| recoge, para cada uno de los cuatro problemas P1’-P2-P3’-P4’ de la secuencia
2, el nimero de producciones categorizadas en cada plan de resoluciéon. También se recoge
el porcentaje de cada plan de resoluciéon en relacién con el nimero total de producciones
completas para cada problema.

El andlisis estadistico de estos datos se realizd con el software Statistical Package for the
Social Sciences (SPSS). Se utilizé la prueba Chi-cuadrado de independencia de variables
nominales, con DF' =9 y N = 270, a través del contraste de hipétesis. La hipdtesis nula es
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que ambas variables son independientes, es decir, que la eleccion del plan de resolucion es
independiente de cada problema. La hipotesis alternativa es que existe dependencia entre el
tipo de plan de solucién y el problema, escogido con unos determinados valores de variable
del contexto. Fijamos un nivel de significaciéon o = 0,01, obteniendo un valor de x?(9;270) =
143,526 con p < 0,0001, lo que nos llevaria a rechazar la hipdétesis nula. Sin embargo, hay
cinco celdas de la tabla de contingencia con valor menor que 5, lo que excede el 20 %, por
lo que el resultado puede ser fiable o no. Para confirmar la fiabilidad, basamos el resultado
en la prueba de razén de verosimilitud Chi-cuadrado. Asi, fijando un nivel de significacién
de a = 0,01, el valor del test de razén de verosimilitud Chi-Cuadrado es LR = 135,953
con una significacién asintética (bilateral) menor a 0,0001. Por tanto, existe una relacién
significativa entre el tipo de plan escogido y la variable contextual del problema. Hemos
medido la fortaleza de la correlacion usando el coeficiente de contigencia de Pearson y la V
de Cramer. El coeficiente de contingencia de Pearson tiene un valor de 0,589 (en el rango
entre 0 y 0,87) con una significacién igual a 0,001, lo que indica que la relacién entre el
problema y tipo de plan de resolucion es fuerte. Por otro lado, el valor de la V de Cramer es
V =10,421, con p < 0,0001, una fortaleza de asociacién media-alta.

Pero no sélo se mantiene, para la secuencia 2, la existencia de una relacién significativa entre
caracteristicas del contexto de los problemas y tipo de plan de resolucién. Si se observan y
comparan la Tabla[5-1]y la Tabla[5-3| se comprueba con bastante claridad que la proporcién
de tipos de plan de resoluciéon para cada problema P/ es similar, con variaciones que no
cambian la interpretacién, a la que se obtuvo en cada problema isomorfo P;.

Distribucién de los tipos de plan de resolucién en la Distribucién de los tipos de plan de resolucién en la
secuencia 1 secuencia 2

—Pl —P2 P3 S P1' sesees P2 P3 pa:

Recuento Recuento

Densidad \ -u/ Linealizacién Densidad T TR Linealizacion
{ wa i
\{.”

Unidad base Unidad base

Figura 5-47.: Representacién grafica de los resultados del analisis del plan de resolucién
para las dos secuencias

La Figura [5-47| nos permite ver, a través de la representacién gréafica, la similitud de las
distribuciones de los tipos de plan de resolucion en la secuencia 1 y la secuencia 2. Es muy
relevante el hecho de que se mantenga la interpretacién sobre como afectan los valores de
la variable de contexto al plan de resolucién. Nos permite confirmar que los resultados de
la secuencia 1 no dependian de contextos concretos, sino del valor de determinadas carac-
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teristicas relevantes (tamano de los elementos, distribucién de los elementos, forma de los
elementos, etc.) que se habian identificado y escogido para el diseno de la secuencia.

En efecto, se observa que en P2’-Ladrillos pintados, de contexto isomorfo a P2-Baldosas, es
decir, con una distribucion ordenada de los elementos a estimar, de tamano pequeno y forma
regular, se mantiene la asociacién con el plan de resolucion Linealizacion. Un 48,4 % de las
producciones de P2’ se basaron en modelos iniciales unidimensionales, cuando la proporcién
sobre el total de producciones de la secuencia fue de solo un 21,1 %.

También se observa que en Pj’-Tablao flamenco, de contexto isomorfo a P4-Coches, es de-
cir, con una distribucién ordenada de los elementos a estimar (aunque no tan claramente
percibida por el resolutor por tratarse de elementos ausentes del lugar del problema), y con
tamano de los elementos grande, se mantiene la asociacion con el plan de resoluciéon Unidad
base (un 81,3 % del total de las producciones categorizadas en este problema).

Del mismo modo, en P3&’-Palomitas, de contexto isomorfo a P3-Césped, es decir, con una
distribucién claramente desordenada y heterogénea de los elementos a estimar, cuyo tamafo
es pequeno y de forma irregular, se mantiene la asociacion con el plan de resolucion Densidad.
En P1°-Llaves robadas, de contexto isomorfo a PI1-Personas, es decir, con una distribucion
desordenada de los elementos a estimar, cuyo tamano es mediano, hay una mayor proporcion
de planes de resoluciéon Densidad que en P1, un 41 %, siendo el plan de resolucién més
utilizado por los resolutores junto a Unidad base. Esta mayor proporcién de Densidad en
P1’ no sélo no cambia la interpretacion de los resultados, sino que confirma la idea de que
un tamano mediano de los elementos, cuando se distribuyen de manera desordenada, se
asocia tanto con Unidad base (vinculado al tamano grande) como con Densidad (vinculado
al tamano pequeno).

En definitiva, las relaciones entre caracteristicas del contexto y plan de resolucion se mantie-
nen, con independencia de las secuencias, es decir, de los lugares reales concretos en los que
se sitia el problema. Por tanto, se pueden asociar determinadas caracteristicas del contexto
a mayor uso de algunos tipos de plan de resolucion.

5.2.3. Efecto de la complejidad de la estructura del enunciado de la
secuencia 2 de la investigacion B

El analisis de los resultados de la experiencia con la secuencia 2 nos ha permitido alcanzar el
objetivo principal de la investigacion B: validar que las relaciones entre contexto y plan de
resolucion de la secuencia 1 se mantienen cuando cambian los problemas, pero los contextos
son similares. Pero, al disefiar la secuencia 2, como se ha explicado en el Capitulo [4] se intro-
dujeron variaciones en la estructura sintéctica de los problemas. Esto permite emprender un
estudio exploratorio en la Investigacién B, abordando el objetivo OI 4: analizar el impacto
que la estructura sintactica del problema tiene en lo que habiamos definido anteriormente
como rendimiento de éxito de los futuros maestros. Recordemos que el ézrito es un primer
indicador de rendimiento, que se asocia a las producciones completas (aquellas en las que se
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Tabla 5-4.: Resumen de los resultados segun el éxito de cada problema en la secuencia 1 y
la secuencia 2.

P1 P | P2 P2’ | P3 P3 P4 P4’
Exito NO | 34 26 34 23 44 17 28 12
ST | 190 61 190 64 180 70 196 75
Total 224 87 224 87 224 87 224 87
Tasa de éxito 84, 7% T0% | 84,7% 73% | 80,3% 80,4% | 87,5% 86,2%

proponen planes de resolucién). Este estudio exploratorio pretende abrir una via de inves-
tigacién en la linea de trabajos sobre la relacién entre la estructura sintactica del problema
y el rendimiento en resoluciéon de problemas verbales (Days y cols., (1976} |Orrantia y cols.|
2014)), pero centrandonos en problemas de contexto real (Leifl y cols., 2019).

En la Tabla se recogian los cambios en la variable de estructura de los problemas de
la secuencia 2 respecto a los de la secuencia 1. En P1’-Llaves robadas se introduce mayor
complejidad sintactica en el enunciado mediante una situacién narrativa breve que anade
ambigiiedad a la pregunta, pues como vimos en el estudio de casos de los planes de resolu-
cién de este problema, genera cierta confusién entre si lo que se pide es el nimero de personas
que hay en las aulas o el nimero de personas que pueden llenar el pasillo. En P2’-Ladrillos
pintados se introduce también una situacion narrativa breve que implica formular la pre-
gunta de manera indirecta, pues se pregunta por el nimero de estudiantes que se necesitan
para pintar los ladrillos, pero los elementos cuyo nimero hay que estimar son los ladrillos.
En P3-Palomitas y P4’-Tablao flamenco se introduce mayor complejidad sintactica en el
enunciado mediante una situacién narrativa que no anade ambigiiedad a la situacién del
problema. Nos preguntamos si modificar estas variables de estructura de los problemas de
la secuencia 2 afectara negativamente a la capacidad de los futuros maestros de desarrollar
un plan de resolucion.

Responder a esta pregunta supone encontrar si existe una relacién entre la variable de es-
tructura y el rendimiento de éxito en resolucién de problemas de estimacién en contexto real.
Con ese fin, definiremos la tasa de éxito de un problema como la proporcion de planes de
resolucién (es decir, excluyendo las producciones incompletas) respecto al total de produc-
ciones recogidas en el problema. Se trata de una medida que permite comparar el “éxito” en
los problemas P1-P1’, P2-P2’, P3-P3’ y P4-P4’. Para establecer estas comparaciones entre
los problemas de las dos secuencias haremos un analisis de las diferencias en las proporciones
problema a problema. La Tabla resume las frecuencias de las producciones completas e
incompletas para cada problema en cada secuencia, y mide la tasa de éxito de cada problema
de la secuencia 1 y la secuencia 2.

Fijamos un nivel de significaciéon a = 0, 05. Para analizar la comparacion de la tasa de éxito
de cada par de problemas isomorfos, se establece como hipétesis nula que no hay diferencia
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entre la tasa de éxito de un problema P; y de su isomorfo P/. Considerando una prueba z
de contraste unilateral derecho de proporciones, la hipotesis nula puede rechazarse para los
pares de problemas P1-P1’ (con z = 2,9503 y p = 0,00159) y P2-P2’ (con z = 2,3035 y
p = 0,01072). Sin embargo, para los pares de problemas P3-P3’ y P4-P4’ no se puede rechazar
la hipétesis nula, pues las tasas de éxito son muy similares, como se observa claramente en
la Tabla [5-41

Por lo tanto, introducir mayor complejidad sintactica en el enunciado de los problemas de
estimacion en contextos reales cercanos a los futuros maestros sélo tiene impacto en su
rendimiento de éxito cuando estas situaciones narrativas introducen cierta ambigiiedad en
la pregunta del problema (como ocurre con P1’-Llaves robadas), o cuando implican que la
pregunta se formule de manera indirecta (como ocurre con P2~ Ladrillos pintados).

5.3. Evolucion de los planes de resolucion individual a las
resoluciones grupales e in situ

Esta seccién pone el foco en las resoluciones completas desarrolladas por los futuros maestros
en el lugar real de los problemas durante la experiencia A2. En el apartado se presentan
los resultados de la categorizacién de los tipos de resolucién, adaptando las categorias de
plan de resolucién individual a resoluciones grupales in situ, abordando asi el objetivo OI 5.
En el apartado [5.3.2] se analiza la evolucion de los planes de resolucion individuales a las
grupales para determinar cudl es la influencia del trabajo en grupo y del trabajo realizando
mediciones in situ. En concreto, se compararan los tipos de resolucién empleados por los
grupos en la experiencia A2 con los tipos de plan de resolucion de los miembros del grupo en
la experiencia A1, identificando qué tipos de acuerdos se han tomado y cémo se ha gestionado
el consenso en la resolucién grupal. También se estudiara qué aspectos del trabajo en el lugar
del problema afectan a las resoluciones del grupo. Las preguntas C1 y C2 del cuestionario pos-
experiencia nos permitirdn completar este andlisis cualitativo con las reflexiones recogidas
sobre el trabajo en grupo y en el lugar real del problema. Esto responde al objetivo OI 6.
En el apartado se exponen los resultados de la categorizacion de factores de complejidad
para los planes de resolucién individuales de la experiencia A1 y para las resoluciones grupales
e in situ de la experiencia A2. Esto permite comparar los factores de complejidad en planes de
resolucién y resoluciones completas. Ademas, se identifica qué caracteristicas del contexto
real promueven que los estudiantes incluyan determinados factores de complejidad, tanto
en los planes de resolucién individual como en las resoluciones grupales. Se completa, por
tanto, el objetivo OI 7. Los resultados de este apartado se publicaron en Segura, Ferrando y
Albarracin (2021)).
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5.3.1. Tipos de resoluciones en grupo e in situ

Recordemos que en la experiencia A2, los mismos 224 futuros maestros que plantearon
planes de resolucion para los cuatro problemas de la secuencia 1, se volvieron a enfrentar a
la secuencia 1 formando N = 62 grupos de entre 3 y 5 personas. En la experiencia A2 los
grupos no debian plantear un plan de resolucién, sino una resolucion efectiva, que incluyera
una estimacién numeérica del nimero de elementos que caben en la superficie del problema,
pudiendo realizar para ello mediciones en los lugares fisicos reales en los que se ubicaban los
cuatro problemas.

Como se explicé en el Capitulo [, durante el proceso de categorizacién de las 248 produc-
ciones recogidas en la experiencia A2 se empled el mismo instrumento de anélisis basado en
los componentes de modelo inicial y estrategia asociada. La misma categorizacion utilizada
en los planes de resolucién era aplicable en este analisis con una fiabilidad muy alta. Con
la excepcion de la categoria Recuento, que no aplicé en ninguna producciéon, se encontraron
las mismas categorias de lo que, en esta experiencia, denominaremos tipos de resolucion:
Linealizacién, Unidad base y Densidad. También se categorizaron algunas resoluciones co-
mo Incompleta. La diferencia con el andlisis de tipos de plan de resolucion descrito en el
apartado [5.1.1, como se verd en los ejemplos que mostraremos a continuacién, es que en las
producciones recogidas en la experiencia A2 los procedimientos matematicos se ejecutan y
no solo aparecen como una propuesta.

A continuacién, presentamos los resultados del analisis cualitativo y descriptivo de los tipos
de resolucién de la experiencia A2. El anélisis cualitativo no sera exhaustivo porque es similar
al descrito para los planes de resolucién de la experiencia Al.

Linealizacion

Se han categorizado 14 producciones grupales como resolucion basada en la linealizacion, un
6 % del total. La mitad de ellas en P2- Baldosas, y 4 en P4-Coches. Un ejemplo de resolucion
categorizada como Linealizacion es el del grupo 4°I- G2. En la Figura [5-48| observamos que
reducen el espacio del problema a un modelo inicial de dos magnitudes lineales, dos filas
de ladrillos [baldosas pequenas], a lo largo y a lo ancho. Miden la longitud con una unidad
estandar, el metro. El procedimiento matematico asociado a este modelo inicial unidimensio-
nal es la densidad lineal: cuentan cuantas baldosas caben a lo largo en un metro, y cuantas
baldosas caben a lo ancho en un metro. Esto les permite estimar el niimero de baldosas en la
fila que recorre el largo del espacio, y el nimero de baldosas en la fila que recorre el ancho del
espacio. Finalizan realizando un producto cartesiano para pasar de las estimaciones lineales
a una estimacién numérica del nimero de baldosas en toda la superficie.

Unidad Base

Se han categorizado 141 producciones grupales como Unidad base, un 57 % del total de
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Figura 5-48.: Resolucién grupal e in situ categorizada como Linealizaciéon para el problema
P2-Baldosas.

producciones recogidas en la experiencia A2. La mayor frecuencia de este tipo de resolucién
se encuentra en los problemas P2-Baldosas (49 resoluciones) y en P4-Coches (58 resoluciones,
un 93,6 % de las producciones de este problema).
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Figura 5-49.: Resolucién grupal e in situ categorizada como Unidad base para el problema
Pj-Coches.

En la Figura[5-49|encontramos un ejemplo de resolucién categorizada como Unidad base. Se
trata de una produccién del grupo 4°D — G6, para el problema P/-Coches. Se observa como
han establecido un modelo inicial del espacio real muy sencillo: una superficie rectangular
para el aparcamiento y una superficie rectangular para el espacio ocupado por el coche, que
se distribuye por la superficie del aparcamiento hasta completarla, sin seguir un orden en la
distribucién. Se miden las areas de la superficie total y de la superficie de la unidad base
(el coche), y luego, “para saber cudntos coches caben en el parking, dividimos el drea del
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espacio [del aparcamiento] entre el drea del espacio del coche”.

Densidad

Se han categorizado 89 producciones grupales como Densidad, un 36 % del total. 47 corres-
ponden al problema P1-Personas, y 37 al problema P3-Césped.
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Figura 5-50.: Resolucién grupal e in situ categorizada como Densidad para el problema
P1-Personas.

Un ejemplo para PI-Personas es el de la produccién del grupo 4°I- G6. En la Figura
observamos como el grupo ha identificado que la superficie rectangular del porche esta
cubierta por grandes baldosas, lo que utilizan para establecer un modelo inicial en el que
se considera la baldosa como subarea muestral, en la que caben 3 personas. Se considera,
por tanto, la superficie del porche como un area en la que se puede establecer una particién
por rectangulos (las baldosas) en las que colocar a las personas de manera uniforme (tres
por baldosa). El grupo G6 cuenta las baldosas a lo largo y a lo ancho para encontrar el
nimero de baldosas que cubren la superficie del porche. Una vez sabe cuantas veces cabe
esta subarea muestral en el area total, sélo deben multiplicar este niimero por el nimero de
personas que caben en una baldosa. En esta resolucién, ademas, han restado 12 personas,
que corresponden a las cuatro baldosas ocupadas por los cuatro pilares que pueden verse en
la fotografia de la Figura [5-50

En la Figura[5-51] encontramos un ejemplo de resolucién categorizada como Densidad para el
problema P3-Césped. Se trata de la produccion del mismo grupo G6. El grupo identifica unos
obstéculos sin césped (dos alcantarillas) y calcula su drea para descontarlos del area total de
la jardinera. Se trata de un factor de complejidad para ganar precisién en la estimacion, pero
sobre este aspecto de las resoluciones nos centraremos en el apartado [5.3.3] El modelo de la
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resolucién se basa en calcular el drea “itil” de la jardinera rectangular (241129c¢m?) y luego
determinar una subdarea muestral en la que calcular una densidad. El G6 ha llamado a esta
subarea muestral, una superficie cuadrada de 10 centimetros de lado, “zona imaginaria”. Es
una forma de aludir al cardcter de muestra arbitraria de esta zona que han determinado
para contar cudntas briznas de césped hay (cuentan 75 briznas). A continuacién, vemos que
utilizan una proporcién de razones (que llaman “equivalencia entre las briznas que caben en
100cm? y las que cabrian en el total de la superficie” de 241129¢m?) para dar una estimacion
numérica del nimero total de briznas de césped que cubren la jardinera.
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Figura 5-51.: Resolucién grupal e in situ categorizada como Densidad para el problema
P3-Césped.

Incompleta

Por 1ltimo, se han categorizado solamente 4 producciones como Incompleta, un 4% del
total. De ellas, tres corresponden al problema P3-Césped y una a P2-Baldosas. Una de las
producciones categorizadas como Incompleta es la del grupo 4°K- G6, en la que, como puede
observarse en la Figura [5-52] se calcula el drea de la jardinera, pero no se ejecuta ningin
procedimiento que lleve a una estimacion del nimero de briznas de césped. Las otras tres
producciones categorizadas como Incompleta son analogas: en todas ellas se calcula el area
de la superficie total pero no se desarrolla ningiin procedimiento matematico que conduzca
a la estimacién numérica del nimero de elementos.
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Problema 3 :Cuantas briznas de césped hay en este espacio?
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Figura 5-52.: Resolucion grupal e in situ categorizada como Incompleta para el problema
P3-Césped.

5.3.2. Influencia del trabajo in situ y en grupo en la evolucion de los
planes de resolucion individuales a las resoluciones grupales

Recordemos que en la experiencia A2 participaron los mismos 224 futuros maestros que en
la experiencia Al, enfrentdndose a la misma secuencia 1 de cuatro problemas de estimacién
en contexto real, pero esta vez en grupos de entre 3 y 5 personas y trabajando en el lugar
real de cada problema. Una vez analizados los tipos de resolucion de las 248 producciones
realizadas por los N = 62 grupos de futuros maestros, nuestro objetivo es analizar como las
resoluciones grupales han cambiado respecto a los planes de resolucion individuales de los
miembros del grupo.

El primer paso en este analisis es comparar, para cada problema, la proporcion de cada tipo
de plan de resolucién de la experiencia A1, recogida en la Tabla[5-1] con la proporcién de cada
tipo de resolucién grupal de la experiencia A2. Asi, la Tabla[5-5|recoge, para cada uno de los
cuatro problemas P1-P2-P3-P4 de la secuencia 1, el nimero de producciones categorizadas en
cada tipo de resolucion, excluyendo por tanto las cuatro producciones incompletas. También
se recoge el porcentaje de tipo de resolucién en relacién con el niimero total de producciones
completas para cada problema.

Si uno observa la Tabla [5-5] encuentra que algunas de las relaciones entre caracteristicas
del contexto del problema y tipo de resolucién se mantienen. En el caso de P3-Césped, el
desorden de la distribucion del césped y su tamano pequeno e irregular se siguen vinculando
a Densidad como tipo de resolucién maés utilizado por los grupos de futuros maestros (un
62,7 % de las resoluciones del problema). El tamano grande de los elementos (coches) en
P4-Coches también contintia vinculdndose con la Unidad base, con un 93,5 % de las resolu-
ciones categorizadas en esta tipologia. La distribucién ordenada de las baldosas, de tamano
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Tabla 5-5.: Distribucion de tipos de resolucion por problemas de la secuencia 1 para las 244
producciones completas de la experiencia A2.

Linealizacion Unidad Base Densidad | Total
P1 Frecuencia 1 14 47 62
% en P1 1,6 % 22,6 % 75,8 % 100 %
P2 Frecuencia 7 49 ) 61
% en P2 11,5% 80,3 % 8,2% 100 %
P3 Frecuencia 2 20 37 59
% en P3 3,4 % 33,9% 62,7 % 100 %
P4 Frecuencia 4 58 0 62
% en P4 6,5 % 93.,5% 0,0% 100 %
Total Frecuencia 14 141 89 224
% del total 25,7% 57,8 % 36,5 % 100 %

pequeno y forma regular, también se asocia con un incremento de resoluciones basadas en
la linealizacién, pero en la experiencia A2 este efecto es muy moderado (un 11,5% de las
resoluciones), y la mayoria de grupos han optado por resoluciones Unidad base. En el ca-
so de P1-Personas, la distribucion desordenada de elementos de tamano mediano se sigue
vinculando a Unidad base y Densidad, pero esta vez, al contrario que en la experiencia Al,
es Densidad el tipo de resolucién mayoritario (un 75,8 % de las resoluciones). Por tanto,
aunque las asociaciones se mantienen, lo hacen en distinto grado, y con algunas diferencias
en PI-Personas y P2-Baldosas que deben ser explicadas, como se vera a continuacion, por
algunos factores del contexto real del problema que son percibidos cuando se trabaja in situ.

Influencia del trabajo en el lugar real del problema en la resolucién grupal

Un andlisis comparativo entre la[5-1]y la Tabla mediante la comparacién de proporcio-
nes, combinado con un andlisis cualitativo que ayuda a interpretar estos resultados estadisti-
cos, apoyado en las reflexiones de los propios resolutores sobre el trabajo in situ recogidas en
el cuestionario post-experiencia, nos permitird discutir la influencia que ha tenido el trabajo
empirico en el lugar real del problema para los problemas de la secuencia 1.

La primera diferencia notable entre la y la Tabla es que, como ya hemos indicado,
ninguna resolucién grupal de la experiencia A2 ha sido categorizada como Recuento. Es
cierto que en la experiencia Al solamente 13 planes de resolucion se categorizaron como
Recuento (Tabla , pero los resultados de la experiencia A2, que tuvo caracter empirico,
porque los resolutores trabajaron midiendo y realizando estimaciones numéricas en el lugar
real de los problemas, confirma la inviabilidad de este tipo de procedimiento para problemas
en los que el nimero a estimar es muy grande. La percepcion, en el lugar del problema, del
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tamano del espacio a estimar, y de la gran cantidad de elementos que caben, es un factor
determinante que explica que ningiin grupo haya optado por buscar una estimacién a través
del recuento, ni siquiera en los problemas en los que los elementos estan presentes en el lugar
del problema, P2- Baldosas y P3- Césped.

En PI1-Personas hay un claro descenso del uso de Unidad base en las resoluciones grupales
(22,6 %) respecto de los planes de resolucién individuales (57,9 %, ver Tabla [5-1]). El tipo
de resolucién que se beneficia es la Densidad, que pasa del 26,8 % en los planes individuales
al 75,8 % en las resoluciones grupales. Una prueba z de contraste unilateral derecho de
proporciones nos permite asegurar que el cambio en la proporcién de Unidad base en PI-
Personas es significativo, fijado un nivel de significaciéon o = 0,01 (con z = 4,8 y p <
0,0001). El andlisis cualitativo de las resoluciones, y las respuestas recogidas a la pregunta
C1 del cuestionario post-experiencia (ver R4 en la Tabla , nos permitiran explicar qué
aspectos del lugar real del problema influyen en este cambio del uso de Unidad base de los
planes de resolucion individual a las resoluciones grupales e in situ.

En P2-Baldosas, el uso de Linealizacion disminuye claramente en las resoluciones de la expe-
riencia A2, pasando del 48, 4 % de los planes de resolucién individuales (Tabla al 11,5 %
de las resoluciones grupales. El tipo de resolucién que se beneficia es la Unidad base, que
pasa del 7,4 % de los planes de resolucién individual al 80,3 % de las grupales. Una prueba
z de contraste unilateral derecho de proporciones nos permite asegurar que el cambio en la
proporciéon de Linealizacién en P2-Baldosas es significativo, fijado un nivel de significacién
a = 0,01 (con z = 5,1y p < 0,0001). El andlisis cualitativo de las resoluciones grupales
no aclara las razones del cambio, pero algunas respuestas a la pregunta C1 del cuestionario
post-experiencia (ver R5 en la Tabla si han permitido identificar qué aspectos del lugar
real del problema han influido en el descenso del uso de Linealizacién.

En los problemas P3-Césped y P4-Coches, como ya se ha indicado, no hay diferencias signifi-
cativas en la proporcién del uso de los tipos de resolucién respecto a los planes de resolucion
individuales. Esto nos permite interpretar que, durante la experiencia A2, en los lugares
reales de los problemas P3 y P4 no hubo aspectos que condicionaran las resoluciones res-
pecto a los planes de resolucién de la experiencia Al. Esta interpretacion se confirma con
los resultados del cuestionario post-experiencia, ya que no se han recogido respuestas a C1
que aludan a la influencia del trabajo en el lugar real del problema para P3 y P4 (ver Tabla
5-6)).

Ademas de comparar los tipos de resolucién y de plan de resolucién, un aspecto importante
de la influencia del trabajo grupal e in situ en la resoluciéon de problemas de estimacién real
que debemos analizar es si trabajar de manera grupal, en el lugar real del problema, ayuda
a mejorar el rendimiento. En la experiencia Al se categorizaron como Incompleta 140 de las
896 producciones. La tasa de éxito de la secuencia 1 en la experiencia Al fue, por tanto,
de un 84,38 %. En la experiencia A2, sin embargo, se categorizaron como Incompleta sélo
4 de las 248 producciones. La tasa de éxito de la secuencia 1 en la experiencia A2 fue de
un 98,4 %. Al analizar la comparacién de las tasas de éxito para cada muestra (planes de
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resolucién individuales y resoluciones grupales) mediante una prueba z de contraste unilate-
ral derecho de proporciones, se puede rechazar la hipdtesis nula (no hay diferencia entre la
tasa de éxito) con una significacién de 0,01 (con z = 5,9 y p < 0,0001). Se puede inferir,
por tanto, que el trabajo en el lugar del problema, y en grupo, es una herramienta de anda-
miaje que facilita la resolucién de problemas de estimacion contextualizados. Este resultado
también se ve respaldado por algunas reflexiones de los resolutores recogidas en la pregunta
C1 del cuestionario post-experiencia (R6, R7 y R9 de la Tabla , como se explicara a
continuacion.

En efecto, el cuestionario post-experiencia estaba compuesto por tres preguntas abiertas para
recoger reflexiones de los resolutores sobre las experiencias A1 y A2. La primera pregunta,
C1, era la siguiente:

C1. ;Medir in situ ha cambiado tu opinién sobre como resolver de la mejor manera
posible alguno de los problemas? Explica en qué te ha influido a ti o al grupo
hacer mediciones y en qué problemas esto os ha inducido a proponer una estrategia
distinta a la que habias presentado de forma individual.

Las respuestas a esta pregunta permiten complementar el andlisis descriptivo anterior, en-
contrando algunas claves que ayudan a interpretar los cambios de uso de resoluciones en P1
y P2, asi como el incremento de la tasa de éxito en la experiencia A2. Como se explico en el
Capitulo 4l las N = 105 respuestas se categorizaron en nueve categorias de respuesta. Los
resultados de esta categorizacion son los siguientes:

Tabla 5-6.: Frecuencia de las categorias de respuesta a la pregunta C1 del cuestionario
post-experiencia para N = 105 futuros profesores.

Categoria de respuesta Frecuencia
R1. Incompleta / no contesta a la pregunta. 11
R2. El trabajo en el espacio del problema le ha permitido perci- 25

bir /visualizar la situacién del problema con claridad: considerar el tamano
del espacio, el gran niimero de elementos y observar los posibles obstacu-
los.

R3. Explica que el hecho de poder concretar las estimaciones mediante la 23
realizacion de mediciones, asi como de poder hacer pruebas en el lugar
del problema, les ha llevado a ver que hay estrategias que no se pueden
aplicar o a buscar otras més eficientes/precisas.

R4. Explica que al resolver PI-Personas en el porche han visto grandes 12
baldosas, que no se ven en la fotografia del enunciado, y que eso les permite
ganar en sencillez y rapidez si las utilizan como subdarea de Densidad, ya
que ni siquiera tienen que medir.
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R5. Explica que en el lugar donde se encuentra el problema P2-Baldosas 6
observan irregularidades en la disposicion de las baldosas, que no habian
considerado en la resolucién individual y que les influye para cambiar el
tipo de resolucion.

R6. Considera que trabajar en el lugar del problema y con datos numéricos 25
obtenidos de las mediciones es mas fécil, y que los problemas abiertos sin
datos son mas abstractos y dificiles.

R7. Dice que trabajar en grupo en el lugar del problema permite comparar 6
los tipos de resolucién y comprobar cual es el mejor.

R8. Afirma que el trabajo in situ le ha influido, pero no da las razones. 17
R9. Dice que trabajar in situ haciendo mediciones aumenta la motivacion, 4

la utilidad y/o el interés/diversién por resolver el problema.

La mayoria de las respuestas a la pregunta C1 sobre la influencia de trabajar en el lugar
real en el que se localiza el problema han sido generales, poco concretas, como es el caso
de la mayoria de las respuestas categorizadas como R2, R3 o R7 (respuestas como “ver los
problemas [lugares| te hace ver si las soluciones son posibles”). No obstante, algunas de las
respuestas de estas categorias si permitieron inferir cémo el trabajo in situ permite validar
las resoluciones (su modelo inicial y los procedimientos asociados) y ayuda a conseguir una
mejor estimacion. Por ejemplo, en una respuesta categorizada como R3, un participante
senalé que:

“Si [el trabajo in situ me influyd] porque en la realidad no podiamos hacer calculos
como el de meter los coches hasta que ya no caben. También nos resultaba dificil
calcular el tamano de una brizna de hierba, ya que hay diferentes tamanos.”

La reflexién de este resolutor que escribe “en la realidad no podiamos hacer cdlculos como el
de meter los coches hasta que ya no caben” refuerza nuestra discusiéon sobre la desaparicién
de la categoria Recuento en la experiencia A2, pues la aproximacién empirica a la resolucion
de problemas de estimacién conlleva confirmar la inviabilidad de estrategias basadas en
recuento. El resolutor se ha dado cuenta de que su plan de resolucién individual Recuento
para Pj- Coches no puede ejecutarse en la experiencia A2. Del mismo modo, este resolutor
reflexiona sobre la dificultad que introduce la irregularidad de la forma de una brizna de
césped en el trabajo de estimacién in situ a partir del drea de la brizna (Unidad base), lo
que ha llevado a que la resolucién del grupo en el que participa se base en Densidad, mientras
que su plan individual se basaba en Unidad base. Esta reflexion confirma que trabajar en el
mundo real permite percibir ineficiencias, imprecisiones o errores.

Cabe destacar que 12 participantes (el 11,4 % del total) reflexionaron sobre por qué cam-
biaron de plan de resolucion Unidad base a una resolucién grupal Densidad. Como se habia
indicado en el analisis descriptivo, estas reflexiones ayudan a interpretar los resultados sobre
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el incremento del uso de Densidad en P1-Personas cuando se trabaja in situ. En efecto, las
respuestas categorizadas como R4 explican que, durante el proceso de resolucién in situ del
problema P1, observaron que el piso del porche esta dividido en una cuadricula de baldosas
grandes, por lo que el tipo de resoluciéon mas sencillo en este caso fue calcular cuantas perso-
nas caben en cada una de esas baldosas grandes y luego calcular el nimero total de baldosas
(como puede verse en la Figura y la Figura . En realidad, esta estrategia implica
no tener que hacer mediciones de las dimensiones del area total ni estimar cuanto ocupa una
persona. Por ejemplo, en la siguiente transcripcion de una respuesta categorizada como R4,
un resolutor explica que utilizar la resolucién de la Densidad con las baldosas del suelo es
empirico, més sencillo y més preciso que calcular la superficie que ocupa una persona:

“En el porche se propuso [el grupo al que pertenece el resolutor| otra [resolucién]
més sencilla [que su plan de resolucién individual de la experiencia Al], ya que
era mas facil contar cuantas personas ocupan una baldosa que encontrar su area
exacta [la de una personal (porque son objetos irregulares). Ademds, utilizamos la
experiencia para comprobar cuantas personas caben en una baldosa, por lo que no
tuvimos que utilizar un area para una persona, que seria mas inexacta.”

Es interesante porque este resolutor, como el de la transcripcion anterior, considera que el
célculo de la densidad es un procedimiento empirico (“utilizamos la experiencia”) més exacto
que la Unidad base. En la ultima seccion de este capitulo trataremos sobre los criterios de
adaptabilidad y confirmaremos esta intuicion de los resolutores.

También es destacable que 6 participantes (el 5,7 % del total) dieron una explicacién (R5) a
la disminucién del uso de Linealizacion en las resoluciones grupales de P2-Baldosas en com-
paracién con los planes de resolucién individuales. Por ejemplo, en la siguiente transcripcién
de una respuesta categorizada como R5, un participante explico que:

“St [influy6 el trabajar in situ, pues cambié su plan resolucién Linealizacién por la
resolucién grupal Unidad base], en el problema de las baldosas [P2-Baldosas], ya
que no estaban todas en la misma direccién”

Estas seis reflexiones nos permitieron explicar el descenso de uso de Linealizacion cuando
se resuelve el problema P2-Baldosas en el lugar real en el que estd localizado. De hecho,
que hay franjas en las que cambia la orientacién de las baldosas, y por tanto rompen el
orden de su distribucion, era un aspecto del espacio del problema que nos habia pasado
desapercibido en el diseno de la secuencia y que fue descubierto al analizar estas respuestas
al cuestionario post-experiencia. El cambio muestra la capacidad adaptativa de los resolutores
cuando trabajan en grupo en el lugar real del problema. Estudiemos el caso del resolutor
que ha dado esta respuesta a la pregunta C1 del cuestionario.

En la Figura encontramos su plan de resolucién individual, el que dice que cambio
cuando en la experiencia A2 tuvo que trabajar en grupo e in situ. En efecto, dibuja una
distribucion ordenada siguiendo un patrén de cuadricula perfecto, y escribe que “contaria los
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azulejos a lo largo y los multiplicaria por los de ancho”. Es decir, se basa en una linealizacién
de la superficie y una estimacién lineal del nimero de baldosas (en fila y columna) usando
estrategia de recuento, finalizando con un producto cartesiano para obtener una estimacién
del nimero de baldosas en toda la superficie.
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Figura 5-53.: Plan de resoluciéon para P2- Baldosas de un resolutor que, en la experiencia
A2, cambia a Unidad base en la resolucién grupal porque, in situ, observa
irregularidades en el orden de las baldosas.

Como explica el resolutor en la respuesta transcrita a la pregunta C1 del cuestionario, al
trabajar durante la experiencia A2 en el lugar del problema, en su grupo observaron que las
baldosas “no estaban todas en la misma direccién”; lo que rompia el patrén de cuadricula
de su plan de resolucion y hacia inexacto utilizar una resolucién basada en la linealizacién.
En la Figura puede verse como cambian de direccién las baldosas en algunos tramos
de la superficie del problema, lo que rompe el modelo lineal de distribucién ordenada. Esto,
indudablemente, es una de las influencias del trabajo in situ que ha afectado al descenso del
uso de Linealizacién en este problema, pues este cambio de direccién es imperceptible en la
fotografia que acompana al enunciado y es dificil de percibir para alguien que no se fija en
el suelo con atencién.

Figura 5-54.: Detalle del suelo en el lugar de P2-Baldosas
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En la Figura podemos leer una respuesta de otro participante a la pregunta C1 del
cuestionario post-experiencia que sintetiza varias de las reflexiones comentadas: la inviabi-
lidad del recuento; la dificultad que implica la irregularidad en la forma y tamano de la
brizna para implementar una resolucién de tipo Unidad base; y los cambios de direccién en
las baldosas que implican romper el modelo lineal.
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Figura 5-55.: Respuesta de un participante a la pregunta C1

Por dltimo, en relacién a la pregunta C1 sobre la influencia de trabajar in situ realizando
mediciones para apoyar las estimaciones en el lugar real del problema, la respuesta mas
frecuente (25 participantes), categorizada como R6, revela que muchos futuros profesores
encuentran dificiles los problemas abiertos sin datos y prefieren “cerrarlos” tomando me-
didas “exactas” que les permitan llegar a un resultado numérico que perciben como una
aproximacién y no como una estimaciéon. En este sentido, un participante escribe que:

“Una vez que estds alli [en el lugar donde se localiza el problema] ves realmente
las dimensiones [de la superficie, de los elementos] y puedes calcularlas con los
instrumentos de mediciéon para hacerte una idea aproximada. Algo imposible de
ver con el planteamiento del problema sin datos.”

En algunas respuestas a C1 se observa cierto rechazo a los problemas abiertos, considerando
que son “abstractos” y dificiles (la relacién entre abstraccién y dificultad en problemas apa-
rece en la investigacion recogida en la Tabla del Capitulo . En este tipo de problemas,
la confusion de “abtracto” y “abierto” se podria relacionar con alguna de las investigaciones
sobre limitaciones de los futuros maestros en el conocimiento sobre resolucion de problemas
incluidas en el Capitulo |2, en concreto con la confusién sobre qué significa matematicamente
tarea abierta, aunque los futuros maestros conozcan que eso implica mas de una solucién
(Chapman) 2012). De hecho, varias respuestas hablan de “aproximacién a la realidad” en
lugar de estimacion, o de “resultados muy dispares a la realidad”, sin tener en cuenta que
los resultados y las estimaciones estan mediadas por un modelo matematico de la situacion
real. Es decir, algunos futuros maestros consideran los problemas de estimacién en contexto
real, que son una clase de problemas de modelizacién, como si fueran problemas aritméticos
con una solucién “real y exacta” que se alcanza mediante “un proceso lineal” de aplicacion
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de un algoritmo. Esta visién limitada de problema abierto, estudiada por Chapman (2005),
también aparecia en el Capitulo

Consensos para la resolucién grupal e influencia del trabajo en grupo en la eleccién de
las resoluciones

Zawojewski y cols.| (2003)) sugieren que los alumnos, cuando trabajan en pequenios grupos, son
capaces de ampliar y perfeccionar sus propias construcciones matematicas para responder
a las exigencias del problema planteado. También senalan que cuando los resultados se
comunican a otros estudiantes, pueden producirse discusiones e intercambios de opiniones,
que a su vez pueden llevar a una revision del proceso seguido y a la construcciéon de nuevos
modelos. Hemos analizado la influencia del trabajo in situ, que permite observar algunos
aspectos del lugar real de los problemas, en el desarrollo de las resoluciones grupales. El
trabajo en el lugar de los problemas y en grupo, en efecto, se asocia a una mejora de la tasa
de éxito: se reduce drasticamente la proporciéon de producciones incompletas.

Pero, ademads, en la experiencia A2 cada grupo debia acordar una estrategia de resolucion
comun. En el Capitulo[d]se categorizaron los tipos de consensos que se dan entre los miembros
de un equipo para escoger la estrategia grupal. Recordemos que los escenarios posibles de
consenso grupal eran los siguientes:

i) el grupo utiliza un tipo de resolucién que ninguno de sus miembros habia elegido
individualmente en sus planes (todos cambian en la grupal);

ii) el grupo utiliza el tipo de resolucién que una minoria de sus miembros habia elegido
individualmente en sus planes (minoria sobre la mayoria);

iii) el grupo utiliza el tipo de resolucién que la mitad de sus miembros habia elegido
individualmente (mitad y mitad);

iv) el grupo utiliza el tipo de resolucién que la mayoria de sus miembros habia elegido
individualmente en sus planes (mayoria sobre la minoria);

v) el grupo utiliza el mismo tipo de resolucién que todos sus miembros habian elegido
individualmente en sus planes (consenso directo entre todos los miembros).

La Tabla muestra, para cada problema y para la secuencia 1 completa, la frecuencia
absoluta (y la relativa) de cada escenario de decisién del grupo sobre la resolucién grupal
respecto a los planes de resolucion individuales de los miembros del grupo.

Como era de esperar, considerando globalmente las cuatro tareas de la secuencia 1, el tipo
de resolucién consensuado por un grupo coincidié con la resolucién individual escogida ma-
yoritariamente por los miembros del grupo (el 33 % de los consensos son de eleccién de una
resolucion acorde con los planes previos de una mayoria sobre los planes distintos de una
minoria).
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Tabla 5-8.: Posibles escenarios al consensuar la resolucion grupal, en relacién a los planes
de resolucion individuales de los miembros del grupo, para N = 62 grupos.

Todos cam- | Minoria sobre | Mitad y mi- | Mayoria so- | Consenso di-
bian en la | la mayoria tad bre la minoria | recto entre to-
grupal dos

P1 21(34 %) 10(16 %) 7(11 %) 18(29 %) 6(10 %)

P2 19(31 %) 18(29 %) 3(5%) 15(24 %) 7(11 %)

P3 4(6 %) 16(26 %) 9(15 %) 26(42 %) 7(11 %)

P4 1(2%) 8(13 %) 6(10 %) 23(37%) 24(39 %)

Total | 45(18 %) 52(21 %) 25(10%) 82(33 %) 44(18 %)

Sin embargo, cuando se examina la proporcién de tipos de acuerdo entre los miembros del
grupo problema a problema, hay diferencias importantes: la eleccion del tipo de resolucién
correspondiente al tipo de plan de resolucion individual mayoritario entre los miembros del
grupo no es el escenario mas frecuente para los problemas PI-Personas y P2-Baldosas. En
estos dos problemas, el escenario mas frecuente fue otro: el tipo de resolucién empleado por
el grupo en la experiencia A2 fue distinto a todos los tipos de plan de resolucion que habian
usado sus miembros en la experiencia Al (“todos cambian en la grupal”). Precisamente este
escenario, que es el mas frecuente en P1y P2 (34 % y 31 % de los acuerdos, respectivamente),
es el menos frecuente en P3 y P4 (6 % y 2 % de los acuerdos, respectivamente). Este hecho no
sorprende, al contrario, es coherente con el analisis comparativo de la Tabla y la Tabla
5-5|, como se recuerda a continuacion.

En efecto, recordemos que en P1-Personas habia una evolucion significativa desde la Unidad
Base como plan de resolucién individual mas utilizado, hasta la Densidad como resolucién
grupal mas utilizada. Ademas, las respuestas a la pregunta C1 del cuestionario confirmaban
que el suelo de baldosas habia favorecido este cambio. Este aspecto del lugar real del problema
debe tener, en consecuencia, un efecto en los escenarios de acuerdo entre los miembros del
grupo, pues muchos de ellos habian escogido la Unidad base como tipo de plan de resolucién
individual en la experiencia Al. Asi, es esperable que en una proporcién alta de grupos todos
los componentes hubieran escogido Unidad base en su plan individual, pero luego como grupo
desarrollaron una resolucion basada en densidad, no porque unos convencieron a otros de
que su plan era mejor, sino porque el trabajo in situ les animé a adaptar su resolucién a
las caracteristicas observables del espacio del problema (en este caso, encontraron que habia
una particién del suelo del porche en baldosas grandes).

Algo similar ocurre en P2-Baldosas. Los datos mostraron una disminucién importante de
la Linealizacién en las resoluciones grupales respecto a los planes de resolucion individual.
Algunas respuestas la pregunta C1 del cuestionario post-experiencia permitian interpretar
que esto se debia a las irregularidades en la disposicién de las baldosas pequenas. Este
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cambio también tiene su incidencia en los escenarios de acuerdo entre los miembros de los
grupos, pues lo que se observa es que en muchos grupos todos los miembros habrian elegido
la Linealizacién de forma individual, y luego en la resolucion grupal optaron por Unidad
base. Lo que condiciond este cambio de todos los componentes del grupo también fueron
los aspectos del lugar real del problema que no habian sido consideramos en el plan de
resolucion.

Para tener una visién mas completa de la casuistica, seria interesante saber qué aspectos
del trabajo en grupo han influido para que una minoria de miembros imponga su resolu-
cién, o céomo se ha llegado a un consenso cuando la mitad de los miembros ha elegido un
tipo de resolucion y la otra mitad otro. Las respuestas a la pregunta C2 del cuestionario
post-experiencia proporcionan algunas ideas. Recordemos que la segunda pregunta C2 del
cuestionario era la siguiente:

C2. jLa estrategia de resolucion presentada por tu grupo difiere de la que propusiste
en tu resoluciéon individual en alguno de los problemas? Explica en qué problemas
has cambiado de estrategia de resolucion, qué factores os han influido en ese cambio
de decisién y cémo habéis tomado (y consensuado) en grupo esa decisién final.

En el Capitulo [4] se describi6 la categorizacién de las respuestas de los N = 105 participantes
a esta pregunta en nueve categorias. En la Tabla se presenta el analisis de los resultados.

Tabla 5-9.: Categorias de respuesta a la pregunta C2 del cuestionario para N = 105 futuros

profesores.
Categoria de respuesta Frecuencia
R’1. Incompleta / no contesta a la pregunta. 9
R’2. Informa de que la resolucién del grupo cambia respecto a su plan de 16

resolucién individual en algunos problemas, pero no da razones sobre la
influencia del grupo para explicar el cambio.

R’3. Explica que en la resolucién grupal se han incluido algunos obstacu- 9
los del lugar real del problema porque es mas facil visualizar el espacio
trabajando in situ, y que ahora gana en precision.

R’4. Explica que en la puesta en comun discuten que algunos planes de 23
resolucién son inaplicables, imprecisos o ineficaces, y cambian a una reso-
lucién mejor tras la discusion.

R’5. Explica que, trabajando in situ en la tarea P1-Personas, el grupo ob- 19
serva que utilizando Densidad con las baldosas grandes se gana en sencillez

y rapidez.

R’6. Dice que la resolucién grupal cambia respecto a su plan individual 12

porque otros miembros del equipo han decidido la adoptada por todos, y
dice que su plan de resolucion era peor o que la nueva resolucion decidida
es mas clara o adecuada..
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R’7. Dice que no les fue dificil llegar a un consenso, porque todos vieron 26
la resolucion 6ptima al mismo tiempo, y que esa resolucién coincide con
su plan de resolucién individual.

R’8. Dice que el trabajo conjunto con los companeros le ayuda a descubrir 8
los errores de su plan individual (confundir el volumen con el érea, etc.),
y que por eso en la resolucion del grupo se dejan de cometer.

R’9. Asegura que el trabajo en grupo a través del intercambio de ideas ha 15
permitido comparar visiones y enriquecer los planes de resolucion indivi-
duales, llegando a una resolucion consensuada.

Lo primero que se observa en las categorias de respuesta es que los futuros profesores con-
funden la influencia del trabajo in situ (C1) con la influencia del trabajo en grupo (C2),
por lo que existen categorias como R’3 (que es casi igual a R2), R’4 (que repite las ideas de
R3) v R’5 (que es igual a R4). Las respuestas clasificadas en estas categorias son generales y
muestran que casi la mitad de la muestra de futuros profesores (51 de 105) no saben centrar
su analisis en las caracteristicas del trabajo en grupo y diferenciarlo de las caracteristicas
del trabajo en el lugar donde se encuentra el problema. A ellos hay que anadir los 9 futuros
profesores que no supieron responder a la pregunta (R’1) y los 16 que no argumentaron su
respuesta (R’2).

Sin embargo, las respuestas categorizadas como R’8 si aportan informacién explicita sobre los
posibles beneficios de la resolucién de problemas en grupo: el intercambio con los companeros
y la confrontaciéon de sus respectivas resoluciones individuales permite encontrar errores.
Estas respuestas se ven reforzadas por el andlisis de la tasa de éxito que hemos descrito
anteriormente: habia un aumento significativo de la tasa de éxito en las resoluciones grupales
respecto a los planes de resolucion individual. Esta mejora en el rendimiento relacionada con
el trabajo en grupo, a través de la discusién e intercambio de ideas (algo que destacan los
propios participantes al contestar a C2, como puede verse en las categorias de respuesta
R’6, R’7, R'8 y R’9 de la Tabla , concuerda con trabajos previos (Egerbladh y Sjodin),
1986; Stasson y cols., [1991} Szydlik vy cols., [2003; [Arlebick, 2009; Geiger, Galbraith, Niss,
y Delzoppo, 2021). Asi, si hay méas resoluciones grupales completas, es porque, como se
explica en las respuestas R’8, este intercambio entre companeros permite encontrar errores
que impiden el desarrollo de la resolucion. Por ejemplo, un participante escribié la respuesta
que transcribimos a continuacion:

“En el problema cuatro [P4-Coches] y en el problema uno [PI-Personas], al hablar
con otros companeros pude contemplar [comprobar| que confundi el concepto de
volumen con el de superficie [dreal], por lo que mi resolucién no fue la correcta en
los problemas planteados.”

Este participante explica que la discusion en grupo ayuda a que, como resolutor, reflexione
sobre sus errores y confusiones, llevando a una revisién del proceso seguido en su plan de
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resolucion individual. Esto coincide con las conclusiones del trabajo de Zawojewski y cols.
(2003)).

Las respuestas categorizadas como R’9 completan esta idea, ya que estos futuros profeso-
res afirman que el intercambio grupal, ademas de detectar errores, permite enriquecer las
resoluciones. Lo mismo ocurre con las respuestas categorizadas como R’6, ya que permiten
identificar que cuando algunos miembros del grupo (ya sean mayoritarios o minoritarios)
imponen su plan resolucién a los demads, es porque tienen mas confianza o saben explicarlo
con mas claridad. Por ejemplo, un participante escribio:

“Si ha influido [el trabajo en grupo| ya que estdbamos con un companero con
nociones de arquitectura y nos ha hecho ver el problema desde otra perspectiva vy,
por tanto, cambiar a su forma de resolver los diferentes problemas planteados.”

En este caso, la formacién inicial del companero, que habia comenzado estudios de Arqui-
tectura, le ayudo a explicar con mayor claridad su propuesta de proceso de resolucién, y/o
le otorgd prestigio dentro del grupo, de tal modo que fue su criterio el que se siguié para
consensuar la resolucion grupal.

Por ultimo, los 26 futuros profesores que han dado respuestas categorizadas como R’7 se
vinculan al escenario de “consenso directo entre todos los miembros” del grupo, que se daba
en 44 casos de los 248 posibles (62 grupos por cuatro problemas).

Como se ha visto, una combinacion de analisis cualitativo de las resoluciones de la expe-
riencia A2; de andlisis comparativo de tipo descriptivo de los resultados de la categorizacién
individual y grupal; y de andlisis cualitativo de las respuestas a las preguntas C1 y C2 del
cuestionario post-experiencia, nos ha permitido estudiar la evolucién de los planes de reso-
lucion individuales a las resoluciones grupales, y determinar qué aspectos del trabajo in situ
y del trabajo en grupo influyen en dicha evolucion.

5.3.3. Anadlisis de los factores de complejidad en planes de resolucién
individual y resoluciones grupales e in situ

En este apartado, nos centraremos en lo que hemos denominado factores de complejidad,
es decir, aspectos del contexto real del problema que pueden matematizarse y enriquecer el
modelo matematico de la resoluciéon con el fin de obtener una estimacién mas precisa. El
objetivo sera describir qué factores de complejidad enriquecen los planes de resolucion de la
experiencia A1, y como lo hacen; y cudles son los que enriquecen las resoluciones grupales
e in situ de la experiencia A2, y de qué manera lo hacen, comparandolos con los factores
de complejidad aparecidos en los planes de resolucion individuales. Ademas, se identifica
qué caracteristicas del contexto real promueven que los estudiantes incluyan determinados
factores de complejidad, tanto en los planes de resolucion individual como en las resoluciones
grupales.

En el apartado del Capitulo [ se describio la categorizacion de los factores de comple-
jidad y se explico cada uno de ellos, ilustrandolos con ejemplos tomados de las producciones
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de la experiencia A1l. Recordemos que las categorias de factor de complejidad que emergieron
del analisis de las producciones fueron: eliminacion de obstdculos; densidad media; tamano
medio; densidades diferenciadas; y tamanos diferenciados.

A continuacion, para cada problema de la secuencia 1, se presenta un analisis comparativo,
de tipo cualitativo y descriptivo, de los factores de complejidad categorizados en los planes
de resolucion de la experiencia Al, y de los factores de complejidad categorizados en las
resoluciones grupales e in situ de la experiencia A2. Lo que se observard es que, el hecho de
que las producciones individuales analizadas sean planes de resolucién, que esbozan cémo
deberia encontrarse la solucién, y no resoluciones completas con estimaciones y calculos
ejecutados, determina que los factores de complejidad tengan caracter de propuesta; es decir,
no son operativos y por tanto no pueden integrarse en el proceso de resolucion. En el caso de
las resoluciones grupales e in situ, veremos que, a diferencia del plan de resolucién individual,
los factores de complejidad si estan integrados en la resolucion grupal, y son operativos en
los procedimientos y célculos asociados para obtener la estimacion.

Factores de complejidad en P1-Personas

Ezxperiencia A1. En los planes de resolucién individual encontramos como factor de com-
plejidad mayoritario (aparece en el 80 % de los planes de resolucién que incorporan factores
de complejidad en este problema) la categoria tamano medio, es decir, la consideracién de
que las personas tienen distintos tamanos y por tanto la menciéon de estimar el area me-
dia ocupada por una persona. Sin embargo, ninguno de estos planes de resolucién explicita
cémo desarrollar el procedimiento, ya que hablan de calcular lo que ocupa una persona “en
promedio”, o de tomar una persona “media” o “estandar”. Este factor de complejidad tiene,
por tanto, caracter de propuesta, pues no se describe qué calculos habria que hacer, como
puede verse en la Figura [5-56]

Aparece, aunque sélo en tres planes de resolucion, el factor de complejidad densidad media;
por ejemplo, el resolutor 4° D-1.1.2 explica que:

“mediria con personas diferentes, varias veces, cudntas personas caben en un m?2.

A continuacién sacaria una media de las personas que caben por m?2.”

Otro resolutor, el 4° 1-1.4.3 escribe que:

“multiplicarfa los m? por la gente que cabe en 1 m?. Deberfamos hacer una media
por el ancho [el drea que ocupan] de las personas con mochila.”

Es decir, el resolutor 1.4.3 interpreta que hay heterogeneidad en los tamanos de las personas
que se distribuyen en la superficie y que esa diferencia de tamanos implica que hay que
muestrear varias densidades y hacer una media para homogeneizar el modelo.

También aparece como factor de complejidad la eliminacion de obstdculos. Lo encontramos
en el 30 % de los planes de resolucién que incorporan factores de complejidad. En estos pla-
nes de resolucion, la mayoria de resolutores propone que deben descontarse los pilares del
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Figura 5-56.: Plan de resoluciéon con factor de complejidad “tamano medio” para PI-
Personas.

porche (Figura como Unico obstaculo. Sélo dos planes de resolucién anaden las puertas
giratorias (ver Figura . La mayoria de planes de resolucién no explicitan los procedi-
mientos para cuantificar el espacio ocupado por estos obstaculos y descontarlo del espacio
util. Por ejemplo, en la produccién de la Figura |4-21] se dice que “se tiene que descontar la
superficie que ocupan las columnas y la superficie que ocupan las puertas giratorias”, pero
no se describen los procedimientos para calcular esas areas.

Ezxperiencia A2. En las resoluciones grupales el factor de complejidad dominante (que
aparece en el 95% de las producciones que consideran factores de complejidad) es la elimi-
nacion de obstdculos. En la mayoria de las producciones grupales que incluyen este factor
de complejidad, aparece formulado dentro del modelo de manera mas elaborada que en los
planes individuales: ademas de pilares incluyen puertas giratorias y papeleras, cuantifican-
do este espacio inutil (aproximando el drea que ocupan). Algunas resoluciones descuentan
unidades de area medida en baldosas grandes: como se observa en la Figura el grupo
4°F-G2 resta del area total (medida en 304 baldosas) 14 baldosas, que son las que aproximan
las areas ocupadas por los pilares, las papeleras y las puertas. Otras resoluciones grupales que
incluyen el factor complejidad eliminacion de obstdiculos calculan la superficie que ocupan
en unidades del ST (metros cuadrados), como la que aparece en la Figura del grupo
4°D-G5.

En el 10 % de las resoluciones grupales e in situ que incluyen factores de complejidad apare-
ce el factor de complejidad densidad media, calculando una media de personas por baldosa.
Sélo una resolucién grupal, la de la Figura [5-58] contempla el tamaiio medio de una per-
sona (aunque no recogen en la resolucién cémo lo han calculado). Ademds, en una de las
resoluciones grupales, la de la Figura[5-57] se identifica el factor de complejidad densidades



198 5 Anaélisis de datos y resultados

Para cada uno de los siguientes problemas, explica detalladamente cudles son [os datos y las medidas que habéis considerado, cudl ha sido el proceso de
resolucidn que habéis seguido y cudl es &l resultado obtenido
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Figura 5-57.: Resolucion grupal de P1-Personas que incluye los factores de complejidad
“eliminacién de obstaculos” (medidos en baldosas) y “densidades diferencia-
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Figura 5-58.: Resolucién grupal de P1-Personas que incluye la “eliminacion de obstaculos”
(medidos en m?) y el “tamafio medio”.

diferenciadas aplicado a densidad de personas por baldosa, obteniendo dos estimaciones po-
sibles (290 personas con una persona por baldosa y 580 con dos personas por baldosa). No
han distinguido zonas en la particién de baldosas del porche para poder dar una respuesta
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combinando estas dos densidades diferenciadas.

Factores de complejidad en P2- Baldosas

Ezxperiencia A1. En los planes de resolucién individual se encuentra como factor de com-
plejidad mayoritario (en el 80% de las respuestas que incluyen factores de complejidad)
la categoria eliminacion de obstdculos, mencionando que hay zonas sin baldosas: los alcor-
ques y las alcantarillas. Por ejemplo, en la transcripcién del plan de resolucion del resolutor
4°K-1.8.4, leemos que:

“De igual forma que en el ejercicio anterior, tendriamos que contar las baldosas que
[hay] a lo largo y cudntas a lo ancho. Posteriormente tendriamos que multiplicarlas
[la estimacién lineal del nimero de baldosas a lo ancho y la del largo], teniendo
en cuenta la superficie que no esta cubierta por baldosas, como la alcantarilla o el
espacio que ocupa el arbol.”

En este plan de resolucion, como en el resto que incluyen este factor de complejidad, la
eliminacion de obstdculos estd propuesta, pero no se describe el procedimiento para llevarla
a cabo. De hecho, este plan de resolucién se basa en linealizacién, pero luego el resolutor dice
que hay que tener en cuenta “la superficie que no esta cubierta por baldosas”, lo que plantea
un problema, pues no ha trabajado con superficies en el problema y no le sirve calcular el
area y descontarla. Un procedimiento coherente con la Linealizacion seria estimar el nimero
de baldosas que ocuparia cada obstaculo y restarlo, pero esto no se desarrolla en el plan de
resolucion anterior.

En el 20 % restante de las producciones que incluyen factores de complejidad se identifica la
categoria tamanos diferenciados, diferenciando dos tamanos de las baldosas: entera y partida
(media baldosa). Se propone calcular dos estimaciones distintas que deben sumarse para
obtener el ntimero total. En la Figura que ya se analizé en el Capitulo (4] para explicar
la categorizacion de este factor de complejidad, el resolutor escribe “si existen baldosas
partidas, estas se dejardn a parte y, al final, se aproximaria el valor de todas estas y sumaria
al total.”

Experiencia A2. En las resoluciones grupales e in situ el unico factor de complejidad
encontrado en el problema P2-Baldosas es eliminacion de obstaculos. Se incluye en el modelo
matematico de manera muy similar a los planes de resolucién, pero en estas resoluciones,
categorizadas como Unidad base, se calculan las dreas de las zonas sin baldosas, medidas
en metros cuadrados, y se restan al area total de la zona rectangular entre el gimnasio y la
facultad de Magisterio.

La resolucién in situ del grupo 4°D-G5 (véase Figura es la més minuciosa de las
analizadas, pues ademas de arboles y alcantarillas, se cuantifica el area perdida por otros
obstaculos como ventilacién, escalén, arquetas, tuberias, aparcamientos de bicicletas (“hie-
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rros bicis”) y farolas. Se ha destacado en amarillo el célculo del drea que ocupan todos los
obstaculos y del area 1til, restando el area de los obstaculos al area total.
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Figura 5-59.: Resolucién grupal de P2-Baldosas con factor de complejidad “eliminacién de
obstaculos”.

Factores de complejidad en P3- Césped

Ezxperiencia A1. En los planes de resolucién individual encontramos como factor de com-
plejidad mayoritario (en el 85 % de las resoluciones que incorporan factores de complejidad)
la categoria eliminacion de obstdculos, que se refiere a descontar zonas sin hierba (érboles y
alcantarillas, se perciben en la fotografia adjunta al enunciado, véase la Figura . Como
en los otros problemas, este factor de complejidad se incluye en los planes de resolucion a
modo de propuesta, sin explicitar qué procedimientos de medida y estimaciéon habria que
seguir para hacerlo. Un ejemplo lo encontramos en la Figura [5-14, cuando el resolutor es-
cribe que hay que “medir el drea que ocupan los dos arboles” y, a continuacién, “al area
de ese espacio [la jardinera] le restamos la de los drboles para saber el drea real [ttil] que
disponemos”.

En el 15 % de los planes de resolucién que incorporan factores de complejidad se ha identi-
ficado la categoria densidades diferenciadas, en la que el resolutor hace una particién de la
jardinera en diferentes zonas con densidades de hierba variable, y propone que sean estima-
das por separado. Encontramos un ejemplo cuando se explicé esta categoria en el Capitulo
[, en la Figura Otros consideran, en un primer momento, un modelo con densidades
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heterogéneas, pero luego asumen que por simplicidad trabajaran con un modelo homogéneo
que dara un resultado “un poco intuitivo y aproximado”, es decir, que asume por hipétesis
simplificar el modelo sabiendo que pierde precisién (vedse Figura [5-60)).
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Figura 5-60.: Plan de resolucién para P3-Césped que asume explicitamente no abordar la
heterogeneidad en la densidad de césped perdiendo precision.

Se ha identificado también en algunos planes de resoluciéon (un 8% de los que incluyen
factores de complejidad) el factor tamarno/densidad media, aunque sélo dos explicitan el
proceso de obtencién de la densidad media, el resto la proponen sin describir el procedimiento
para obtenerla. Uno de los dos que si proponen como calcular una densidad media también se
tomo como ejemplo en el Capitulo | (Figura . También hay resoluciones que proponen
calcular una brizna de “tamano medio“. La mayoria de ellas sélo inciden en procedimientos
como “medir la superficie que ocupa una brizna de medida [tamano|] media” sin ofrecer
detalles sobre los procedimientos de calculo; algunas si tratan de describir como obtener una
brizna de tamano medio, por ejemplo: “se calcula lo que ocupan varias briznas y se hace una
media”.

Ezxperiencia A2. En las resoluciones grupales el factor de complejidad eliminacion de
obstdculos aparece en todas las producciones que incluyen factores de complejidad. En la
mayoria de las producciones grupales que incluyen este factor, éste aparece mas elaborado
que en los planes individuales: incluyen variabilidad en los tamanos de las zonas despejadas
de los arboles y de las alcantarillas; se cuantifican estas zonas y se descuentan del area total
de la region de césped. Por ejemplo, en la Figura se observa que las medidas del area
ocupada por los arboles se calculan a partir del drea de dos circulos de radio distinto (45 cm
y 50 cm), y que hay dos tamanos de alcantarilla (“cuadrado 3” y “cuadrado 47).

Se identifica en una resolucién grupal el factor de complejidad densidades diferenciadas, en
la que la region de césped se divide en varias zonas con distinta densidad, aunque no se
realizan estimaciones diferenciadas y se acaba optando por un modelo homogéneo.

Factores de complejidad en P4-Coches
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Figura 5-61.: Resolucién grupal de P3-Césped con factor de complejidad “eliminacién de
obstaculos”.

Experiencia A1. En los planes de resolucion individual encontramos el factor de com-
plejidad de la categoria tamano medio de los coches en el 96 % de las resoluciones que
incorporan factores de complejidad. En estas resoluciones se propone estimar un tamano
medio o estandar, pero la mayoria no describen el procedimiento para obtener ese tamano
medio (por ejemplo, véase la producciéon de la Figura discutida en el Capitulo . Muy
pocos planes de resolucion explican el proceso de obtencién del tamano medio ocupado por
un coche: por ejemplo, en la Figura[5-62] el estudiante escribe “medirfa el ancho y largo de
5 coches distintos y harfa la media [del area] del coche”.
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Figura 5-62.: Plan de resolucién para Pj- Coches con factor de complejidad “tamano me-
dio”.

Experiencia A2. En las resoluciones grupales el factor de complejidad dominante (en
un 71% de las producciones que incorporan factores de complejidad) es, sin embargo, la
eliminacion de obstdculos, de manera muy similar a los planes de resolucién, pero calculando
las 4reas de las zonas sin coches en unidades convencionales (metros cuadrados, disponian
de un odémetro de rueda). En cinco resoluciones grupales aparece el factor de complejidad
tamano medio aplicado al tamano variable de los coches, calculando el tamano medio de una
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pequena muestra de coches aparcados en el aparcamiento.
Resultados cuantitativos

En la Tabla se recogen los datos relativos a la proporcién de planes de resolucién y
de resoluciones grupales que incorporan cada uno de los tres factores de complejidad descri-
tos cualitativamente con anterioridad: eliminacion de obstdculos, tamarno/densidad media y
tamanos/densidades diferenciadas.

Se observa que los problemas PI-Personas y Pj-Coches, consistentes en estimar el niimero
de personas y de vehiculos, dan lugar a planes de resolucién individuales que introducen en
mayor proporcion factores de complejidad, en particular la incorporaciéon de un elemento
de referencia con un tamano “medio” o “estandar”. Al observar las resoluciones grupales,
la eliminacion de obstdiculos aumenta significativamente pero el tamano/densidad media
disminuye también de manera significativa. En las resoluciones grupales de los problemas
P2-Baldosas y P3-Césped hay un aumento considerable de la incorporacion del factor de
complejidad eliminacion de obstdiculos (especialmente en P3). En cualquier caso, en el pro-
blema P2 la presencia de factores de complejidad es baja tanto en planes de resolucién
individual como en resoluciones grupales. Globalmente, se observa que en las resoluciones
grupales disminuye la proporcién que incluye el uso de un tamano/densidad media, mien-
tras que aumenta de forma significativa (sobre todo en el primer problema) el nimero de
resoluciones grupales que consideran la eliminacion de obstdculos.

Tabla 5-11.: Factores de complejidad en las producciones de las experiencias Al (trabajo
individual) y A2 (trabajo grupal in situ).

Eliminacién de Tamano/densidad | Tamanos/densidades
obstaculos media diferenciadas

Individual Grupal | Individual Grupal | Individual Grupal

P1 7% 63 % 19% 6 % 1% 1%
P2 4% 16 % 0% 0% 1 % 0%
P3 10% 43 % 1% 2% 2% 2%
P4 1% 16 % 21% 8% 0% 2%

El gran crecimiento del factor eliminacion de obstdculos de la experiencia Al a la experiencia
A2 (Tabla , se puede explicar por el hecho de que el trabajo in situ permite observar
obstaculos que no se habian evocado en el plan de resolucion en el aula. Esta idea la recogen
los propios participantes, como se vio en la seccién anterior, en las 25 respuestas a la pregunta
C1 del cuestionario post-experiencia categorizadas como R6 (ver Tabla . Por otro lado,
el hecho de que en el aula los futuros maestros se hayan limitado a plantear individualmente
un plan de resolucion, y no una resolucién completa, facilita que propongan procedimientos
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Tabla 5-12.: Nimero de resoluciones individuales y grupales que incorporan factores de
complejidad.

Cantidad de problemas Individuales Grupales
en los que se consideran
factores de complejidad

0 133(59 %) 11(17 %)
1 53(24 %) 24(38 %)
2 35(16 %) 18(29 %)
3 3(1 %) 7(11%)
4 0(0 %) 3(5%)
Total 224 63

cuya implementacién es compleja, tales como calcular tamanos/densidades medias, que en la
realidad implicaria hacer varias mediciones, lo que explicaria que este factor de complejidad
descienda en las resoluciones grupales e in situ (ver Tabla .

Respecto a la proporcion de secuencias de resoluciones en las que se identifica uno o mas
problemas resueltos considerando factores de complejidad, en la Tabla se muestran los
resultados grupales e individuales. Se observa que el porcentaje de estudiantes que, indivi-
dualmente, son capaces de incorporar factores de complejidad en méas de un problema es
muy bajo. En el caso de las producciones grupales el porcentaje es superior. Globalmente,
s6lo el 41 % de los estudiantes incorporan al menos un factor de complejidad en sus planes
de resolucién individuales al enfrentarse a la secuencia de cuatro problemas, mientras que
una amplia mayoria (83 %) incorporan al menos un factor de complejidad en sus resoluciones
grupales e in situ de la secuencia de cuatro problemas. Cabe pensar que el hecho de que
las resoluciones grupales se realizaran in situ haya influido a la hora de identificar aspectos
que no habian sido considerados previamente, lo que esta en consonancia con los resultados
del apartado sobre la influencia que tiene trabajar en el lugar real del problema en las
resoluciones de la experiencia A2.

Finalmente, se han cuantificado, para cada problema, las producciones que incorporan uno
o mas de un factor de complejidad en un mismo problema. Los resultados se presentan en la
Tabla [5-13] Hay pocos estudiantes que en sus producciones individuales propongan més de
un factor de complejidad; esto ocurre, en mayor medida, en el primer problema PI-Personas,
en el que siete estudiantes consideran la eliminacién de obstéculos y un valor promedio para
la densidad. Esta proporcién es también reducida en las resoluciones grupales, en el primer
problema solo tres grupos consideran un par de factores de complejidad (eliminacién de
obstéculos y densidad promedio, o eliminacién de obstéculos y densidad diferenciada). Al
analizar las producciones grupales esta proporcién se multiplica, en particular en el problema
Pj/—Coches.
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Tabla 5-13.: Incorporacién de uno o mas factores de complejidad en la resolucion individual
y grupal segun el problema.

Producciones que consideran Producciones que consideran

1 factor de complejidad 2 factores de complejidad
Individual Grupal Individual Grupal
P1 21 % 58 % 3% 4.5%
P2 4.4% 15% 0% 0%
P3 10,7 % 37% 0,8% 3%
P4 21 % 20 % 0,4 % 1,5%

Los resultados de la Tabla muestran que los futuros maestros no construyen modelos
y estrategias muy refinadas para estimar cantidades, sino que ofrecen planes de resolucién
individuales y resoluciones grupales simples, en el mejor de los casos incluyendo un tnico
factor de complejidad.

A partir de estos analisis cualitativos y cuantitativos de tipo descriptivo, especialmente de lo
recogido en las Tablas y[6-13] se puede interpretar que hay caracteristicas del contexto
que promueven la incorporacién de factores de complejidad. Puesto que, como se explico
en el Capitulo [ los problemas P1-P2-P3-P4 se escogieron para disefiar una secuencia de
problemas en la que contrastaran algunos valores de la variable de contexto (Tabla ,
se pueden vincular estos valores de variables de contexto de los problemas y los factores de
complejidad identificados en las producciones individuales y grupales.

En la Tabla s6lo se han incluido los valores de la variable de contexto para los que se
interpreta, en base a lo observado en la Tabla [5-11] una relacién con la incorporacién de
factores de complejidad.

Las relaciones resumidas en la Tabla[5-14]ponen de manifiesto que existe una evolucién desde
los planes individuales a las resoluciones grupales. Por una parte, esta evolucién implica
la casi total desaparicién del factor complejidad consistente en estimar en base a un &area
o densidad media en los problemas P1 y P4 (en P2 y P3 ya era bajo en los planes de
resolucién individual). Esto se explica porque la ejecucién de los célculos es mas complicada
cuando hay que promediar tamanos o considerar heterogeneidad que cuando solo hay que
sugerir el procedimiento (en el plan individual), ya que implica un trabajo experimental
sobre el terreno que los participantes no hacen, quizd porque sea costoso o tal vez por
falta de tiempo. Sin embargo, el factor de complejidad consistente en considerar el area til
(eliminando obstéculos) aumenta en todos los problemas, pero especialmente en P1 y P3,
donde ya era relativamente alto en los planes de resolucion individuales. Esto se explica
porque P1 y P3 son dos problemas con regiones de tamano pequeno o mediano, en las que es
sencillo hacer mediciones y estimaciones de las dimensiones del espacio, y por tanto calcular
su drea. En esa tarea relativamente asequible para sus instrumentos de medida (odémetros y
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metros extensibles), el hecho de considerar las partes de la regién con obstéculos no supone
una carga de trabajo excesiva. Cabe destacar que, en los problemas P2 y P4 los obstéculos
(arboles y alcantarillas en P2; barreras en P4) ocupan un drea muy pequenia en relacién
con la superficie total, que es grande; por tanto, en este caso, considerar o no el area ttil
no es significativo a la hora de estimar el nimero de elementos del area total. De hecho, en
el problema P2, el tamano de la regién es grande y el de los elementos es pequeno, lo que
explica la reducida proporcién de producciones que incorporan factores de complejidad.

Tabla 5-14.: Relacion entre variables del contexto del problema y factores de complejidad.

Variable de con-
texto del proble-
ma

Plan de resoluciéon individual

Resolucién grupal completa

Tamano region: pe-
queno/ mediano

Tamano y forma
elementos: me-
diano/ grande y

heterogénea

Los problemas P1 y P3 en los
que la regién tiene un tamano me-
dio o pequeno parecen promover,
en las resoluciones individuales, la
incorporacién del factor de com-
plejidad eliminacion de obstdcu-
los.

Los problemas P1 y P4 en los
que los elementos cuyo niimero se
quiere estimar tienen un tamano
medio o grande, que ademas es
percibido como heterogéneo, pa-
recen promover, en las resolucio-

En las resoluciones grupales de los
problemas P1 y P3 la incidencia
de resoluciones que consideran la
eliminacion de obstdculos como
factor de complejidad es muy al-
ta, tanto en relacion a los otros
factores de complejidad, como en
relacién a los otros dos problemas.
En las resoluciones grupales de
los problemas P1 y P4, sin em-
bargo, la incidencia de las resolu-
ciones que consideran un tamano
medio se reduce en, aproximada-
mente un tercio.

nes individuales, la consideracién
de densidad/tamarno medio.

5.4. Categorizacion y analisis de errores especificos para

problemas de estimacion en contexto real

En esta seccion, que pretende abordar el objetivo de investigacién OI 8, consta de cinco
apartados. En la primera parte de esta seccion se aborda la categorizacion especifica de
errores para problemas de estimacién de un gran nimero de elementos en una superficie
delimitada. A partir del sistema de categorias de error presentado, en el apartado se
analizan las N = 896 producciones individuales de los futuros maestros en la experiencia
A1, obteniendo resultados cuantitativos de tipo descriptivo sobre las categorias de error mas



5.4 Categorizacion y analisis de errores 207

frecuentes. En el apartado [5.4.3| se muestra y discute la relacion de las categorias de error
vinculadas al ciclo de modelizacion con algunas caracteristicas del contexto de los problemas
de la secuencia 1. Los resultados presentados en los tres primeros apartados se publicaron
en Segura y Ferrando (2021)).

En el apartado [5.4.4] a partir del andlisis de los tipos de error descrito en los apartados
precedentes, se definen tres niveles de rendimiento en resolucion de problemas de estimacién
en contexto real: un nivel cero (bajo) se vincula con cometer errores graves que conducen
a producciones incompletas; un primer nivel de rendimiento (bésico) se vincula a no come-
ter errores graves que conducen a producciones categorizadas como Incompleta, pero si se
cometen otros errores; un segundo nivel (alto) se vincula con no cometer ningin tipo de
error.

Por 1ltimo, en el apartado [5.4.5] se analizan los tipos de error en las producciones grupales
e in situ de la experiencia A2, y se hace una comparativa entre los errores mas frecuentes
en esta experiencia y los més frecuentes en la experiencia A1, lo que permitird abordar si el
trabajo en grupo e in situ promueve mejoras en el niveles de rendimiento.

5.4.1. Clasificacion de los errores especificos para problemas de
estimacion en contexto real

En el Capitulo [4] se describié el proceso de construccion del sistema de categorias de error, a
partir de un anélisis preliminar de errores y de la sintesis de algunos trabajos de investigacién
sobre errores en el proceso de modelizacion (especialmente, del trabajo de Moreno y cols.|
2021)) y en el proceso de medicién y estimacién de longitudes y areas (Castillo-Mateo y cols.,
2012)). Los trabajos en los que se ha basado este sistema de categorias de error especifico para
problemas de estimacion de un gran nimero de elementos en una superficie se describieron
con detalle en el Capitulo [2| (ver Tabla para las categorias de |Moreno y cols., 2021} y
Tabla para las de Castillo-Mateo y cols., [2012).

Se han tomado como base estos dos trabajos porque, como se explicd en el Capitulo [2| los
problemas de estimacién en contexto real que son objeto de nuestra investigaciéon son pro-
blemas de modelizacién que requieren habilidades de estimacién de medidas, especialmente
de areas y longitudes. Por tanto, se deben considerar tanto los errores inherentes al proceso
de modelizacién como los errores en el proceso de estimacion de medidas y cantidades. El
analisis de los errores desde la perspectiva del conocimiento sobre resolucion de problemas de
los futuros profesores contribuira a definir su rendimiento y aportar resultados sobre si son
competentes en modelizacion y si son buenos estimadores. El sistema de categorias de error
que presentamos como resultado, en la Tabla[5-15] tiene en cuenta los procesos esenciales en
la resolucién de una tarea de modelizacién (el ciclo de modelizacién: simplificar para obtener
el modelo inicial /real, matematizar para construir el modelo matemético, resolver aplicando
una estrategia para encontrar una solucién/estimacion e interpretar/validar el resultado) y
los procesos esenciales de estimacion y sentido de la medida (concepto de unidad de medida,
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referente mental de la unidad de medida, uso de procedimientos de estimacién). Se aplica a
las producciones analizadas como sistema compuesto por modelo inicial y estrategia asocia-
da. Los tipos de error especificos en la resolucion de esta clase de problemas se clasifican en
categorias de error en cada fase del ciclo de modelizacion. Algunos de estos errores tienen
una naturaleza conceptual, pues estan vinculados a la estructuracion y matematizacién del
contexto, y otros tienen una naturaleza procedimental, vinculados al trabajo matematico
dentro del modelo.

La categoria de error de simplificacion incluye la falta de desarrollo de un modelo inicial
(real) de la situacién real, que no se construye o queda incompleto, errores contemplados por
Moreno y cols.| (2021) en la Tabla Ademas, recoge los errores especificos de medicion
y estimacién de la Tabla de Castillo-Mateo y cols. (2012)) que se relacionan con la
percepcion de las magnitudes que deben ser medidas o estimadas, y con la interiorizacion de
los referentes de dicha magnitud, pues son procesos del sentido de la medida que intervienen
en la fase de simplificacién y estructuracion de la situacion real para este tipo de problemas.
Algunos de los errores preliminares recogidos en la Figura pueden ser ubicados en los
tipos de error de esta categoria: “en blanco” formaria parte de E4, “referente inadecuado”
formaria parte de E3, y “confunde area y longitud” de E2.

La categoria de error de matematizacion también incluye los errores contemplados en la
Tabla relacionados con la falta de desarrollo de un modelo matematico. Ademds, incluye
errores especificos de cuantificacién (asignacién de una unidad de medida, uso de términos
relacionados con la magnitud) de las magnitudes y referentes identificados en la fase anterior,
relacionados con la Tabla [2-5] pues son procesos indispensables para la construccién de un
modelo matemaético en este tipo de problemas. Algunos errores preliminares recogidos en
la Figura pueden ser ubicados en los tipos de error de esta categoria: “sin modelo
matematico” y “modelo matematico sin desarrollar” formarian parte de E8, “asignacién
de medida incorrecta” formaria parte de E6 o de E7, “mezcla de dimensiones” y “falta de
producto cartesiano” formarian parte de E5.

La categoria de error de trabajo matemdtico, como las precedentes, incluye aquellos errores
contemplados por |Moreno y cols.| (2021)) en la Tabla que se relacionan con las estrategias
y procedimientos para obtener una soluciéon dentro del modelo matematico. En este tipo de
problemas, estas estrategias estan vinculadas a los procedimientos de calculo y conversién
de medidas, por eso también se recogen este tipo de errores de la Tabla Algunos errores
preliminares recogidos en la Figura pueden ser ubicados en los tipos de error de esta
categoria: “error de inversién” (b + a en lugar de a = b) formaria parte de E9, “célculos
incompletos” de E11, y “multiplicaciéon por divisién” también formaria parte de E9.

La categoria de error de interpretacion incluye los mismos errores contemplados en la Tabla
2-4] pero al tratarse de problemas de estimaciéon de medidas, se concretan adaptando errores
de la Tabla [2-5| referidos a la ausencia de unidades de medida en la solucién numérica y a que
este valor numérico de la estimacién sea incompatible con el rango de valores esperados. El
Unico error preliminar de la Figura que faltaba por reubicar, “sin unidad de medida”,
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Tabla 5-15.: Categorias de error y tipos de error asociados especificos de los problemas de
estimacion en contexto real.

Categoria Tipos de error de la categoria

E1. Modelo inicial incompleto asociado a la falta
Error de de consideracién de aspectos (variables, relacio-
. ., . ., Conceptual
simplificacién nes, etc.) de la situacion real.
E2. Modelo inicial incorrecto debido a un error
de percepcién de la magnitud.
E3. Modelo inicial incorrecto debido a una inade-
cuada interiorizacion de los referentes de la mag-
nitud a estimar.

E4. No construye un modelo inicial.

E5. Modelo matematico incoherente con el mo-
Error de delo inicial debido a un error de significado de
matematizacién  términos propios de la magnitud. Conceptual
E6. Modelo matematico incoherente con el mode-
lo inicial por inadecuada interiorizacién de unida-
des de medida del S.I. de la magnitud a estimar.
E7. Modelo matematico incoherente con el mode-
lo inicial por el uso de unidades de medida inade-
cuadas.
E8. El modelo matematico no se construye o es
incompleto porque no se cuantifican variables o
relaciones del modelo inicial.

E9. Uso de procedimientos de célculo incorrectos

Error de trabajo o errores de célculo. Procedimental

matematico . . .
E10. Error en la conversién de unidades de medi-

da.

E11. Procedimientos incompletos.

Error de E12. Ausencia de unidades de medida en los re-
. ., Conceptual
interpretacién sultados.

E13. La estimacion es claramente incompatible
con la situacién real.

formaria parte de E12.
Por lo tanto, tal y como se mencion6 en el Capitulo 4 todos los errores detectados en la
categorizacion preliminar pueden ubicarse dentro de las categorias y tipos de error de la Tabla
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[6-15] Ademds, al analizar las producciones de los futuros maestros con estas categorfas y
tipos de error, se identificaron errores que habian sido pasados por alto en la categorizacién
preliminar, y que correspondian con alguno de los tipos de error de la Tabla En
el siguiente apartado se presentaran los resultados del analisis de errores de los planes de
resolucién.

5.4.2. Andlisis de errores de las producciones individuales de la
experiencia Al

El analisis de los errores en las 896 producciones de los N = 224 profesores en formacion,
utilizando la categorizacion de la Tabla [5-15| combina un andlisis cuantitativo de caracter
descriptivo y un andlisis cualitativo que explica e interpreta cada tipo de errores en los planes
de resolucién. Siguiendo la metodologia de andlisis cualitativo de Moreno y cols.| (2021)) para
las tareas de modelizacion, este analisis tampoco se realiza en comparacion con una solucion
determinada, sino que se analiza la coherencia de los planes de resolucién (modelo inicial y
estrategia asociada) presentado.

La Tabla muestra los resultados globales del andlisis, basado en el sistema de categorias
y tipos de error de la Tabla[5-15] de las 896 producciones de la experiencia Al. Cabe destacar
que, al analizar cada una de las producciones, todos los errores que aparecian en ellas fueron
contabilizados.

A partir de la Tabla [5-16], se observa que los futuros profesores cometieron un gran nimero
de errores (461) al resolver la secuencia 1 de problemas de estimacién en contexto real. De
hecho, cometieron una media de 2,06 errores por futuro profesor (un error por cada dos
producciones). De los N = 224 futuros profesores que participaron en la experiencia A1, 166
cometieron al menos un error, lo que representa el 74,11 % de la muestra. Si contabilizamos
solo a los 166 futuros maestros que cometieron errores, entonces la media es de 2,78 errores
por resolutor.

La mayoria de los errores se concentraron en las categorias de error de simplificacién
(37,31%) y error de matematizacion (39,91 %). Esto indica que hay dos fases del ciclo
de modelizacién (Figura y Tabla que generaron las mayores dificultades para los
maestros en formacion. Una es la fase en la que se comprende la situacién real y se establece
un modelo inicial (real) del espacio y de la distribucién de los elementos a estimar (mediante
la simplificacién y la estructuracién). La otra es la fase en la que se matematiza este modelo
inicial, mediante la cuantificacién de las magnitudes — areas o longitudes - implicadas, para
construir un modelo matematico que permita alcanzar una estimacién. Los errores asociados
a estas dos fases son de naturaleza conceptual.

Los futuros profesores también cometieron errores de tipo procedimental relacionados con
la fase de trabajo matemadtico y la resolucién del modelo (20,39 %), aunque se trata de una
proporcion menor de errores. En cuanto a la categoria error de interpretacion, su frecuencia
fue muy baja (2,39 %). Esto no se explica porque esta fase genere menos dificultades en los
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Tabla 5-16.: Frecuencia de cada tipo de error en las 896 producciones de la experiencia Al.

Tipo de error Frecuencia
El 27 (5,86 %)
E2 100 (21,69 %)
E2 4 (0,87 %)
F4 41 (8,89 %)
Error de simplificacién 172 (37,31 %)
E5 66 (14,32 %)
EG 7 (1,52 %)
E7 24 (5,21%)
ES8 87 (18,87 %)
Error de matematizacion 184 (39,91 %)
E9 44 (9,54 %)
E10 1(0,22%)
Ell 49 (10,63 %)
Error de trabajo matemdtico 94 (20,39 %)
E12 2 (0,43 %)
E13 9 (1,95 %)
Error de interpretacién 11 (2,39 %)
Total 461

futuros profesores, como muestra el trabajo de Moreno y cols.| (2021, y como se verd en los
resultados del andlisis de la experiencia A2, en el préximo apartado. La explicacion de una
proporcion tan baja de errores de interpretacion se debe al cardcter esquematico del plan
de resolucién, que no requeria que realizaran estimaciones numéricas del problema y, por
tanto, como se vera en el andlisis cualitativo, en pocos planes de resolucién se presentaba un
resultado numérico que el resolutor debiera interpretar.

Una vez comentados los resultados globales del analisis descriptivo, presentamos los resul-
tados del andlisis cualitativo para cada tipo de error, que nos va a permitir explicar sus
caracteristicas. Introduciremos cada categoria de error y explicaremos los tipos de error
asociados, apoyandonos en ejemplos de producciones de los futuros maestros.

Errores de simplificacion

E1. Modelo inicial incompleto asociado a la falta de consideracion de aspectos (variables,
relaciones, etc.) de la situacion real.
Representa el 5,86 % de los errores cometidos por los futuros profesores. En la fase de es-



212 5 Analisis de datos y resultados

tructuracion de la situacién real, el resolutor lo comete cuando no identifica las variables del
modelo inicial ni los aspectos de la situacion real que deben incorporarse a dicho modelo. En
el caso de los problemas de secuencia 1, la mayoria de los errores de este tipo se producen
porque el resolutor no considera que el espacio ocupado por los elementos es una variable del
modelo para obtener la estimacién de su nimero. Por ejemplo, en la siguiente transcripcién
de un plan de resolucién para el problema PI-Personas, el resolutor 4°D-1.8.1 no tiene en
cuenta el espacio ocupado por cada persona, y tampoco considera que debe haber personas
distribuidas en el area del porche:

“Primero tenemos que saber el tamano total del porche. Para ello, tendriamos que
estimar el total a partir de la longitud y la anchura [aqui termina la produccién].”

Un error como el anterior imposibilita desarrollar una estrategia para obtener una estimacion
del niimero de elementos, por lo que esa produccion se categoriza como Incompleta. De hecho,
esta produccion es muy similar a la del resolutor 4°F-1.6.3 que comentamos en el apartado
m como ejemplo de Incompleta (este resolutor escribia “Necesitamos saber el tamano del
porche en su conjunto. Tendriamos que medir el ancho y la longitud para poder obtener
el total de metros cuadrados.”). En efecto, el desarrollo de un modelo inicial es condicién
necesaria para plantear un plan de resolucién que permita obtener una estimacién, el error
E1 conduce a producciones incompletas. En consecuencia, como este error impide resolver
con éxito el problema en el que se comete, lo consideraremos un error grave.

E2. Modelo inicial incorrecto debido a un error de percepcion de la magnitud.

Se confunden las magnitudes implicadas en el modelo inicial de la situacién real, confun-
diendo longitud y area, o drea y volumen. Este es el error mas numeroso en el proceso de
resolucion de los problemas de estimacion en contexto real de la secuencia 1, ya que aparecid
en 100 producciones, lo que representa el 21,69 % del total de errores. El error E2 es un
indicador de profundas carencias en el sentido de estimacion de magnitudes, ya que muchos
futuros profesores no parecian diferenciar bien las magnitudes implicadas en los problemas
de la secuencia 1, ni elegir la correcta. La mayoria de los errores categorizados como E2 se
han registrado en P2-Baldosas, pues ha sido frecuente que el resolutor confunda la superficie
entre el gimnasio y la Facultad de Educacién (que es lo que se ajusta a la situacién real que
plantea el problema) con la distancia entre el gimnasio y la Facultad de Educacién, como se
puede ver en la siguiente transcripcion de un plan de resolucion:

“Calcularia cuantas baldosas hay en x metros, o si no fuera exacto, contaria x
baldosas y mediria cudnto mide ese grupo [en longitud|. Ejemplo: 20baldosas = 1m.
Luego mediria los metros entre los dos edificios y los multiplicaria por las baldosas
en un metro.”

En este caso, el plan de resolucion esta completo: la estrategia, basada en densidad lineal, es
correcta, pero en el modelo inicial el espacio se ha estructurado sobre la magnitud longitud,
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se ha confundido la distancia entre los dos edificios con la superficie que delimitan los dos
edificios. Otro ejemplo similar lo encontramos en la produccion del resolutor 4°K-1.4.2; pues
como puede leerse en la Figura [5-63] propone dividir la distancia entre los edificios del
gimnasio y de la facultad entre la longitud de una baldosa (unidad base lineal), porque el
resolutor 1.4.2 ha percibido que la magnitud implicada en la situacién del problema es la
longitud, en lugar del area.

Figura 5-63.: Error E2, percepcion de magnitud longitud en lugar de magnitud area, en el
problema P2-Baldosas.

El tipo de error E2 también aparecié en otros problemas, relacionado con una mala per-
cepcion de la magnitud elegida para expresar el espacio ocupado por el elemento a estimar.
Por ejemplo, en P3-Césped, algunos futuros maestros confundieron el area de la hoja con el
ancho de la hoja; mientras que en PI-Personas, encontramos planes de resolucion en los que
se confunde el area ocupada por una persona con la altura ocupada por una persona. Por

ejemplo, encontramos este error de percepcion de magnitud en la produccion del resolutor
4°K-1.11.1:

“Habria que medir el porche de entrada [no indica cémo hacerlo ni qué medida de
magnitud se quiere obtener| y medir la altura media de una persona, y dividir la
medida del porche y la de la persona.”

También se encontraron producciones que percibieron que problemas como P1 o P3 involu-
cran la magnitud volumen. Por ejemplo, en la produccion del resolutor 4°K-1.3.3 que puede
verse en la Figura , hay una percepcién (errénea) de que la situacién real que plantea
el problema PI1-Personas implica magnitudes de volumen.

Figura 5-64.: Error E2, percepcién de magnitud volumen en lugar de magnitud area, en el
problema P1-Personas.

Como hemos visto, el tipo de error E2 no necesariamente conduce a producciones catego-
rizadas como incompleta, porque no impide desarrollar un plan de resolucion, aunque éste
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conduce a una estimacién inservible por relacionarse con magnitudes que no se correspon-
den con el problema. En definitiva, el error E2 denota deficiencias serias en el sentido de la
medida.

E3. Modelo inicial incorrecto debido a una inadecuada interiorizacion de los referentes de
la magnitud a estimar.

Se produce cuando el resolutor no ha interiorizado una medida adecuada de algtin referente
de la magnitud a estimar, por ejemplo, cuando en P1 piensa que en una baldosa grande
del suelo del porche cabe una persona (cuando pueden caber tres o cuatro). Este tipo de
error representa un nimero reducido de errores (0,87 % del total), quiza debido al caracter
esquematico del plan de resolucién (la mayoria de los resolutores no se aventuran a estimar
numéricamente el referente de magnitud, sino que sélo proponen su uso de forma cualitativa),
pero también influye el hecho de que la secuencia 1 se desarrolla en un entorno familiar para
los alumnos, por lo que pueden usar referentes conocidos. Por ejemplo, en el P2-Baldosas,
encontramos el siguiente error del resolutor 4°D-1.10.3 cuando se toma un paso como referente
de la longitud de dos baldosas, porque claramente abarca mas de dos baldosas, y el propio
resolutor expreso sus dudas una vez propuesto:

“(...) como la baldosa es més pequenia que un pie, es decir, no es tan larga, lo que
haria es dividir el nimero de pasos que he contado entre dos, y eso me daria el
nimero de baldosas. Creo que eso seria un error, por lo que tendria que medir una
baldosa, tanto su anchura como su longitud.”

El error estd al confundir pie (que abarca algo menos que dos baldosas pequenas) y paso (que
abarca més). En efecto, después de proponerlo, el resolutor 1.10.3 escribe que cree que es un
error tomar un paso como referente de la longitud de dos baldosas, y finalmente, proponer
usar el S.I. midiendo el ancho y el largo de las baldosas con un metro.

En la Figura encontramos otro ejemplo de interiorizacion inadecuada del referente en
P2-Baldosas, pues el resolutor 4°K-1.7.1 compara un palmo de la mano con dos baldosas,
cuando claramente una mano apenas abarca una baldosa pequena.

Problema 2 ;Cuéntas baldosas hay entre el edificio de magisterioy el gimnasio? |
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Figura 5-65.: Error E3, referente palmo inadecuado para dos baldosas, en el problema P2-
Baldosas.

También se utiliza el palmo como referente para la superficie entre el gimnasio y la facultad
de Magisterio, pero la comparacion resulta también inadecuada, pues el resolutor 1.7.1 piensa
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que con 30 palmos cubriria la superficie, cuando es manifiestamente perceptible que se nece-
sitarfan muchos mas palmos para cubrirla, miles de ellos, y que es un referente inadecuado.

E4. No construye un modelo inicial.

Este tipo de error corresponde a las respuestas en blanco o a las respuestas del tipo “no he
comprendido el problema” o “no sé hacer el problema”. E4 es un error numeroso (8,89 %
del total) porque hubo muchas respuestas de este tipo (26) en el problema P3-Césped. Se
trata de un error grave porque indica que una produccién estda Incompleta, es decir, que el
resolutor no ha tenido éxito en ese problema.

Errores de matematizacion

E5. Modelo matemdtico incoherente con el modelo inicial debido a un error de significado
de términos propios de la magnitud.

E5 es el tercer tipo de error mas frecuente (14, 32 % del total) de los errores analizados en las
896 producciones. Durante el proceso de matematizacion de las variables que intervienen en
el modelo inicial, este error se produce cuando se utiliza de forma inapropiada un término
relacionado con la magnitud involucrada. En la mayoria de los errores de tipo E5 analizados,
este uso inadecuado se debe a confundir o utilizar simultaneamente diferentes magnitudes
en un procedimiento sin respetar la homogeneidad dimensional. Por ejemplo, se encuentran
planes de resoluciéon que proponen que, para obtener el nimero de elementos, se dividan
las medidas de magnitudes de diferente dimensién (por ejemplo, area del espacio total di-
vidida por la anchura del elemento a estimar). Este error esta vinculado con E2; pues para
mezclar medidas de distinta dimensién se debe haber producido previamente algin error de
percepcion de magnitud de alguna de las variables del modelo. Encontramos un ejemplo en
la siguiente transcripcion de un plan de resolucién para P4-Coches:

“Datos [medidas que necesita obtener /estimar| — cudnto ocupa un coche y la longi-
tud del aparcamiento. [Proceso:] Tomaria la medida del aparcamiento [la longitud]
y la dividiria por la superficie del coche.”

Aunque hay varias omisiones, el resolutor indica que necesitaria obtener “la longitud del
aparcamiento”, y que luego “tomarfa la medida del aparcamiento” (entendemos que la lon-
gitud, pues era la magnitud que habia mencionado como dato necesario) y la dividirfa por la
“superficie del coche”. Hay, como se decia, un error de tipo E2 al trabajar en su modelo con
la magnitud “longitud” del aparcamiento y no con area, pero, ademas, luego trata de dividir
una medida de magnitud unidimensional (longitud del aparcamiento) entre una medida de
longitud bidimensional (4drea del coche), lo que supone un error de significado en términos
de magnitud, es decir, categorizado como Eb5.

Otro error de este tipo lo encontramos en la produccién del resolutor 4°F-11.5, quien, después
de confundir drea ocupada por una persona con volumen ocupado por una persona (E2),
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propone dividir el area de porche entre el volumen que ocupa una persona, como puede verse

en la Figura [5-66|
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Figura 5-66.: Error E5, dividir area entre volumen, en el problema PI1-Personas.

En este punto, conviene apuntar que la diferencia entre la produccién de la Figura y
la de la Figura estd en que en la primera hay solamente un error de percepcion de
magnitud, pues construye un modelo basado en volimenes cuando no es lo que plantea la
situacion real del problema, pero el procedimiento en términos de la magnitud es coherente.
Sin embargo, en la produccién de la Figura [5-66] ademds del error de percepcién de una
magnitud, el procedimiento en términos de las magnitudes implicadas es incoherente.

Otro ejemplo de E5 es la confusién del concepto de area y del concepto de perimetro. Es
conocida la frecuente confusion entre darea y perimetro, ya que su calculo suele ir acompanado
de féormulas que estereotipan la comprension y relacién de los fundamentos espaciales de estos

dos conceptos (Dickson y cols., |1991). Encontramos varios planes de resolucién que cometen
este error, por ejemplo, el de la Figura [5-67]

Problema 1 ;Cudnta gente se puede resguardar debajo del porche de entrada a la facultad s llusve?
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Figura 5-67.: Error E5, confusién de area y perimetro, en el problema PI-Personas.

El resolutor escribe que “deberiamos resolver el perimetro de esa zona” pues eso permitiria
conocer “los metros que ocupa el porche”. Pero lo cierto es que lo que ocupa el porche, es
decir, el espacio 1util sobre el que pueden distribuirse las personas, es su superficie, lo que
implica calcular el area.
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Entre los errores categorizados como de tipo E5 también se encuentra, con bastante fre-
cuencia, uno que denominaremos como “linealizacion parcial”. Aparece en aquellos planes
de resolucion basados en linealizacién que estiman el nimero de elementos a lo largo y a lo
ancho de una superficie, pero en los que el resolutor no realiza el producto cartesiano para
pasar de estimaciones unidimensionales (parciales) a una bidimensional, por lo que comete
un error en términos de la magnitud. Esto queda claro en la siguiente transcripcion de un
plan de resolucién para P2-Baldosas:

“Calcula [mide o estima] los metros de la base [del rectangulo que forma el espacio
total entre el gimnasio y la Facultad], desde un lado del gimnasio al otro, averigua
[cuenta] cudntas baldosas hay en un metro, y multiplicalo [para obtener el niimero
de baldosas en la base]. Haz lo mismo con la altura [del rectangulo].”

En el plan de resolucién anterior, observamos un modelo inicial basado en la linealizacion de
la distribucién de los elementos en el espacio (considera las baldosas por filas), y una estra-
tegia correcta para estimar el nimero de baldosas en la anchura y la longitud de la superficie
rectangular (estimaciones parciales, unidimensionales). Sin embargo, la magnitud “ndmero
de baldosas” corresponde a toda la superficie (bidimensional), siendo el resultado del pro-
ducto cartesiano producto del nimero de baldosas en anchura por el nimero de baldosas
en longitud. Puesto que el problema P2-Baldosas se relaciona con una mayor proporcion de
planes de resolucién Linealizacion, esta clase de error de E5 aparece de manera mayoritaria
en ese problema.

E6.Modelo matemdtico incoherente con el modelo inicial por inadecuada interiorizacion de
unidades de medida del S.1. de la magnitud a estimar.

El tipo de error E6 se produce al cuantificar un referente en unidades de medida del S.I.
asignandole un valor que no se corresponde con la realidad, por ejemplo, cuando se considera
que un paso equivale a un metro. La diferencia con E3 es que aquel tipo de error afectaba a la
relacion entre el referente de medida y otras variables del modelo inicial (por ejemplo, entre un
paso y las baldosas), mientras que en E6 la relacién se establece entre el referente de medida
y unidades de medida del S.I., es decir, que forma parte del proceso de matematizacién del
modelo inicial. Se trata de un error en el sentido de la medida y la estimacion, por no tener
interiorizado, por ejemplo, qué significa 1 metro, o qué significa 1 centimetro cuadrado, etc.
Encontramos un ejemplo en la produccion del resolutor 4°K-1.6.3, como puede verse en la
Figura En este plan de resolucién, el resolutor 1.6.3 escribe que “(...) necesitamos
saber lo que mide el drea de cada brizna (...) Brizna — Ancho = 1m, Largo = 3m, [Area] =
1x3=23m2"

Del ejemplo anterior se desprende que las unidades de medida del S.I. utilizadas para la
longitud de una brizna de hierba no fueron bien interiorizadas por el resolutor, pues utiliza
el metro para expresar la medida de la brizna, dando una cuantificacion del tamano de la
misma (1 metro de ancho por 3 metros de largo) que claramente no se corresponde con la
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realidad. Esto solo puede ser explicado porque el resolutor no tiene una idea correcta de lo
que significa el metro como unidad de medida.

Problema 3 ;Cudintas briznas de césped hay en este espacio?
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Figura 5-68.: Error E6, inadecuada interiorizacién de unidades de medida del S.I., en el
problema P3-Césped.

E6 no es un error frecuente, aunque el caracter esquematico del plan de resolucion puede
explicar que sélo haya representado el 1,52 % del total de errores, ya que implica que el reso-
lutor cuantifique las variables del modelo inicial (como ocurre en la produccién de la Figura
. En la mayoria de planes de resolucion, como ya se ha explicado, la matematizacién
tiene caracter de propuesta, y no se incluyen valores numéricos. Es de esperar que este tipo
de error E6 aumente en las resoluciones que requieren efectuar las estimaciones numéricas,
como las de la experiencia A2.

E7. Modelo matemadtico incoherente con el modelo inicial por el uso de unidades de medida
inadecuadas.

Aparece en 24 planes de resolucion, lo que representa el 5, 21 % del total de errores analizados.
El tipo de error E7 se comete cuando el resolutor utiliza unidades de medida de una magnitud
que no se corresponde con la que esta midiendo; por ejemplo, cuando, para expresar la medida
de una superficie, expresa el resultado en metros en lugar de en metros cuadrados. Este tipo
de error se detecta, por ejemplo, en la siguiente transcripcién de un plan de resolucion del
resolutor 4°A-1.7.4 para P1-Personas:

“En primer lugar, mediria la anchura y la longitud del suelo del porche para calcular
su area y asi saber de cuantos metros disponemos. Luego estableceria una medida
[de superficie] por persona, por ejemplo, una persona ocupa un metro, para calcular
cudntas personas caben en el porche de forma manera aproximada, dividiendo los
metros totales del piso por la medida [de la superficie ocupada] de las personas.”

En este plan de resolucién se observa que el resolutor se refiere explicitamente al area del
porche, pero la expresa en metros en lugar de en metros cuadrados, y luego se refiere a
la medida de una persona, aqui hay cierta ambigiiedad, pero el procedimiento empleado
(Unidad base) ayuda a interpretar que el resolutor se refiere a la medida del drea ocupada
por una persona, que también expresa en metros. Este tipo de error E7, por tanto, no proviene
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de una percepcién errénea de la magnitud (E2), porque el resolutor estd utilizando en su
modelo la magnitud area, sino de la incorrecta expresion de la medida de dicha magnitud,
debida al uso de unidades de medida (el metro) que no se corresponden con la magnitud
expresada (4rea).

ES8. El modelo matemdtico no se construye o es incompleto porque no se cuantifican variables
o relaciones del modelo inicial.

ES es el segundo tipo de error mds numeroso, representando el 18,87 % del total de errores
analizados. Este error se comete cuando no se han matematizado/cuantificado todas las
variables o relaciones del modelo inicial de la situacién real, es decir, cuando el modelo
matematico no esta completo. También cuando la respuesta no se basa en la construccion
de un modelo matematico.

Hay dos posibilidades dentro de esta categoria de error. Por un lado, hemos considerado
que los planes de resolucién basados en el recuento directo cometen un error de tipo E8, ya
que su plan de resolucién no se basa en un modelo matematico que permite una estimacion
razonada. No hay modelo matematico construido, y aunque en este caso no se considera
como produccion Incompleta, con la asignacion del error E8 a Recuento se establece que
es una propuesta de resolucion limitada, como ya se habia discutido en el apartado [5.1.1
En dicho apartado encontramos ejemplos de producciones basadas en recuento directo que
estarfan cometiendo un error de tipo E8 (ver Figura , Figura y Figura .

La segunda posibilidad de error de tipo E8 es aquel en el que la produccion no matema-
tiza/cuantifica las variables del modelo inicial necesarias para proporcionar una estrategia
que permita obtener una estimacién del nimero de elementos que caben en la superficie de-
limitada del problema. Hay numerosos ejemplos de planes de resolucién que no desarrollan
completamente el modelo matematico. En la siguiente transcripcion de una produccién para
PJ-Coches, observamos que el resolutor no concreta la magnitud que mide en el aparcamien-
to, y no puede ser interpretada por otros elementos del texto. Ademds, el resolutor tampoco
matematiza las relaciones entre las medidas, es decir, no indica los procedimientos para ob-
tener la estimacion del nimero de coches a partir de las variables consideradas (medida del
aparcamiento y medida del coche):

“Necesitariamos saber las medidas [jcudles?]| del aparcamiento y el tamano de un
coche para saber [;cémo?] cudntos coches podrian caber.”

En la produccion anterior, la falta de desarrollo del modelo impide saber si el resolutor
plantea un tipo de resoluciéon basado en Unidad base o en Linealizacién, por lo que este error
ES8 se considera grave y conduce a que la produccién sea categorizada como Incompleta. Un
caso parecido es el de la produccién para P2-Baldosas que aparece en la Figura [5-69]

En la produccion anterior, el resolutor indica que necesita “saber la distancia” entre los
edificios “tanto a lo largo como a lo ancho” y también “las medidas de la baldosa”. Sin
embargo, con estas medidas del espacio entre los edificios y de las baldosas no podemos saber
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Problema 2 ¢ Cudntas baldosas hay entre el edificio de magisterio y el gimnasio?

Figura 5-69.: Error E8, modelo matematico incompleto, en el problema P2-Baldosas.

qué quiere obtener el resolutor: podria calcular el area del espacio y el area de la baldosa,
y dividir estas medidas (Unidad base), pero también podria calcular cudntas baldosas hay
a lo ancho y cudntas a lo largo, y hacer el producto cartesiano (Linealizacién). No podemos
interpretarlo porque, ademés de no haber mencionado las magnitudes con las que va a
trabajar en su modelo, el resolutor tampoco ha explicado la relacién matematica entre las
variables (medidas de la baldosa y medidas del espacio delimitado por los edificios). Es
una produccién en la que, como la anterior, el error E8 conlleva que sea categorizada como
Incompleta.

Como hemos visto en los dos ejemplos anteriores, en muchos de los errores categorizados como
E8 hay una falta de definicién de las variables relevantes para la resolucion del problema y
las dependencias entre estas variables, lo que indica profundas dificultades en la comprension
de los conceptos matematicos derivados del modelo inicial de la situaciéon real. Esto hace que
el error E8 sea considerado, salvo en los planes de Recuento y en algunas producciones en las
que ha faltado matematizar algin elemento menor que no ha impedido el desarrollo de un
plan de resolucién, como grave, ya que aparece frecuentemente asociado a las producciones
categorizadas como Incompleta. En esos casos, E8 impide resolver con éxito el problema.

Errores de trabajo matematico

E9. Uso de procedimientos de cdlculo incorrectos o errores de cdlculo.

Los errores de tipo E9 se producen cuando el resolutor utiliza una férmula inadecuada, o un
procedimiento de calculo incorrecto; por ejemplo, cuando escribe que el drea de un rectangulo
es la base mas la altura. Se trata de un error numeroso en los planes de resolucion de la
secuencia 1 de problemas de estimacién en contexto real: supone el 9,54 % del total de los
errores analizados.

En esta tipologia, el error més recurrente es el uso del algoritmo inverso (Ivars y
Fernandez, |2016)), que consiste en que, para una situacién con una estructura de di-
vision de la medida, se utiliza una multiplicacion. En el caso de los planes de re-
solucion categorizados como Unidad base, se comete este error cuando el procedi-
miento area de la superficie + area del elemento = numero de elementos se invierte en
area de la superficie x area del elemento = ntimero de elementos. Encontramos un ejemplo
de error en el uso del algoritmo inverso en la siguiente transcripcién de un plan de resolucion
Unidad base del resolutor 4°K-1.2.2 para P1-Personas:
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“Primero debemos medir el largo y el ancho del porche para averiguar el area del
espacio. A continuacion, sacarfamos la media [del drea] que ocupa una persona y
multiplicariamos ambos datos.”

El resolutor 1.2.2 indica que debe multiplicarse el area del espacio del porche y el area
media que ocupa una persona para obtener el nimero de personas que caben en el espacio,
por lo que no ha comprendido que su resolucién requiere un procedimiento de division de
medidas. Otro ejemplo lo encontramos en el plan de resolucién del resolutor 4°A-1.2.4 para
el problema P4-Coches, como se observa en la Figura [5-7T0} El resolutor escribe que debe
calcularse/estimarse qué superficie mide un coche y después multiplicar esta medida por la
medida de la superficie de todo el aparcamiento.

Figura 5-70.: Error E9, uso de algoritmo inverso en plan de resoluciéon del problema Pj4-
Coches.

En el caso de los planes de resoluciéon categorizados como Densidad, el error
de utilizar el algoritmo inverso también aparece, y consiste en que el procedi-
miento de cdalculo (ntimero de elementos de la subdrea muestral <+ subérea muestral) x
drea total de la superficie, se invierte en (ndmero de elementos de la subdrea muestral x

subdrea muestral) x drea total de la superficie, es decir, en que la densidad de la distribucién,
que se obtiene por division de medidas, se calcula erréneamente como producto de medidas.
Dentro de la tipologia de E9, también aparecen, aunque con una frecuencia ligeramente
menor, los errores de inversion , que implica invertir el orden en una razén entre dos medidas
de magnitud (Gonzalez-Calero, Arnau, y Laserna-Belenguer, [2015)). En el caso de los planes
de resolucién categorizados como Unidad base, el error de inversién implica sustituir la

razén area de la superficie + drea del elemento = ntimero de elementos por la razon inversa,
es decir, area del elemento + area de la superficie = niimero de elementos. Lo encontramos,
por ejemplo, en la siguiente transcripciéon de un plan de resolucién para P4-Coches:

“En primer lugar, necesitaria saber [la superficie de| el espacio total del aparca-
miento y cudnto [superficie] mide una plaza [de coche|. Asi que podriamos dividir
[el drea de] ese espacio por [el drea de] todo el aparcamiento, y entonces podriamos
saber cuantos coches cabrian sin dejar espacio.”

El resolutor propone dividir el area de una plaza de coche entre el area del aparcamiento para
obtener el niimero de coches que caben en el aparcamiento. Puede haber una explicaciéon para



222 5 Analisis de datos y resultados

este fendmeno: la coincidencia en el orden de las palabras (Clement, [1982), que se deberia a

una conversion literal del orden de las palabras del enunciado a procedimientos matematicos,
sin una representacién mental clara de la situacién. En efecto, en el enunciado de P4-Coches
(Figura , la palabra “coches” aparece antes que la palabra “parking”.

El error de inversion también se produce en los planes de resolucién ca-
tegorizados como Densidad, en los que, en el procedimiento de célcu-

lo: nimero de elementos en la subdrea muestral ~ x  (4rea total de la superficie =

subdrea muestral), la razén entre dreas se invierte, obteniendo el procedimien-

to  erréneo:  numero de elementos en la subdrea muestral X = (subdrea muestral =
area total de la superficie), como se observa en la Figura m
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Figura 5-71.: Error E9, error de inversiéon en plan de resolucion del problema P3-Césped.

En el plan de resolucién de la Figura [5-71] el resolutor escribe que, para obtener el nimero
de briznas de césped que cubren la superficie total, debe “dividir el niimero de briznas en 1
cm? por el drea total”. El resolutor ha invertido la razén entre subdrea muestral (1em?) y
area total, por eso en lugar de multiplicar por el area total, dice que hay que dividir por el
area total.

Al trabajar con este tipo de razonamientos basados en la proporcionalidad, algunos resolu-
tores plantean procedimientos de regla de tres en sus planes de resolucion. En este tipo de
procedimientos también encontramos errores de inversion: en el uso incorrecto de la regla de
tres, cuando se altera el orden de las tres cantidades conocidas. Por ejemplo, en el plan de
resolucién para P3-Césped de la Figura[5-72| encontramos un procedimiento basado en una
regla de tres invertida.

El resultado de aplicar la regla de tres planteada por el resolutor es dividir el area de una
brizna, 25cm [em?, esto es un error de tipo E7], entre el drea de total de la jardinera, 1500cm
[cm?]. El resolutor ha planteado en su regla de tres que el drea total es al drea de la brizna
como 1 brizna al nimero total de briznas, cuando esto ultimo deberia tener el orden inver-
so. Este error se debe a utilizar un procedimiento mecanico en lugar de razonar sobre el
significado de la razon entre dos areas. Estos procedimientos mecanicos de resolucion de pro-

blemas son un obstaculo para la comprension de los conceptos y procedimientos involucrados
(Verschaffel y cols., 2000).

E10. Error en la conversion de unidades de medida.
Este error se produce cuando una unidad de medida no se convierte correctamente a otra
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Preblema 3 ; Cudntas briznas de césped hay en este espacio? I

Figura 5-72.: Error E9, error de inversion en regla de tres, , en el problema P3-Césped.

unidad de medida de la misma magnitud. Por ejemplo, cuando, para una medida de longitud
expresada en metros, se calcula su valor en centimetros. Sélo aparecié en una produccién, la
del resolutor 4°F-1.9.2 para P3-Césped:

“(...) contamos las briznas en ese espacio y multiplicamos, sabiendo que un metro

cuadrado son 100 em? o 10 dm?.”

El resolutor 1.9.2 aplica mecanicamente que 1 metro es equivalente a 100cm o a 10dm, sin
razonar sobre si esa conversion se mantiene para las unidades de medida de area, es decir,
sin haber asimilado que 1 metro cuadrado (un cuadrado de un metro de lado) equivale a la
cantidad de cuadrados de 1cm de lado que lo cubren, es decir, 100 x 100.

No se encuentran practicamente errores de tipo E10 en esta parte de la experiencia ya
que pocos futuros maestros trabajan con datos numéricos en sus planes de resolucion. Es
de esperar, como asi veremos, que la proporcion de este tipo de errores aumente en las
resoluciones en las que se debe estimar o medir datos numéricos de la situacién real, como
ocurren en la experiencia A2.

E11. Procedimientos incompletos.

Se comete un error de tipo E11 cuando, una vez desarrollado el modelo matematico, los
procedimientos que forman parte de la estrategia para obtener la estimacién no aparecen
completos o explicitados. El tipo de error E11 se diferencia del E8 (modelo matemético
incompleto) en que aparece una vez el modelo matemadtico esta desarrollado; es decir, que
se encuentra en resoluciones en las que las variables del modelo si estan todas cuantificadas,
pero alguna parte del procedimiento de calculo de la estimacion ha sido obviada. Es un error
de naturaleza procedimental, no implica la falta de desarrollo de conceptos, como si ocurre
con el error ES8.

Los errores E11 se pueden deber a que el resolutor asume implicitamente parte de los proce-
dimientos de célculo de la estimacién, pero no los escribe, a pesar de que al comienzo de la
experiencia A1 se les indicé que todos los pasos debian hacerse explicitos. El nimero de este
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tipo de errores es alto, pues suponen un 10, 63 % del total de los errores analizados. La pro-
porcion de este tipo de errores es alta debido al cardcter esquematico y sintético del plan de
resolucion, que puede llevar al descuido en la explicacion del procedimiento que escribe el re-
solutor; como veremos, cuando los resolutores deben desarrollar los calculos numéricamente,
como ocurre en la experiencia A2, este tipo de error desciende de manera significativa.
Todos los errores categorizados como E11 se asocian al plan de resolucion Unidad base, y
se concretan en que el resolutor no escribe explicitamente que debe dividir el area total de
la superficie por el area ocupada por un elemento para hallar el nimero de elementos. Un
ejemplo lo encontramos en el plan de resolucion del resolutor 4°F-1.7.1 que escribe:

“DATOS: la profundidad y la medida del porche, cuanto ocupa una persona. Me-
dirfamos el porche (profundidad y longitud) y luego medirfamos cudnto espacio
fisico ocupa una persona. Asi, harfamos una operacién para saber cuanta gente
cabe.”

Se observa que el modelo inicial del resolutor 1.7.1, basado en la superficie del porche y en la
superficie que ocupa una persona, se ha desarrollado y matematizado de manera completa,
por lo que se reconoce el uso de la estrategia asociada a unidad base: cuantas veces cabe
el drea ocupada por una persona, como unidad de medida, dentro del area del porche. Sin
embargo, el resolutor, una vez ha descrito los procedimientos para calcular esas dos areas,
termina su plan de resolucién sin especificar que esa operacién es una divisién de la medida
del area del porche entre la medida del area asignada a una persona.

Errores de interpretacion

E12. Ausencia de unidades de medida en los resultados.

Este tipo de error se comete cuando el resolutor estima un valor numérico o el resultado de
una medicién sin comunicar la unidad de medida a la que se refiere. Solo aparece en dos
planes de resolucién, como se ha explicado, debido al caracter esquematico de los mismos.
Encontramos un ejemplo en la Figura [5-73] Se observa que el resolutor calcula el drea
ocupada por una brizna de césped como 2 x 3, sin escribir en qué unidades de medida esta
expresando ese resultado.

Problema 3 ;Cuéntas briznas de césped hay en este espacio?
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Figura 5-73.: Error E12, ausencia de unidades de medida en los resultados de P3-Césped.
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E13. La estimacion es claramente incompatible con la situacion real.

E13 se comete cuando el resultado matemético no se interpreta en la situacién real. Hay
dos posibilidades relacionadas con este tipo de errores de interpretacion: en la primera, se
producen cuando se obtiene una estimacion claramente inverosimil, que se percibe directa-
mente como demasiado alta o demasiado baja. La otra posibilidad es que se produzca porque
la naturaleza numérica del resultado es incompatible con realidad; por ejemplo, cuando el
resolutor expresa la estimaciéon del nimero de personas o coches con un niimero decimal. El
caracter de propuesta del plan de resolucién, en la que pocos resolutores aventuran calculos
y resultados numéricos concretos, influye en el bajo nimero de este tipo de error (1,95 % del
total). Es de esperar que esta proporcién aumente cuando los resolutores deben ofrecer una
estimacién numérica, como ocurre en la experiencia A2. Un ejemplo de E13 lo encontramos
en el plan de resoluciéon de la Figura Como consecuencia de un error de tipo E6, es
decir, de no haber asignado correctamente las medidas de ancho y largo de la brizna en SI,
se obtiene una estimacion del nimero de briznas de hierba claramente incompatible con la
situacion real, pues el resolutor responde que hay “30 = 3 = 10 briznas”. El resultado de la
produccién de la Figura es claramente incompatible con la realidad porque, para cual-
quier jardinera como la que aparece en P3-Césped, es obvio a simple vista que hay muchas
mas briznas.

5.4.3. Relacién entre categorias de error y caracteristicas del contexto

Es interesante extender el andlisis de la influencia del contexto de los problemas reales de
estimacion sobre los tipos de plan de resolucion, descrito en la seccion al estudio de la
relacion entre la variable de contexto y el nimero y tipo de error cometido por los futuros
profesores. La Tabla muestra la frecuencia de aparicion de cada tipo de error en cada
problema de estimacién en contexto real de la secuencia 1.

Para realizar un analisis estadistico de la relacion entre las variables del contexto de cada pro-
blema de la secuencia 1 y los errores cometidos, agrupamos los tipos de errores por categorias
segun la fase del ciclo de modelizacién, como se muestra en la Tabla [5-18] Realizamos un
analisis inferencial basado en la prueba de independencia Chi-cuadrado (DF =9, N = 461).
Asumimos como hipétesis nula que no existe relaciéon entre los problemas — seleccionados
por contraste de valores de la variable de contexto — y las categorias de error ligadas al ciclo
de modelizacién. Fijamos a = 0,01 y se obtiene un valor y? = 23,2873 con p = 0,006, lo que
lleva a rechazar la hipdtesis nula. Dado que en cuatro casillas del cuadro 5 la frecuencia es
inferior a cinco, lo que representa el 25 % de las casillas, y frecuencias inferiores a cinco no de-
ben superar el 20 % del total, el resultado puede ser o no fiable. Para confirmar la fiabilidad,
debemos basar nuestros resultados en la prueba de la razén de verosimilitud Chi-cuadrado
(LR), que admite las celdas con frecuencias inferiores a cinco (Ozdemir y Eyduran, [2005}
McHugh, 2013)). Asi, fijando un nivel de significacién de a = 0,01, la razén de verosimilitud
de la prueba de Chi-cuadrado fue LR = 24,117 con una significacién asintdtica (bilateral)
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Tabla 5-17.: Frecuencia de cada tipo de error para cada problema de la secuencia 1.
Tipo de error P1-Personas P2-Baldosas P3-Césped P4-Coches

El 9 4 10 4
E2 33 46 17 4
E2 1 2 0 1
E4 4 4 26 7
E5 20 17 14 15
E6 3 2 2 0
E7 5 7 8 4
E8 27 21 22 17
E9 8 11 13 12
E10 0 0 1 0
E1l 18 3 13 15
E12 0 0 2 1
E13 3 3 2 1
Total 131 120 130 80

de 0,004. Esto confirma que existe una relacién estadisticamente significativa entre el tipo
de problema, segiin sus caracteristicas de contexto, y la categoria de error.

Se ha medido la fuerza de la correlacién utilizando el coeficiente V' de Cramer, obteniendo
V = 0,13 con una significacién de 0,006. Este resultado nos informa de que, aunque la
correlacion es significativa, el tamano del efecto es pequeno. El coeficiente de contingencia
de Pearson tiene un valor de 0, 22 y el coeficiente phi es de 0, 23. Ambos resultados confirman
que la correlacion entre las caracteristicas contextuales de los problemas de la secuencia 1 y
la categoria de error existe, aunque la asociacion es débil.

Es importante discutir la relacion detectada entre las categorias de error y los problemas, y la
Tabla[5-17] al ofrecer mayor nivel de detalle en los tipos de error, puede ayudar a discutir los
resultados obtenidos de la Tabla[5-18] Observamos que P1-Personas 'y P3-Césped son los dos
problemas en los que los futuros maestros han cometido mayor niimero de errores. Teniendo
en cuenta las variables de contexto que se han tenido en cuenta para su diseno, P1 y P3 se
diferencian del resto en que son problemas con elementos de forma irregular y distribucion
desordenada. De hecho, sabemos que P3-Césped se relaciona con mayor proporcion de planes
de resolucién basados en la densidad (ver apartado , y que este plan de resolucién suele
ser mas complejo que los demds para los estudiantes (Albarracin y cols., 2021; Ferrando
y Albarracin, 2021)). Esto concuerda con la mayor frecuencia de problemas sin desarrollar
un modelo inicial (real) de la situacién (error de tipo E4) en P3-Césped (véase la Tabla
; hay 26 errores E4 en P3, frente a 4, 4 y 7 en los otros problemas). De ahi que la
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Tabla 5-18.: Frecuencia de aparicién de cada categoria de error ligada al ciclo de modeliza-
cion en cada problema de la secuencia 1.

Categoria de error P1-Personas P2-Baldosas P3-Césped P4-Coches

Errores de simplifica- 47 56 53 16
cion

Errores de matemati- 55 47 46 36
zacion

Errores de trabajo 26 14 27 27
matematico

Errores de interpreta- 3 3 4 1
cién

Total 131 120 130 80

mayoria de errores de P3 se concentren en la fase de estructuracién/simplificacién del ciclo
de modelizacion.

Por otro lado, en PI-Personas el elevado niimero de errores puede estar relacionado con la
irregularidad del tamano y la forma de las personas. Asi, el elevado nimero de errores E2
se debe a la confusién entre area y anchura de la persona. La frecuencia alta de errores de
tipo E5 en este problema (ver Tabla se deriva de la confusion anterior, pues se debe a
que los resolutores dividen el drea del porche (bidimensional) entre la anchura de la persona
(unidimensional). El niimero alto de errores en P1-Personas también puede explicarse porque
el porche es un espacio mas complejo espacio de modelar, debido a la presencia de columnas
y puertas giratorias, ya que hay muchos modelos matematicos incompletos E8 (27 frente a
21, 22 y 17, como puede verse en la Tabla . Esto es coherente con los resultados del
apartado [5.3.3] en los que se encontrd que PI-Personas es el problema de la secuencia en el
que los futuros maestros incorporan mas factores de complejidad a su modelo matematico
(ver Tabla . La consciencia de que el espacio real es méas complejo puede suponer
un obstaculo para el desarrollo del modelo matematico, lo que explica el incremento de
errores E8. Esta es la razon de que el mayor nimero de errores se concentra en la fase de
matematizacion del ciclo de modelizacién.

En cuanto a P2-Baldosas, el nimero total de errores registrados también fue elevado, desta-
cando los errores de tipo E2 (como se muestra en la Tabla hay 46 errores E2 en P2,
frente a 33, 17 y 4). Este error E2 se debié en todos los casos a confusién entre distancia
entre los dos edificios y area del espacio delimitado por los dos edificios. Sabemos, tal y como
se ha explicado en el apartado [5.2.1 que P2-Baldosas, por la distribucién ordenada de las
baldosas y su regularidad, se relaciona con mayor frecuencia de planes de resolucién Lineali-
zacion. Esto explicaria la confusion entre distancia y drea, que podria estar relacionada con
el uso de este tipo de plan. De hecho, el orden en la distribucién de los ladrillos (distribucién
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en cuadricula), y su regularidad, promueve una “mirada lineal” al abordar el problema que
puede generar dificultades con la percepcién de la magnitud (E2). Esta es la razén por la que,
en P2, el mayor nimero de errores se concentra en la fase de estructuracién/simplificacion
de la situacion real.

Por ultimo, P4-Coches fue claramente el problema mas facil para los profesores en formacion
(ver total de errores en Tabla[5-18)). Teniendo en cuenta los valores de su variable de contexto,
parece que plantear problemas de estimaciéon contextualizados en los que los elementos a
estimar ocupan un area grande, son relativamente regulares, y estan dispuestos de manera
ordenada en una superficie rectangular claramente delimitada y sin obstaculos, facilita que
los resolutores cometan menos errores.

5.4.4. Niveles de rendimiento en resolucién de problemas de
estimacion en contexto real

A partir de las producciones categorizadas como Incompleta, habiamos definido un primer
indicador de rendimiento (ézito) en resolucién de problemas (Schoenfeld [1982). Cuando
un resolutor se enfrenta a un problema de estimacion en contexto real debe ser capaz de
desarrollar un plan de resolucién; es decir, el resolutor debe: (i) concebir un modelo inicial
de la superficie y de la disposicién de los elementos en la misma,; (ii) matematizar su modelo
inicial y aplicar una estrategia que permita obtener la estimacién. En la resoluciéon de un
problema de estimacién, hemos definido el éxito cuando el resolutor es capaz de desarrollar
un plan de resolucién, y hemos utilizado este indicador de rendimiento para comparar la
dificultad de las secuencias 1 y 2 (apartado , y para comparar el rendimiento individual
y el grupal en las experiencias Al y A2 (apartado [5.3.2)).

El éxito clasifica el rendimiento en resolucién de problemas de estimacion en contexto real
en dos niveles: primero, aquellos que, limitados por su falta de estrategias para interpretar
la informacién del enunciado o para reconocer el procedimiento adecuado a utilizar (Taplin,
1998)), escriben una produccién Incompleta (Nivel 0); y segundo, aquellos que si son capaces
de plantear un plan de resolucién (Nivel 1).

En el analisis cualitativo de los tipos de error efectuado en el apartado anterior, hemos senala-
do que algunos errores debian considerarse como graves porque implican que la producciéon
en la que aparecen sea categorizada como Incompleta. Se trata de errores asociados a la falta
de desarrollo del modelo inicial (E1, E4), lo que necesariamente impide el planteamiento de
un plan de resolucion; o de errores asociados a la falta de desarrollo del modelo matematico,
lo que impide elaborar una estrategia para obtener la estimacién (E8, en algunas ocasiones).
Por lo tanto, en términos de categorias y tipos de error (Tabla , se puede redefinir el
rendimiento de éxito (Nivel 1): un resolutor tiene éxito en la resolucién de un problema de
estimacion en contexto real cuando no comete errores de tipo El, E4 o, en la mayoria de
ocasiones, E8. No cometer errores en la fase de estructuraciéon/simplificacién y en la fase de
matematizacion es una garantia de alcanzar un rendimiento de éxito.
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Ademas de los errores graves, tenemos los demas tipos de error, que conllevan tres posibili-
dades:

(i) carencias en el sentido de la medida de magnitudes (E2, E3, E5, E6, ET7), asociadas a
las fases de estructuracién/simplificacién y de matematizacion;

(ii) falta de habilidad en el trabajo matemético (E9, E10, E11);

(iii) dificultades para interpretar el resultado (E12, E13).

El sistema de categorias y tipos de error especifico para problemas de estimacion en contexto
real (Tabla facilita avanzar en el andlisis del rendimiento y refinar el Nivel 1 de éxito,
dividiéndolo en dos niveles: entre aquellos resolutores que han sido capaces de plantear un
plan de resolucién, diferenciaremos los que cometen errores de lo que no los cometen. Los
resolutores con éxito que cometen errores tienen un rendimiento bdasico(Nivel 1b), lo que
indica que son capaces de desarrollar un plan de resoluciéon pero tienen algunas carencias
de tipo (i), (ii) o (iii). Por el contrario, diremos que un resolutor tiene un rendimiento alto
(Nivel 1a) en resolucién de problemas de estimacién en contexto real cuando plantea un plan
de resolucion sin errores, lo que indica dominio de las técnicas y estrategias de resolucion;
en particular, de las habilidades relacionadas con la medida de magnitudes.

En la resoluciéon de un problema de estimaciéon en contexto real estableceremos, por tanto,
los tres niveles — o indicadores — de rendimiento recogidos en la Tabla [5-19]

Los niveles de rendimiento de la Tabla [5-19] miden la actuacién de un resolutor cuando
resuelve un problema de estimacién en contexto real, estableciendo una clasificacién que
separa el Nivel 0 del Nivel 1, lo que hemos llamado el éxito. Dentro del Nivel 1 de éxito,
se pueden establecer dos subniveles, el basico (Nivel 1b) y el alto (Nivel 1a). Ademads, esta
clasificaciéon del rendimiento se puede aplicar también a un conjunto de problemas. Es un
instrumento que, en consecuencia, nos permite medir el rendimiento de los futuros maestros
cuando resuelven la secuencia 1 de la siguiente manera:

» Niwel 0. Rendimiento bajo: un resolutor tiene un rendimiento bajo cuando resuelve la
secuencia 1 si alguna de sus producciones se categoriza como Incompleta.

= Nivel 1b. Rendimiento bdsico: un resolutor tiene un rendimiento basico cuando resuelve
la secuencia 1 si: (i) ninguna de sus producciones se categoriza como Incompleta; (ii)
comete algin error en alguno de sus planes de resolucion.

s Nivel 1a. Rendimiento alto: un resolutor tiene un rendimiento alto cuando resuelve la
secuencia 1 sin cometer ningun error.

Como se explicé en el apartado del Capitulo [2, es complicado definir cudndo una re-
solucién es mejor, o mas eficiente, que otra (Heinze y cols., 2009) para un tipo de problema
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Tabla 5-19.: Niveles de rendimiento en resolucién de problemas de estimacién en contexto
real.

Nivel de rendi- Descripcién Relacién con los tipos de
miento error

Nivel 0. Rendimiento La produccién del reso- Asociado a los errores El,
bajo lutor se categoriza como E4 y E8. Se cometen en
Incompleta. las fases de estructura-
cién/simplificacién o de ma-
tematizacion.
Nivel 1b. Rendimiento El resolutor plantea un Aparecen errores, pero éstos
bésico plan de resolucién aun- no conllevan que la pro-
que con errores. duccién se categorice como
Incompleta. Se cometen en
cualquier fase del ciclo de
modelizacién.
Nivel 1la. Rendimiento Dominio de la resolucion. No aparecen errores.
alto

determinado. En la ultima seccién de este capitulo discutiremos cémo estudiar la adapta-
bilidad en este tipo de problemas, que es un aspecto que también puede vincularse a un
rendimiento alto. Sin embargo, aiin es méas complicado definir si una estimacién es “razona-
ble”, o establecer si una estimacién es mejor que otra. Como senala Pizarro (2015 p. 33), las
primeras investigaciones sobre estimacion se centraban en estimar medidas de magnitudes
conocidas, y las respuestas se clasificaban en “incorrecta”, “razonable” o “correcta”, pero
esto no es posible cuando el problema es abierto y la solucién, por tanto, no es conocida ni
puede validarse de manera directa. De hecho, en los problemas P2- Baldosas y P3-Césped,
en los que los elementos a estimar estédn presentes (Tabla , serfa muy costoso conocer el
resultado por su gran numero; y en los problemas P1-Personas y P4-Coches ni siquiera se
puede conocer el resultado y una simulacién ofreceria distintas posibilidades. Mas adelante,
otros autores proponian fijar un porcentaje de error para medir la precision de la estimacién
(Swan y Jones, |1980)), pero esto sigue siendo inaplicable a problemas abiertos como los de la
secuencia 1. Por el contrario, el andlisis de errores, a partir de la coherencia interna de las
resoluciones, sin comparar con una solucién determinada, es una via operativa para abordar
el rendimiento. A partir de los niveles de la Tabla se pueden comparar planes de reso-
lucion de los futuros maestros y decidir si un resolutor tiene un rendimiento mayor que otro,
eludiendo el problema del valor de la estimacién.

A partir del analisis de errores desarrollado en el apartado anterior, tenemos la proporcién
de futuros maestros en cada nivel de rendimiento en la secuencia 1.
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5.4.5. Comparacion de errores entre planes de resolucién individual y
resoluciones grupales e in situ

En este apartado compararemos los errores cometidos en la experiencia A1 — es decir, cuando
los futuros maestros resolvieron la secuencia 1 de manera individual y en el aula, proponiendo
un plan de resolucién — con los errores cometidos en la experiencia A2 — es decir, cuando
los futuros maestros volvieron a resolver la secuencia 1 en grupos y realizando mediciones
en el lugar de los problemas. Utilizando el sistema de categorias y tipos de error de la Tabla
5-15] y los niveles de rendimiento de la Tabla[5-19] afinaremos y completaremos el anélisis
comparativo del apartado [5.3.2, cuando vimos que trabajar en grupo e in situ se relaciona
con una mayor tasa de éxito (en términos de los niveles de rendimiento, Nivel 1). En el
Capitulo 4] se explicé que también se categorizaron los errores en las 248 producciones de
la experiencia A2, usando los tipos de error de la Tabla [5-15] En la Tabla se recogen
los resultados del anélisis de tipos de error para los N = 62 grupos de la experiencia A2, y
para facilitar la comparacion, se recogen también los resultados del andlisis de errores de la
experiencia Al previamente presentado en la Tabla [5-16]

Como hemos visto en el apartado [5.4.2] de los 224 futuros profesores que participaron en la
experiencia Al, 166 cometieron al menos un error, lo que representa el 74,11 % del total. Sin
embargo, de los 62 grupos que participaron en la experiencia A2, 51 grupos cometieron al
menos un error, es decir, un 82,26 % del total. Por tanto, la conclusién es que trabajar en
grupos e in situ no influye en un alto rendimiento (Nivel 1a) en la resolucién de la secuencia
1. Al contrario, hay una proporcién superior de grupos que al menos cometen un error. Pero
esta lectura debe ser matizada: si bien trabajar en grupo e in situ no garantiza el dominio
de todas las resoluciones de la secuencia 1, esto no quiere decir que el rendimiento sea peor
o similar. Primero, hay que tener en cuenta que las resoluciones de la experiencia A2 exigen
desarrollar todos los calculos numéricos, y no sélo trazar un plan como en la experiencia Al,
por lo que podria haber mayores obstaculos y oportunidades de error. Ademés, es importante
realizar una comparativa de las proporciones de cada tipo de error, para saber el nimero de
errores que se cometen en cada experiencia y también conocer su naturaleza y gravedad.
El primer matiz al resultado anterior sobre el Nivel 1a nos lo proporciona la comparacién
de la media de errores por resolutor y por grupo. En la experiencia Al, la media es de 2,05
errores por resolutor, y si nos restringimos a los 166 resolutores que cometieron algin error,
la media se eleva a 2,78 errores. En la experiencia A2, la media es de 1,9 errores por grupo,
ligeramente mas baja que en la experiencia individual; y cuando nos restringimos a los 51
grupos que cometieron errores, la media es de 2, 35 errores por grupo. Asi pues, aunque haya
una menor proporcién de grupos con rendimiento alto (sin cometer ningin error en toda
la secuencia 1) que de resolutores individuales con rendimiento alto, los grupos cometieron
menos errores que los resolutores individuales.

Pero este analisis global de la media de errores no es suficientemente descriptivo. Convie-
ne comparar las dos experiencias por categorias de error, ligadas a las fases del ciclo de
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Tabla 5-20.: Frecuencia de cada tipo de error en las experiencias Al y A2

Categorias y tipos de error Frecuencia en la expe- Frecuencia en la expe-
riencia A1l riencia A2
E1 27 (5,86 %) 5 (4,17%)
E2 100 (21,69 %) 7 (5,83%)
E3 4 (0,87 %) 5 (4,17 %)
E4 41 (8,89 %) 0
Error de simplificacién 172 (37,31 %) 17 (14,17 %)
E5 66 (14,32 %) 7 (5,83%)
E6 7 (1,52%) 25 (20,83 %)
E7 24 (5,21 %) 5 (4,17%)
ES8 87 (18,87 %) 3 (2,50 %)
Error de matematizacién 184 (39,91 %) 40 (33,33 %)
E9 44 (9,54 %) 7 (5,83%)
E10 1 (0,22 %) 13 (10,83 %)
E11 49 (10,63 %) 1 (0,83 %)
Error de trabajo matemaético 94 (20,39 %) 21 (17,49%)
E12 2 (0,43 %) 3 (2,50 %)
E13 9 (1,95%) 39 (32,50 %)
Error de interpretacion 11 (2,39%) 41 (35%)
Total 461 120

modelizacién, y por tipos de error asociados, como veremos a continuacion.

En la experiencia Al el 37,31 % de los errores pertenecen a la categoria de error de simplifi-
cacion, cuando el modelo real debe construirse a partir de la simplificacién y estructuracion
de la situaciéon real. En el apartado hemos discutido los resultados del andlisis cua-
litativo de los tipos de error asociados a esta categoria, obteniendo que, por un lado, hay
un numero muy alto de errores de percepciéon de magnitud (E2), confundiendo longitud y
drea; y por otro, que hay un nimero también alto de errores E1 y E4 (un 14,75 % entre
los dos), que conllevan que las producciones queden incompletas y son considerados como
errores graves. Los resultados para la experiencia A2, en grupos e in situ, son muy distintos
para esta categoria de error, pues los errores de simplificacién se reducen drasticamente,
representando solo el 14,17 %, la categoria con menor frecuencia de errores. Es relevante que
no haya ninguna resolucién de grupo que no haya desarrollado un modelo inicial /real (E4), y
que los errores graves en esta categoria (E1, E4) s6lo representen un 4,17 % del total, frente
al 14,75 % en la experiencia Al.

En cuanto a la categoria error de matematizacion, el nimero de errores es elevado tanto en
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la experiencia A1 (39,91 % del total de errores) como en la experiencia A2 (33,33 %). Sin
embargo, la naturaleza y la gravedad de estos errores son muy diferentes. Los errores mas
frecuentes en los planes de resolucién individuales (E5 y E8) son los menos frecuentes en
las resoluciones grupales. E5 se relacionaba con el uso inapropiado de diferentes magnitu-
des en un procedimiento, mezcldndolas sin respetar la homogeneidad dimensional, y denota
carencias profundas en el sentido de la medida. E8 se consideraba un error grave porque
los modelos matematicos incompletos frecuentemente conducen a resoluciones incompletas.
Los errores E8 y E5, numerosos en los planes de resolucién individuales (18,87 % y 14,32 %,
respectivamente) son los més graves de esta categoria, pues denotan importantes carencias
conceptuales. En cambio, en las resoluciones en grupo e in situ, el tipo de error de matema-
tizacion mas frecuente (20,83 % del total de errores) es el E6, que se produce por asignar un
valor a un referente en unidades de medida del S.I. que no se corresponde con la realidad; por
ejemplo, considerar que un pie equivale a un metro. Se trata de un tipo de error que denotan
falta de habilidades de medida y estimacion, pero no es tan grave como E5. Ademads, en la
experiencia A2, s6lo se encontraron un 2,50 % de modelos matematicos incompletos (E8).
El anélisis comparativo de los tipos de error en las fases de simplificacién y de matematizacién
para las experiencias Al y A2, en el que vemos que los errores cometidos en grupo e in situ
son de menor gravedad, explica los resultados de la seccién sobre la tasa de érito. En
efecto, vimos que en la experiencia A2 sélo se categorizaron un 1,6 % de las producciones
como Incompleta, frente a un 15,62 % de producciones categorizadas como Incompleta en
la experiencia Al. Es decir, que trabajar en grupos e in situ si se relaciona de manera
significativa con un mejor rendimiento bésico (Nivel 1b). El andlisis anterior, ademés, nos
permite afinar este resultando comparando tipos de error en las dos primeras fases del ciclo
de modelizacién, que son las decisivas para separar rendimiento bajo (Nivel 0) de rendimiento
bésico (Nivel 1b).

Ademas, podemos comparar las siguientes categorias de error para obtener més informacién
sobre las diferencias de actuacion en la experiencia A1l y la experiencia A2. Asi, en cuanto a
la categoria de error de trabajo matemdtico, el nimero de errores es similar para los planes
de resolucién individuales (20,39 %) y los de grupo (17,49 %). Sin embargo, los tipos de error
asociados también cambian drasticamente. En la experiencia Al los mas numerosos son E9
y E11, como vimos, vinculados a errores en los procedimientos de célculo (normalmente
asociados a la inversién de la proporcionalidad o de los algortimos aritméticos) o a dejar
incompletos dichos procedimientos. En cambio, los errores E9 y E11 apenas aparecen en
las resoluciones grupales e in situ. Esto parece implicar que trabajar con datos numéricos
promueve cometer menos errores de procedimiento que cuando esos mismos procedimientos
deben explicarse sin ejecutar los cdlculos numéricamente. En la experiencia A2 el error més
numeroso en esta categoria es E10 (un 10,83 % del total), que sélo aparece una vez en
la experiencia Al. Recordemos que E10 se referia a errores en la conversién de unidades
de medida; aparece sobre todo al convertir unidades de superficie (por ejemplo, de cm?
a m? multiplicando por 100). Que aparezca tanto en la experiencia A2 comparada con la



234 5 Analisis de datos y resultados

experiencia A1l se debe a que en las resoluciones grupales e in situ se trabaja numéricamente
a partir de los datos tomados en las mediciones, lo que a menudo conlleva realizar cambios
de unidad de medida.

Por 1ultimo, el cambio més importante se observa en la categoria de error de interpretaciéon: de
representar sélo el 2,35 % del total de errores en la experiencia A1, pasa a ser el mas frecuente
en la experiencia A2 (35% del total). Como ya aventuramos en el andlisis de errores de la
experiencia A1, esto no se debe a que el trabajo en grupo e in situ dificulte la interpretacién
de los resultados, sino a que la mayoria de los planes de resolucion se limitan a senalar
cémo llegarian a una estimacion sin proporcionarla. En las resoluciones de grupo, el error
mas frecuente es el E13, representando el 32,50 % del total de errores. De hecho, es el error
mas frecuente de todos los analizados en la experiencia A2. Un anélisis cualitativo muestra
que la mayoria de estos errores se producen porque la naturaleza numérica del resultado es
incompatible con la realidad. Por ejemplo, se da un nimero decimal como estimacién del
numero de coches que caben en un aparcamiento (Figura , o de personas que caben
en el porche (Figura . Este error se debe a que los resolutores no han comprobado
el resultado numérico de la estimacion y lo han presentado como solucién sin interpretarlo
previamente en la situacién real. Este resultado tan contundente respecto a los errores de
interpretacion del resultado concuerda con los estudios referenciados en el Capitulo [2] sobre
la incapacidad de futuros maestros de relacionar con éxito sus soluciones con la situacion
real cuando resuelven problemas contextualizados (Tirosh y Graeber] |1989; Tirosh y cols.|
1991]).

Resultado:

Figura 5-74.: Error E13, estimacién incompatible con la situacion real, en resolucion grupal

de P4- Coches.

Resultado:

Figura 5-75.: Error E13, estimacién incompatible con la situacién real, en resolucién grupal
de P1- Personas.

Ademés, la Tabla[5-21]recoge la proporcién de futuros maestros en cada nivel de rendimiento
(bajo, béasico y alto) para la experiencia individual A1, y hace lo mismo con la proporcién
de grupos de futuros maestros en cada nivel de rendimiento para la experiencia A2.

A partir del andlisis comparativo y de los datos de la Tabla [5-21] podemos sintetizar unos
resultados para cada nivel de rendimiento:
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Tabla 5-21.: Comparacion entre los niveles de rendimiento en la experiencia Al y en la
experiencia A2

Niveles de rendimiento Experiencia A1l Experiencia A2
Nivel 0. Rendimiento bajo 86 (38,39 %) resolutores. 3 (4,84 %) grupos.
Nivel 1b. Rendimiento basico 80 (35,72 %) resolutores. 48 (77,42 %) grupos.
Nivel 1a. Rendimiento alto 58 (25.89 %) resolutores. 11 (17.74 %) grupos.

(i) Rendimiento bajo: En la experiencia A2 se reduce drasticamente la proporcién de
grupos que son incapaces, en algiin problema de la secuencia 1, de desarrollar un modelo
inicial o su matematizacién completa. Esto explica que el porcentaje de producciones
incompletas baja del 15,62 % en la experiencia Al al 1,6 % en las producciones grupales.
El trabajo en grupo e in situ, por tanto, es una herramienta de andamiaje que, si bien
no reduce el nimero de errores cometidos, si reduce aquellos que son mas graves.

(ii) Rendimiento bdsico: Hay una proporcién mucho mayor de grupos en este nivel que de
resolutores individuales. El trabajo en grupo e in situ reduce ligeramente el niimero
de errores cometidos, pues los resolutores que cometen errores en la experiencia Al
tienen una media de 2,78 errores, mientras que los grupos que cometen errores en la
experiencia A2 tienen una media de 2,35 errores. Ademas, los errores mayoritarios en
la experiencia Al se relacionan con carencias mas importantes del sentido de la medida
de magnitudes que los de la experiencia A2. En la experiencia A2, sin embargo, hay
mayor proporcion de errores de interpretacion del resultado numérico.

(iii) Rendimiento alto: El trabajo en grupo e in situ no parece mejorar a nivel de dominio de
las resoluciones, ya que desciende ligeramente la proporcion de grupos que no cometen
errores respecto a la de resolutores individuales que no los cometian. Esto puede deberse
a que la experiencia A2 requiere mediciones y estimaciones numéricas, y un mayor
nimero de procesos aumenta la posibilidad de que se cometa algin error o descuido.

5.5. Flexibilidad en la resolucidon de problemas de
estimacion en contexto real

En esta seccién abordaremos el estudio de la flexibilidad en la resolucion de problemas de
estimacion en contexto real. En el apartado presentaremos un analisis cualitativo y
descriptivo de los niveles de flexibilidad inter-tarea categorizados. También ofreceremos los
resultados cuantitativos que muestran en qué medida los futuros maestros usan sus resolu-
ciones de manera flexible al cambiar de problema en la secuencia 1. Esto permitira concluir
que el diseno por contraste de secuencias de problemas de estimacién en contexto promueve
la flexibilidad inter-tarea entre los futuros maestros, respondiendo asi al objetivo OI 9.
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En el apartado presentaremos los resultados del estudio exploratorio sobre la flexibilidad
intra-tarea en el problema P/- Coches de la secuencia 1. Se estudiara qué tipo de cambios de
tipo de resolucion son los méas frecuentes y si existe una relacién entre flexibilidad inter-tarea
y flexibilidad intra-tarea.

Algunos de los resultados de las secciones y se publicaron en Ferrando y Segura
(2020)).

En el apartado se ofrecen los resultados centrales en esta tesis. Asi, la relacién entre erro-
res y flexibilidad inter-tarea es la ultima pieza que permite enlazar los resultados principales
de las distintas experiencias que componen esta investigacion: por un lado la categorizacion
de los planes de resolucion, y luego la relacion entre caracteristicas del contexto y tipos de
plan resolucion en la secuencia 1, son un paso previo para abrir una via de estudio de la
flexibilidad intra-tarea; por otro lado, el analisis de errores y los niveles de rendimiento es la
otra via que puede ser conectada con la anterior. La conexién se basa en estudiar si existe
relacion entre los niveles de flexibilidad inter-tarea y los niveles de rendimiento, abordando
asi el objetivo OI 10.

5.5.1. Flexibilidad inter-tarea en la resolucion de problemas de
estimacion en contexto real

Empecemos recordando que Elia, van den Heuvel-Panhuizen y Kolovou (2009)) definen la
flexibilidad en resolucién de problemas no rutinarios distinguiendo entre flexibilidad inter-
tarea y flexibilidad intra-tarea:

We consider strategy flexibility as the behavior of switching strategies during the
solution of a problem, i.e., intra-task strategy flexibility, or between problems, i.e.,
inter-task strategy flexibility (p. 606).

En esta tesis nos centramos en la flexibilidad inter-tarea por dos razones que ya se explicaron
en el Capitulo II: la primera, es que Elia, van den Heuvel-Panhuizen y Kolovou (2009)
encontraron que la flexibilidad intra-tarea no estaba relacionada con el éxito en resolucién
de problemas no rutinarios; la segunda, es que el diseno por variacién de contraste empleado
en la secuencia 1 de problemas de estimacion en contexto real se basa en promover que los
resolutores vinculen tipos de resoluciéon a determinadas caracteristicas del contexto, por lo
que el foco esta en cuando — y por qué — cambian de tipo de resolucién entre problemas,
es decir, en la flexiblidad inter-tarea. En este apartado analizaremos, precisamente, si la
secuencia 1 promueve la flexibilidad inter-tarea.

Llegados a este punto, debemos adaptar la definicién de flexibilidad a la clase de problemas
empleados en esta investigacion. En la definicién de Elia, van den Heuvel-Panhuizen y Ko-
lovou (2009), como en la de Star y Rittle-Johnson (2008)), se refieren al uso de estrategias
(procedimientos) de resolucién. Como se argumenté en el Capitulo [2, para Star (2005)) se
trata de una destreza propia del conocimiento procedimental profundo. Puesto que en este
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estudio empleamos la nocién de plan de resoluciéon como sistema compuesto por un modelo
inicial y estrategia asociada (Ferrando, Albarracin, y cols., [2017)), aplicaremos la flexibilidad
a este sistema de dos componentes interrelacionadas. Definiremos flexibilidad inter-tarea en
problemas de estimacion en contexto real en resolucion de problemas de estimacion en con-
texto real como la capacidad de cambiar de tipo de plan de resolucién de un problema a
otro.

Sabemos que, en los problemas de la secuencia 1, hay cuatro tipos de planes de resolucion:
Recuento, Linealizacién, Unidad base y Densidad. Por tanto, son problemas de modelizacién
con un espacio de tipos de resolucion conocido de antemano, es decir, podemos considerarlas
multiple solution tasks en el sentido de Levav-Waynberg y Leikin| (2012)). En otros problemas
de modelizacién méas complejos, por el contrario, no se puede delimitar de antemano un
espacio de soluciones y su variabilidad y dependencia de las hipétesis iniciales del resolutor
hace muy dificil estudiar la flexibilidad en el uso de resoluciones (modelos matematicos). En
el caso de los problemas de estimacién de un gran nimero de elementos en una superficie
delimitada, el enfoque de multiple solution task posibilita analizar en qué medida son flexibles
los resolutores, tanto dentro de una tarea como entre tareas.

En el Capitulo [4] se ha descrito el proceso de categorizacién de la flexibilidad inter-tarea
para los N = 224 futuros maestros participantes en la experiencia Al. En un primer anélisis
se diferencié entre uso flexible de planes de resolucion (conoce més de un tipo de plan de
resolucién y cambia en algin problema) y uso no flexible de planes de resolucién. Pero en un
segundo analisis, para afinar el estudio, se establecieron tres niveles de flexibilidad inter-tarea,
que explicamos a continuacién.

= Uso no flexible de planes de resolucién:

e Nada flexible: el resolutor propone el mismo tipo de plan de resolucién en las
tareas completadas.

= Uso flexible de planes de resolucion:

e Moderadamente flexible: el resolutor propone dos tipos de plan de resolucion di-
ferentes, pero cambia sélo en un problema de la secuencia.

o Muy flexible: el resolutor propone dos o mas tipos de plan resolucion, y cambia
de tipo de resolucién en dos o mas problemas.

Naturalmente, las producciones categorizadas como Incompleta no computan como cambio
de tipo de plan de resolucién, pues no se desarrollan lo suficiente como para ser considera-
das como tal. Arlebéck (2009) describe los problemas de Fermi como accesibles, por lo que
cualquier futuro maestro deberia ser capaz de resolverlos; los problemas empleados en la se-
cuencia 1, al tratarse de un tipo concreto de problemas de Fermi, son accesibles, y eso explica
que ningun participante tenga més de dos producciones categorizadas como Incompleta.
La Tabla[5-22 muestra los resultados del andlisis de la flexibilidad inter-tarea de los N = 224
futuros maestros participantes en la experiencia Al.
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Tabla 5-22.: Distribucién de los N = 224 futuros maestros en niveles de flexibilidad inter-

tarea
Uso no flexible Uso flexible
Nada flexible Moderadamente Muy flexible
flexible
Frecuencia 63 92 69
absoluta
Frecuencia 28.1% 41.1% 30.8%
relativa
Total 63 (28.1%) 161 (71.9%)

Sélo un 28,1 % del total de futuros maestros presenta un uso no flexible de sus planes de
resolucion, es decir, que solo utiliza un tipo de plan de resolucion para toda la secuencia.
Puede deberse a la seguridad de que ese plan funciona, con independencia de las variaciones
en el contexto de los problemas, o porque no conoce otros, lo que podria traducirse en que
alguna de sus producciones fuera Incompleta.

Se observa que una mayoria de futuros maestros (71,9 %) presenta un uso flexible de sus
planes de resolucién entre tareas, es decir, son mayoria los resolutores que proponen dos o
mas tipos de plan de resolucion distintos cuando resuelven la secuencia 1. En consecuencia,
una secuencia de cuatro problemas de estimacién en contexto real, muy similares entre si,
pero escogidos por variacién de contraste de algunos valores de la variable de contexto (véase
la seccién del Capitulo 4| dedicada al diseno de la secuencia), promueve que los futuros
maestros cambien de tipo de plan de resolucién, bien modificando su modelo inicial — de
bidimensional a unidimensional, o vicecersa — o bien cambiando la estrategia asociada — de
trabajar con el drea de un elemento a trabajar con el niimero de elementos en un area unidad,
o viceversa. Un alto porcentaje de futuros maestros, por tanto, parece percibir, consciente
o inconscientemente, que algunos cambios en las caracteristicas del contexto requieren un
tipo de plan de resolucion distinto. También podria deberse, en algunos casos, a la necesidad
de probar otra via de resolucién en un problema cuando el resolutor tiene dificultades en
aplicar la que conocen bien, lo que podria dar lugar a que alguna produccién se categorice
como Incompleta.

A continuacién se van a describir, en base al analisis cualitativo de las producciones, los tres
niveles de flexibilidad categorizados.

Nada flexible

Se han encontrado distintas posibilidades categorizadas como nada flexible. Recordemos que
en la Tabla [5-1] que recoge la distribucién de planes de resolucién para cada problema de la
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secuencia 1, se observa que Unidad base es el plan de resolucion mas utilizado para el total
de los problemas, representando un 54 % del total de los planes de resolucién categorizados

en la secuencia 1. Esto implica que la mayoria de futuro maestros nada flexibles utilizaron
Unidad base en todas sus producciones completas.

Un caso frecuente es el del resolutor no flexible que, sin embargo, domina un tipo de plan
resolucién (Unidad base) y utiliza con rendimiento de éxito basico (sin producciones incom-

pletas) en todos los problemas de la secuencia 1. Por ejemplo, en la Figura observamos
los cuatro planes de resoluciéon Unidad base del resolutor 4°D-1.7.4.
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Figura 5-76.: Los cuatro planes de resolucién Unidad base de un resolutor nada flexible.

El resolutor 1.7.4 utiliza la misma estrategia — division de medidas entre el area total y el
area de un elemento tomado como unidad — en los cuatro problemas. Observamos que en P3
comete un error E7 al expresar el area de la brizna en centimetros en lugar de centimetros
cuadrados; y que en todas las producciones no ha descrito explicitamente el procedimiento
para obtener el area. Son errores menores, por lo que se trata de un resolutor nada flexible
con un rendimiento bésico cercano al alto (Nivel 1a) para toda la secuencia 1.

También es un caso frecuente el de los futuros maestros que solo utilizan el plan de resolucién
Unidad base pero que son incapaces de utilizarlo en algtin problema de la secuencia y tienen
una produccion categorizada como Incompleta. Por ejemplo, el resolutor 4°A-1.3.3 presenta
las cuatro producciones recogidas en la Figura [5-77]

Observamos que este resolutor no es capaz de aplicar el tipo de resolucion Unidad base al
problema P3, dejando un modelo inicial incompleto (E1, sélo considera la superficie de la
jardinera) que comienza a matematizar de manera incompleta (ES8, s6lo describe el calculo
del area de la jardinera, considerada como un recténgulo). Ademas, el resolutor no describe
los procedimientos de célculo del drea en P1 y P2 (E11), y confunde las férmulas del rea y
del perimetro (I 4+ 1+ 1+ 1) en P4, error de significado en términos propios de la magnitud
(EB). Se trata, por tanto, de un resolutor no flexible y con un rendimiento bajo (Nivel 0) en
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Figura 5-77.: Resolutor nada flexible con tres planes de resolucion Unidad base y una pro-
duccién Incompleta.

la secuencia 1.

Otro ejemplo de resolutor nada flexible con rendimiento bajo (Nivel 0) es el caso — menos
frecuente — de aquellos con dos producciones categorizadas como Incompleta (Figura [5-78)),
como ocurre con 4°K-1.7.2. En P1 el resolutor confunde magnitudes area y volumen (E2)
y ademds su modelo matemdtico estd incompleto (E8). En el caso de P2, tanto el modelo
inicial como el matemadtico estdn sin completar (E1, E8). En P3 y P4 se han considerado
las areas de la superficie y del elemento, pero no se describe el procedimiento de division de
medidas para obtener la estimacién (E11).

También encontramos otras casuisticas menos frecuentes entre los futuros maestros nada fle-
xibles. Asi, por ejemplo, pese a que Densidad o Linealizacién son tipos de plan de resolucién
con frecuencia de uso muy baja en algunos problemas (si se consulta la Tabla puede
observarse que Linealizacion sélo representa un 8,3 % de los planes de resolucién para P3; y
que Densidad sélo se usa una vez en P4) existen casos de futuros maestros que sélo han utili-
zado Linealizacion o Densidad. Es el caso del resolutor 4°D-1.7.1, quien utiliza Linealizacién
para los cuatro problemas de la secuencia 1, como puede verse en la Figura |5-79)).

En este caso, observamos que en los cuatro planes de resolucion se comete un error de
significado en términos propios de la magnitud (E5), pues se confunde el producto cartesiano
de los elementos por fila y columna con la suma. Se trata, en definitiva, de un resolutor nada
flexible con un rendimiento basico (Nivel 1b) que ha utilizado Linealizacién en todos los
contextos. Hay otros casos de resolutores que sélo utilizan Linealizacion, pero tienen una o
dos producciones categorizadas como Incompleta.

Entre los casos poco frecuentes también se encuentra el de un resolutor nada flexible que
utiliza Densidad en todos los problemas salvo P4, pues no es capaz de aplicarla a un contexto
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Figura 5-78.: Resolutor nada flexible con dos planes de resoluciéon Unidad base y dos pro-

ducciones Incompleta.
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Figura 5-79.: Los cuatro planes de resolucién Linealizacién de un resolutor nada flexible.

en el que el tamano de los elementos es lo suficientemente grande respecto al tamano del
aparcamiento como para que resulte artificial delimitar una unidad de area en la que contar

los coches.

Moderadamente flexible

Se han encontrado variadas posibilidades en la actuacion de los futuros maestros con nivel
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moderadamente flexible en la secuencia 1. La Tabla[5-1] que recoge la distribucién de planes
de resolucién para cada problema de la secuencia 1, proporciona informacién sobre los cam-
bios de tipo de plan de resolucién: los tipos de plan de resolucién méas empleados en cada
problema, cuando difieren de Unidad base, que es el plan méas usado globalmente, indican
que ha habido cambios en dicho problema. En la Tabla[5-1] se observa que en P2-Baldosas el
plan de resolucion més utilizado es Linealizacion, mientras que en P3-Césped es Densidad.
Esto nos indica, por tanto, que la mayoria de futuros maestros moderadamente flexibles, es
decir, que cambiaron de tipo de plan de resolucién en un problema, lo hicieron en P2 para
usar Linealizacién, o lo hicieron en P3 para usar Densidad. Adaptaron, por tanto, sus planes
de resolucion a unos valores de la variable de contexto que, como se ha visto en secciones
y 7 favorecen una aproximacién diferente: el orden y la regularidad de las baldosas (P2)
se ajusta al enfoque lineal (modelo inicial unidimensional); el tamano pequeno e irregular
de las briznas (P3) se ajusta a fijar un drea unidad pequenia en la que contar las briznas
(densidad). Sin embargo, también hay resolutores moderadamente flexibles que hacen otros
cambios puntuales de tipo de plan de resolucion, pero son casos menos frecuentes y pueden
deberse mas a la vacilacién, o a dificultades, que a la adaptacion a las caracteristicas del
problema.

Un caso frecuente es, por tanto, el del resolutor con tres planes de resolucién Unidad base (el
mas empleado) pero que cambia a Linealizacién en P2-Baldosas. Lo observamos, por ejemplo,
en las producciones del resolutor 4°D-1.1.1 recogidas en la Figura del apartado . Si
se observan los planes de resolucién, no comete errores, ni en Unidad base ni en Linealizacién,
por lo que se trata de un resolutor moderadamente flexible con alto rendimiento (Nivel 1a)
en la resolucion de la secuencia 1.

Otro caso similar es el del resolutor 4°K-1.4.3, quien utiliza Unidad base como plan de
resolucién dominante, pero cambia en P2-Baldosas a Linealizacion. La diferencia, como se
observa en la Figura [5-80] es que no es capaz de aplicar ninguno de estos dos planes de
resolucion a P3, por lo que tiene una producciéon Incompleta.
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Figura 5-80.: Resolutor moderadamente flexible con dos planes de resolucién Unidad base,
un plan Linealizacién y una produccién Incompleta.

Observamos que este resolutor no es capaz de desarrollar ni siquiera un modelo inicial para
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la situacion real de P3 (error E4), debido a que no es capaz de superar la dificultad de la
irregularidad de forma y distribucién de los elementos (briznas). Aunque en los tres pro-
blemas que resuelve el resolutor no comete errores, al no ser capaz de resolver la secuencia
completamente, se trata de un resolutor moderadamente flexible con bajo rendimiento (Nivel
0) en la secuencia 1.

Otro de los casos mas frecuentes, como se ha mencionado anteriormente, es el de los resolu-
tores que utilizan la Unidad base en tres problemas de la secuencia y cambian a Densidad
en P3- Césped. Por ejemplo, lo vemos en las respuestas del resolutor 4°A-1.7.5 a la secuencia
1, en la Figura Observamos que en los tres planes de resoluciéon Unidad base el reso-
lutor no explicita el célculo de las dreas (por ejemplo, “habria que calcular cudnta superficie
tiene el porche”), pero se debe méas bien a que no considera entrar en detalles que a una
dificultad o error; el plan de resolucién Densidad es correcto. Por tanto, el resolutor 1.7.5 es
moderadamente flexible con un rendimiento alto (Nivel 1a) en la secuencia 1.
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Figura 5-81.: Resolutor moderadamente flexible con tres planes de resolucion Unidad base
y un plan Densidad.

Se encuentra algunos casos en los que el resolutor utiliza dos planes de resolucién distintos
en dos problemas, y, sin embargo, no es capaz de desarrollar ninguno de los dos planes
en los dos problemas restantes de la secuencia 1. Se trata de resolutores como 4°F-1.3.2,
moderadamente flexibles, pero con rendimiento bajo (Nivel 0). Como puede verse en la
Figura [5-82] el resolutor construye un modelo inicial que no se corresponde con la situacién
real (E4) en P1; mientras que en P2 su modelo inicial confunde las magnitudes superficie
y distancia (E2), y falta desarrollar el modelo matemético (E8). En P3 presenta un plan
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de resolucién basado en el nimero de briznas por metro cuadrado (densidad), aunque tiene
un error de procedimiento de cdlculo (divide el drea entre dos) y le falta completar los
procedimientos para obtener la estimacién de briznas en el espacio total, pues no indica que
debe multiplicar el niimero de briznas por m? por los metros cuadrados de la superficie total
(E11). Se trata de un resolutor moderadamente flexible con rendimiento bajo (Nivel 0) en
la secuencia 1.
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Figura 5-82.: Resolutor moderadamente flexible con un plan de resoluciéon Unidad base, un
plan Densidad y dos producciones Incompleta.

Hay otros escenarios, menos frecuentes, en los que el resolutor utiliza de manera dominante
planes de resolucion distintos a Unidad base y cambia de tipo de plan obedeciendo a ra-
zones menos claras que en los anteriores; posiblemente, en algunos casos, por vacilacién o
dificultades en desarrollar el plan de resoluciéon que habia utilizado en el resto de proble-
mas. Es el caso, por ejemplo, del resolutor 4° K- 1.1.3, quien utiliza Linealizacién para P1
y P4, pero cambia a Unidad base en P2, y deja incompleta P3. En este caso, se trata de
un cambio extrano en P2, porque es el problema relacionado con la Linealizacién por las
caracteristicas de su contexto. Se trata de un resolutor con rendimiento bajo (Nivel 0), por
lo que estos cambios se deberian, como se ha dicho, a dificultades en resolucién de esta clase
de problemas.

En otros casos de combinaciones de planes de resolucion poco frecuentes, sin embargo, los
resolutores muestran dominio (Nivel 1a) en la resolucién de la secuencia 1. Por ejemplo, el
resolutor 4°A-1.6.3 utiliza tres planes de resolucién Linealizacién y cambia en P3 a Densidad,
como se observa en la Figura En este caso, el cambio si se explica en relacién a las
caracteristicas del contexto: adapta su resolucién a la irregularidad en forma y distribucién
de las briznas, pues “linealizar” esa situacion real en un modelo de filas por columnas es muy
artificial. Si analizamos los planes de resolucion del resolutor 1.6.3 se observa que no comete
errores en los problemas de la secuencia 1.
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Figura 5-83.: Resolutor moderadamente flexible con tres planes de resolucion Linealizacién
y un plan Densidad.

Muy flexible

Se han encontrado variadas posibilidades en la actuacion de los futuros maestros con nivel
muy flexible en la secuencia 1. Como hemos discutido anteriormente, la Tabla [5-1]nos indica
que la mayoria de futuros maestros muy flexibles usaron Unidad base en P1- Personas y
Pj- Coches, y cambiaron en P2- Baldosas para usar Linealizacién y también en P3- Césped
para usar Densidad. Es el caso mas frecuente, pero la casuistica es muy variada.
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Figura 5-84.: Resolutor muy flexible con dos planes de resolucién Unidad base, uno Linea-

lizacién y uno Densidad.
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Un ejemplo del caso mas frecuente es el del resolutor 4°A-1.2.4, como podemos ver en la
Figura [5-84] Si analizamos su rendimiento en las producciones, observamos que en el uso de
Unidad base comete un error de algoritmo inverso (E9), es decir, en lugar de dividir el area
total entre el area del elemento, multiplica ambas areas. Tampoco explicita el procedimiento
de célculo para obtener las dreas en los tres problemas (P1, P3, P4) basados en un modelo
inicial bidimensional, aunque més que a una dificultad se podria deber a que lo asume
(“primer he de saber la superficie del parking”). Se trata, en consecuencia, de un resolutor
muy flexible con rendimiento de Nivel 1b (bésico), pues comete algin error en la secuencia
1.

En la Tabla[5-1] también se observa que Densidad es el segundo tipo de plan de resolucién més
usado en P1-Personas, representando un 26.8 % de los planes categorizados en ese problema.
Por tanto, otro escenario frecuente es el de los resolutores muy flexibles que utilizan Densidad
en P1 y P3, cambian a Linealizacién en P2, y cambian a Unidad base en P4. Un caso lo
encontramos en el resolutor 4°D-1.12, cuyas cuatro producciones se recogen en la Figura[4-31]
del apartado . Si examinamos las respuestas de este resolutor, encontraremos algunos
errores en el uso de unidad de medida: en P3 propone calcular cudntas briznas hay en 5 cm?,
pero luego pasa a hablar de 5 m? (uso inadecuado de unidades de medida, E7); lo mismo
ocurre en P4, cuando habla de “metros totales” de la superficie del aparcamiento deberia
referirse a metros cuadrados (E7). Se trata, por tanto, de un resolutor muy flexible con un
rendimiento bésico (Nivel 1b).

Como se ha comentado, entre los futuros maestros muy flexibles la casuistica es variada, y hay
escenarios distintos a los descritos anteriormente, mayoritarios. Encontramos, por ejemplo,
la actuacién del resolutor 4°F-1.2.1 (Figura , quien utiliza el plan de resolucién Unidad
base en P1 y P4, y el plan de resolucién Densidad en P2 y P3. En este caso, el resolutor
parece vincular la densidad con un tamano pequeno de los elementos (baldosas y briznas),
mientras que prefiere usar elementos de tamano mediano o grande como unidad de medida
(personas y coches).

En la Figura [5-85| observamos que, salvo algunos procedimientos de calculo no explicitados
porque se dan por supuestos (“superficie total, dato que habria que obtener o medir”), no
hay errores en los planes de resolucion. Se trata de un resolutor muy flexible con rendimiento
alto.

En el resolutor 4°D-1.8.4 encontramos una casuistica similar a la anterior, es decir, el uso
flexible de dos planes de resolucién, cada uno en dos problemas, pero la combinacién es
distinta. Si observamos la Figura [5-86| encontramos que este resolutor utiliza Densidad en
P1 y P3, y Unidad base en P2 y P4. Ademés, los utiliza con dominio, sin cometer ningin
error y describiendo con precisién los procedimientos para alcanzar la estimacién. Se trata,
por tanto, de un resolutor muy flexible con alto rendimiento (Nivel 1a).

También hay algiin caso como el del resolutor 4°D-1.4.4, quien pese a utilizar de forma flexible
tres tipos de plan de resolucion, no es capaz de desarrollar un plan de resoluciéon completo en
el problema P4. Como observamos en la Figura [5-87] el resolutor utiliza con éxito Unidad
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Figura 5-85.: Resolutor muy flexible con dos planes de resoluciéon Unidad base y dos planes

de resolucién Densidad.
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Figura 5-86.: Resolutor muy flexible con dos planes de resoluciéon Unidad base y dos planes

de resolucion Densidad, en una combinacion distinta a la de la Figura [5-85

base en P1, Linealizacién en P2 y Densidad en P3, que son los tipos de resolucién mas

frecuentes en cada uno de los problemas. Sin embargo, en P4, en lugar de utilizar Unidad base

— 0, aunque sea minoritario en este problema, otro tipo de plan de resolucién, por ejemplo,

Linealizacion — no desarrolla un modelo inicial ni matematico completos (E1, E8), pues

propone un recuento incompleto (el de las plazas dibujadas en el suelo del aparcamiento).
Se trata de un resolutor muy flexible con rendimiento bajo (Nivel 0) en la secuencia 1.

Otro ejemplo, dentro de las posibles combinaciones de planes de resolucién poco frecuentes,
es el del resolutor 4°F-1.4.1 (Figura [5-88|), quien utiliza dos veces el plan de resolucién Li-
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Figura 5-87.: Resolutor muy flexible con un plan de resolucién Unidad base, un plan Li-
nealizacion, un plan Densidad, y una produccién Incompleta.

nealizacién (en P1y P4), una vez Recuento (en P2), y una vez Densidad (en P3). Lo poco
habitual es que no utilice en ningiin problema Unidad base, siendo el plan de resoluciéon mas
frecuente en toda la secuencia 1. Observamos, ademas, que este resolutor comete algunos
errores: no desarrolla un modelo matematico para resolver el problema P2-Baldosas, pues
propone un recuento exhaustivo que, por el gran nimero de baldosas, es ineficaz. Hay pro-
cedimientos de calculo de areas en P1 y P4 que no explicita. En resumen, se trata de un
resolutor muy flexible con un rendimiento bésico (Nivel 1b).
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Se han encontrado otras combinaciones poco frecuentes entre los resolutores muy flexibles:
por ejemplo, dos planes de resoluciéon Unidad base y dos planes de resolucion Linealizacién;
un plan de resoluciéon Densidad, un plan de resolucién Unidad base y dos planes de resolu-
cién Recuento; dos planes de resolucion Densidad y dos planes de resolucién Linealizacion,
entre otros. Este andlisis cualitativo se ha realizado para complementar la Tabla [5-22] in-
terpretando algunos casos que permiten ilustrar y comprender los resultados cuantitativos
de los tres niveles de flexibilidad inter-tarea categorizados. Ademas, se ha analizado cualita-
tivamente, para cada ejemplo en cada nivel de flexibilidad, el rendimiento de los resolutores
en la resolucién de la secuencia de problemas de estimacién en contexto real. En el siguiente
apartado se mostraran los resultados cuantitativos que permiten encontrar relaciones entre
flexibilidad y rendimiento.

5.5.2. Analisis de la relacion entre flexibilidad inter-tarea y
rendimiento

Llegados a este punto, disponemos de los resultados necesarios para abordar el objetivo
principal de esta tesis: averiguar si existen relaciones entre la flexibilidad (inter-tarea) de
los maestros en formacion y su rendimiento - definido a partir del anélisis de errores - en la
resolucion de problemas de estimacién en contexto real de la secuencia 1.

Flexibilidad y nimero de errores cometidos

Del analisis de errores sabemos que los 224 futuros maestros acumulan un total de 461 errores
en sus resoluciones de los cuatro problemas de secuencia 1, una media de 2,06 errores por
resolutor. Sin embargo, no se distribuyen por igual segin su nivel de flexibilidad inter-tarea:

» Los 69 futuros maestros muy flexibles cometen 58 errores (0,84 por resolutor).

» Los 92 futuros maestros moderadamente flexibles cometen 201 errores (2, 18 por reso-
lutor).

» Los 63 futuros maestros nada flexibles cometen 202 errores (3,21 por resolutor).

Es interesante disponer de mas datos sobre como se distribuye el niimero de errores por reso-
lutor segtin su flexibilidad inter-tarea. Para poder analizar la asociacion entre flexibilidad y
nimero de errores utilizando una prueba Chi-Cuadrado de independencia, se distingue entre
los futuros maestros que hacen un uso flexible de dos o més tipos de plan de resolucién (uso
flexible) entre los problemas de la secuencia 1, y los que sélo utilizan un tipo de plan de
resolucién (uso no flexible). Por otro lado, se establecen los siguientes niveles de error en las
resoluciones: sin error para aquellos resolutores que no cometen ningin error en sus cuatro
producciones; 1 o 2 errores para los que cometen uno o dos errores en sus cuatro produccio-
nes; Entre 3 y 5 para los que cometen tres, cuatro o cinco errores en sus cuatro producciones;
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Mds de 5 para los que cometen mas de cinco errores en sus cuatro producciones. La Tabla
muestra las frecuencias de estas categorias:

Tabla 5-23.: Relacion entre nimero de errores cometidos y uso flexible de los planes de
resolucion.

Nuimero de errores Uso no flexible Uso flexible

M4s de 5 9 (14.29%) 7 (4.35%)
Entre 3 y 5 30 (47.62%) 31 (19.25%)
1 0 2 errores 15 (23.80 %) 74 (45.96 %)

Sin error 9 (14.29%) 49 (30.44 %)

Hemos realizado la prueba de Chi-Cuadrado para la independencia (DF = 3, N = 224),
con un nivel de significacion de a = 0,01, obteniendo un valor de 29,79 con p < 0,0001.
Ademas, hemos medido la fuerza de la asociacién con la V de Cramer, obteniendo V' = 0,36.
En consecuencia, podemos afirmar que existe una relacion significativa y moderadamente
fuerte entre el uso flexible inter-tarea de varios tipos de plan de resolucion y el nimero de
errores cometidos por los futuros maestros. Si analizamos con mayor detalle los datos que
subyacen a esta relacién, encontramos diferencias aiin més significativas:

= De los 7 futuros profesores con uso flexible que cometen mas de cinco errores, ninguno
tiene nivel muy flexible.

s Ademas, s6lo 4 futuros profesores muy flexibles cometen entre 3 y 5 errores; los 27
futuros maestros restantes con uso flexible que cometen entre 3 y 5 errores son mode-
radamente flexibles.

= De los 49 futuros maestros con uso flexible que no cometen errores, 33 son muy flexibles.

Por tanto, los resolutores muy flexibles cometen un ntimero menor de errores que el resto, lo
que implica que en el nivel de rendimiento basico su actuacién es mejor que la de los futuros
maestros moderadamente flexibles o nada flexibles.

De hecho, si en la Tabla excluimos a los 69 futuros maestros muy flexibles y aplicamos
la prueba de Chi-Cuadrado (DF = 3, N = 155) para la asociacién entre el niumero de
errores y ser moderadamente flexible o nada flexible, seguimos encontrando una relacién
significativa con x? = 10,08 y p = 0,018, pero tenemos que aumentar el nivel de significacién
a a=0,05y el efecto es mas débil (Vde Cramer = 0,26). Las mayores desviaciones de los
valores esperados se dan en 5 o més errores y 1 o 2 errores: hay una proporcién mayor de la
esperada (+38,4 %) entre los resolutores nada flexibles que cometen més de cinco errores,
y una proporcién menor de la esperada (—35,3 %) entre los resolutores nada flexibles que
cometen 1 o 2 errores. De este analisis podemos concluir que los maestros en formacion
moderadamente flexibles cometen un niimero menor de errores que los nada flexibles.
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Flexibilidad y naturaleza de los errores

Es importante conocer si los futuros maestros que utilizan de forma flexible dos o mas tipos
de plan de resoluciéon entre problemas de la secuencia 1 cometen errores de distinta naturaleza
que aquellos futuros maestros que no son flexibles intra-tarea. Afinando la cuestion: ; podemos
distinguir a los futuros profesores muy flexibles, moderadamente flexibles o nada flexibles por
la naturaleza de los errores que cometen? Empleando las categorias de error asociadas a las
fases del ciclo de modelizacion (error de simplificacion, error de matematizacion, matemdtico,
error de interpretacion) obtenemos la Tablade distribucién de frecuencias segin el nivel
de flexibilidad inter-tarea.

Tabla 5-24.: Distribucién de los errores asociados a cada fase del ciclo de modelizacion por
nivel de flexibilidad.

Categoria de Nada flexible Moderadamente flexible Muy flexible

error
Errores de 72 78 22
simplificacién
Errores de 94 71 19
matematizacién
Errores de trabajo 31 A7 16
matematico
Errores de ) ) 1
interpretacion
Total 202 201 58

Si observamos la Tabla[5-24], en relacién a las fases del ciclo de modelizacién, no se observan
grandes diferencias en la distribucién de los errores por nivel de flexibilidad inter-tarea. En
efecto, si asumimos como hipdtesis nula que no existe relacion entre las categorias de error
asociadas al proceso de modelizacion y los niveles de flexibilidad inter-tarea, y fijamos un nivel
de significacién a = 0,01, la prueba de Chi-Cuadrado para la independencia (DF = 6, N =
461) nos da un resultado de x? = 9, 3 con p = 0, 16. Este resultado no nos permite rechazar la
hipotesis nula; por lo tanto, no hay razon para suponer que el nivel de flexibilidad inter-tarea
de los maestros en formacion esté relacionado con la fase del proceso de modelizacion en la
que cometen errores. Como se explicé en la seccién [5.4] dedicada al andlisis de errores, todos
los futuros maestros cometen la mayoria de los errores durante las fases de simplificacion y
matematizacion, y esto se mantiene en los niveles de flexibilidad inter-tarea.

Sin embargo, un examen detallado de los tipos de error cometidos por los futuros maestros
revela diferencias significativas en la naturaleza de los errores segin el nivel de flexibilidad
inter-tarea (Tabla [5-25]). Puesto que el andlisis de errores se realiz en la seccién 5.2} nos
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Tabla 5-25.: Distribucion de los tipos de errores cometidos por los N = 224 futuros maestros
en cada nivel de flexibilidad inter-tarea.

Tipo de error/ Fase Nada flexible Moderadamente Muy flexible

de modelizacién flexible

E1 Simplificacién 17 (8%) 10 (5%) 0

E2 Simplificacion 42 (21%) 39 (19%) 19 (33%)
E3 Simplificacion 1 3 0

E4 Simplificacién 12 (6 %) 26 (13%) 3 (5%)
E5 Matematizacién 25 (19%) 30 (15%) 11 (19%)
E6 Matematizacion 4 2 1

E7 Matematizacion 8 13 3

E8 Matematizacién 57 (28 %) 26 (13%) 4 (7%)
E9 Trabajo matemdtico 13 (6 %) 21 (10%) 10 (17 %)
E10 Trabajo matematico 0 0 1
E11 Trabajo matematico 18 26 )
E12 Interpretacion 1 1 0
E13 Interpretacién 4 4 1

centraremos sélo en los tipos de error que contrastan entre los distintos niveles de flexibilidad
inter-tarea (véanse los porcentajes en la Tabla [5-25]).

Respecto a los errores de simplificacion, sélo 3 maestros en formacién muy flexibles cometie-
ron el error més grave (E4. No construye un modelo inicial), que lleva a que las producciones
se categoricen como Incompleta. 26 futuros maestros moderadamente flexibles y 12 nada fle-
xibles cometieron el error E4. En el caso de los resolutores nada flexibles, se trata también
de una proporcion baja. Sin embargo, ningin futuro maestro muy flexible comete el E1.
Modelo inicial incompleto asociado a la falta de consideracion de elementos de la situacion
real, mientras que lo cometieron 10 futuros maestros moderadamente flexibles y 17 nada
flexibles. E1 aparece en resoluciones que no consideran todas las variables que intervienen
en la situacion real y es también un error grave que conduce a producciones incompletas.
Aunque todos los futuros profesores cometen un niimero importante de errores de percepcién
de la magnitud (E2), la proporcién es mayor entre los muy flexibles (el 33 % de los errores
son E2, frente al 19 % entre los moderadamente flexibles y el 21 % entre los no flexibles) por-
que apenas cometen ninguno del resto en esta fase. Hemos visto que este tipo de error esta
asociado a carencias importantes en el sentido de la medicion, pero no impide la elaboraciéon
de un modelo matematico completo, aunque sea incorrecto.

En cuanto a los errores de matematizacion, encontramos que los futuros maestros nada
flexibles cometen 57 errores (un 28 % del total) por no completar el modelo matematico (E8),
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que se asocian a bajo rendimiento porque suelen conducir a producciones categorizadas como
Incompleta. Los futuros profesores moderadamente flexibles cometen 26 (13 %) errores del
tipo E8 y los muy flexibles cometen 4 (7%). Observamos que todos los futuros maestros,
sin diferencias significativas segin la flexibilidad, realizan un elevado ntimero de errores de
significado en términos de la magnitud (E5). Como se ha comentado en la seccién [5.2] estdn
relacionados con carencias en las habilidades de medicién, pero no impiden el desarrollo de
un modelo matematico.

En los errores de trabajo matematico, la tnica diferencia importante entre los niveles de
flexibilidad inter-tarea estd en los errores de procedimiento de calculo (E9). Los futuros
profesores muy flexibles cometen 10 errores del tipo E9, un 17% del total de sus errores,
mientras que los futuros profesores moderadamente flexibles cometen 21 (10 %) y los no
flexibles 12 (6 %). Una explicacién razonable de este hecho es que — como confirmaremos a
continuacion — los futuros profesores muy flexibles acumulan menos errores graves (E1, E4,
E8) que suelen dar lugar a producciones incompletas, por lo que entre ellos encontramos
mas producciones en las que se proponen procedimientos de calculo, y las oportunidades de
equivocarse son mayores.

En definitiva:

» Los futuros maestros nada flexibles cometen un 42 % de sus errores en los tipos E1,
E4 y ES8, graves, asociados a un rendimiento bajo (Nivel 0) porque suelen asociarse a
producciones incompletas.

» Los futuros maestros moderadamente flexibles cometen un 31 % de sus errores en los
tipos E1, E4 y ES.

» Los futuros maestros muy flexibles cometen un 12 % de sus errores en los tipos E1, E4

y ES.

Por tratarse de errores graves, estos resultados apuntan a que pueda existir una relacion que
vincula un mayor nivel de flexibilidad inter-tarea con una disminucién de bajo rendimiento
en la secuencia 1. En el siguiente apartado trataremos de confirmarlo valiéndonos de la
frecuencia de producciones incompletas.

Flexibilidad y rendimiento bajo

Recordemos que se categorizaron un total de 140 resoluciones incompletas (15.6 % del total).
Si las relacionamos con los niveles de flexibilidad inter-tarea, encontramos lo siguiente:

= Los futuros maestros nada flexibles acumulan 82 producciones incompletas, lo que da
una media de 1,3 producciones incompletas por resolutor no flexible.

= Los futuros maestros moderadamente flexibles acumulan 54 producciones incompletas,
lo que da una media de 0,59 producciones incompletas por resolutor moderadamente
flexible.
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» Los futuros maestros muy flexibles acumulan sélo 4 producciones incompletas, una
media de 0,06 por resolutor muy flexible.

Las diferencias son significativas y confirman el andlisis anterior de la relacion entre la na-
turaleza de los errores y el nivel de flexibilidad inter-tarea. Es importante confirmar que,
ademsds, estos resultados implican que existen diferencias significativas en la proporcién de
futuros maestros que tienen alguna producciéon Incompleta segin su nivel de flexibilidad.
La Tablg5-26] muestra el nimero de futuros maestros que tienen todas sus producciones
completas (Nivel 1) y los que tienen alguna produccién incompleta (Nivel 0) segin su nivel
de flexibilidad inter-tarea.

Tabla 5-26.: Nimero de futuros maestros con Nivel 0 de rendimiento y Nivel 1 de rendi-
miento en la secuencia 1 por nivel de flexibilidad.

Rendimiento Nada flexible Moderadamente flexible Muy flexible

Tiene alguna pro-

duccién Incompleta 39 (61.90 %) 43 (46.74 %) 4 (5.80%)
(Nivel 0. Rendi-
miento bajo)
No tiene produccio-
24 (38.10%) 49 (53.26 %) 65 (94.20 %)

nes Incompletas
(Nivel 1. Exito)

Asumimos como hipétesis nula que no existe relacién entre nivel de rendimiento y su nivel
de flexibilidad. Realizamos la prueba de Chi-Cuadrado para la independencia (DF = 2,
N = 224), fijando un nivel de significacién o« = 0,01. La prueba nos da un resultado de
2 = 48,43 y p < 0,0001 que nos lleva a rechazar la hipétesis nula. Ademds, hemos medido
la fuerza de la correlacién con la V de Cramer, obteniendo V' = 0,47, por lo que existe una
relacion significativa, con una fuerza de tamano mediano cercano a grande, entre el bajo
rendimiento de un futuro maestro y su nivel de flexibilidad inter-tarea. La desviacién de
la frecuencia de los resolutores nada flexibles con Nivel 0 es mucho mayor de lo esperado
(+61,2 %), mientras que la desviacién de la frecuencia de los resolutores muy flexibles con
Nivel 0 es mucho menor de lo esperado (—84,9 %). Por lo tanto, el éxito (Nivel 1) al completar
la secuencia 1 de problemas de estimacion en contexto real es mayor para futuros maestros
muy flexibles. También los profesores en formacién moderadamente flexibles tienen éxito en
mayor proporcion que los nada flexibles, aunque la diferencia es mucho menor. En efecto,
se confirma que hay mayor proporcién de resolutores con bajo rendimiento entre los nada
flexibles.

Ademés de distinguir entre rendimiento bajo (Nivel 0) y rendimiento de éxito (Nivel 1),
dentro del Nivel 1 conviene distinguir entre rendimiento bésico (Nivel 1b) y rendimiento
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alto (Nivel 1a), y ver si — como los andlisis anteriores parecen implicar — también existe una
relacién con la flexibilidad inter-tarea.

Flexibilidad y alto rendimiento

Hemos establecido que un resolutor tiene un alto rendimiento (Nivel 1a) en la resolucién de
la secuencia 1 cuando no comete errores, es decir, cuando tiene dominio en el desarrollo de
los planes de resolucion. En este primer andlisis sobre la relacién entre flexibilidad inter-tarea
y alto rendimiento veremos si es significativa sobre el total de los N = 224 futuros maestros
participantes en la experiencia Al.

Sabemos, por los resultados del apartado , que hay una proporcién muy alta (74,11 %)
de futuros maestros que comete algin error al resolver la secuencia 1 de problemas de estima-
cién en contexto real. Asi, sélo un 25,89 % de los N = 224 futuros maestros que participaron
en la experiencia Al tienen un alto rendimiento (Tabla . A partir de los datos apor-
tados por el andlisis de errores descrito en la seccion es posible relacionar las categorias
“Comete error” y “Alto rendimiento (Nivel 1a)” con los niveles de flexibilidad inter-tarea.
Es decir, podemos analizar si existe una relacién entre alto rendimiento (Nivel 1a) y nivel
de flexibilidad inter-tarea. Como se observa en la Tabla [5-27] esto introduce matices muy
importantes a los resultados globales (Tabla .

La proporcién de futuros maestros con alto rendimiento en la muestra de N = 224 futuros
maestros cambia segun el nivel de flexibilidad. Para asegurar que existe una relacion signi-
ficativa entre el nivel de flexibilidad entre tareas de los futuros maestros y el Nivel la de
rendimiento, hemos realizado un analisis estadistico basado en la prueba de Chi-cuadrado
para la independencia (DF = 2, N = 224). Hemos asumido como hipdtesis nula que no existe
relacion entre la variable flexibilidad y la variable presencia de errores. Fijamos un nivel de
significacién o = 0,01 y la prueba nos da un resultado de x? = 25,19 y un valor p < 0, 0001
que nos lleva a rechazar la hipétesis nula. Por lo tanto, existe una relacion significativa entre
el nivel de flexibilidad inter-tarea de los futuros maestros y el hecho de cometer o no errores.
Ademas, hemos medido la fuerza de la correlacion con la V de Cramer, obteniendo V' = 0, 34
con una significacién de p < 0,0001. Aunque la V de Cramer tiende a producir medidas de
correlacion relativamente bajas, incluso para resultados altamente significativos, este valor
nos informa de que la fuerza de la relacion entre la flexibilidad y la existencia de errores es
mediana (Acock y Stavig), 1979).

Tabla 5-27.: Relacion entre alto rendimiento y los niveles de flexibilidad
Nada flexible Moderadamente flexible Muy flexible
Comete error 54 (86 %) 76 (83 %) 36 (52 %)
Alto rendimiento (1a) 9 (14 %) 16 (17 %) 33 (48 %)
Total 63 92 69
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En cuanto a los valores de las categorias relacionadas, la desviacion porcentual de lo espe-
rado (si se cumpliera la hipdtesis nula) para la frecuencia de “resolutores muy flexibles con
alto rendimiento” es de +84,7%. Esta es, con mucha diferencia, la mayor desviacién de lo
esperado. Esto confirma que es el nivel muy flexible el que se distingue claramente en relacién
con el rendimiento alto (Nivel 1a). Aunque la proporcién de futuros maestros muy flexibles
que cometen errores, es decir, con un rendimiento por debajo del dominio, es alta (52 %), es
casi la mitad de la del resto.

De hecho, no se observan diferencias significativas entre los maestros en formaciéon nada
flexibles y los moderadamente flexibles: la proporciéon de resolutores que cometen errores
en estos niveles es similar (86 % de los nada flexibles frente al 83 % de los moderadamente
flexibles). Es muy alta en ambos y, por lo tanto, los futuros maestros con una moderada
flexibilidad inter-tarea no parecen estar relacionados con un rendimiento alto.

Flexibilidad y alto rendimiento entre los futuros maestros con éxito (Nivel 1)

Es importante contrastar con los resultados anteriores sobre la relaciéon entre flexibilidad
inter-tarea y alto rendimiento, realizados sobre toda la muestra de N = 224 futuros maestros,
con lo que ocurriria si s6lo tomaramos como muestra a los 138 maestros en formacién con
éxito (Nivel 1) en la resolucion de todos los problemas de la secuencia 1, es decir, descartando
a aquellos que tienen producciones categorizadas como Incompleta. Se trata de ver si dentro
del Nivel 1 sigue existiendo una relacién entre flexibilidad y rendimiento que separa los
niveles 1b (basico) y la (alto). Es decir, la pregunta serfa la siguiente: jentre los futuros
maestros con éxito se mantiene la asociacion entre niveles de flexibilidad inter-tarea y alto
rendimiento? Como veremos, hay matices en los resultados.

En esta muestra de 138 futuros maestros con éxito (Nivel 1), los resolutores nada flexibles
sélo conocen un tipo de plan resolucién, pero son capaces de aplicarla (con o sin errores) para
llegar a una estimacién en los cuatro problemas. Los maestros en formaciéon moderadamente
flexibles cambian de tipo de resolucién sélo en un problema, lo que puede indicar que estan
desorientados por ese problema o que consideran que otra estrategia se adapta mejor al
contexto. Los maestros en formacién muy flexibles cambian de tipo de resolucién en dos
o méas problemas. Como hemos visto, conocer varios tipos de plan resolucion y aplicarlos
en diferentes contextos de un mismo tipo de problemas de estimacién real parece dotar
a los resolutores de recursos suficientes para evitar errores graves que lleven a respuestas
categorizadas como Incompleta. Pero, jes una ventaja entre aquellos que ya tienen éxito al
completar los problemas de la secuencia 17

En el caso de los futuros maestros con rendimiento Nivel 1, se encuentran las siguientes
proporciones de resolutores con alto rendimiento (Nivel 1a):

» 9 de 24 (37,5 %) resolutores nada flexibles;

= 16 de 49 (32,65 %) resolutores moderadamente flexibles;
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= 33 de 65 (50,77 %) resolutores muy flexibles.

Se siguen observando diferencias a favor de la proporcion de futuros maestros muy flexibles
con alto rendimiento, como ocurria en la muestra total (Tabla . Sin embargo, cuando
nos restringimos a los resolutores con éxito, es decir, a aquellos que son capaces de completar
los planes de resolucion de los cuatro problemas de la secuencia 1, la proporcién de resoluto-
res con alto rendimiento aumenta significativamente entre aquellos que son nada flexibles y
moderadamente flexibles. Es decir, en los futuros maestros con éxito, la proporcion de alto
rendimiento en los tres niveles de flexiblidad inter-tarea estd mas igualada, aunque todavia
destacan los muy flexibles. Esto explica que, entre los resolutores con éxito (Nivel 1) en la
secuencia 1, no se puede asegurar de manera significativa que exista una relacién entre nivel
de flexibilidad y alto rendimiento: el valor de la prueba de Chi-Cuadrado para la independen-
cia (DF =2, N =138) es x* = 4,01 con p = 0,13. Hay una proporcién claramente mayor
de resolutores con alto rendimiento entre los muy flexibles, y parece apuntar a que podria
existir esa relacion, pero el tamano de la muestra de los futuros maestros con rendimiento
bésico no permite asegurar que este hecho sea significativo.

Pero aun podemos afinar el anélisis de la actuacion de los 138 resolutores que completan los
cuatro problemas de la secuencia 1. En esta submuestra de futuros maestros con éxito, el
numero medio de errores por resolutor, como era de esperar, desciende en todos los niveles
de flexibilidad inter-tarea en relaciéon con el nimero medio de errores de la muestra completa
de 224 futuros maestros:

» 24 futuros maestros nada flexibles acumulan 35 errores (1,46 por resolutor).
» 49 futuros maestros moderadamente flexibles acumulan 73 errores (1, 49 por resolutor).

» 65 futuros maestros muy flexibles acumulan 48 errores (0,74 por resolutor).

Para comparar las medias y medianas de tres muestras independientes no paramétricas, con
el fin de comparar las diferencias en la distribuciéon de los errores, utilizamos la prueba H
de Kruskal-Wallis (2, N = 138). Asumimos como hipétesis nula que la distribucién de los
errores es la misma para los tres niveles de flexibilidad inter-tarea, es decir, que las medias (y
medianas) de los tres grupos son todas similares. Fijando un nivel de significacién a = 0, 05,
obtenemos H = 6,99 con p = 0,03. Por lo tanto, se puede rechazar la hipdtesis nula: al
menos una muestra tiene una distribucién de errores diferente, con una media o mediana
diferente. Esta claro que se trata de la muestra de los futuros maestros muy flexibles, pero
para confirmarlo realizamos otra prueba H de Kruskal-Wallis (1, N = 73) para comparar las
muestras de los resolutores con éxito moderadamente flexibles y nada flexibles. Se obtiene
H =10,0058 y p= 0,94, lo que descarta claramente que haya diferencias significativas en la
distribucion de los errores entre los dos grupos. Es el tercer grupo, el de los muy flexibles, el
que introduce las diferencias entre los futuros maestros de Nivel 1 (éxito).
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Asi, incluso entre los resolutores que no tienen producciones incompletas, aquellos que son
muy flexibles cometen significativamente menos errores (la mitad) que el resto. Sin embargo,
la flexibilidad moderada no esta relacionada con cometer menos errores.

En resumen, hemos visto que existen relaciones estadisticamente significativas entre niveles
de rendimiento y niveles de flexibililidad de los futuros maestros que participaron en la ex-
periencia Al. A través del andlisis de errores, se constata que hay mas futuros maestros muy
flexibles que no cometen errores (Nivel 1a, alto rendimiento), y que cuando los cometen, lo
hacen en menor cantidad y con errores de menor gravedad (Nivel 1b, bésico). Al contrario,
entre los futuros maestros nada flexibles se constata que hay una proporcion significativa-
mente mayor de resolutores que no son capaces de completar la secuencia (Nivel 0, bajo
rendimiento).

5.5.3. Estudio exploratorio de la flexibilidad intra-tarea en problemas
de estimacion en contexto real

Como se explico en el Capitulo , en el curso 2018/19 se hizo un anadido a la pregunta
del problema Pj- Coches de la secuencia 1, demandando una segunda forma de resolucién
alternativa (véase Figura. La adenda de plantear dos tipos de resolucién diferentes para
P4 se hizo con la intencién de estudiar la flexibilidad intra-tarea con los N = 110 futuros
maestros que participaron en la experiencia A1l durante el curso 2018/19.

Definiremos flexibilidad intra-tarea (o intra-flexibilidad) en resolucién de problemas de esti-
macién en contexto real como la capacidad de utilizar dos planes de resolucion distintos para
proponer cémo alcanzar la estimacion demanda por el problema. En el apartado del
Capitulo {4 se ha descrito el proceso de categorizacién en intra-flexible, cuando el resolutor
es capaz de proponer un plan de resolucién alternativo en P4; o en no intra-flexible, cuando
el resolutor no propone un plan de resolucién alternativo, no respondiendo o elaborando una
produccién Incompleta.

Por ejemplo, podemos ver la actuacién de un resolutor intra-flexible en la Figura [5-89] que
muestra los dos planes de resolucion propuestos por el resolutor 4°I-1.7.2. En el primero
(“Estrategia 17), propone dividir el drea del aparcamiento entre el drea media que ocupa un
coche, es decir, Unidad base. En el segundo (“Estrategia 2”) propone estimar el nimero de
coches a lo largo y el nimero de coches a lo ancho, y multiplicar (Linealizacion).

En la Figura encontramos el caso contrario: el resolutor 4°K-1.8.4 también es intra-
flexible, pero primero utiliza el plan de resolucion Linealizacion, y luego cambia a Unidad
base.

El escenario mas frecuente entre los futuros maestros no flexibles intra-tarea es dejar la
respuesta a la “Estrategia 2” en blanco. También encontramos algunos casos en los que el
resolutor repite en su produccién alternativa el mismo plan de resolucion, pero anade algin
factor de complejidad o cambia algin procedimiento de medicién (por ejemplo, primero
propone medir en metros, usando el SI, y luego propone medir en pasos o alguna unidad de
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Figura 5-89.: Plan de resoluciéon Unidad base y plan Linealizacién alternativo para el pro-
blema P4.

Problema 4 ;Cuintos coches caben a este parking sl no dejamos espacio para pasar? Plantea, si es posible, dos estrategias de resolucidn distintas.

Figura 5-90.: Plan de resolucién Linealizacion y plan Unidad base alternativo para el pro-
blema P4.

medida no estandar).

Solo 35 de los N = 110 futuros maestros que participaron en este estudio exploratorio, lo
que representa un 31,8 % del total, son flexibles intra-tarea en el problema Pj-Coches de la
secuencia 1. De esos 35 futuros maestros intra-flexibles, 31 (el 88 %) habia sido categorizado
con un uso flexible inter-tarea de sus resoluciones en la secuencia 1 (es decir, con un nivel
moderadamente flexible o muy flexible). La Tabla[5-28]detalla el ntimero de futuros maestros
intra-flexibles y no intra-flexibles en cada nivel de flexibilidad inter-tarea.

Para la muestra de N = 110 futuros maestros que participaron en la experiencia Al durante
el curso 2018/19, contrasta la alta proporcién de futuros maestros con uso flexible de sus
planes de resolucién entre tareas (87 de 110, un 79.1 % del total) con la baja proporcién de
aquellos que son flexibles dentro del problema P4 (un 31.8%). Este resultado confirma que
el diseno de la secuencia 1 por variacién de contraste promueve la flexibilidad inter-tarea.
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Tabla 5-28.: Distribucién de futuros maestros por nivel de flexibilidad inter-tarea segin su
flexibilidad intra-tarea.
Niveles de flexibilidad No intra-flexible Intra-flexible
inter-tarea

Nada flexible inter-tarea 19 (17.3%) 4 (3.6%)
Moderadamente  flexible 32 (29.1%) 18 (16.4 %)
inter-tarea

Muy flexible inter-tarea 24 (21.8%) 13 (11.8%)
Total (N = 110) 75 (68.2%) 35 (31.8%)

La mayoria de futuros maestros moderadamente flexibles inter-tarea y, sin embargo, dan
muestras de intra-flexibilidad en el problema P/-Coches. Y es llamativo que incluso entre
los 37 futuros maestros muy flexibles inter-tarea, 24 (un 64.9 %) no son capaces de proponer
dos planes de resolucién para el problema P4. Las caracteristicas del contexto favorecen que
cambien dos o mas veces de tipo de plan de resolucién durante la secuencia 1, pero no son
capaces de aplicar alguno de los dos o tres tipos de plan de resolucién que conocen como
alternativa en un solo problema.

De hecho, la proporcion de resolutores intra-flexibles en cada nivel de flexibilidad inter-tarea
es el siguiente:

s Un 17.39% de los futuros maestros nada flexibles inter-tarea son intra-flexibles.
» Un 36 % de los futuros maestros moderadamente flexibles inter-tarea son intra-flexibles.

» Un 35.1% de los futuros maestros muy flexibles inter-tarea son intra-flexibles.

Entre los futuros maestros con uso flexible de sus resoluciones entre problemas de la secuencia
1 (ya sea moderado o alto) la proporcién de intra-flexibilidad es el doble que entre los nada
flexibles inter-tarea. Sin embargo, el tamafno de la muestra de futuros maestros nada flexibles
inter-tarea es bastante mas pequeno, por lo que no se puede asegurar que esta relacion entre
flexibilidad inter-tarea y flexibilidad intra-tarea sea estadisticamente significativa. Es lo que
ocurre cuando calculamos el test Chi-cuadrado de independencia de variables nominales, con
DF =2y N = 110, pues obtenemos un valor de x?(2,110) = 2,7973 y p = 0,24, por lo que
no se puede rechazar la hipotesis nula, es decir, que no haya relacién entre ambos tipos de
flexibilidad. Agrupando los niveles de flexibilidad inter-tarea en dos categorias (uso flexible
inter-tarea y uso no flexible inter-tarea), con una tabla de contigencia 2 x 2, y aplicando
una prueba exacta de Fisher obtenemos p = 0,074, lo que tampoco nos permite rechazar la
hipétesis nula. Una muestra mayor, o la ampliaciéon de la adenda de resolver un problema
de dos formas distintas a otros problemas de la secuencia, podria confirmar la relacién entre
los dos tipos de flexibilidad.
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Tabla 5-29.: Distribucion de los cambios de plan de resolucion de los 35 futuros maestros
intra-flexibles.

Cambio a Recuento a Linealizaciéon a Unidad base a Densidad | Total en Ier
plan de resolu-
cLon

De recuento XXX 1 (3%) 1(3%) 00%) |2(6%)

De Linealiza- 0 (0%) XXX 6 (17%) 2(6%) |8(32%)

cion . ..

De  Unidad 5 (14%) 16 (46 %) XXX 4 (11%) 25 (711 %)

base . ..

De Densidad 0 (0%) 0(0%) 0 (0%) XXX 0(0%)

Total en 2° 5 (14 %) 17 (49 %) 7 (20%) 6 (17%) | XXX

plan de reso-

lucion

Otro aspecto de interés en el andlisis de la flexibilidad intra-tarea es conocer qué planes de
resolucién alternativos proponen. El 71 % de los estudiantes intra-flexibles que propusieron
un segundo plan de resolucion al problema P4-Coches habian propuesto inicialmente Unidad
base. El plan de resolucion alternativo mas frecuente es Linealizacién, usado por un 49 % de
los futuros maestros intra-flexibles. La Tabla presenta las frecuencias de las posibles
combinaciones de dos planes de resolucion propuestos en P4. Como se ha dicho, la mayoria de
cambios se dan de Unidad base a Linealizacién (46 %); la segunda combinacién mas frecuente
es la contraria, de Linealizaciéon a Unidad base (17 %).

5.6. Adaptabilidad en la resolucion de problemas de
estimacion en contexto real

En esta tdltima seccién abordaremos los resultados de la Investigacion C sobre criterios de
adaptabilidad y su aplicaciéon para analizar la adaptabilidad de los futuros maestros cuando
resuelven los problemas de estimacién en contexto real de la secuencia 1. En la primera
seccion se mostrardn los resultados de las respuestas a la pregunta C3 del cuestionario abierto
post-experiencia, y éstas se relacionaran con los resultados del cuestionario cerrado para
expertos. Estos resultados permitiran no sélo definir unos criterios de adaptabilidad para los
problemas de estimacion en contexto real, sino aplicarlos a cada problema para determinar
cual es el tipo de resolucién mas adecuado segin las caracteristicas del contexto, abordando
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asi el objetivo OI 11. En la seccién se aplicaran los criterios de adaptabilidad a los futuros
maestros participantes en la experiencia Al y se discutiran los resultados, relacionando
adaptabilidad y niveles de flexibilidad, para alcanzar el objetivo OI 12.

5.6.1. Criterios de adaptabilidad para problemas de estimacién en
contexto real

Recordemos, como se explicé en el Capitulo |4, que la tercera pregunta del cuestionario
abierto que respondieron los participantes en las experiencias Al y A2 durante el curso
2018/19 servia para obtener unos criterios de adaptabilidad, categorizados a partir de las
respuestas de los futuros maestros que habian experimentado la resolucién de la secuencia
1, que se puedan aplicar de manera general a los problemas de estimacion en contexto real.
La pregunta C3 era la siguiente:

C3. Imagina que un alumno/a te ha dicho que ha resuelto el problema de la mejor
forma posible. ;Qué piensas que quiere decir con la mejor forma posible?

La respuesta no es evidente, porque es complicado juzgar cudl es la mejor forma de resolver
los problemas de la secuencia 1, pues se trata de un tipo de problemas de modelizacion
que requieren una estimacion abierta, que dependera de las simplificaciones y decisiones que
se adoptan en el modelo inicial de la situacion real. Tampoco se conoce, por tratarse de
un nimero muy grande de elementos, la respuesta. De hecho, las personas y los coches, en
el caso de P1 y P4, ni siquiera estan presentes llenando el lugar del problema; por tanto,
no pueden contarse para obtener una respuesta con la que validar las estimaciones de los
resolutores. Un analisis fundamentado de la adaptabilidad para problemas de estimacion en
contexto real consiste en dar respuesta a la pregunta de Heinze, Star y Verschaffel (2009, p.
256) sobre qué criterios son relevantes para considerar que un tipo de resolucién es adecuado.
Las respuestas de los N = 105 futuros maestros que respondieron a la pregunta C3 fueron
analizadas y, como se explicé en el Capitulo[d] emergieron cuatro categorias, tres de las cuales
pueden considerarse criterios de adaptabilidad: rapidez/sencillez (AD1); precision/fiabilidad
(AD 2); rigor/cuidado (AD 3). La cuarta categoria (AD4) se relaciona precisamente con la
falta de criterios o con la opinién subjetiva, no fundamentada matematicamente.

La Tabla muestra la frecuencia de respuestas ubicadas en cada categoria. Puesto que se
trata de un cuestionario abierto, algunas de las respuestas (21) de los participantes incluyen
dos categorias. De estos 21 casos, lo méas frecuente (16 casos) es combinar rapidez y precision
(AD1 y AD2).

Una vez analizadas las respuestas, lo que se obtiene son tres criterios de adaptabilidad para
problemas de estimacién en contexto real y un orden de relevancia establecido a partir
de lo que opinan los futuros maestros que han experimentado la resolucién de ese tipo
de problemas. El siguiente paso, como se explic6 en los Capitulos 3] y [ fue utilizar estos
tres criterios para la encuesta cerrada que respondieron N = 81 expertos (profesores de
Matematicas y/o de Didactica de las Matematicas, en Secundaria y Universidad).



5.6 Adaptabilidad en la resolucién de problemas de estimacién 263

Tabla 5-30.: Frecuencia de cada categoria de respuesta a la pregunta C3 del cuestionario
post-experiencia

Categoria de respuesta

Frecuencia

AD 1. La mejor resolucion es la mas 64
sencilla, la que permite ofrecer una es-
timacion en menos pasos.

AD 2. La mejor resolucion es la mas 28
precisa, la que ofrece la estimacion méas

fiable.

AD 3. La mejor resolucion es la que se 13

basa en procedimientos mas cuidadosos

y empiricos.

AD 4. No argumentan criterios de 21
adaptabilidad o se basan en el gusto

personal.

La encuesta a los expertos permitirda comparar el orden de relevancia de los tres criterios entre
futuros maestros que han resuelto la secuencia 1 y expertos que juzgan cudl es el criterio mas
adecuado. Pero, ademas, como se explicé en el apartado dedicado al diseno de esta encuesta
de expertos, para cada problema de la secuencia 1 debian responder a dos preguntas:

» Elegir el tipo de resolucién (Recuento, Linealizacién, Unidad base, Densidad) que con-
sideraban més adecuado al contexto del problema. También podian escoger la opcion
de que no existe un tipo de resolucién mas adecuado (No hay).

= Luego, escoger el criterio de adaptabilidad que consideraban que mejor aplicaba en la
eleccién anterior.

Asi, a partir de los resultados de la encuesta a expertos, se puede asociar, a cada problema
de la secuencia 1, el tipo de resolucién mas adecuado, y compararlo con los resultados del
analisis de las producciones de los estudiantes (Tabla. Ademas, para cada problema, se
puede argumentar qué criterio de adaptabilidad ha sido el mas escogido por los 81 expertos
para justificar la eleccién del tipo de resoluciéon méas adecuado. Se relacionarian, por tanto,
tres variables:

» problema (P1, P2, P3, P4);
» tipo de resolucién (Recuento, Linealizacién, Unidad base, Densidad);

» criterio de adaptabilidad (Rapidez, Precisién, Rigor).



264 5 Analisis de datos y resultados

Veamos, a partir de los datos recogidos en la encuesta a N = 81 expertos, cuyo perfil se ha
detallado en el apartado del Capitulo [4] los distintos andlisis de las posibles relaciones
entre las tres variables anteriores, discutiendo los resultados.

Relacion entre problema de la secuencia y tipo de resolucion mas adecuado segun los
expertos

La Tabla muestra cudl es la distribucién de la eleccién, realizada por los N = 81 exper-
tos, del tipo de resolucién mas adecuado para cada problema de la secuencia 1, incluyendo
la opcién de que no haya un tipo de resoluciéon més adecuado.

Tabla 5-31.: Distribucién de la eleccion, por N = 81 expertos, del tipo de resolucién més
adecuado para cada problema de la secuencia 1.

Recuento Linealizaciéon Unidad Base Densidad No hay Total

P1 Frecuencia 1 3 35 34 8 81

% en P1 1,2% 3,7% 43,2 % 42 % 9,9% 100 %
P2 Frecuencia 2 20 40 15 4 81

% en P2 25% 24,7 % 49,4 % 18,5 % 4.9% 100 %
P3 Frecuencia 0 2 9 67 3 81

% en P3 0,0% 2,5% 11,1% 82,7 % 3,7% 100 %
P4 Frecuencia 2 26 30 19 4 81

% en P4 2,5% 32,1% 37,0% 23.5% 4,9 % 100 %
Total Frecuencia 5 51 114 135 19 324

% del total 1,5% 15, 7% 35,2% 41,7% 59% 100 %

El andlisis estadistico de estos datos se realizd con el software Statistical Package for the
Social Sciences (SPSS). Para confirmar la existencia de una relacién estadisticamente signi-
ficativa entre ambas variables - los problemas, caracterizados por su contexto, y los tipos de
resolucion més adecuados segun los expertos — se utilizo la prueba Chi-Cuadrado de indepen-
dencia de variables nominales, con DF = 12 y N = 324, a través del contraste de hipdtesis.
Fijando un nivel de significacién a = 0,01, se obtiene un valor de x?(12;324) = 108, 883 con
p < 0,0001, lo que llevaria a confirmar que existe tal relaciéon. Sin embargo, hay mas de un
20 % de las celdas con frecuencia menor que cinco, por lo que el resultado de la prueba puede
ser fiable o no. Para confirmar la fiabilidad, debemos basar nuestros resultados en la prueba
de razon de verosimilitud Chi-cuadrado (LR). Fijando un nivel de significacién de o = 0, 01,
el valor del test de razon de verosimilitud es LR = 115,173 con una significacién asintética
(bilateral) menor a 0,0001. Esto confirma que existe una relacién significativa entre el tipo
de resoluciéon mas adecuado segin los expertos y el problema de la secuencia 1.
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Ademas, el coeficiente de contingencia de Pearson tiene un valor de 0,502 con una significa-
cion igual a 0,0001, lo que indica que la relacion entre el problema y tipo de resoluciéon mas
adecuada es fuerte. Por otro lado, el valor de la V de Cramer es V' = 0, 335, con p < 0, 0001,
un tamano del efecto medio.

En la Tabla encontramos las desviaciones porcentuales de las frecuencias observadas
de la Tabla 45 respecto al valor que se esperaria sobre la base de la hipdtesis nula.

Tabla 5-32.: Desviaciones porcentuales de las frecuencias observadas de la Tabla 45 respecto
al valor que se esperaria sobre la base de la hipotesis nula.

Recuento Linealizaciéon Unidad Base Densidad No hay

Pl +20,9% —76,5% 1+22,8% +0,7%  +68,4%
P2 +60%  +56,9% +40,4% ~55,6% —15,8%
P3 —100% —84,3% —68,4% +98,5% —36,8%
P4 +60%  +103,9% +5,3% —43,7% —15,8%

Una vez tenemos los resultados cuantitativos, observamos que existen bastantes similitudes
entre las Tablas y [6-32] por un lado, y las Tablas y por el otro. Es decir,
existen bastantes similitudes entre la eleccion de los expertos del tipo de resolucién mas
adecuado para para problema de la secuencia 1, y el uso de los planes de resolucién por los
futuros maestros cuando resolvieron la secuencia 1. También existe alguna diferencia que
comentamos a continuacién.

En efecto, observamos que en el problema PI1-Personas, como ocurria con las producciones de
los futuros maestros de la Tabla [5-1] son Unidad base y Densidad los dos tipos de resolucién
mas escogidos por los expertos.

También ocurre, como se veia en las Tablas y 5-2] que la eleccién de Linealizacién
aumenta en P2-Baldosas y en Pj-Coches, aunque en el caso de los expertos no tanto en P2
y méas en P4 (Tablas y , al contrario que con los futuros maestros.

Vuelve a haber coincidencia en P3-Césped con la eleccién de Densidad (ver Tablas y
. En el caso de los futuros maestros, la Unidad base también se usaba bastante en este
problema, pero para los expertos Densidad es la tnica alternativa viable (supone un 82.7 %
de las elecciones).

En Pj-Coches también coincide Unidad base como tipo de resolucion dominante, pero en los
planes de resoluciéon de los futuros maestros lo era con mayor diferencia que en la eleccion de
los expertos. En el caso de los expertos, la Linealizacion queda cerca en la eleccion de tipo
de resolucién mas adecuado.

En el global de la secuencia 1, futuros maestros y expertos escogen con mayor frecuencia
Unidad base y Densidad, pero aqui hay una diferencia: los expertos escogen con mayor
proporcion la Densidad como tipo de resolucién mas adecuado, siendo el mas escogido de
todos (representa un 41,7 % de los tipos de resolucién elegidos como més adecuados en
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toda la secuencia 1). En segundo lugar, queda Unidad base (un 35,2 % del total). Este
desplazamiento de Unidad base a Densidad como tipo de resolucién mas escogido es coherente
con los resultados de Ferrando y Albarracin (2021), expuestos en el Capitulo , quienes
encontraron que la Densidad se correspondia con los resolutores con mayor madurez (ver
Figura. Los participantes en la encuesta de expertos tienen mayor madurez y formacion
matematica que los futuros maestros, lo que explica que escojan con mayor frecuencia la
Densidad, tratandose del tipo de resolucién més complejo.

En la Tabla se han destacado en negrita, para cada problema, las dos elecciones ma-
yoritarias de tipo de resolucién adecuado para cada problema, salvo en P3, que sélo hay
una alternativa sélida. El siguiente paso es vincular los tipos de resolucién a criterios de
adaptabilidad.

Relacion entre el tipo de resolucion y el criterio de adaptabilidad escogidos por los
expertos

Para cada problema, una vez escogido el tipo de resolucién que se consideraba mas adecuado,
cada experto debia marcar uno o varios criterios de adaptabilidad que justificaran su eleccién.
Como se explico en el Capitulo[4] se podia escoger entre los tres criterios categorizados para
la pregunta C3 del cuestionario de futuros maestros, o se podia marcar la opcion “otro”,
pudiendo escribir su criterio. En global, los criterios mas relevantes para los expertos fueron:

Precisién aparece 160 veces, un 37,8 % del total de elecciones.

Rapidez aparece 151 veces, un 35,7 % del total de elecciones.

Rigor aparece 99 veces, un 23,4 % del total de elecciones.

Otros criterios aparecen 13 veces, un 3,1 % del total. Se refieren a que no hay un tipo
de resoluciéon mejor que otro, o bien tienen cardcter subjetivo.

Hay dos diferencias que podemos destacar respecto a las preferencias de los futuros maestros:
la primera es que para los expertos es la precision, y no la rapidez, el criterio mas relevante,
aunque por poca distancia; la segunda es que la proporcion de elecciones basadas en el rigor
aumenta respecto a la de los futuros maestros.

La Tabla muestra la relacién entre el tipo de resolucién escogido por un experto y qué
criterio de adaptabilidad ha elegido a continuacion, vinculado a ese tipo de resolucién. Nos
preguntamos si, a partir de las respuestas de los N = 81 expertos, podemos establecer una
relacion clara entre ambas variables, es decir, si podemos vincular cada tipo de resolucién
con un criterio de adaptabilidad concreto.

Para confirmar la existencia de una relacion estadisticamente significativa entre los tipos de
resolucion mas adecuados segin los expertos y los criterios de adaptabilidad que justifican
esa eleccion se utilizo la prueba Chi-Cuadrado de independencia de variables nominales, con
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Tabla 5-33.: Relacion entre tipo de resolucion elegido como mas adecuado y criterio de
adaptabilidad que justifica la eleccién, en las respuestas de N = 81 expertos.

Precision Rapidez Rigor Otro

Recuento ) 0 1 0
Linealizacion 29 35 8 0
Unidad base 44 78 17 0
Densidad 78 34 72 2
No hay 4 4 1 11

DF = 12 y N = 423. Fijando un nivel de significacién a = 0,01, se obtiene un valor de
x2(12;423) = 264,486 con p < 0,0001, lo que llevarfa a confirmar que existe tal relacién.
Sin embargo, hay mas de un 20 % de las celdas con frecuencia menor que cinco, por lo que
el resultado de la prueba puede ser fiable o no. Para confirmar la fiabilidad, debemos basar
nuestros resultados en la prueba de razon de verosimilitud Chi-cuadrado (LR). Fijando un
nivel de significacion de o = 0, 01, el valor del test de razén de verosimilitud es LR = 142, 862
con una significacién asintética (bilateral) menor a 0,0001. Esto confirma que existe una
relacion significativa entre los tipos de resolucion y los criterios de adaptabilidad.

Ademas, el coeficiente de contingencia de Pearson tiene un valor de 0,620 con una signi-
ficacion igual a 0,0001, lo que indica que la relacién entre tipo de resolucién y criterio de
adaptabilidad es muy fuerte. De hecho, el valor de la V de Cramer es V' = 0,457, con
p < 0,0001, un tamano del efecto alto.

Por lo tanto, la asociacién entre tipo de estrategia escogida como mas adecuada y el criterio
de adaptabilidad que la justifica es fuerte. Asi, si examinamos la Tabla encontramos
destacadas en negrita esas relaciones concretas que permitirian dar una respuesta bien justi-
ficada, para problemas de estimacion en contexto real, al reto de Heinze, Star y Verschaffel
((2009), p. 256) sobre cémo encontrar criterios de adaptabilidad en resolucién de problemas.
En efecto, segin los datos recogidos de N = 81 expertos en Mateméticas y/o en Didéctica
de las Matematicas, los criterios de adaptabilidad para problemas de estimacion en contexto
real serian los siguientes:

= Linealizacién se asocia a rapidez y precision.
= Unidad base se asocia a rapidez.

= Densidad se asocia a precisién y rigor.

En la siguiente secciéon se aplicaran las relaciones encontradas entre problemas de la secuen-
cia 1, tipos de resolucion preferidas, y criterios de adaptabilidad, para poder analizar, a
continuacion, el nivel de adaptabilidad de los N = 224 futuros maestros que participaron en
la experiencia Al.
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5.6.2. Adaptabilidad de los futuros maestros en la resolucion de la
secuencia 1

Teniendo en cuenta el tipo de resolucion escogido como mas adecuado para cada problema por
los N = 81 expertos, y los criterios de adaptabilidad vinculados a dicho tipo de resolucién,
podemos obtener dos posibilidades que nos permiten analizar la adaptabilidad de los futuros
maestros participantes en la experiencia Al: la adaptabilidad entendida como la busqueda
del plan de resolucion mas eficiente y la adaptabilidad entendida como la busqueda del
plan de resolucién mas minucioso. Dado que entendemos que el resolutor adaptable busca
siempre una estimacion precisa, en el primer caso, el de la adaptabilidad eficiente, combinara
la precisién con la rapidez (siendo ésta el criterio primario). En el caso de la adaptabilidad
minuciosa, el resolutor adaptable busca un resultado preciso obtenido con rigor, por tanto
el rigor serd el criterio primario. Veamos para cada uno de estos dos tipos de adaptabilidad,
en base a la informacién recogida en el cuestionario a expertos, cudl es el tipo de resolucién
idéneo en cada uno de los cuatro problemas.

= Si consideramos la adaptabilidad eficiente, obtenemos:

e En PI- Personas el tipo de resolucion mas adecuado seria Unidad base

En P2- Baldosas el tipo de resolucién mas adecuado seria Unidad base.

En P3- Césped el tipo de resolucién mas adecuado seria Densidad.

En Pj- Coches el tipo de resolucién mas adecuado seria Unidad base.

= Si consideramos la adaptabilidad minuciosa, obtenemos:

En PI1- Personas el tipo de resolucion mas adecuado seria Densidad.

En P2- Baldosas el tipo de resolucién mas adecuado seria Linealizacion.

En P3- Césped el tipo de resolucién mas adecuado seria Densidad.

En Pj- Coches el tipo de resolucién mas adecuado seria Linealizacion.

A continuacion se detalla el andlisis de la adaptabilidad de los futuros maestros que parti-
ciparon en la experiencia Al, distinguiendo, por un lado, la adaptabilidad eficiente y, por
otro, la adaptabilidad minuciosa. Es importante notar que no tiene sentido asignar un grado
de adaptabilidad a aquellos resolutores que, por haber propuesto en todos los problemas el
mismo plan de resolucién, en algunos proponen el que se considera mas apropiado (bien sea
por eficiencia o por minucionsidad). Si se utiliza siempre el mismo tipo de plan de resolucién
no hay posibilidad de adaptacién. Por tanto, consideramos que un uso flexible de las resolu-
ciones (moderado o alto) entre problemas es condicién necesaria para que un resolutor sea
adaptable. Asi, se descarta de esta clasificacion a los 63 futuros maestros nada flexibles. Los
futuros maestros no flexibles son, por definicién, no adaptables.
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Para analizar la adaptabilidad de los resolutores, nos basaremos en una escala de cinco
niveles: 0 es nada adaptable (no propone en ningin problema el plan de resolucién més
apropiado); 0,25 es poco adaptable (sélo lo propone en un problema); 0,5 es medianamente
adaptable (lo propone en dos problemas); 0,75 indica un resolutor bastante adaptable (pro-
pone el plan de resolucién més apropiado en tres problemas); y 1 indica muy adaptable (es
capaz de proponerlo para cada problema).

Andlisis de la adaptabilidad eficiente en la experiencia Al
Entre los 161 futuros maestros con un uso flexible de sus planes de resolucion, los resultados

de la categorizacion anterior por niveles de adaptabilidad eficiente se recogen en el diagrama
de barras de la Figura [5-91]
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Figura 5-91.: Distribucion de grado de adaptabilidad eficiente para los N = 224 futuros
maestros de la experiencia Al.

Asi, fijandonos en el grado de adaptabilidad eficiente, observamos que 11 futuros maestros
con un uso flexible de sus planes de resolucion son nada adaptables desde el punto de vista
de la eficiencia (la rapidez con precision), es decir, que no escogieron la solucién mas eficiente
en ninguno de los cuatro problemas de la secuencia 1. También es reducido el nimero de
futuros maestros con un uso flexible de sus planes de resolucién que son muy adaptables
desde el punto de vista de la eficiencia, pues solo hay 14. La explicacion de estas frecuencias
es clara: la adaptabilidad eficiente en todos los problemas de la secuencia 1 requiere un nivel
de flexibilidad moderada, pues adaptar de forma eficiente los planes de resoluciéon implica
hacer solo un cambio de estrategia (en P3, pasar a Densidad). Encontramos, por tanto, que
la mayor parte de futuros maestros con un uso flexible de estrategias son solo medianamente
adaptables desde el punto de vista de la eficiencia.

En la Tabla se recoge la distribucién de resolutores en cada caso, teniendo en cuenta
flexibilidad y adaptabilidad eficiente, lo que permite describir como se dan estas relaciones
entre los futuros maestros.

Consideraremos que los resolutores presentan adaptabilidad eficiente cuando son bastante o
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Tabla 5-34.: Distribucién del grado de adaptabilidad eficiente segiin el nivel de flexibilidad.

Nada adap- Poco adap- Medianamente Bastante Muy adapta-
table table adaptable adaptable ble
Modera. 9 (10%) 24 (26 %) 42 (46 %) 3 (3%) 14 (15%)
flexible
Muy flexi- 2 (3%) 13 (19%) 22 (32%) 32 (46 %) 0 (0%)
ble

muy adaptables en relacién a la eficiencia (escogen en al menos tres problemas de la secuencia
1 el tipo de plan de resolucién mas eficiente). En la Tabla |5-34| observamos las siguientes
proporciones de futuros maestros que presentan adaptabilidad eficiente segiin su nivel de
flexibilidad:

» El 82% de los futuros maestros moderadamente flexibles no presenta adaptabilidad
en la secuencia 1. El 18 % escogen en 3 problemas el plan de resolucién maés eficiente.
Destaca la baja proporcién (3 %) de resolutores moderadamente flexibles que escogen
el tipo de plan resoluciéon més eficiente en tres de los problemas de la secuencia 1.

= La adaptabilidad eficiente es superior en el caso de los futuros maestros muy flexibles,
pues el 46 % tienen un grado de adaptabilidad suficiente (bastante) en relacién a la
eficiencia. Esto es considerable teniendo en cuenta que un alto nivel de flexibilidad es
incompatible con una adaptabilidad eficiente en todos los problemas de la secuencia 1
(puesto que los muy flexibles hacen dos cambios de plan de resolucién o mas).

A partir de las proporciones entre no presentar adaptabilidad (nada, poco y medianamente
adaptable) y presentar adaptabilidad (bastante y muy adaptable), se ha realizado una prueba
Chi-Cuadrado para contrastar las hipotesis: Hy: no existe relacion entre el nivel de flexibilidad
y la adaptabilidad; H;: existe relacién entre el nivel de flexibilidad y la adaptabilidad. Se
obtiene x?*(DF = 1,N = 161) = 13,21, lo cual permite descartar la hipdtesis nula con
un nivel de significacién p = 0,0003. Por lo tanto, existe una asociaciéon estadisticamente
significativa entre ser muy flexible y presentar adaptabilidad eficiente, es decir, escoger el
plan de resolucién mas eficiente en al menos tres problemas de la secuencia 1. Es llamativo
que esto sea asi, cuando la adaptabilidad eficiente en los cuatro problemas de la secuencia
1 sélo pueden alcanzarla los futuros maestros moderadamente flexibles. Lo que explica la
asociacion entre adaptabilidad eficiente y alta flexibilidad es, como hemos destacado antes, un
nimero muy bajo de resolutores moderadamente flexibles bastante adaptables. Esto podria
explicarse por el hecho de que muchos resolutores moderadamente adaptables cambian de
plan de resolucién por confusién, por no saber resolver un problema de la secuencia 1, y
no con la intencién de escoger una estrategia mas eficiente en un determinado contexto.
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Esta explicacién concuerda con los resultados sobre la (escasa) relacién entre flexibilidad
moderada y rendimiento.

Andlisis de la adaptabilidad minuciosa en la experiencia Al

Entre los 161 futuros maestros con un uso flexible de sus planes de resolucion, los resultados
de la categorizacion anterior por niveles de adaptabilidad minuciosa se recogen en el diagrama

de barras de la Figura [5-92]
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Figura 5-92.: Distribucion de grado de adaptabilidad minuciosa para los N = 224 futuros
maestros de la experiencia Al.

Asi, fijandonos en el grado de adaptabilidad minuciosa, observamos que 10 futuros maestros
con un uso flexible de sus planes de resoluciéon son nada adaptables desde el punto de vista de
la minuciosidad (el rigor con precisién), es decir, que no escogieron la solucién més minuciosa
en ninguno de los cuatro problemas de la secuencia 1. Ain mas reducido es el nimero de
futuros maestros con un uso flexible de sus planes de resoluciéon que son muy adaptables
desde el punto de vista de la minuciosidad, pues solo hay 5. Estas frecuencias son bajas,
entre otras razones, porque la minuciosidad en los cuatro problemas de la secuencia 1 requiere
de un alto grado de flexibilidad, pues adaptar en base al rigor y la precisién los planes de
resolucion implica hacer solo dos cambios cambio de estrategia. Encontramos, por tanto, que
la mayor parte de futuros maestros con un uso flexible de estrategias son poco adaptables
desde el punto de vista del rigor con precisién. La explicacién de la baja adaptabilidad
minuciosa (rigor con precisién, ver Figura respecto a la adaptabilidad eficiente (rapidez
con precision, ver es que en la segunda tiene gran relevancia el plan de resolucion
Unidad base, mayoritario en su uso entre los futuros maestros, mientras que no forma parte
de la primera. Ademas, en las respuestas a la pregunta C3 sobre criterios para escoger la
mejor resolucion, rapidez/sencillez fue la més repetida por los futuros maestros, mientras
que rigor/minuciosidad fue el criterio menos mencionado.
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Tabla 5-35.: Distribucién del grado de adaptabilidad minuciosa segin el nivel de flexibili-

dad.
Nada adap- Poco adap- Medianamente Bastante Muy adapta-
table table adaptable adaptable ble
Modera. 10 (11 %) 63 (68 %) 12 (13 %) 7 (8%) 0(0%)
flexible
Muy flexi- 0 (0%) 15 (22 %) 36 (52 %) 13 (19%) 5(7%)
ble

En la Tabla se recoge la distribucién de resolutores en cada caso, teniendo en cuenta
flexibilidad y adaptabilidad minuciosa, lo que permite describir cémo se dan estas relaciones
entre los futuros maestros.

Consideraremos que los resolutores presentan adaptabilidad minuciosa cuando son bastante
o muy adaptables en relacién al rigor con precisiéon (escogen el tipo de resoluciéon mas rigu-
roso/preciso en al menos tres problemas de la secuencia 1). De la Tabla observamos
que, segun lo que hemos considerado como presentar adaptabilidad (ser bastante o muy
adaptable), tenemos las siguientes proporciones:

s E192% de los futuros maestros moderadamente flexibles no presenta adaptabilidad en
la secuencia 1. Solo el 8 % escoge en 3 problemas el plan de resolucién mas minucioso.

» La adaptabilidad minuciosa es muy superior en el caso de los futuros maestros muy
flexibles, pues el 26 % presentan adaptabilidad minuciosa.

A partir de las proporciones entre no presentar adaptabilidad minuciosa (nada, poco y me-
dianamente adaptable) y presentar adaptabilidad minuciosa (bastante y muy adaptable), se
ha realizado una prueba Chi-Cuadrado para contrastar las hipdtesis: Hy: no existe relacién
entre el nivel de flexibilidad y la adaptabilidad minuciosa; H;: existe relacion entre el nivel
de flexibilidad y la adaptabilidad minuciosa. Se obtiene x*(DF = 1,N = 161) = 8,9, lo
cual permite descartar la hipdtesis nula con un nivel de significacion p = 0,0029. Por lo
tanto, existe una asociacién estadisticamente significativa entre ser muy flexible y presentar
adaptabilidad eficiente, es decir, escoger el plan de resolucién mas eficiente en al menos tres
problemas de la secuencia 1. Sabemos que esta relacién era necesaria en el caso de los muy
adaptables, pues en relacion al rigor, sélo pueden serlo los muy flexibles. Sin embargo, es
llamativo el bajo porcentaje (26 %) de adaptabilidad minuciosa incluso entre los resolutores
muy flexibles, sélo explicable porque este criterio de adaptabilidad exige utilizar Lineali-
zacion y Densidad, cuando el plan de resolucion mas utilizado por la mayoria de futuros
maestros, en términos globales, es Unidad base (ver Tabla . El rigor con precisién, vin-
culado a Densidad, en efecto, parece un criterio asociado a una mayor madurez matematica,
por eso crece entre los expertos (ver Tabla . Esto confirma y extiende los resultados de
(Ferrando y Albarracin) 2021)).
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En este capitulo se responderd a las siete preguntas de investigacion planteadas en esta tesis
doctoral. Se utilizaran los 12 objetivos de investigacién (OI) abordados a partir del andlisis
y discusién de los resultados expuestos en el Capitulo 5] Por lo tanto, para cada pregunta se
investigacion se seguird el mismo esquema:

Sintesis de los resultados mas importantes que permiten alcanzar los OI ligados a la
pregunta.

Relacién con el marco tedrico y estudios anteriores o recientes.

Posibles limitaciones en el estudio y propuestas de mejora.

Futuros temas de investigacion a partir de los resultados.

En la seccién se responde a la primera pregunta de investigacion, detallando los resul-
tados del andlisis de tipos de plan de resolucion para la experiencia Al y la experiencia A2
a la luz de trabajos anteriores. En la seccion se responde a la pregunta sobre la rela-
cién entre contexto y tipo de resolucion, asi como la influencia de la estructura sintactica y
semantica en los resultados. En la seccion se responde a la tercera pregunta de investi-
gacién, comparando los factores de complejidad en las experiencias Al y A2, asi como los
tipos de resolucion mas empleados en ambas experiencias. En la seccién se sintetiza el
analisis de errores de los planes de resolucién y las resoluciones grupales, y cémo éste sirve
para establecer niveles de rendimiento. En la seccion se responde a la pregunta sobre la
flexiblidad de los futuros maestros en problemas de estimacién de contexto real, recogiendo
los resultados sobre los niveles de flexibilidad inter-tarea y sobre la flexibilidad intra-tarea.
En la seccién se responde a la sexta pregunta de investigacion, analizando las relaciones
que existen entre los niveles de rendimiento, definidos a partir de los errores, y los niveles de
flexibilidad inter-tarea. Por tltimo, en la seccion se responde a la séptima pregunta de
investigacion, ofreciendo, a partir de los resultados del cuestionario a expertos, dos criterios
de adaptabilidad justificados para problemas de estimacién en contexto real de forma que

éstos permitan analizar el nivel de adaptabilidad de los futuros maestros en la experiencia
Al.
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6.1. ;Coémo resuelven los futuros maestros los problemas
de estimacidon en contexto real?

Los problemas de estimacion de un gran ntimero de elementos en una superficie delimitada
que utilizamos en esta investigacion son un subconjunto de los problemas de Fermi, problemas
de iniciacién a la modelizacion accesibles para estudiantes de Secundaria y también del grado
de maestro/a en Educacién Primaria (Arlebsck, 2009; |Albarracin, [2011). En los apartados
y se explic6 que para categorizar los tipos de resolucién de los futuros maestros
se refind el instrumento de anélisis de las producciones desarrollado por Ferrando y cols.
(2017) a partir de la definicién de modelo de Lesh y Harel (2003). En efecto, el andlisis de
las producciones de los resolutores como un sistema de dos componentes interrelacionadas,
modelo inicial y estrategia, es una simplificacién del ciclo de modelizacién (Blum y Leif3; 2007}
Borromeo-Ferri, [2018) que facilita la categorizacién en cuatro tipos bésicos de resolucion:
Recuento, Linealizacién, Unidad base y Densidad. Estos cuatro tipos de resoluciéon aparecian
en los andlisis de producciones en las etapas de Primaria (Albarracin y Gorgorio, |2019) y
de Secundaria (Albarracin, 2011; Albarracin y Gorgorid} [2014; Ferrando, Albarracin, y cols.,
2017).

El primer objetivo de este trabajo (OI 1) era comprobar si la caracterizacién de las resolucio-
nes de esta clase de problemas empleada para Primaria y Secundaria también funciona en la
etapa universitaria, con futuros maestros. El andlisis cualitativo y descriptivo, de naturaleza
observacional (Lodico y cols., 2010)), de la seccién del Capitulo |5/ muestra que los planes
de resolucién de los N = 224 participantes en la experiencia Al (es decir, sus propuestas de
resolucion esquematicas sobre cémo obtener la estimacion, realizadas individualmente y en el
aula, evocando el espacio real de los cuatro problemas de la secuencia 1) podian categorizarse
usando estos cuatro tipos de resolucién.

Para completar la respuesta a esta pregunta de investigacién, el OI 5 consistia en hacer
este mismo analisis cualitativo y descriptivo de las producciones cuando los futuros maestros
vuelven a resolver los mismos problemas (secuencia 1), pero en N = 62 grupos y trabajando
de manera empirica en el lugar del problema, ejecutando una resolucién que dé lugar a una
estimacién numérica (experiencia A2). En efecto, en el apartado estas producciones se
categorizan usando tres de los cuatro tipos de resolucién, pues no aparece ninguna basada
en el recuento, como se muestra en el andlisis cualitativo y descriptivo en dicho apartado.
El hecho de poder clasificar las producciones de los futuros maestros en sélo cuatro tipos
de resolucion cerrados, aunque los problemas de Fermi que empleamos en este estudio sean
abiertos, permite tratarlos como multiple-solution tasks (Levav-Waynberg y Leikin, 2012;
Albarracin y cols., [2021)) y conduce a la quinta pregunta de investigacién, es decir, al estudio
de la flexibilidad de los futuros maestros.

Mas alla de verificar que es posible analizar las producciones de los futuros maestros a partir
de los cuatro tipos de resolucion establecidos en trabajos anteriores, el analisis cualitativo
y descriptivo de planes de resolucion y resoluciones grupales ayuda a describir con mayor
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precision como resuelven los futuros maestros los problemas de estimacion en contexto real.
En los resultados de los apartados y se observa que, tanto en los planes de
resolucion individuales como en las resoluciones grupales, el tipo de resolucion mas empleado
de manera global en los cuatro problemas de la secuencia 1 es Unidad base (modelo inicial
bidimensional y estrategia a partir del drea que ocupa un elemento); sin embargo, también
son muy empleadas por los futuros maestros las resoluciones basadas en densidad, y apenas se
utilizan resoluciones basadas en recuento. Estos resultados sobre como resuelven los futuros
maestros los problemas de estimacién en contexto real refuerzan el estudio de Ferrando y
Albarracin (2021), que identificaba diferencias de madurez en el uso de los distintos tipos
de resolucién. Como se explicé en el Capitulo [2 Ferrando y Albarracin (2021) muestran
que en Primaria los estudiantes no dominan el concepto de drea y recurren a resoluciones
basadas en recuento o en la linealizacion de la superficie, y que sélo en Secundaria las
resoluciones evolucionan hacia Unidad base (ver Figura [2-8)). El tipo de resolucién Densidad
aparece solo al final de la Secundaria (16 anos). Nuestros resultados refuerzan el estudio
longitudinal previo porque muestran que los futuros maestros, cuya formaciéon pertenece a
una etapa superior, presentan mayor madurez matematica que los estudiantes de Primaria
y Secundaria, y, en consecuencia, hay un uso claramente mayor de los tipos de resolucién
Unidad base y Densidad (los dos juntos suponen 577 de las 896 producciones individuales
analizadas, un 64, 4 % del total; y 230 de las 248 producciones grupales analizadas, un 92,7 %
del total), y apenas recurren al tipo de resolucién menos sofisticado, el Recuento (13 de las
896 producciones individuales; ninguna de las grupales).

Ademas, en el andlisis cualitativo y descriptivo de las producciones de los N = 224 futuros
maestros que participaron en la experiencia Al se observa que, para cada problema de la
secuencia 1, hay ejemplos de todos los tipos de resolucién (Recuento, Linealizacién, Unidad
base y Densidad). Sin embargo, como se explica a lo largo del apartado |5.1.1} cada tipo de
resolucion no aparece con la misma frecuencia en cada problema. La respuesta a la primera
pregunta de investigacién apunta, por tanto, a la segunda pregunta de investigacion: estudiar
si existe una relacién entre los problemas y los tipos de resolucién.

Hemos visto, por tanto, que en la consecucion de los objetivos OI 1 y OI 5 que responden
a la primera pregunta de investigacién, describiendo cémo resuelven los futuros maestros
los problemas de estimacién en contexto real a través de cuatro tipos de resolucion, tienden
puentes con trabajos precedentes, y a la vez apuntan a algunas de las siguientes preguntas
de investigacién. La descripcién minuciosa en las secciones y 5.3 sobre cémo resuelven los
futuros maestros problemas de estimacién de un gran niimero de elementos en una superficie
delimitada cierra, de alguna manera, el estudio sobre las maneras de resolver estos proble-
mas en Primaria y Secundaria (Albarracin, 2011} |Albarracin y Gorgorio, 2014; |Ferrando,
Albarracin, y cols., 2017; |Albarracin y Gorgorid, [2019; Albarracin y cols., 2021), anadiendo
la etapa universitaria.

Una limitacién en el estudio cualitativo y descriptivo de los tipos de planes de resolucion
y de resoluciones grupales de los futuros maestros es que la categoria Linealizacién engloba
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distintas estrategias asociadas (recuento, unidad base lineal, densidad lineal) a un modelo
unidimensional de distribucién de los elementos. Como se explic en el Capitulo [ el in-
terés era oponer la resolucion basada en reducir un problema bidimensional a un problema
unidimensional (de cuéntos elementos hay en la superficie a cudntos elementos hay en una
fila) a las resoluciones propias de un modelo bidimensional de distribucién de los elementos
en la superficie (Unidad base y Densidad). Serfa interesante, en un futuro, estudiar cémo
resuelven los futuros maestros una secuencia de problemas de estimacién de un gran niimero
de elementos en una longitud, del tipo “;cuantos coches caben en fila a lo largo de la avenida

¢

principal de tu ciudad?” o “;jcudntas personas son necesarias para hacer una cadena humana
alrededor del campus universitario?”, y describir las distintas categorias de resolucién que
aparecen, distinguiendo entre las estrategias lineales.

De hecho, una propuesta de investigacion para el futuro es recoger todas las posibles varia-
ciones, segun la etapa educativa, en los tipos de resolucion de problemas de estimacion de
una gran cantidad de elementos distribuidos en una, dos y tres dimensiones. En este sentido,
en Pla-Castells y Segura (2019)) se presenta un estudio exploratorio que analiza los tipos de
resolucion para problemas en tres dimensiones. Un trabajo como el propuesto, que compare
y clasifique los tipos de resolucién en cada dimension, sintetizaria todo lo que conocemos
sobre este tipo de problemas de estimacién en contexto real. Ademads, seria interesante en-
contrar conexiones y ampliar el estudio con otras herramientas de analisis de producciones
escritas al resolver actividades de modelizacién, como la desarrollada por Montejo-Gamez,
Fernandez-Ahumada, y Adamuz-Povedano, (2021)).

6.2. ;Hay alguna influencia del contexto y de la
estructura del problema en la resolucion desarrollada
por los futuros maestros para los problemas de
estimacion de contexto real?

Se ha comentado en la respuesta anterior que en el analisis observacional sobre como resuelven
los N = 224 futuros maestros los problemas de estimacion en contexto real se observaban
diferencias en la frecuencia de uso de cada tipo de plan de resolucion segin el problema de
la secuencia 1. Asi, hay claras variaciones en las proporciones de Recuento, Linealizacion,
Unidad base y Densidad segtin el problema, como muestran los resultados de la Tabla [5-1]
El diseno la secuencia 1, como se explica en el Capitulo [5] estaba motivado precisamente
para tratar de producir esa variacién en los tipos de plan de resolucion. Pero un analisis
estadistico debe demostrar si esta relacion es significativa, justificando la interpretacion de
esa dependencia entre problema y tipo de resolucion.

Asi, en el apartado se describen los conceptos de variacién por contraste (Ko y Marton,
2004; Marton y cols., 2004) y de variable de tarea — en particular, de variable de contexto
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(Kilpatrick, 1978} |Puig y Cerdan, 1988). Siguiendo las ideas de disefio de secuencias de
tareas de modelizacién de Arlebéick y Doerr (2015), en el apartado se justifica como
se utilizaron los valores de la variable de contexto para seleccionar una secuencia de cuatro
problemas que configuraran un patron de variacion por contraste. Los valores de la variable
de contexto para cada problema de la secuencia 1 estdn sintetizados en la Tabla [4-3] Se
refieren al tamano de los elementos (pequeno, mediano, grande), a la distribucién de los
elementos en la superficie (ordenada, desordenada), al tamano y forma de los elementos
(regular, irregular) y al tamano de la superficie (pequeno, mediano, grande).

El diseno de la secuencia 1 de problemas de estimacién en contexto real justifica el analisis
de la relacién entre variable de contexto y tipo de plan de resolucién mas frecuente, que
corresponde al objetivo OI 2. En efecto, esta relacién existe y es estadisticamente significativa.
De hecho, los resultados de la Tabla y la Tabla permiten identificar qué valores de
la variable de contexto pueden asociarse con qué tipos de plan de resolucion para problemas
de estimacién de un gran niimero de elementos en una superficie rectangular.

= La distribucion ordenada de los elementos en la superficie del problema se asocia con
un mayor uso de planes de resolucién Linealizacion.

» Una distribucién desordenada de los elementos, asi como la irregularidad de su forma
y/o tamano, se asocia con un incremento de planes de resolucién Densidad, especial-
mente cuando su tamano es pequeno.

= Un tamano grande de los elementos, especialmente cuando su forma o tamano es re-
gular, se asocia con mayor uso de planes de resolucién Unidad base.

Ademads, como se explica en el apartado [£.1.3], se disefié una secuencia alternativa de cuatro
problemas de estimaciéon de un gran nimero de elementos en una superficie rectangular
(secuencia 2) con un contexto isomorfo a la secuencia 1, es decir, con los mismos valores de
la variable de contexto. Se encontrd que siguen existiendo las mismas relaciones significativas
entre caracteristicas del contexto y tipos de plan de resolucién. Este resultado es importante,
y por eso se ha recogido como objetivo IO 3, ya que valida y refuerza las conclusiones
sobre relacion entre contexto y tipo de plan de resoluciéon obtenidas para la secuencia 1,
pues demuestra que no dependen de un contexto concreto (el de los cuatro problemas de la
secuencia), sino de los valores de la variable de contexto, pudiendo generalizar los resultados.
Las respuestas a esta pregunta de investigacion son la base para abordar temas muy impor-
tantes en este trabajo: la flexibilidad inter-tarea y la adaptabilidad. En efecto, para empren-
der un estudio sistematico sobre cémo cambian los futuros maestros de tipo de resoluciéon de
un problema a otro, era importante comprender cémo influye la variable del contexto en el
proceso de resolucion. Esto implica, ademaés, que los futuros maestros adaptan sus planes de
resolucion a determinadas caracteristicas del contexto, lo que supone un primer paso para
abordar el estudio de la adaptabilidad, lo que requiere definir unos criterios sobre por qué se
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considera que un tipo de resolucién se adapta mejor que otro, respondiendo a la tltima pre-
gunta de investigacién. En cualquier caso, esta asociacion entre caracteristicas del contexto y
tipo de plan de resolucién apunta a que una proporcién importante de futuros maestros tiene
las capacidades, aunque sea de manera intuitiva, de apreciar las caracteristicas estructurales
[del contexto] importantes del problema y de notar semejanzas, diferencias y analogias, de
identificar elementos criticos y seleccionar los procedimientos correctos. Como se explicd en
el Capitulo [2] estas capacidades caracterizaban, entre otras, al buen resolutor segin estado
de la cuestion sobre resolucién de problemas recogido por Lester (1994). Los problemas de
estimacion de contexto real, secuenciados siguiendo un patrén de variacion por contraste de
caracteristicas del contexto evitan lo que otros estudios han encontrado que es una limita-
cién de los futuros maestros en resoluciéon de problemas: la tendencia a aplicar resoluciones
estereotipadas a un problema (Leikin, 2003) vinculando un unico tipo de resolucién a los
problemas de estimacion en elementos en una superficie.

Una linea de trabajo futuro relacionada con estos resultados es el diseno de secuencias de
problemas de Fermi, o de otro tipo de problemas de modelizacion que requieran estimaciones,
basado en otros patrones de variacion. De hecho, a partir del trabajo de Pla-Castells y
Ferrando (2019) sobre el efecto de la lejania del contexto en la accesibilidad de problemas
de Fermi, hemos realizado una investigacion sobre el diseno de secuencias de este tipo de
problemas basadas en la graduaciéon de la lejania del contexto como forma de andamiaje
para abordar problemas de Fermi mdas complejos (Albarracin y cols., [2021). Otra linea de
trabajo futuro relacionada con el uso de contextos reales para el diseio de secuencias de
problemas de modelizacion que involucran estimaciones es el problem posing: proporcionar
a los futuros maestros — o estudiantes de otras etapas — una secuencia de descripciones de
contextos reales sobre las que deben plantear un problema, siguiendo el trabajo de Hartmann,
Krawitz y Schukajlow (2021). Puede estudiarse, por ejemplo, la relacién entre cercania-
lejania del contexto y la capacidad de los futuros maestros para plantear problemas reales de
estimacion. Las secuencias de tareas disenadas para promover el aprendizaje auténomo de los
estudiantes y la mejora de sus competencias en resolucién de problemas son una herramienta
de un enorme potencial didactico que puede contribuir a mejorar la formacién inicial de los
futuros maestros y su conocimiento especializado del contenido mateméatico (Ball y cols.,
2008)).

Mas alla del contexto, esta segunda pregunta de investigacién también interroga sobre la re-
lacion entre la variable de estructura del problema — que se refiere a la complejidad sintéctica
y seméntica del enunciado (Days y cols., [1976|) — y su resolucién. El objetivo OI 4 respon-
de a esta interrogacion valiéndose de la secuencia 2: como se explicd en el apartado
del Capitulo [ aunque la secuencia 2 es contextualmente isomorfa a la secuencia 1, se in-
trodujeron situaciones narrativas en los enunciados de los problemas que introducen mayor
complejidad sintdctica y/o seméntica. En un problema (P1’) la situacién narrativa introdu-
ce ambigiiedad (complejidad sintdctica y seméntica), en otro (P2’) la pregunta se formula
de manera indirecta (complejidad sintactica y semdntica), mientras que en los otros dos
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solo se anade complejidad sintactica al enunciado. Los resultados expuestos en el aparta-
do muestran que la complejidad seméntica (en P1’ y P2’), anadiendo ambigiiedad al
enunciado mediante una situacion o una pregunta indirecta, se relaciona de manera significa-
tiva con mayor proporcion de producciones incompletas, que es lo que luego hemos definido
como bajo rendimiento (Nivel 0) en resolucién de este tipo de problemas. Esto confirma
que los resultados de |Leil y cols.| (2019) sobre cémo afecta la inclusién de informacién que
anade ambigiiedad a lo que se pregunta pueden extenderse a los problemas de estimacion
en contexto real resueltos por futuros maestros. También esta acorde con otras carencias en
resolucién de problemas que destacdbamos en el Capitulo [2} los futuros maestros, como los
estudiantes de etapas no universitarias, tienen ciertas dificultades con problemas en los que
la accién es implicita en el enunciado o la pregunta es indirecta (Silver y Thompson, [1984;
Escolano-Vizcarra y cols.,[2012). Por tanto, encontramos que, como ya estudiaron De Corte y
Verschaffel (1987) con estudiantes de Secundaria, la estructura semantica del problema tiene
fuerte influencia en la resolucion de los futuros maestros, en particular, en su rendimiento
bésico. Sin embargo, anadir solamente complejidad sintactica al enunciado, alargando un
poco el enunciado de la tarea con informacién superflua, no afecta a la resolucién de los fu-
turos maestros: la tasa de éxito bésico (planes de resolucién completos) en P3’ y P4’ es igual
que en los problemas andlogos de la secuencia 1. Esto también confirma, para problemas
reales de estimacion resueltos por futuros maestros, los resultados de Moyer y cols. (1984)
sobre que un formato telegrafico, con sintaxis sencilla, no influye en el desempeno de los
estudiantes en problemas verbales o narrativos.

Una limitacién de este estudio es que se han usado pocos problemas reales de estimacion para
contrastar el efecto de la complejidad semantica del enunciado en la resolucion de los futuros
maestros. Una linea de trabajo para el futuro podria ser ampliar este estudio a secuencias
mas largas de problemas, en las que se gradie la complejidad en la variable de estructura.
Esto se vincula con un campo amplio y fértil dentro de la Didéctica de la Matematica: los
estudios sobre comprension lectora y resolucién de problemas (Taplin|, |1998; |Orrantia y cols.|
2014; Sanz, Gonzalez-Calero, Arnau y Arevalillo-Herraez, 2019). Futuras colaboraciones con
expertos en lectura podrian abrir caminos en el estudio de la comprensién y la atencién en
problemas de modelizacion y del mundo real.

6.3. ;En qué medida la resolucién experimental en lugar
fisico del problema influye en las resoluciones?

Esta tercera pregunta de investigacién complementa el analisis cualitativo y descriptivo que
servia para responder a la primera pregunta, estableciendo un anélisis comparativo entre los
planes de resolucién individual (experiencia A1) y las resoluciones grupales e in situ (expe-
riencia A2). Este anédlisis comparativo aborda tres aspectos: la influencia del trabajo empirico
en el lugar del problema (OI 6); la influencia del trabajo en grupo y cémo se consenstian las
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resoluciones grupales (también OI 6); y los factores de complejidad que enriquecen el modelo
matematico en el que se basa la resolucién, buscando afinar la estimacién (OI 7).

Los resultados del apartado muestran que el trabajo empirico, realizando mediciones y
estimaciones en el lugar del problema, estimula a los resolutores a adaptar adecuadamente
sus resoluciones a caracteristicas del contexto real que no habian sido evocadas previamente.
De hecho, podemos afirmar que el trabajo in situ influye en el tipo de resolucién elegido por
los futuros profesores en los problemas P1-Personas y P2-Baldosas, en los que los futuros
maestros introducen cambios en sus planes de solucién adaptandolos a las caracteristicas del
contexto real del problema que no fueron evocadas en la experiencia Al. En P3-Césped y P4-
Coches no hay estos cambios porque en la situacién real no aparecen caracteristicas nuevas
del contexto no percibidas antes. Por tanto, parece que trabajar, primero individualmente y
en clase, y luego en grupos y en el lugar real de los problemas, la resoluciéon de secuencias
de problemas de estimacién en contexto real, facilita la visualizacién de hechos y relaciones
especiales y la tendencia a seleccionar entre caminos de resolucion alternativos, que son dos
cualidades de la competencia en resolucién de problemas segin Lester (1994)). En contraste,
estudios anteriores mostraron que los futuros profesores de primaria tienen dificultades para
relacionar con éxito sus soluciones con la situacion real cuando resuelven problemas contex-
tualizados (Tirosh y Graeber, [1989; Tirosh y cols., [1991)), pero los resultados de este estudio
muestran que el trabajo empirico in situ ofrece una posibilidad de superar estas dificultades.
De hecho, la resolucién in situ de tareas de modelizacion es importante porque la observacion
cuidadosa de las caracteristicas especificas de cada contexto proporciona ideas que pueden
alimentar con conceptos o procedimientos matematicos los modelos matematicos generados
en la resolucién. Ademas, esta manera de trabajar supera los obstaculos didacticos asociados
a la resolucién de problemas verbales rutinarios descritos por Verschaffel, Vicente y Van Do-
ren (2008) en el Capitulo . Esto abre una linea de investigacion futura, que es trabajar las
secuencias de problemas de Fermi como math trails (Buchholtz, 2017)), es decir, conforman-
do una ruta matematica en la que los estudiantes trabajan en grupo y realizan mediciones,
completando un itinerario en el que deben matematizar puntos concretos de su entorno. Que
los futuros maestros experimenten la resolucién de math trails es importante, porque esta
forma de trabajar debe ser clave para desarrollar una competencia en la que hay que profun-
dizar, que es la de identificar contenidos matematicos ttiles para explicar una realidad en un
contexto cercano, y que debe ser un elemento que forme parte del conocimiento matematico
especializado del profesor.

Sabemos, por trabajos como el de Chapman (2012)), expuesto en el Capitulo , que los futu-
ros maestros pueden tener dificultades para definir un plan de resoluciéon para un problema
abierto del mundo real sin datos ni experiencia en el lugar del problema. Algunas reflexio-
nes recogidas en el cuestionario post-experiencia confirman esa dificultad. También sabemos
que el trabajo en grupo, sin embargo, promueve un intercambio de ideas (Szydlik y cols.,
2003)) que facilita el desarrollo de resoluciones completas, en las que se presenta la estimacion
solicitada por el problema. Los resultados sobre la influencia del trabajo grupal desarrolla-
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dos en el apartado [5.3.2] se alinean con esos resultados previos, mostrando que compartir y
comparar los planes de resolucion entre los miembros del grupo ayudé a aquellos resoluto-
res que no habian podido finalizar un plan de resolucién (Incompleto) a reelaborar, con el
apoyo de otros miembros del grupo, la estrategia que condujo a una resolucion completa del
grupo. Los futuros maestros que participaron en la experiencia A2 pudieron ver que habia
diferentes enfoques para resolver los problemas de la secuencia cuando compararon sus pla-
nes de resolucién. De hecho, el diseno de la experiencia les obligaba a escuchar e intentar
comprender las propuestas de sus companeros y decidir activamente qué propuesta elegir.
Los resultados muestran que en los casos en los que algunas caracteristicas del contexto real
no pudieron anticiparse en el aula (P1-Personas y P2-Baldosas), los grupos han tenido que
reelaborar sus ideas y se han producido varios cambios de estrategia. En cambio, cuando
el problema puede resolverse tal y como se habia planteado previamente (P3-Césped y P/-
Coches), estas negociaciones se resuelven de forma mas sencilla en la mayoria de los casos:
la mayoria decide su criterio sobre la minoria. Involucrar a los futuros maestros, en grupos,
en la puesta en comtn de diferentes puntos de vista sobre el contexto de un problema, o en
la diferenciacién de elementos de sus resoluciones, es un tipo de actividad que sera esencial
en su futura actividad docente, ya que forma parte de lo que habiamos denominado en el
Capitulo [2| “conocimiento de las tareas matematicas para la ensenanza” (Chapman, 2013),
como parte del conocimiento especializado del contenido matemético para la ensenanza (Ball
y cols., 2008). Asi, los maestros en formacién podran comprobar por si mismos que los pro-
blemas de estimacion en contexto real, cuando se trabajan en grupo, promueven discusiones
matematicas relevantes (Arlebéck, 2009), por lo que necesitan una formacién especifica para
dinamizar y gestionar las interacciones entre alumnos en sus futuras aulas.

Una limitacién de este estudio sobre la influencia del trabajo en grupo y como se acuerdan
las resoluciones grupales consensuadas es no haber recogido grabaciones durante el proceso
de resolucion en grupos e in situ, ni haber entrevistado a los miembros del grupo al terminar
la actividad, por el gran nimero de participantes. Hemos perdido informacién que sélo se
completa, parcialmente, con el cuestionario post-experiencia. De hecho, una linea de trabajo
interesante para el futuro es disenar un estudio observacional en detalle para recoger las
discusiones y dinamicas que les llevan a acordar un tipo de resolucién en problemas de
estimacion en contexto real.

El dltimo aspecto contemplado en el estudio comparativo entre planes de resolucion indivi-
dual y resoluciones grupales e in situ que da respuesta a esta tercera pregunta de investiga-
cién eran los factores de complejidad. En el apartado del Capitulo V se exponen los
resultados. La primera conclusion es que se ha logrado determinar cuéles son los factores de
complejidad que se incorporan en los planes de resolucién individuales y en las resoluciones
grupales, extendiendo el trabajo previo de Albarracin y cols. (2021)) a futuros maestros, y
perfeccionando su clasificacion de factores de complejidad en problemas de estimacién de un
gran nimero de elementos en una superficie delimitada. También se observa que, aunque la
proporciéon de propuestas que incorporan factores de complejidad es mayor en las resolucio-
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nes grupales que en los planes de resolucién individuales, el aumento es desigual en funcién
de los factores de complejidad analizados. Mientras que el factor eliminacion de obstaculos
aumenta en todos los problemas de la secuencia 1, disminuye el factor tamano/densidad me-
dia en los problemas P1 y P4. El crecimiento del factor eliminacién de obstaculos se puede
explicar por el hecho de que el trabajo in situ favorece la observacion de obstaculos que no
se habian evocado en la resolucion individual en el aula. Este hecho estd acorde con los resul-
tados que acabamos de describir sobre la capacidad de algunos futuros maestros de adaptar
su resolucion a caracteristicas del lugar real del problema que no habian sido anticipadas en
el plan de resoluciéon anterior en el aula. Por otro lado, el hecho de que en el aula los alum-
nos se hayan limitado a plantear individualmente un plan de resolucién, sin desarrollar los
calculos numéricos, parece promover que incorporen procedimientos cuya implementacion es
laboriosa, tales como calcular tamanos/densidades medias, que en una resolucién empirica
implicarian hacer varias mediciones. En cualquier caso, esto se confirmaria replicando esta
experiencia con la variacién de las condiciones del trabajo individual, pidiendo en ese caso
a los alumnos que no se limitaran a obtener un plan de resolucién, sino que trataran de
razonar con valores estimados.

La segunda conclusién es que se observa que los valores de la variable de contexto (véase
Tabla de los problemas de la secuencia 1 también se relacionan con la presencia de deter-
minados factores de complejidad que completan tanto el plan de resolucion individual como
la resolucion grupal e in situ. La Tabla resumia, en base a los resultados del analisis,
dichas relaciones. Se observa que los planes de resolucion se enriquecen en las resoluciones
grupales, aunque esto no ocurre en la misma medida en todos los problemas. Entendemos
que la experiencia Al, individual, pone a cada futuro maestro ante la necesidad de resolver
el problema, pero que es la experiencia Al, grupal e in situ, la que le permite aumentar la
precision del modelo a partir de la observacion de la realidad y su relaciéon con los concep-
tos y procedimientos matematicos usados para describirla con precision. Ademas, mas alla
de esta investigacion, y como propuesta para trabajar en la formacion inicial de maestros,
entendemos que en una actividad de tipo exclusivamente formativo es potencialmente posi-
ble proporcionar sugerencias a los alumnos que enriquezcan los modelos que construyen y
aumenten las posibilidades de reflexion sobre la complejidad de la actividad.

6.4. ;Qué rendimiento tienen los futuros maestros cuando
resuelven problemas de estimacién en contexto real?

El objetivo OI 8, formulado como “categorizar los errores especificos para problemas de esti-
macion de un gran niimero de elementos en una superficie delimitada y analizar los errores en
las producciones de los futuros maestros, estableciendo niveles de rendimiento”, describe con
exactitud como se responde a esta pregunta de investigacion. La via de aproximacion en este
trabajo a la medida del rendimiento en resolucién de problemas (Schoenfeld, [1982), en parti-
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cular, de problemas de estimacién en contexto real, ha sido a través del anélisis de los errores
cometidos por los resolutores. Esta aproximacion permite comparar producciones y medir el
rendimiento de los futuros maestros esquivando la decisién sobre si una estimacion es mejor
o mas razonable que otra, lo que resulta bastante dificil cuando trabajamos con problemas
abiertos en los que la estimacién depende de las hip6tesis asumidas inicialmente (Carlson,
1997; [Efthimiou y Llewellyn, 2007; Arlebick, 2009). Asi, el primer resultado fue proponer
un sistema de categorias y tipos de error asociados que fuera especifico para problemas de
estimacién en contexto real (ver Tabla [5-15)), sintetizando varios trabajos sobre errores en
modelizacién, medida y estimacién (Crouch y Haines| 2007; (Castillo-Mateo y cols.| 2012;
Klock y Siller, 2020; Moreno y cols., [2021). Las categorias de error estan vinculadas a las
fases del ciclo de modelizaciéon (Borromeo-Ferri, 2018) y, dentro de cada categoria, hay varios
tipos de error, relacionados con el desarrollo del modelo inicial o del modelo matematico, con
los procedimientos matematicos o con el sentido y habilidades de la medida. Consideramos
que esta categorizacién, realizada a partir del andlisis cualitativo de un ntimero considera-
ble de producciones, puede ser 1util para futuras investigaciones centradas en el analisis de
errores en resolucion de problemas reales de estimacion con alumnos de diferentes niveles
educativos. Ademas, como deciamos, el sistema de categorias de error nos permite definir y
distinguir niveles de rendimiento en resolucién de problemas de estimacion en contexto real.
La primera distincion se da entre el Nivel 0, llamado rendimiento bajo, que se aplica a aque-
llos resolutores que dejan producciones incompletas, vinculadas a los errores E1, E4 v E8; y
el Nivel 1, aplicado a los resolutores que tienen éxito al resolver la secuencia de problemas, es
decir, que son capaces de completar los cuatro planes de resolucién. La segunda distincion se
da entre los resolutores con éxito: podemos distinguir aquellos que cometen errores, es decir,
con rendimiento basico (Nivel 1b), de aquellos resolutores que no cometen ningin error en
sus planes de resolucion, esto es, que tienen alto rendimiento (Nivel 1a).

En cuanto a los resultados del anélisis de errores (ver Tabla , se encontro que la ma-
yoria de los N = 224 maestros en formacién cometen errores al plantear planes de resolucién
para los problemas de estimacién en contexto real de la secuencia 1. Este andlisis confirma
que, como afirma Arlebick (2009), son problemas accesibles, porque sélo hay un 15,62 %
de las producciones incompletas, aunque no es una proporcion despreciable para tratarse de
maestros en formacion. De hecho, los errores encontrados reflejan dificultades profundas en
la competencia de modelizaciéon y en la capacidad de estimacion y medicion de los futuros
profesores, ya que la mayoria de ellos son conceptuales. Asi, en los planes de resoluciéon se
identifican numerosos errores que implican dificultades conceptuales asociadas a las primeras
fases del ciclo de modelizacién: la simplificacién y estructuracion de la situacién real para
obtener un modelo real (que, en los planes de resolucién, hemos llamado modelo inicial), y la
matematizacion de dicho modelo, que da lugar al modelo matemaético. En estas dos fases se
encuentran los errores mas graves (E1, E4, E8), que se identifican con la falta de desarrollo
del modelo inicial o del modelo matematico, relacionados con las dificultades para identificar
las variables que intervienen en los modelos matematicos que Widjaja (2013)) encontrd en
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futuros maestros. Ademas de estos errores graves, en estas fases son numerosos los errores
conceptuales en el sentido de la medida. Durante el proceso de simplificacion y estructuracién
de la situacién real (en particular, en la configuracién mental de la superficie y la distribu-
cién de los elementos a estimar) la mayoria de los errores se relacionan con la percepcién
incorrecta de la magnitud (drea, longitud) que hay que considerar, y reflejan carencias en
la capacidad de visualizar e interpretar hechos y relaciones espaciales (Lester, 1994). En la
fase de matematizacion se observan muchos errores de significado en términos propios de la
magnitud, mezclando medidas de diferentes magnitudes o confundiendo area y perimetro.
En la fase de trabajo matematico se identifican numerosos errores de tipo procedimental,
aunque menos que los errores conceptuales asociados las dos fases anteriores. Los mas fre-
cuentes son el uso del algoritmo inverso y no especificar lo suficiente los procedimientos de
calculo para hallar la estimacién. Por el contrario, apenas se encontraron errores en la fase de
interpretacién, pero esto se debe al caracter esquematico del plan de resolucién, pues pocos
resolutores proporcionan una estimacién numérica que debe ser interpretada y contrastada
con la situacién real.

Para verificar esta conclusién y analizar si realmente los futuros maestros cometen errores de
interpretacion, en el apartado 5.4.5 se muestran los resultados del analisis de errores en las
resoluciones grupales e in situ, y se comparan con los encontrados en los planes de resolucién
(Tabla . Esto, ademas, completa la respuesta a la tercera pregunta de investigacion,
incorporando el analisis de errores al estudio de la influencia del trabajo grupal e in situ.
Lo primero que encontramos es que trabajar en grupos e in situ no se relaciona con mayor
proporcion de futuros maestros sin errores, es decir, de alto nivel de rendimiento. Lo que des-
ciende ligeramente es la media de errores cometida por los grupos respecto a los individuos.
Hay dos resultados relevantes cuando se comparan los errores de ambas experiencias. Prime-
ro, que los errores que se cometen son distintos: los cometidos en la experiencia A1 apenas se
repiten en la experiencia A2. Los errores mayoritarios en los planes de resolucion individua-
les, como hemos explicado, se relacionan con carencias conceptuales importantes del sentido
de la medida de magnitudes, y apenas aparecen en las resoluciones grupales e in situ: la
resolucion empirica en el lugar del problema, visualizando e interactuando con el espacio, y
tomando medidas, ayuda a evitar errores en la percepcién de magnitud o de significado en
términos propios de la misma. En las resoluciones grupales e in situ, sin embargo, hay mas
errores relacionados con el uso de unidades de medida, al estimar el valor de un referente de
medida o al convertir entre unidades de medida distintas. Este tipo de errores concuerdan con
los resultados del analisis de las producciones de futuros maestros resolviendo problemas de
modelizacién en situaciones de area y perimetro realizado por Montejo-Gamez y cols.| (2017,
2019). Son errores que indican falta de competencia en las habilidades de medida, pero no
son tan graves conceptualmente como los que se dan en la experiencia individual, evocando
el espacio del problema y proponiendo un plan de resolucién sin datos. La otra diferencia es
que en las resoluciones grupales e in situ, que si requieren encontrar una estimacién numérica
que dé respuesta a la demanda del problema, la proporcion de errores de interpretacion es
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muy alta. Esto confirma que la baja proporcién de esta categoria de errores en los planes de
resolucién individual se debia a su naturaleza esquematica, y no al dominio de los futuros
maestros. Muchos grupos de futuros maestros no interpretan el resultado, ofreciendo como
estimacion numeros decimales que deberian referirse a personas o coches. El alto niimero de
errores de los grupos de futuros maestros en la fase de interpretacion y validacion coincide con
otros resultados (Kaiser, Schwarz, y Tiedemann, 2010; Moreno y cols., 2021) sobre errores
de profesores de Secundaria en formacién cuando resuelven problemas de modelizacion.

El segundo resultado relevante cuando se comparan los errores en los planes de resolucién
individual y las resoluciones grupales e in situ es que en estas tltimas se cometen muchos
menos errores graves, que conducen a producciones incompletas, es decir, a un rendimiento de
bajo nivel. Por tanto, aunque trabajar en grupo e in situ no parece afectar al alto rendimiento,
sin embargo, si se relaciona con una reduccién muy grande del bajo rendimiento y con mejoras
sustanciales en el rendimiento béasico. En grupo se cometen errores de menor gravedad, tanto
aquellos que se relacionan con el desarrollo de los modelos inicial y matematico, como aquellos
que se relacionan con el sentido de la medida.

Conocer las categorias y tipos de errores que cometen los futuros maestros ayuda a mejorar
su formacién inicial en resolucién de problemas y modelizacion, incorporandolos como una
oportunidad de aprendizaje. En este sentido, los resultados del apartado muestran que
se puede reforzar una u otra categoria de errores en funcion de las caracteristicas del contexto
de los problemas reales de estimacion. En particular, en la formacion inicial de los futuros
maestros en modelizacién y estimacién, es conveniente disenar secuencias de problemas de
Fermi que comiencen con problemas con las caracteristicas contextuales de P4, en el que se
cometen menos errores, y terminar con problemas con las caracteristicas contextuales de P3
y P1, en los que la irregularidad de la distribucién y forma de los elementos se relaciona con
mayor numero de errores. Ademas, si, por ejemplo, se quieren reforzar los errores asociados
a la confusion de longitud y area, es aconsejable utilizar problemas similares a P2. Disenar
secuencias de tareas eficientes para fomentar el aprendizaje de la modelizaciéon y la resolucién
de problemas es un campo de investigacion fértil e importante.

En cuanto a las limitaciones y cuestiones futuras, en el presente estudio nos hemos centrado
en analizar las producciones escritas que incluyen los planes de resolucion y las resoluciones
grupales de los futuros maestros, por lo que hemos considerado exclusivamente los errores
que aparecen escritos en las producciones, sin recoger aquellos que pueden aparecer en las
discusiones grupales o en la comunicacion del proceso de resolucion o de los resultados. Sin
duda, un analisis basado en entrevistas semiestructuradas o en grabaciones de las resoluciones
podria completar este estudio. Ademads, las técnicas utilizadas, en particular la categorizacién
de errores, pueden ser muy ttiles en el andlisis temporal de las resoluciones de los alumnos,
combinando marcos como el MAD (Arlebéck y Albarracin, [2019) y herramientas de registro
y analisis como TaskTimeTraker (Pla-Castells y Garcia-Fernandez), [2020), como han hecho
recientemente Pla-Castells, Melchor y Chaparro (2021). En efecto, identificar, durante el
proceso de resolucion en qué momento aparecen determinados errores puede ser clave para
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encontrar relaciones de dependencia o jerarquias entre ellos. Esta es una limitacién de nuestro
analisis: sabemos que existen relaciones de dependencia entre los tipos de error, incluso podria
investigarse si hay jerarquias entre algunos de ellos, pero no hemos emprendido este estudio
que podria basarse en técnicas cuantitativas como el andlisis de componentes principales o
mediante un analisis estructural de un grafo que conecte los errores que aparecen juntos,
lo que ayudaria a refinar el sistema de categorias y tipos de error, y, en consecuencia, los
analisis de las dificultades de los estudiantes cuando se enfrentan a problemas de estimacion
en contexto real o de Fermi. Otra linea de trabajo futuro es estudiar si los futuros maestros
son capaces de identificar los errores cuando analizan resoluciones de otros estudiantes de
problemas de estimacion en contexto real, extendiendo este trabajo sobre rendimiento del
futuro profesor a una investigacién sobre su conocimiento didactico del contenido (Shulman),
1986).

6.5. ;Son los futuros maestros flexibles en la resolucion
de problemas de estimacion en contexto real?

En la respuesta a la primera pregunta de investigacion se apuntaba que disponer de una cate-
gorizacién limitada de tipos de resolucién (Recuento, Linealizacién, Unidad base y Densidad),
aproximandonos a los problemas abiertos como multiple-solution tasks (Levav-Waynberg y
Leikin|, [2012; |Albarracin y cols., [2021), es una oportunidad para estudiar la flexibilidad de
los futuros maestros. Puesto que, como explicamos en la respuesta la segunda pregunta de
investigacion, hay una relacién entre las caracteristicas del contexto de los problemas reales
de estimacion y los tipos de plan de resoluciéon mas utilizados, esto implica que una secuencia
disenada por contraste de estas caracteristicas es un instrumento que deberia promover que
el resolutor cambie de tipo de plan de resolucion — flexibilidad inter-tarea — para “adap-
tarse” a las caracteristicas del contexto de cada problema. Sobre qué implicaciones tiene la
adaptabilidad se discutira en la ultima pregunta de investigacién. Por lo tanto, el foco del
estudio sobre la flexibilidad se pone, precisamente, en la flexibilidad inter-tarea a lo largo de
la secuencia de problemas de estimacién en contexto real (OI 9). Como se explicé en el apar-
tado la importancia de la flexibilidad inter-tarea fue enfatizada por el trabajo de Elia
y cols.| (2009)) para problemas intra-matematicos, pero puede ser atin de mayor relevancia en
problemas de contexto real, por los motivos que acabamos de exponer.

Los resultados muestran que el diseno de la secuencia de problemas de estimacion en con-
texto real efectivamente promueve la flexibilidad inter-tarea entre la mayoria de maestros
en formacién: aunque los problemas son muy similares, una mayoria de futuros maestros es
identifica la necesidad, al menos en uno de ellos, de cambiar de tipo de plan de resolucién
(ver Tabla . Que mas de dos tercios de futuros maestros presenten un uso flexible de
sus planes de resolucion es importante porque estudios previos mostraban que, sobre todo en
problemas intra-matematicos, una carencia de los futuros maestros es la falta de flexibilidad
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en la aproximacion a la resolucién del problema (Taplin, 1994; |(Chapmanl |1999; Van Doo-
ren y cols. 2003). En el apartado [5.5.1] mediante un analisis cualitativo y descriptivo, se
muestran distintas posibilidades en la flexiblidad inter-tarea: desde aquellos resolutores que
s6lo plantean un tipo de plan de resolucién para todos los problemas (menos de un tercio
del total), hasta aquellos que cambian més de dos veces de tipo de plan de resolucién (casi
un tercio del total), pasando por lo que cambian sélo una vez. Para recoger esta variabilidad
se han establecido, y esto es un resultado original de esta tesis, niveles de flexibilidad: nada
flexible, moderadamente flexible y muy flexible. Esta categorizacién por niveles describe con
mayor precision la actuacion de cada resolutor cuando resuelven la secuencia 1 y mide su
flexibilidad: los tres niveles estan repartidos en proporcionales similares, aunque la mas alta
es la de los resolutores moderadamente flexibles.

Es importante senalar que en la respuesta a la siguiente pregunta de investigacién se concluye
que esta medida de la flexibilidad inter-tarea se asocia con los niveles de rendimiento descritos
en [6.4 En el Capitulo 2 justificamos que hay pocos estudios sobre el uso de multiples
estrategias de resolucién para problemas del mundo real y de modelizaciéon (Nistal y cols.,
2012; [Schukajlow y cols., 2015; |Achmetli y cols., 2019), por lo que esta tesis aporta una
linea novedosa de aproximacion a los problemas de Fermi o de estimacion en contexto real,
utilizando secuencias de problemas para estudiar la flexibilidad inter-tarea. Pero abordar la
flexibilidad en problemas de contexto real en futuros maestros no sélo es relevante por la
escasez de estudios previos, también es importante porque, como se explicé en el Capitulo
comparar distintas estrategias de resolucién de un problema forma parte del conocimiento
especializado del contenido matematico para la enseianza (Ball y cols., 2008), es decir, es una
exigencia del ejercicio de la docencia. Puesto que nuestro interés es ofrecer unos resultados
que puedan contribuir, en el futuro, a una formacion inicial de maestros que potencie la
matematizacién y el enfoque abierto de la EMR (Freudenthal, |1968, [1977; Van den Heuvel-
Panhuizen, [2002), esta finalidad exige formar a un profesorado capaz de reconocer y comparar
diferentes maneras de resolver problemas de contexto real o de modelizacion. Para formar
de manera efectiva en este conocimiento especializado las matematicas para la ensenanza,
un paso previo necesario es que los propios maestros en formacion sean flexibles resolviendo
problemas del mundo real.

En lo que respecta al otro tipo de flexibilidad, la flexibilidad intra-tarea, los resultados del
estudio exploratorio con un problema (P/-Coches) muestran que menos de un tercio de
los futuros maestros fueron capaces de plantear dos tipos de plan de resolucién para un
mismo problema. Al contrario que la flexibilidad inter-tarea, la flexibilidad intra-tarea es
minoritaria. Esto confirma que el diseno de la secuencia promueve la flexibilidad inter-tarea,
pues cuando los futuros maestros deben plantear mas de un tipo de plan de resolucién en un
problema, sin variacién de las caracteristicas del contexto, tienen muchas mas dificultades
para lograrlo. También se alinea con el trabajo de Elia, van den Heuvel-Panhuizen y Kolovou
(2009), en el que encontraron que la flexibilidad inter-tarea era mucho méas determinante
para el éxito de los estudiantes que la flexibilidad intra-tarea. Ademas, aunque los resultados
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del estudio exploratorio, como puede verse en la Tabla 37, muestran que la proporcion de
futuros maestros inter-flexibles que también son intra-flexibles dobla a la de aquellos no inter-
flexibles que son intra-flexibles, no son concluyentes, y no puede afirmarse que exista una
relacion estadisticamente significativa entre los dos tipos de flexibilidad. Una limitacion de
este estudio es haber utilizado s6lo un problema de la secuencia para analizar la flexibilidad
intra-tarea. Es necesario, para profundizar en las relaciones entre ambos tipos de flexibilidad
en resolucion de problemas de contexto real, redisenar el estudio para que futuros maestros
deban resolver los cuatro problemas de la secuencia 1, cada uno de dos formas distintas.
Con una muestra de futuros maestros similar a la de esta tesis, los datos obtenidos en ese
estudio futuro podrian conducir a una relacién significativa entre intra-flexibilidad e inter-
flexibilidad, y ademéas se podria analizar si se puede asociar mayor o menor flexiblidad
intra-tarea a alguno de los problemas de la secuencia 1.

Otra propuesta de trabajo para el futuro es investigar cémo se pueden disenar materiales
que, del mismo modo que las secuencias por contraste promueven la flexibilidad inter-tarea,
faciliten la flexibilidad intra-tarea en los futuros maestros. De hecho, esto entronca con un
tema de investigacién importante en torno a la flexibilidad: como ensenarla. Segin Nistal
y cols| (2012)), en la comunidad de investigadores hay dos opciones: la primera es instruir
explicitamente a los estudiantes sobre qué estrategias pueden emplear para cada tipo de
problema posible, pero no hay acuerdo sobre la mejor manera de ensenar esto. La segunda
opcion es estimular a los estudiantes para que seleccionen su tipo de resolucién preferida
para cada problema teniendo en cuenta las caracteristicas de la tarea, el tema o el contexto.
En este estudio hemos optado por esta segunda opcién, pues segun Nistal y cols.| (2012)) es
la que conduce al desarrollo de una verdadera flexibilidad. Estimular la flexibilidad intra-
tarea implica ayudar a que los resolutores planteen dos tipos de resolucion para un mismo
problema, por lo que no aplica el recurso a la variacién de las caracteristicas de contexto
usando varios problemas. Una posibilidad que deberia ser explorada es utilizar secuencias de
un mismo problema resuelto de maneras diferentes, en las que los resolutores, por parejas,
deban comparar y discutir los distintos tipos de resolucion, extendiendo a problemas de
estimacién en contexto real el disefio del estudio de Durkin, Star, y Rittle-Johnson! (2017)
sobre el uso de la comparacion de multiples estrategias para ecuaciones lineales.

6.6. Existe relacion entre flexibilidad de futuros
maestros y su rendimiento en resolucion de
problemas de estimacidon en contexto real?

Existe un consenso académico en que la flexibilidad en resoluciéon de problemas es una
componente de la competencia matemética (Nistal y cols. 2012), y que el uso de multiples
estrategias de resolucion es un indicador de creatividad matematica, de rapidez y precision, y
de conocimiento procedimental profundo (Star, 2005; [Heinze y cols., 2009; |Levav-Waynberg
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y Leikin, 2012). A partir de investigaciones precedentes (Schukajlow y cols., [2015; |Achmetli
y cols., [2019)), pero con una aproximacion diferente, basada en el andlisis de errores ,
se ha abordado el objetivo OI 10 descrito como “analizar las posibles relaciones entre el uso
flexible de los planes de resolucién de futuros maestros y su rendimiento en la resolucién
de los problemas de la secuencia, contemplando los errores cometidos y su gravedad”. Se
trata del objetivo principal de esta tesis, aunque no se podria abordar sin los resultados que
aportan las respuestas a las preguntas de investigacién precedentes. Es el objetivo principal
porque aporta datos empiricos que refuerzan la relacién entre flexibilidad y competencia
en resoluciéon de problemas para futuros maestros. Ademads, esta relaciéon se estudia para
problemas de contexto real, en los que la investigacién es escasa (Schukajlow y cols., 2015;
Achmetli y cols. 2019), y todavia menor tratandose de futuros docentes.

En los resultados expuestos en el apartado [5.5.2| se discuten detalladamente las distintas
asociaciones entre los niveles de flexibilidad inter-tarea y los niveles de rendimiento definidos
a partir de la naturaleza y nimero de los errores cometidos. Se demuestra que existe una
relacion estadisticamente significativa entre bajo rendimiento y nivel de flexibilidad: apenas
hay resolutores muy flexibles con bajo rendimiento, mientras que son casi la mitad entre los
resolutores moderadamente flexibles, y més del 60 % de los resolutores nada flexibles tienen
rendimiento bajo. Los resolutores muy flexibles cometen muchos menos errores graves que
los nada flexibles y los moderadamente flexibles. De hecho, a partir del andlisis de errores se
encuentra que existe una existe una relacién estadisticamente significativa entre el niimero
de errores cometidos y el nivel de flexibilidad entre los futuros maestros: los resolutores muy
flexibles, si cometen errores, lo hacen en un nimero significativamente menor que los nada
flexibles, que los doblan en ntimero de errores de media por resolutor.

En lo que respecta al alto rendimiento, existe una relacién significativa entre alto rendimiento
— definido como no cometer errores — en la resoluciéon de problemas de estimacion en contexto
real y una alta flexibilidad inter-tarea. Casi la mitad de los maestros en formacién muy flexi-
bles presentan alto rendimiento, pero esta proporcién es muy baja para los moderadamente
flexibles y nada flexibles. Cuando nos restringimos a los futuros maestros con éxito, es decir,
a aquellos que completaron sus cuatro planes de resolucion, la proporcién de resolutores muy
flexibles con alto rendimiento sigue siendo claramente mayor, aunque la relacion entre alto
rendimiento y nivel de flexibilidad no es significativa porque el tamano de la muestra se hace
menor.

En conclusion, a partir de la relacion entre los datos recogidos sobre la flexibilidad inter-
tarea y los resultados del andlisis de errores, se encuentra que estos niveles de flexibilidad
tienen importancia teérica mas alla de su utilidad descriptiva para diferenciar casos, pues
muestran que existe una graduacion en la flexibilidad inter-tarea que tiene repercusiones en
el rendimiento de los futuros maestros. Se trataria de un ejemplo de teoria fundamentada
(Corbin y Strauss, 1990) que emerge directamente de las relaciones entre los datos. En
las investigaciones precedentes sobre flexibilidad en resolucion de problemas no se utilizd
una graduacion en niveles, quizd porque la mayoria se centran en el uso de dos estrategias



290 6 Conclusiones

dentro de un mismo problema. Asi, la evidencia muestra que son los futuros maestros muy
flexibles entre problemas quienes tienen mejor rendimiento en resolucién de problemas de
estimacién en contexto real, en consonancia con los resultados de Elia y cols. (2009)) sobre
inter-flexibilidad en problemas intra-matemaéticos no rutinarios. También muestra que, sin
embargo, conocer dos tipos de plan de resolucion, pero cambiar sélo en un problema de la
secuencia (moderadamente flexible), no garantiza un rendimiento significativamente mayor
que utilizar s6lo un tipo de plan de resolucién para toda la secuencia (nada flexible). La
asociacion entre bajo rendimiento, o rendimiento bésico, y falta de flexibilidad inter-tarea
también se alinea con trabajos de referencia (Taplin, |1994; |(Chapman, 1999} 2015; Van Dooren
y cols., 2003).

Nuestras conclusiones sobre la asociacién entre flexibilidad inter-tarea y mejora del rendi-
miento en resolucién de problemas de estimacién en contexto real apuntan a la importancia
de incorporar a la formacién inicial de maestros la comparacion de distintos tipos de estrate-
gias en la resolucién de problemas. En este sentido, a partir de estos resultados es importante
consolidar y ampliar el diseno de secuencias de problemas y otro tipo de materiales didacticos
que promuevan el uso de distintos tipos de resolucion en problemas reales y de modelizacion,
lo que contribuira a mejorar el conocimiento especializado del contenido matemaético para la
ensenanza de los futuros maestros.

Una limitacion de este estudio sobre relacion entre flexibilidad inter-tarea y rendimiento es
no haberlo extendido a la flexibilidad intra-tarea. Como se ha explicado en la respuesta a la
pregunta de investigacion[6.5] el uso de secuencias disefiadas por contraste en las caracteristi-
cas del contexto de los problemas estaba dirigido al estudio de la inter-flexibilidad, pues se
trata de registrar los cambios de tipo de plan de resolucion entre problemas, influidos por
dichas caracteristicas del contexto. Ademads, conociamos el resultado de Elia y cols. (2009)
sobre que la flexibilidad inter-tarea es la relevante para tener éxito en resolucion de proble-
mas, y eso también apoyaba nuestro interés en este tipo de flexibilidad. En cualquier caso,
seria interesante analizar si, para problemas de estimacién de contexto real, la flexibilidad
intra-tarea se asocia o no con el éxito o alto rendimiento al resolverlos, en consonancia con
otros trabajos sobre el uso de dos estrategias distintas de resoluciéon para un mismo pro-
blema de modelizaciéon y su relacién con el rendimiento y los conocimientos conceptuales y
procedimentales (Schukajlow y cols., [2015; |Achmetli y cols., |2019). Para ello, una propuesta
futura de trabajo seria utilizar el rediseno de este estudio mencionado en la respuesta a la
anterior pregunta de investigacion, usando la secuencia 1 pero pidiendo a los resolutores que
resuelvan cada uno de dos maneras distintas. Este diseno permitiria también estudiar una
posible asociacién entre flexibilidad intra-tarea y rendimiento.

Aunque en este trabajo nos hemos interesado por los maestros en formacién y su desempeno
en la resoluciéon de problemas de estimacion en contexto real, seria interesante extender los
resultados que hemos obtenido sobre flexibilidad inter-tarea y rendimiento a estudiantes de
Primaria y Secundaria. Por ejemplo, una pregunta sobre la que existe controversia entre
investigadores es cudndo empezar a ensenar flexibilidad (Nistal y cols., 2012). Conocer,
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para cada nivel educativo, en qué medida los estudiantes cambian de tipo de resolucién en
una secuencia de problemas de estimacion en contexto real y cudl es su rendimiento puede
ayudar a responder a esa pregunta en lo que respecta a este tipo de problemas. En lo que
respecta a como seria esa ensenanza de la flexibilidad en resolucion de problemas reales o de
modelizacién, esta tesis propone algunas ideas que han sido fundamentadas y refrendadas por
los resultados: la relevancia del uso de secuencias de problemas de contexto real disenadas por
contraste en el valor de la variable de contexto; la planificacion basada en dos experiencias de
resolucion, la primera basada en el planteamiento individual de planes de resolucién en el aula
y la segunda en la resolucion grupal e in situ; el analisis de los errores en las producciones.
Esta tesis también ha ofrecido informacién sobre cémo resuelven esos futuros profesores este
tipo de problemas, lo que ayudaria a mejorar su formacién inicial en resolucién de problemas.
Como se destacé en el Capitulo [2] uno de los aspectos que garantizan la sostenibilidad de
una ensenanza realista, competencial y funcional de las Matemaéticas es la competencia de
los docentes en problemas reales, de modelizacién, con miltiples soluciones y ricos (Szydlik y
cols., 2003; [Lottl 2007; Slavit v Nelson, [2010; |Artigue v Blomhgjl 2013} |(Guberman y Leikin,
2013).

6.7. ;jCoémo hacen los futuros maestros un uso adaptativo
de sus resoluciones en los problemas de estimacion
en contexto real?

La ultima parte de esta tesis trata de afinar mas el estudio de la flexibilidad inter-tarea en
secuencias de problemas de estimacién en contexto real: si una proporciéon importante de
futuros maestros cambia de tipo de plan en algunos problemas, ;lo hace para adaptarse a
ciertas caracteristicas del contexto? ;En cada tarea, cudl es el tipo de plan de resolucién que
mejor se adapta a dichas caracteristicas del contexto? ;Qué criterios pueden utilizarse para
valorar que un tipo de plan de resolucién es mejor que otro en un contexto dado?

Los objetivos OI 11 y OI 12 responden a estas preguntas, que son una concrecién de la
pregunta de investigacién. En el apartado se fundamentan tres criterios a partir de
las respuestas de los futuros maestros participantes en la investigacion y de la decisién
de profesores en activo del darea de Matematicas o de su Didactica, considerados, por su
formacién y profesion, como expertos. Los tres criterios son: rapidez (la mejor resolucion
es la més sencilla, la que se desarrolla en un niimero menor de pasos); precisién (la mejor
resolucién es la que ofrece una estimacién més ajustada a la realidad, mas fiable); y rigor
(la mejor resolucién es la més cuidadosa, la que contempla mds elementos de la realidad
en su modelo mateméatico). Ademads, a partir de las elecciones de los expertos, se encuentra
una relacion estadisticamente significativa entre el tipo de plan de resolucion y el criterio de
adaptabilidad en justifica su uso: Linealizacion se asocia a precision en problemas en los que
los elementos a estimar estan dispuestos ordenadamente; Unidad base se asocia a rapidez
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en todos los problemas; Densidad se asocia a precision y rigor, y es especialmente adecuado
en los problemas en los que los elementos estan distribuidos desordenadamente y su forma
o tamano son irregulares. Para determinar un esquema de “problema — tipo de resolucién
méas adecuado” entre las varias opciones que pueden obtenerse de estos resultados, hemos
propuesto dos tipos de adaptabilidad:

i. La adaptabilidad eficiente se basa en la rapidez con precision, lo que implica que se
utilice Unidad base en P1, P2 y P4, y s6lo se cambie a Densidad en P3, pues en este
problema, por la irregularidad del césped, la rapidez es muy poco precisa.

ii. La adaptabilidad minuciosa se basa en el rigor con precision, lo que implica que se
utilice Densidad en P1 y P3, y Linealizacién en P2 y P4.

Este resultado es relevante porque responde de manera fundamentada a lo que investigadores
referentes en el area (Threlfall, 2002; [Star y Rittle-Johnson| [2008; Heinze y cols., 2009)
consideran como un gran reto de investigacion: conocer qué estrategia es més adecuada (o
mejor) que otras bajo particulares circunstancias del problema.

Disponer de estos criterios permite completar el analisis de la flexibilidad de los futuros
maestros con el de su adaptabilidad: ;cuantos de los futuros maestros flexibles inter-tarea que
cambian de tipo de plan de resolucién presentan adaptabilidad eficiente? ;cuantos presentan
adaptabilidad minuciosa? En el apartado se presentaron los resultados sobre estos
dos tipos de adaptabilidad de los futuros maestros resolviendo problemas de estimacion en
contexto real. La respuesta es clara: tanto desde el punto de vista de la eficiencia como desde
el punto de vista de la minuciosidad, la adaptabilidad de los futuros maestros es baja. Sélo
un 30 % de los futuros maestros con un uso flexible de sus planes de resolucion escogen el tipo
de resolucién mas eficiente (rapidez con precisién) en al menos tres de los cuatro problemas
de la secuencia 1. Entre los resolutores muy flexibles inter-tarea, de hecho, esta proporciéon
aumenta al 46 %. Se ha comprobado que la asociacién entre futuros maestros muy flexibles
y presentar adaptabilidad eficiente es estadisticamente significativa.

Atln es més baja la adaptabilidad minuciosa: sélo el 15,5 % de los futuros maestros con un
uso flexible de sus planes de resolucién escogen el tipo de resolucién mas minuciosa (rigor con
precisién) en al menos tres de los cuatro problemas de la secuencia 1. La proporcién aumenta
al 26 % entre los futuros maestros muy flexibles, y también existe una relacién significativa
entre alta flexibilidad y presentar adaptabilidad minuciosa. Que la adaptabilidad minuciosa
sea aun mas baja que la eficiente se explica porque la rapidez es el criterio de adaptabilidad
mas escogido por los futuros maestros y el tipo de resolucién més empleado fue Unidad
base. Por el contrario, rigor fue el criterio de adaptabilidad menos escogido por los futuros
maestros. Sin embargo, mayor nimero de expertos escogié rigor como criterio, y Densidad,
que es el plan de resolucién vinculado a la minuciosidad, fue el més escogido por los expertos.
Esto refuerza y extiende el resultado de (Ferrando y Albarracin, 2021) que vincula uso de la
Densidad con madurez matematica.
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Es evidente que la proporcién de futuros maestros adaptables (tanto desde la eficiencia
como desde la minuciosidad) es muy baja en relacién con la de futuros maestros flexibles
entre problemas. La respuesta a la pregunta de investigacion nos ofrece un camino para
mejorar la adaptabilidad: hemos visto que trabajar in situ, experimentando en el lugar
real del problema, favorece el desarrollo de la adaptabilidad porque los futuros maestros
incorporaban aspectos de la situacién real que no habian evocado previamente, y eso les
hacia cambiar la resolucién grupal respecto a sus planes de resolucién individual. Como
linea de trabajo futuro, seria interesante profundizar en los efectos sobre la adaptabilidad de
esta planificacion de una experiencia individual seguida de una en grupos y en el lugar real de
los problemas. También creemos interesante estudiar la relacion entre adaptabilidad y la fase
de interpretacion y validacion de la estimacion en el ciclo de modelizacion (Borromeo-Ferri,
2018)).

Una limitacién de este estudio es no relacionar adaptabilidad y rendimiento, lo que afinaria
ain mas las conclusiones en la respuesta a la pregunta de investigacién anterior. Asumi-
mos que, con los datos que disponemos, es una tarea que queda pendiente para el futuro
inmediato. La pregunta de investigacion seria: jtienen los futuros maestros adaptables mejor
rendimiento que los futuros maestros muy flexibles, o no se observan diferencias significati-
vas? El bajo nimero de futuros maestros que presentan adaptabilidad (eficiente o minuciosa)
hace que la muestra sea insuficiente para establecer un analisis relacional entre ambos as-
pectos.

Ampliando el tema de investigacion sobre como diseniar materiales que promuevan la flexibi-
lidad, se podria estudiar también cémo ensenar de manera efectiva a escoger la mejor entre
varias estrategias para resolver un problema, y como provocar la reflexién en los estudiantes
sobre qué criterios emplear para dicha eleccion teniendo en cuenta las caracteristicas del
problema y del contexto.

6.8. Coda

Un réve magnifique les occupa; s’ils menaient a
bien ’éducation de leurs éléves, ils fonderaient
un établissement ayant pour but de redresser
Uintelligence, dompter les caractéres, ennoblir
le coeur. Déja ils parlaient des souscriptions et
de la batisse.

Flaubert, Bouvard et Pécuchet.
Las respuestas a estas preguntas de investigacién ofrecen informacién valiosa sobre cémo re-

suelven los futuros maestros los problemas de estimacién en contexto real, tanto de manera
individual, planteando un plan de resolucién sin datos numéricos, como in situ, de manera
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experimental y en grupos. El contraste entre las caracteristicas del contexto, asi como entre
el plan de resolucién que evoca la situaciéon real del problema y la resolucién en el lugar
real del problema, promueve cambios en los tipos de resolucion y facilita que los futuros
maestros se adapten a aspectos del problema que no habian sido anticipados. Fomentar la
flexibilidad y la adaptabilidad entre futuros maestros, experimentando ellos mismos la reso-
lucion de problemas de modelizacion, es un paso necesario para que en el futuro implementen
este tipo de problemas en el aula y valoren el uso y comparacion de multiples resoluciones
como una componente importante de la competencia mateméatica. El conocimiento de sus
errores cuando resuelven problemas de estimacion en contexto real, usando la comparacién
de distintas resoluciones para reflexionar sobre los mismos, es también otra via de mejora de
su conocimiento especializado del contenido matematico para la ensenanza.

En definitiva, que los maestros en formacién experimenten estas formas de aprendizaje a
través de la resolucién de problemas reales podria convertirse en una referencia para su labor
docente en el futuro. Es una razén para aventurar que la transferencia de estos resultados
a la formacion inicial de los maestros contribuiria, aunque sea modestamente, a que los
docentes adopten una perspectiva funcional y competencial de las Matematicas, centrada
en los procesos de matematizacion, es decir, un compromiso con la Educacion Matemaética
Realista.
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A. Anexo 1: Secuencia 1 para la
experiencia Al

A.1. Secuencia 1 en el curso 2017/18

Problema 1 ;Cuanta gente se puede resguardar debajo del porche de entrada a la facultad si llueve?

Problema 2 ;Cuantas baldosas hay entre el edificio de magisterio y el gimnasio?
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Problema 3 ;Cuéntas briznas de césped hay en este espacio?

Problema 4 ;Cuantos coches caben a este parking si no dejamos espacio para pasar?

A.2. Secuencia 1 en el curso 2018/19

Problema 1 ;Cuanta gente se puede resguardar debajo del porche de entrada a la facultad si llueve?
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Problema 2 ;Cuantas baldosas hay entre el edificio de magisterio y el gimnasio?

Problema 3 ;Cuantas briznas de césped hay en este espacio?

Problema 4 ;Cuantos coches caben a este parking si no dejamos espacio para pasar? Plantea, si es posible, dos estrategias de resolucion distintas,

Estrategia 1:

Estrategia 2:




B. Anexo 2: Secuencia 1 para la
experiencia A2

Mombres grupo:

Para cada uno de los siguientes problemas, explica detalladamente cudles son los datos y las medidas que habéis considerado, cudl ha sido el proceso de
resolucion que habéis seguido y cual es el resultado obtenido

Problema 1 ; Cuanta gente se puede resguardar debajo del porche de entrada a la facultad si llueve?

¥

Datos y medidas recogidos:

Proceso de resolucion:

Resultado:
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Nombres grupo:

Para cada uno de los siguientes problemas, explica detalladamente cudles son los datos y las medidas que habéis considerado, cudl ha sido el proceso de
resolucion que habéis seguido y cuil es el resultado obtenido

Problema 2 ; Cuantas baldosas hay entre el edificio de magisterio y el gimnasio?

Datos y medidas recogidos:

Proceso de resolucion:

Nombres grupo:

Para cada uno de los siguientes problemas, explica detalladamente cuiles son los datos y las medidas que habéis considerado, cudl ha sido el proceso de
resolucién que habéis seguido y cudl es el resultado obtenido

Problema 3 ;Cuantas briznas de césped hay en este espacio?

Datos y medidas recogidos:

Proceso de resolucion:

Resultado:
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Mombres grupo:

Para cada uno de los siguientes problemas, explica detalladamente cudles son los datos y las medidas que habéis considerado, cudl ha sido el proceso de
resolucion que habéis seguido y cual es el resultado obtenido

Problema 4 ;Cuantos coches caben a este parking si no dejamos espacio para pasar? Utilizad, si es posible, dos estrategias de resolucion distintas.

Datos y medidas recogidos:

Proceso de resolucién 1:

Resultado 1:

Proceso de resolucion 2:

Resultado 2:






C. Anexo 3: Secuencia 2 para la
investigacion B

Problema 1. jAlerta, alguien ha robado las llaves de las aulas del aulario! Todos los alumnos estén esperando en el
pasillo para entrar a clase porque la cafeteria esté cerrada y llueve a cantaros. ¢ Cudntos alumnos caben en el pasillo
del aulario?

Problema 2. El decano ha decidido darle un toque de color al aulario y ha decidido poner unos andamios
en el muro norte para que cada alumno de magisterio pinte como quiera uno de los ladrillos grises de la
fachada, eso si, cada alumno pintara sélo un ladrillo. ¢ Cuantos alumnos podran participar?

Problema 3. Sabéis bien que no esta permitido comer en clase, pero hoy han proyectado una peli y, excepcionalmente, los
alumnos han traido cajas de palomitas. Como era de esperar, el suelo del aula ha quedado cubierto de palomitas de maiz.
¢Cuantas caben?
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Problema 4. Para celebrar la feria de abril, vamos a hacer una fiesta en el hall de la facultad. A falta de un buen
escenario, usaremos mesas para cubrir el hall, y asi alumnos (y profesores) podran bailar como si estuvieran en un
tablao flamenco. ¢ Cuantas mesas necesitamos?




D. Anexo 4: Cuestionario
post-experiencia

Nombre y apellidos:

Responde razonadamente a las siguientes preguntas sobre los problemas que resolviste
individualmente y en grupo.

1. ¢Medir in situ ha cambiado tu opinién sobre cémo resolver de la mejor manera
posible alguno de los problemas? Explica en qué te ha influido a ti o al grupo hacer
mediciones y en qué problemas esto os ha inducido a proponer una estrategia distinta
a la que habias presentado de forma individual.
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2. ila estrategia de resolucion presentada por tu grupo difiere de la que propusiste en
tu resolucion individual en alguno de los problemas? Explica en qué problemas has
cambiado de estrategia de resolucién, qué factores os han influido en ese cambio de
decisién y cémo habéis tomado (y consensuado) en grupo esa decisién final.

3. Imagina que un alumno/a te ha dicho que ha resuelto el problema de la mejor forma
posible. ¢Qué piensas que quiere decir con la mejor forma posible?|



E. Anexo 5: Cuestionario de expertos

Enlace al cuestionario google forms:
https://links.uv.es/Fkd80bU

Cuestionario para determinar criterios
de adaptabilidad en problemas
contextualizados de estimacion

Este cuestionario forma parte de una investigacion sobre la flexibilidad y la adaptabilidad en
la resolucion de problemas contextualizados de estimacion.

Los participantes en la primera parte del estudio (estudiantes del grado de Maestro/a en
Educacion Primaria) resolvieron una secuencia de cuatro problemas en los que debian
obtener una estimacion del nimero de elementos que caben en una superficie rectangular.
Son problemas situados en un contexto familiar a los resolutores, del tipo: ;Cuantos
estudiantes caben en el hall de la Facultad? Ademas, se presentan sin datos (sélo se
acompafian de una fotografia del espacio), por lo que requieren que el resolutor haga
suposiciones sobre la situacion del problema y estime cantidades relevantes para la
obtencion del resultado. Se ha observado que, pese a que se trata de cuatro problemas
similares, los resolutores cambian de estrategia cuando se modifican algunas
caracteristicas del enunciado del problema.

Ahora queremos recoger los criterios de expertos para identificar si, desde su perspectiva,
identifican como mas adecuada una estrategia que otra en funcion de las caracteristicas
del enunciado.

En este cuestionario se presentara cada problema de la secuencia y se le pedira que escoja
y justifique cuél es la estrategia mas adecuada para cada uno. Puede retroceder en el

cuestionario si fuera necesario.

Muchas gracias por su colaboracién.
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Privacidad de los datos

a) Su participacidén en este estudio es voluntaria y anénima y puede decidir retirar su consentimiento
antes de enviar el cuestionario, dejandolo sin respuesta, o simplemente no enviandolo; en este caso no
utilizaremos tus datos;

b) Respondiendo a las preguntas y enviando el cuestionario, da su consentimiento a la utilizacion de los
datos que se almacenaran de forma anénima;

c) En ninglin momento se le pediran datos de identificacion personal;

d) Los datos que se deriven de la participacion seran utilizado SOLO con fines de investigacian,
salvaguardado siempre el derecho a la intimidad y el anonimato;

e) Al final del estudio, los datos se haran publicos en una tesis doctoral y se publicardn de forma
agregada;

f) Todos los datos relevantes para el estudio se recopilaran y almacenaran de forma anénima y de
conformidad con la normativa vigente de proteccion de datos y el Reglamento General de Proteccion de
Datos (UE) 2016/679 y siguiendo las recomendaciones éticas de la Declaracion de Helsinki. Para mas
informacién: http://ir.uv.es/2tBayft.

Siguiente Borrar formulario

Datos profesionales

En esta seccién le pediremos que nos dé algunos datos profesionales.

Formacion. Indique todas las opciones que aplican en su situacion: *

[[] Licenciatura/Grado en Matematicas.

D Licenciatura/Grado en otras areas (Fisica, Ingenierias, etc.).
[[] Doctorado en Matematicas.

[[] Doctorado en Didactica de la Matemdtica.

[[] Doctorado en Educacion.

:En qué niveles imparte docencia? Indique todas las opciones: *

D Asignaturas de Matematicas y/o su didéctica en grados de Magisterio y/o en el
master de Secundaria.

D Asignaturas de Matemdticas en grados de Mateméticas, Fisicas, Ingenierias, etc.
[] Asignaturas de Mateméticas en ESO y Bachillerato.

[] Actualmente no estoy impartiendo docencia.
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Genero. *

(O Hombre.
O Mujer.

Edad. *

O Menor de 30.
(O Entre 30y 40.
(O Entre 40y 50.
(O Entre 50y 60.

O Mayor de 60.

Atras Siguiente

Borrar formulario
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Problema 1. Dia de lluvia.

Lea el siguiente problema y responda a las siguientes preguntas relativas a distintas estrategias de
resolucién.

P1. ;Cuantos estudiantes pueden refugiarse bajo el porche de la facultad cuando
llueve?

Nota aclaratoria

Aunque el problema se presenta sin datos, es un espacio familiar para el alumnado. En este caso, la
fotografia puede no mostrar con claridad la situacion del problema para quienes no conocen el espacio,
asi que aclararemos que el porche tiene una planta rectangular, de unos 15 metros de largo y 4 metros
de ancho.
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;Cual de las siguientes estrategias es la mas adecuada para este problema? *

O Estrategia 1. Se propone contar los estudiantes que van accediendo al porche.

Estrategia 2. Se estima el nimero de estudiantes que caben a lo largo del porche y se
O multiplica por el nimero de filas que cubren el ancho para obtener el nimero de
estudiantes.

Estrategia 3. Se calcula el drea del porche y el area ocupada por un estudiante y se
O divide el drea 1otal entre el drea de ocupada por un estudiante para obtener el nimero
de estudiantes.

Estrategia 4. Se determina una unidad de area dentro del porche y se estima cuéntos
O estudiantes caben en ella. Se obtiene la densidad (n® estudiantes/unidad de area). Se

calcula el drea total del porche en unidades de area. Por Gltimo, se multiplica la

densidad por el area total del porche para obtener el nimero de estudiantes.

O No hay una estrategia mas adecuada que otra.

:En cual de los siguientes criterios generales se ha basado para escoger la
estrategia mas adecuada? (Se puede marcar mas de una opcién.) *

|:| La estrategia escogida es |la que permite ofrecer una estimacion mas precisa.
|:| La estrategia escogida es la que permite ofrecer una estimacion mas rapida.

I:I La estrategia escogida se basa en unos procedimientos de célculo mas
rigurosos/cuidadosos.

|:| Otro:

Atras Siguiente Borrar formulario
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Problema 2. Baldosas.

Lea el siguiente problema y responda a las siguientes preguntas relativas a distintas estrategias de
resolucion.

P2. ;Cuantas baldosas hay entre el edificio de la facultad y el gimnasio?
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iCual de las siguientes estrategias es la mas adecuada para este problema? *

O Estrategia 1. Se propone contar las baldosas que cubren el espacio.

Estrategia 2. Se estima el niumero de baldosas a lo largo de una fila y se multiplica
O por el numero de filas que hay entre el edificio de la facultad y el gimnasio para
obtener el nimero de baldosas.

Estrategia 3. Se calculan el drea entre el edificio y el gimnasio y el drea de una
O baldosa, y se divide el area total entre el area de una baldosa para obtener el nimero
de baldosas.

Estrategia 4. Se determina una unidad de drea en el espacio entre la Facultad y el
gimnasio y se estima cuantas baldosas caben dentro de esa unidad de area. Se

O obtiene la densidad (n° de baldosas / unidad de area). Se calcula el 4rea total del
espacio en unidades de drea. Por Ultimo, se multiplica la densidad por el drea total del
espacio entre la Facultad y el gimnasio para obtener el nimero de baldosas.

O No hay una estrategia mas adecuada que otra.

¢En cual de los siguientes criterios generales se ha basado para escoger la
estrategia mas adecuada? (Se puede marcar mas de una opcion.) *

La estrategia escogida es la que permite ofrecer una estimacion mas precisa.
La estrategia escogida es la que permite ofrecer una estimacién mas rapida.

La estrategia escogida se basa en unos procedimientos de calculo mas
rigurosos/cuidadosos.

0000

Otro:

Atras Siguiente Borrar formulario
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Problema 3. Briznas de hierba.

Lea el siguiente problema y responda a las siguientes preguntas relativas a distintas estrategias de
resolucion.

P3. ;Cuantas briznas de hierba hay en esta parcela?
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;Cual de las siguientes estrategias es la mas adecuada para este problema? *

O
O

O

O

O

Estrategia 1. Se propone contar las briznas de hierba que hay en la parcela.

Estrategia 2. Se estima el numero de briznas de hierba que forman una fila a lo largo
de la parcela y se multiplica por el nimero de filas que cubren el ancho de la parcela
para obtener el nimero de briznas.

Estrategia 3. Se calcula el 4rea de la parcela, se calcula el &rea de una brizna de
hierba como unidad base, y se divide el drea total entre el &rea ocupada por una
brizna para obtener el nimero de briznas.

Estrategia 4. Se determina una unidad de drea en la parcela y se estima cudntas
briznas caben dentro de esa unidad de area. Se obtiene la densidad (n° de
briznas/unidad de area). Se calcula el drea de la parcela en unidades de area y luego
se multiplica la densidad por el 4rea total de la parcela para cbtener el nimero de
briznas.

No hay una estrategia mas adecuada que oftra.

¢En cual de los siguientes criterios generales se ha basado para escoger la

estrategia mas adecuada? (Se puede marcar mas de una opcion.) *

O 0 00

La estrategia escogida es la que permile ofrecer una estimacién mas precisa.
La estrategia escogida es la que permite ofrecer una estimacién mas rapida.

La estrategia escogida se basa en unos procedimientos de calculo méas
rigurosos/cuidadosos.

Otro:

Atras Siguiente Borrar formulario



340 E Anexo 5: Cuestionario de expertos

Problema 4. Coches.

Lea el siguiente problema y responda a las siguientes preguntas relativas a distintas estrategias de
resolucion.

P4. ;Cuantos coches llenan el parking de la facultad sin dejar espacio libre?

Nota aclaratoria

En este caso, se trata de completar el parking de la facultad cubriendo todas las zonas, tanto las plazas
de aparcamiento como las de circulacion de los coches. El parking es exterior y de planta rectangular.

Nota aclaratoria
En este caso, se trata de completar el parking de la facultad cubriendo todas las zonas, tanto las plazas
de aparcamiento como las de circulacion de los coches. El parking es exterior y de planta rectangular.

;Cual de las siguientes estrategias es la mas adecuada para este problema? *

O Estrategia 1. Se propone contar los coches que llenan el parking.

Estrategia 2. Se estima el nimero de coches que caben en una fila a lo largo del
O parking y se multiplica por el nimero de filas de coches que cubren el espacio
obtener el nimero de coches.

Estrategia 3. Se calcula el area del parking, se calcula el érea ocupada por un coche, y
O se divide el drea total entre el drea ocupada por un coche para obtener el nimero de
coches.

Estrategia 4. Se determina una unidad de area en el parking y se estima cuantos
O coches caben dentro de esa unidad de drea. Se obtiene la densidad (n° de

coches/unidad de drea). Se calcula el drea del parking en unidades de drea. Por

ultimo, se multiplica por el area total del parking para obtener el nimero de coches.

O No hay estrategia mas adecuada que otra.
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;En cual de los siguientes criterios generales se ha basado para escoger la

estrategia mas adecuada? (Se puede marcar mas de una opcion. ) *

|:| La estrategia escogida es la que permite ofrecer una estimacion mas precisa.
D La estrategia escogida es la que permite ofrecer una estimacion mas rapida.

D La eslrategia escogida se basa en unos procedimientos de célculo mas
rigurosos/cuidadosos.

|:| Otro:

Fin del cuestionario.
Le agradecemos su tiempo en responder al cuestionario y su colaboracion con esta investigacion.

Atras Enviar Borrar formulario
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