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A THURSTONE MODSZER ALTALANOSITASAT

MIHALYKO CSABA, MIHALYKONE ORBAN EVA, GYARMATI LASZLO

Paros 6sszehasonlitdsokat gyakran alkalmaznak a dontéshozatalban, a vé-
leményezések soran, de paros 6sszehasonlitasoknak tekinthetjiik sportmérké-
zések végeredményeit is. Az dsszehasonlitdsok eredményeinek kiértékelésére
tobbféle médszer alkalmazhaté. Az egyik ilyen eljards a Thurstone mdd-
szer, amely az egyes kiértékelt objektumok mogé latens valdszintiségi val-
tozét illeszt, igy valdszinliségszamitasi alapon értékeli ki az objektumokat.
Ez alkalmas t6bb dontési kategoria alkalmazdsara valamint elény, illetve hat-
rany beépitésére. Cikkiinkben egy olyan altaldnos modellt fogalmazunk meg,
amely tetszéleges szamu kategéridt tud kezelni, nem specifikélt eloszldsokat
hasznél és magaban foglalja az esetlegesen meglévé elényt, illetve hatranyt.
Modelliinket alkalmazzuk futballbajnoksig eredményeinek kiértékelésére.

1. Bevezetés

Péros 6sszehasonlitdsokat gyakran alkalmaznak kiilonféle teriileteken. Torténe-
tileg a pszicholdgiai értékelések skildzasanak szubjektivitasa okan adédott Thurs-
tone azon korszakalkoté Gtlete, amely szerint a kiértékelések soran érdemes paron-
ként Osszehasonlitani az objektumokat, s az igy kialakult véleményeket valamilyen
modszerrel kiértékelni. Az 6 elgondoldsa szerint az objektumok erdsségei valdszi-
niliségi valtozok, amiknek a kiilonbségérél mondanak véleményt az Gsszehasonli-
tas sordn ([1]). Thurstone kétfajta véleményt engedett meg, az egyik az erésebb
(jobb), a mésik az ellentettje, a gyengébb (rosszabb). Gyakran azonban tébb kate-
goriat is célszerli figyelembe venni, példdul az egyformét (sportban a déntetlent),
vagy a sokkal er6sebb (sokkal jobb)/sokkal gyengébb (sokkal rosszabb) kategéris-
kat. Rendkiviil népszerii az ilyen jellegii médszerek kozott az Analytic Hierarchy
Process (AHP) mddszer, ami Saaty nevéhez kapcsolddik ([2]). Ennél a mddszer-
nél az egyes objektumok Gsszehasonlitdsakor végso soron azt adjuk meg, hogy az
egyik objektumot hanyszor gondoljuk jobbnak a maésiknal. Saaty az 1, 3, 5, 7 és
9 faktorokat hasznalta. Az i-dik és j-dik objektum Osszehasonlitasakor igy kapott
a;; szémokbdl felépitett paros dsszehasonlitdsi métrix legnagyobb sajatértékéhez
tartozo sajatvektoranak koordinatai szolgaltattak nagysag szerint rendezve az ob-
jektumok sorrendjét. A moddszernek vitathatatlanul sok elénye mellett vannak
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hatranyai is. Csak teljes dsszehasonlitds mellett (vagyis amikor minden objektum
minden objektummal 6ssze van hasonlitva) lehet alkalmazni, szubjektiv és igy kis-
sé nehézkes a szorzofaktorok helyes megallapitasa az egyes dsszehasonlitaskor, ami
rdaddsul gyakran vezet inkonzisztencidhoz. A nemteljesség problémajat tobbfé-
leképpen fel lehet oldani, utalunk itt Bozdki és szerzotarsai cikkére és az abban
taldlhaté relevéans irodalomra ([3]). Az inkonzisztencia kérdéskorével pedig tobbek
kozott Temesi osszefoglalé cikke és t6bb, benne hivatkozott cikk foglalkozik ([4]),
de talalhat6 ebben a cikkben a nemteljességgel kapcsolatos hivatkozés is. Tovabbi
hatrany, ami a mostani cikkiink kapcsan relevans, hogy az esetleges elény beépi-
tése az AHP keretén beliil nem megoldott. Thurstone médszerébe azonban ez az
altalanositas beépitheto.

A Thurstone médszer esetében az egyes véleményeknek a szdmegyenesen egy-
egy intervallumot feleltethetiink meg, példaul két kategdria esetén a jobb azt jelen-
ti, hogy a ldtens val6sziniiségi valtozdk kiilonbsége pozitiv (a megfelels sorrendben
kivonva 6ket), a rosszabb pedig azt, hogy ez a kiilonbség negativ. Harom kategé-
ria alkalmazédsakor az egyforma (déntetlen) esetében a kiilonbség egy nulla koériili
szimmetrikus intervallumba esik, a rosszabb az intervallum alsé vége alatti értéket,
a jobb az intervallum fels6 végét meghaladé kiilonbséget jelenti. (Megjegyezziik,
hogy a mddszer esetében ezt az értéket is az adatok alapjan becsiiljiik, vagyis nem
onkényesen jeloljik ki a kategéridk intervallumhatdrait). Ez a felfogds kénnyen
altalanosithat6. Az egyes intervallumokba esés valdszintlisége alapjan a val6szint-
ségi valtozdk varhatd értéke meghatarozhato, ezek sorrendje adja az objektumok
sorrendjét.

Thurstone normalis eloszlast alkalmazott a latens valdsziniiségi valtozdkra, a
Bradly—Terry modellben logisztikus eloszldst alkalmaznak ([5]), Stern gamma el-
oszlésokkal dolgozott ([6]), de ezeket nagymértékben altaldnosithatjuk szigorian
logkonkdv siirtiségfiiggvénnyel rendelkezé eloszldsok alkalmazdséval ([7]). Jelen
cikkiinkben ezt az eloszlasfiiggvény tipust hasznaljuk.

Altaldnos jelenség, hogy — példaul a sportban, vagy tenderek elbirdldsandl —
bizonyos koriilmények elényt biztosithatnak az egyik fél szaméra. Ilyen a sakk-
ban a kezdés lehetOsége, csapatsportokndl a hazai pélya elénye. Ezt a jelenséget
kivanjuk oly mdédon beépiteni Thurstone tovabbfejlesztett médszerébe, hogy az
egyuttal alkalmas legyen arra, hogy jelezze az elény meglétét anélkiil, hogy azt a
priori feltételeznénk, és adott esetben kimutassa és szamszertsitse a jelenlétét, ha
az valéban 1étezik. Ezt a kovetkezo feltételezésre alapozva hajtjuk végre: az elény
folytan az elényben levé objektum varhaté értéke megnd, hatrany esetén lecsok-
ken. Ez alapjan lehet6ség nyilik arra, hogy a novekedés, illetve csokkenés mértéke
ujabb paraméterek bevezetésével jellemezhets legyen. FEz a megkozelités mar a
legegyszertibb, igynevezett konstans elonyos formédban harom kategéria esetére ki
lett dolgozva ([8]), most azonban olyan médon dltaldnositjuk, amikor minden egyes
objektum esetében bevezetiink egy-egy, az objektumra jellemzo elényt, illetve hat-
ranyt megado paramétert. Ezen 1j paraméterek becslése utdn mar szamszertisithe-

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



A THURSTONE MODSZER ALTALANOSITASAI 129

s

tové vélik az elény mértéke, és példaul ez a szamszeriisitett érték figyelembe vehetd
az egyes objektumok Gsszehasonlitasi eredményei valészintiségének szamolasakor.

Cikkiinkben a 2. fejezetben ismertetjiik az dltalanos modellt, majd kitériink a
megoldas egyértelmii 1étezésének feltételeire a 3. fejezetben, a 4. fejezetben alkal-
mazzuk moddszeriinket futballbajnoksdg eredményeinek kiértékelésére. Végiil egy
osszefoglaloval zarjuk cikkiinket.

2. Az altalanos modell

Jelolje n a kiértékelendé objektumok szamat, magukat az objektumokat jelol-
jék az 1,2,...,n szamok. Ezek az objektumok paronként 6ssze vannak hasonlitva
akar véleményez6k altal, akar sportmérkézések eredményei altal. Mi a megfogal-
mazasunkban az els6¢ véaltozatot fogjuk hasznalni.

Gondolatban képzeljiink minden objektum mogé egy latens valdszintiségi val-
tozdt. Az objektumrdl alkotott vélekedés egy véleményezd szemében egy adott
pillanatban egy véletlen mennyiség, amely id6ben is, de a koriilményektdl fliggden
is valtozhat, tovabba ugyanazt az objektumot més-mas ember masként értékeli.
Jelolje az i-edik objektum mogé képzelt valdszintiségi valtozot &;, ¢ = 1,2,...,n
és legyen a varhaté értékiik m,;, i = 1,2,...,n. Az objektumok atlagos erdsségét
a valdszintliségi valtozok varhatéd értéke jellemzi, ezek nagysag szerinti sorrend-
je adja az objektumok sorrendjét is. Az osszehasonlitds sordn s (2 < s) féle
véleményt engediink meg, jeloljiik ezeket Cq, Co, ..., Cs-sel, és nevezziik ket (vé-
lemény )kategéridknak. Ezek a kategéridk példdul: rosszabb/egyforma/jobb s = 3
esetén. Tobb kategéria esetén az elnevezések tovabb béviilnek. Ezek a kategd-
ridk kizarjak egymadst, tovabba teljesiil rdjuk egyfajta szimmetria: példaul ha 7
jobb j—nél, akkor j rosszabb i-nél. A kategéridk szdmszerfisitése érdekében a
kategéridknak intervallumokat feleltetiink meg a kovetkezdképpen: a valds sza-
mok halmazat (R) felbontjuk s diszjunkt intervallumra, ezeket jeloljiikk I;-vel,
1=1,2,..,s,ahol ;NI =@, ha j#k,ésR=IUL,U..UI,. Ha az i -edik és
a j-edik objektum &sszehasonlitdsdnak eredménye Cy, akkor a & — &; kiilonbség
az Ij intervallumba esik. Az intervallumokat meghatdrozzak a végponjaik, eze-
ket -0o = ap < a1 < ag < ... < as_1 < as = oo -nel jeloljik. I; = (ag,a1),
I = [ak—1,ar),k = 2,...,s, valamint a; = —as—;. Vildgos, hogy ha s pédros, akkor
as = 0. A kategdridk és a nekik megfeleltetett intervallumok az 1. abran lathatok.

C1 Cy e Cs1 Cs
I, I e Iy I,
ay ag As—2 as—1

1. dbra. A kategoriak és a nekik megfeleltetett intervallumok
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Az egyes kategoéridk kialakuldsdnak, azaz a kiilonbség adott intervallumokba
valé esésének valdszintisége a &; — &; valdszinliségi valtozd eloszlasfiiggvénye segit-
ségével kiszamolhaté. Ha a &; valdszintliségi véltozdkat az alabbi alakban irjuk,
& = my + &, akkor & mdar nulla varhaté értékl valdsziniiségi véltozé lesz, és
§i— & =mi—my+& =& & =& (6s egyben §; — &) eloszldsdt Thurstone normé-
lis eloszlasnak feltételezte, mi most ezeket altalanos, kétszer folytonosan differen-
cidlhaté szigortian logkonkav stirtiségfiiggvénnyel rendelkez6 eloszlasfiiggvényekre
altalanositjuk. Vagyis elony figyelembe vétele nélkiil

§i—&=mi—my;+& —¢&, (1)

ahol &} — &} eloszlasfiiggvénye i, j i # j par esetén Fj;.

Az el6ny, illetve a hatrany azt jelenti, hogy az elényben levé objektum varhaté
értéke egy ré jellemzo konstanssal megnd, a hatranyban levéé pedig egy ré jellemzo
konstanssal lecsokken. Jelolje ezeket e; illetve h;, i = 1,2,...,n. Feltételezziik,
hogy az 0sszehasonlitott objektumok egyike elényben, masika hatrdanyban van egy
osszehasonlitas soran. Természetesen beépithetd lenne az is, ha 1étezne semleges
Osszehasonlitds, vagy olyan eset, amikor az egyik elénye nem vonnd maga utan a
masik hatranyat, de ezekkel az esetekkel jelen publikaciéban nem foglalkozunk.

Ekkor (1) a kovetkezéképpen médosul (a felsd indexszel jelltiik a koriilménye-
ket):

& — & = mi+ei— (my —hy) + & =& (2)

& =& =mi—h;— (mj +e;)+ & —&,. (3)

Természetes feltételezés lenne 0< e;, 0< h;,i = 1,2, ..., n, azonban nem éliink ilyen
feltevésekkel. El6fordul ugyanis, hogy az elénynek gondolt koriilmény a tapasztalat
alapjan mégsem az. Mivel megengedjiik az e; = 0 és h; = 0 értékeket, ezért ez a
modell az elényt figyelembe nem vevo modell altaldanositasa.

Legyen r a véleményez6k szdma. Az u-adik véleményezd véleménye (u =
1,2,...,7) az i-edik és a j-edik objektum Osszehasonlitdsakor (i < j) mind az
i-edik objektum elonye, mind az i-edik objektum hatranya esetén egy-egy s di-
menziés vektor, amelynek minden koordinatija 0 vagy 1, és azon koordinata
egyenld 1-gyel, ahdnyadik kategéridt mondja a megfigyel véleményként. A meg-
figyelésekbdl alkotott matrix tehat egy négydimenziés X métrix, amelynek elemei
i1=1,2,..n—1,7=i4+1,..,nk=1,2,....8, u=1,2,...,r esetén

1,ha az u-adik véleményez6 véleménye Cl

s = 1 és j Osszehasonlitdsa és i elénye esetén
i,7,k,u ] y

0, kiilonben
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és
1,ha az u-adik véleményez6 véleménye CY
Xl-}f Gk = 1 és j Osszehasonlitdsa és ¢ hatranya esetén
0, kiilonben
Ha j <, akkor a métrixelemek legyenek 0 értékiiek. Természetesen eléfordul-
hat, hogy X¢,, , = 0 és/vagy Xf]ku = 0 minden k = 1,2, ..., s esetén, ha i < j.

Ez azt jelenti, hogy az u-adik véleményezd nem hasonlitotta dssze az (i,j) part ¢
elénye és/vagy hatrdnya esetén. Az e, illetve a h felsd index itt is az elényre, illetve
a hatranyra utal. Ha mindkét érték nulla minden u esetén, akkor egyéltalan nem
tortént Osszehasonlitds a két objektum kozott. Megjegyezziik, hogy ez még nem
feltétleniil akadalya a sorrend eldontésének.

Legyenek A¢ = Y0 X{ iy, 6 Al = >0 X', vagyis ahdny vé-
lemény esetén a C} kategéria alakul ki ¢ eloény0s, illetve hatranyos helyzetében a
véleményezések soran. Annak a valdsziniisége, hogy ez a minta alakul ki, fiiggetlen
véleményeket feltételezve a kovetkezo:

L(Xe7 Xh|m17 ma,...,Mp,q1, ..., &s—1,€1, €2, ...,En, h17 h27 seey hn) =
s 1 n
AS Al (4)
=11 (P& —&f e I)) " - (P&l =€ € I)) 0
k=1 i=1 j=i+1
A paraméterek maximum likelihood becslése az a 3n + s — 1 dimenzids vek-
tor, amely a (4) fiiggvényt maximalizélja az m = (mq,...,my), (a1,a2,...,a5-1),

(e1,€2,...,en), (h1, ha, ..., hy) véltozékban az a; = —as—;,i = 1,2, ..., s—1 feltételek
mellett. Az F;(—o0) =0 és Fjj(00) =1 jelolésekkel élve

n—

P& —€hely) = Plap— <& — € <ap) =
= Fij(ar — (mi + ei — (m; — hy))) — Fij(ax—1 — (mq + ei — (m; — hy))),

P(El — €5 €)= Plag—1 < & — €5 < ax) =

= Fijlax — (m; — hi — (mj +€5))) — Fij(ag—1 — (m; — hi — (m; +¢;))) ,

(6)

amiket (4)-be helyettesitve a paraméterek maximum likelihood becslése

(M ooy My A1y vy Qg1 €1y ooy Eny N1y ooy ) =
7
= arg max L(X¢ X"|m,a, e h). @
(m,a,e,h), —oco<a1<a2<...<as-1<00, a;j=—as_;

ahol a= (a17a27 "'704871)7 €= (617627 '“7671,)7 h = (h17h27 7hn)
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3. A maximum likelihood becslés 1étezése és egyértelmiisége

Természetesen a paros Osszehasonlitdsok kiértékelése érdekében nagyon fontos,
hogy a likelihood fiiggvénynek, illetve a logaritmusanak 1étezzen a maximuma és
az egyértelmi legyen.

Mivel 14thatd, hogy mind (5), mind (6) pozitivak, azért (4) értékei pozitivak,
igy a likelihood fiiggvény helyett annak logaritmusa vizsgalhatd. A két fliiggvény
maximuma egyszerre 1étezik, és a maximumbhely egyértelmiisége egyszerre teljesil.
A log-likelihood fiiggvény vizsgédlatakor a szorzétényezokbol 6sszeadanddk lesznek,
a kitevok szorzdtényezokké szelidiilnek, s ha nincs megfeleld 6sszehasonlitasi ered-
mény, az OsszegbhOl az annak megfelel6 tag hidnyzik.

Mivel a likelihood fiiggvény csak a varhaté értékek kiilonbségétol fiigg, ezért
az egyik varhatd érték rogzithetd, példaul m; = 0. Azonban ekkor is konnyi
olyan példat mutatni, amikor a maximumhely nem létezik, vagy nem egyértel-
mi ([9]). A log-likelihood fiiggvény maximumdénak létezése a paraméterhalmaz
korlatos zart halmazra val6 sziikithet6ségén mulik. Az egyértelmiiség bizonyita-
sanak alapotlete pedig az, hogy a strliségfiiggvények szigort logkonkavitasa biz-
tositja az eloszldsfiiggvények szigori logkonkdvitasat ([10]), valamint ezek alapjin
az F(z,y) = F(x) — F(y) kétvaltozds fiiggvény szigori logkonkavitdsiat mindkét
véltozéban ([7]). A szigoriian logkonkdv fiiggvények maximuma pedig ha létezik,
akkor egyértelmi.

A [7] publikdciéban e = 0,h = 0, ap—ax—1 = 2d,k = 2,3, ..., s—1 feltételek mel-
lett adtunk elégséges feltételt a maximum létezésére és a helyének egyértelmiiségé-
re. A [11] publikécié szintén elény és hatrany figyelembe vétele nélkiil, s = 2, 3,4,5
kategoria esetén ad feltételeket az egyértelmii létezésre normadlis eloszlasu latens
valésziniiségi valtozdkat feltételezve, de nem feltétleniil egyforma hosszisagu in-
tervallumok esetén. Ezek az esetek a gyakorlati problémak kezelésekor tébbnyire
elegenddnek bizonyulnak. A [8] publikdciéban hérom kategéria megengedésével,
minden objektumnadl egyforma elény és ugyanakkora hatrany megengedésével mu-
tattunk be a paraméterek becslésének egyértelmiiségét biztosito elégséges feltételt.
Altaldnos s esetén nem tudunk megfogalmazni elégséges feltételt a (4) fiiggvény
maximumanak egyértelmi 1étezésére, de az egyenl6 osztaskozok feltételezése mel-
lett, ha az objektumok esetén ugyanakkora mértékii az elony, mint a héatrany,
de ezek objektumonként kiilonbozhetnek, akkor az elényt és hatranyt megenged6
modellben az aldbbi allitds fogalmazhaté meg. Az el6ny és a hatrany egyforma
mértéke az altalanossdg korlatozasa nélkiil feltételezheto.

Legyen e; = h;,i = 1,2,...,n. Ez azt jelenti, hogy az elényben levé ¢ objektum
véarhaté értéke e; + e; tobblettel rendelkezik j-vel szemben.

Definidljunk egy G gréafot az aldbbi mddon. A graf cstucsai az értékelendd
objektumok. Az i-edik és a j-edik (i < j) csics akkor legyen osszekotve, ha van
koztiik 6sszehasonlitds mind ¢ elonyos, mind ¢ hatranyos helyzete esetén, tovabba

0 < A7, valamely 1 < k < s esetén, vagy 0 < A7 ;, - A7, ¢ (8)
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0< A?’j’k valamely 1 < k < s esetén, vagy 0 < A?’j’l : Aﬁj’y (9)

azaz (8) és (9) mindegyike teljesiil. Megjegyezziik, hogy (8) és (9) azt fejezi ki, hogy
elényben is és hatranyban is nem csak egyoldali szélsé helyzetli dontés sziiletik.
Ekkor az aldbbi tétel bizonyithaté ([12]):

3.1. TETEL. Legyenek F;j-k olyan eloszldsfiiggvények, amelyre 0 < Fj;(z) < 1
teljesiil, haromszor folytonosan differencidlhaték R-en, valamint stirtiségfiiggvé-
nyiik nullara szimmetrikus és logaritmusa szigoriian konkav. Legyen 3 < s. Tegyiik
fel, hogy van olyan iy < ji pér, amelyre 0 < A7 . JFA?l.,jl,k’ valamely 1 < k < s
esetén, valamint van olyan i < js és k <1 —1 pdr, amelyre 0 < A7 . , A7 .
vagy 0 < Afz ok Af; o teljesiil. Legyen e=h. Rogzitsiik az my értékét nulldnak.
Amennyiben az el6zéekben definidlt G graf dsszefiiggd, valamint nem fa, akkor (4)
fiiggvény a 0 < d = ax, — ag—1,ar = —as—p k=2,....s — 1,00 = —as = —o0 felté-
telek mellett felveszi a maximumat az m, d és e valtozékban, és a maximumbhely
egyértelmii.

A tételben szerepld (i1, j1) és (i2, j2) parokra vonatkozo két feltétel azt mondja
ki, hogy legalabb egy parnal van ,nem széls6séges” dontés, valamint van olyan pér,
amelynél van két egymast nem kovetd intervallumba esé dontés akar elonyos, akar
hatranyos helyzetben. Ez a két feltétel azt biztositja, hogy a d paraméterben valo
optimalizdlds korldtos, zért halmazra szlikithetd. (8) és (9) egyiitt biztositjdk a
grafban szerepld élekhez tartozé indexpérok esetén az m; —m; valamint az e; +¢;
mennyiségek korlatossiagat. A graf osszefliggésége m; = 0 mellett az m; értékek
i = 1,2,...,n korldtossagat is eredményezi. Mindezekbdl kovetkezik a maximum
létezése.

Megjegyezziik, hogy a korlatossagot ugy is biztosithatjuk, ha egy Osszefiiggd
részgrathoz kapcsolunk elemeket példaul kozbiilso intervallumba es6 eredményekkel
mind elényben, mind hatranyban, azonban a kapcsolddas kiilonboz6 elemekhez is
torténhet. A szigord logkonkavitas gyengébb feltételek mellett is teljesiil, elegendd
hozza (8) és (9) feltételek vaggyal valé 6sszekapcsoldsa, de sziikséges, hogy mind
elényben, mind hatranyban legyen mérkozés. Az a feltétel, hogy legyen kor a
grafban amiatt sziikséges, hogy az egyértelmiien meghatdrozott e; + e; értékekbdl
az e; 1 = 1,2, ...,n kifejezhet6 legyen.

Megjegyezziik, hogy két kategoria megengedése esetén analdg allitds mondhaté
ki. A d-beli optimalizalds okafogyottd valik, igy kevesebb paramétert hasznalunk.
Az s = 2 miatt értelmezhetetlenné valo feltételeket elhagyva a graf az elézdeknek
megfeléen definidlandéd, az egyértelmiiség elégséges feltétele a graf dsszefiiggdsége
mellett az, hogy ne legyen fa.
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4. Alkalmazas

Az elonyt figyelembe vevo modell alkalmazasdt mutatjuk be egy példan, ese-
tiinkben a magyar labdartigé bajnoksdg elsé osztalya (OTP Bank Liga) 2019/20-as
szezonjanak eredményeire. Azzal az implicit feltételezéssel éliink, hogy a csapatok
minden mérkézés esetében a toliik telhetd legjobb eredményre torekszenek.

A bajnoksagban 12 csapat vett részt. Az elonyt a haza pélya jelentheti. Bér
esetiinkben mindenki jatszott mindenkivel elényben és hatranyban is, mégis a kiér-
tékelések eredménye nem feltétleniil 1étezik: ha példaul valamelyik csapat minden
mérkozését megnyerte volna, az ML becslés kiértékelésének eredménye nem létez-
ne. A likelihood fiiggvény ugyanis nem venné fel a maximumaét, mert amennyiben
a csapathoz tartozé valészintiségi valtozd varhaté értéke né, a likelihood fliggvény
értéke is né. Vagyis a sorrend megallapithaté lenne, de a csapat josaga nem lenne
szamszerlsitheto. Ebben a bajnoksidgban azonban nem ez az eset all fenn.

Az adatokat a [13] honlaprdl toltottiik le.

A modellek esetén s = 3 kategériat engedtiink meg, a vereség, a dontetlen és
a gybzelem, mint eredmény kifejezésére. Ez esetben egy kozbiils intervallum és
két széls6 intervallum van a szdmegyenesen, egy paraméter (0 < d) segitségével
jeloljiik ki a hataraikat.

Minden csapat esetén ugyanakkora elényt feltételeztiink, mint hétranyt, vagyis
e; = h;,i =1,2,...n. A kiilonbségek eloszlasat normélisnak valasztottuk 1 szoras-
sal, vagyis Fj;(x) = ®(x). A T-vel jelolt modellben e; = h; =0,i=1,2,...,n. A
TEE _vel jelolt modellben e; = h; = z, azaz minden csapatnak egyforma elényt
jelentett a hazai palya. A TPF -vel jelolt modellben e; = h; =, i = 1,2, ...,n de
az x; értékek egymdstol kiilonbozhettek. Ez esetben méas-més csapatok kiilonbo-
z0képpen profitalhatnak a hazai palya koriilményébol.

A paraméterek ML becslése m; = 0 rogzitése utdn egyértelmii. Mivel az al-
fabetikus sorrendben a Debrecen van elol, ezért ezt a csapatot jeloltiik az 1-es
szammal.

Az elény nélkiili Thurstone médszer esetén d = 0,334, a modell esetén
d = 0,337, a TPF modell esetén d =0,350, vagyis az egyforma kategéria hatérai
nagyon kozel esnek egymashoz.

A pontszamok alapjan az els6 négy helyezett kiemelkedik, az 5-10. hely pont-
szdmai témoriilést mutatnak, a 12. helyezett Kaposvar nagyon leszakadt (lsd
1. T4blazat 2. oszlopa).

Lathaté, hogy a csapatok sorrendjeiben az egyes kiértékelések kozott nincs
nagy kiilonbség. Az els6 négy csapat minden kiértékelés szerint ugyanaz, mint
ahogy a két utolsé is. Az is lathato, hogy amint a szerzett pontokat tekintve, ugy
az dtlagos erfsség tekintetében (m;) is kiemelkedd a Ferencvdros és leszakadé a
Kaposvar. A tomoriilésben mutatkoznak az eltérések a kiértékelési eredmények
kozott. A T, TEE médszer esetén az elsd eltérés az Ujpest és a Zalaegerszeg
(6. hely és 7. hely) kozott 1dthaté. Pontszdmban a kettd csapat ugyanannyit ért el

TKE
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Csapatok T TKE TPE
hivatalos sorrend pont my m; m; z;
1. Ferencvaros 76 1 1,095 1 1,124 1 1,252 | 0,399
2. MOL Fehérvar 63 2 (0,700 | 2 | 0,720 | 2 | 0,759 | -0,101
3. Puskas Akadémia | 54 3 10488 | 3 | 0,516 | 3 | 0,563 | -0,169
4. Mezo6kovesd 50 4 10363 | 4 | 0372 | 4 | 0472 | -0,217
5. Honvéd 44 510214 | 5| 0,229 | 6 | 0,270 | -0,156
6. Ujpest 43 710148 | 7 | 0,156 | 7 | 0,228 | -0,092
7. Zalaegerszeg 43 6 | 0,203 | 6 | 0,213 5 0,281 | 0,168
8. Kisvarda 42 9 | 0,097 | 9 | 0,109 | 9 | 0,190 | 0,289
9. Didsgy6r 41 10 | 0,053 | 10 | 0,074 | 10 | 0,154 | 0,126
10. Paks 41 8 | 0,116 | 8 | 0,136 | 8 | 0,194 | 0,274
11. Debrecen 39 11 0 11 0 11 0 0,290
12. Kaposvar 14 12 | -0,884 | 12 | -0,882 | 12 | -0,845 | 0,223

1. tabldzat. A kiértékelések eredményei

azonban a paros Osszehasonlitasi mddszerek esetén szamit, hogy a Zalaegerszeg
jobb csapatok ellen tudott dontetlent, illetve gyézelmet elérni. A Zalaegerszeg
dontetlent jatszott egyszer a legerésebb Ferencvarossal, valamint kétszer megverte
a 3. helyen végzett Puskas Akadémiat, igy keriilt az [jjpest elé. Ez az eltérés a
TPE modellben is megjelenik. Részben hasonlé okok (a Paks gydzelme a MOL
Fehérvdr ellen) alapjén el6zi meg a 10. helyezett Paks a 9. helyezett Didsgy6rt és
a 8. helyezett Kisvardat mindharom Thurstone mddszerrel torténd kiértékelésnél
a hivatalos sorrendhez képest. A fentieken kiviil a 7PF modellben még egy eltérés
tapasztalhatd, a Zalaegerszeg nem csak az Ujpestet el6zi meg, hanem a hivatalos
sorrendben kettével elotte levé Honvédot is.

Az elény szamszerisitekor kapott szamérték konstans elony esetén, azaz a
modellben 0,072 lett, ami azt jelenti, hogy a teljesitmény varhaté értéke ennyivel né
a modell szerint hazai palya esetén és ugyanennyivel csokken idegen pélya esetén.

Amikor csapatonként més és mas elény/hdtrany szdrmazik a hazai, illetve az
idegenben jatszott meccsek esetén, meglepve tapasztalhatjuk tobb esetben is, hogy
az optimum a negativ argumentumndl van! Ez azt jelenti, hogy ezeknek a csapa-
toknak az idegen pdlyan vald teljesitménye atlagosan jobb, mint a hazai palyan
mutatott teljesitménye. Atbéngészve a részletes eredményeket tartalmazé hon-
lapot ([14]), valéban azt tapasztaljuk, hogy ezen csapatok gyakrabban nyernek
idegenben, mint hazai palyan.

Példaként &alljon itt MezOkovesd esete. A csapat otthon hét gydzelem mel-
lett elért harom dontetlent és kikapott hétszer. Azonban idegenben hatarozottan
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jobban teljesitett, mert csak négyszer kapott ki az 6t dontetlen és a hét gy6zelem
mellett. Vagyis valéban, az otthoni teljesitménye kimondottan rosszabb, mint az
idegenbeli, ami 6sszhangban van a tédbldzatbeli Z; = —0, 217 értékkel.

Ezzel épp ellenkezéleg, ha megvizsgaljuk a Ferencvaros meccseinek eredményét,
azt lathatjuk, hogy hazai palydn a mérkozéseit mind megnyerte harom kivételé-
vel, akkor dontetlent jatszott, de idegen palyan 16 mérk6zésébol harom vereséggel
és négy dontetlennel végzddott. Ez alatdmasztja a nagy, kozel 0,4-es értékiinek
szamolt tobbletet, amivel n6 a teljesitménye hazai péalyan.

Hasonldéan szemiigyre véve a Kaposvar eredményeit, gyozelmet csak a DidsgyOr
és a Debrecen ellen tudott elérni, ezek koziil hdrom hazai, egy idegenbeli mérko-
zés volt. Lathaté azonban, hogy a Kaposvar atlagos teljesitménye a tobbiekéhez
képest oly kicsi, hogy még a fentiekbdl fakadd, dtlag (=0,086) feletti z; = 0,223
érték sem emeli a tobbiek folé. Ezek a példdk azt mutatjdk, hogy a kapott Z;
értékek teljes 6sszhangban vannak a csapatok otthoni és idegenbeli mérkozéseinek
eredményével.

A becstilt m, d, és e paraméterek segitségével lehetéségiink nyilik az elony-
ben/hatranyban gy6zelem, déntetlen és vereség kialakuldsa valdsziniiségének becs-
lésére az (5) és a (6) képletekbe valé behelyettesitéssel. Masik becslése az emlitett
valdszintiségeknek a relativ gyakorisag. Hasonlitsuk ¢ssze kvantitativ médon eze-
ket a becsléseket az Osszes csapat esetén, illetve a legjobb csapat esetén!

Gyo6zelem | Dontetlen | Vereség
Relativ gyakorisag | 0,43434 0,22222 | 0,34343
TKE 0,43589 0,22031 | 0,34380
TPE 0,43487 0,22182 | 0,34331

2. tabldzat. Az elényben levd csapat gy6zelmének/dontetlen
eredményének /vereségének becsiilt valdsziniiségei

Mint a 2. Tablazatbdl lathatd, mindkét Thurstone mddszer esetén a becsiilt
valdsziniiségek nagyon kozel esnek a relativ gyakorisdgokhoz, eltéréseket csak az
ezredekben tapasztalunk. Mivel az elényben lev6 csapat gy6zelme egyben a hét-
ranyban levo csapat veresége, a hatranyban levé csapatok szempontjabdl a Gyo-
zelem és a Vereség oszlopok megcserélodnek.

Vizsgélhatjuk csapatonként is a gyézelem/dontetlen/vereség valdsziniiségének
becsléseit elényben, illetve hatranyban. A Ferencvaros esetében kapott eredmé-
nyeket a 3. és a 4. Téblazatok tartalmazzak.

A 4. Téblazat alapjan lathatjuk, hogy héatranyban a modell alapjan be-
csiilt valdszintiségek mindharom esetben 0,03-nal kisebb hibédval kozelitik a relativ
gyakorisagokat, tovabba az eltérések a relativ gyakorisadgok és a becsiilt valoszini-
ségek kozott a TPF modell esetén jéval kisebbek, mint a 75 modell esetén.

TDE
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Gyobzelem | Dontetlen | Vereség

Relativ gyakorisag | 0,82353 0,17647 0
TKE 0,76674 0,1481 0,08516
TPE 0,84667 0,10512 | 0,04821

3. tdblazat. A Ferencvdaros elénye esetén a csapat gy6zelmének/dontetlen

eredményének /vereségének becsiilt valdsziniiségei

Gyozelem | Dontetlen | Vereség

Relativ gyakorisdg | 0,56250 0,25000 0,1875
TKE 0,67539 0,18805 | 0,13656

TPE 0,58742 0,22726 | 0,18532

137

4. tdblazat. A Ferencvéros hétrdnya esetén a csapat gy6zelmének/dontetlen
eredményének /vereségének becsiilt valsziniiségei

A 3. Tablazatbdl azt lathatjuk, hogy eldny esetén a Ferencvédros gydzelmének
és vereségének esélye a relativ gyakorisdghoz a TPF modell esetén van kozelebb,
de dontetlen esetén forditott a helyzet. Osszességében azonban a csapatonkénti
elony figyelembe vételével alkotott modell mutatkozik jobbnak.

5. Osszefoglalas

Egy, az 6sszehasonlitand6 objektumok sorrendjét és erésségét, valamint az eset-
legesen meglévd elény mértékét meghatarozni képes, paros Osszehasonlitdsokon
alapuld, altalanositott Thurstone médszert adtunk meg cikkiinkben.

Az sltaldnos megkozelités kiterjed arra, hogy a véleménykategéridk szama tet-
szOleges lehet, tovabba arra, hogy a médszer képes kezelni az objektumok 6sszeha-
sonlitdsakor esetleg el6forduld, kiilsé koriilmények altal meghatérozott (objektu-
monkénti, vagy kozos) elényt, illetve hatranyt. Mindezeket tigy, hogy az objektu-
mok mogott 1évo latens valdszintiségi valtozok esetében dltalanos eloszlasfiiggvény-
tipust engedtiink meg.

Mivel a sorrend megallapitdsa egy likelihood fiiggvény maximalizalasaval torté-
nik, ezért fontos, hogy sikeriilt a maximumbhely egyértelmii létezésére széles kérben
hasznalhaté elégséges feltételt adnunk.

Modszeriinket alkalmaztuk futballbajnokség csapatai egymaés elleni eredménye-
inek kiértékelésére, amely sordn a sorrend és az egyes csapatok erdsségeinek megha-
tdrozdsan tul szdmszerisiteni tudtuk a hazai pélya elényét (bizonyos csapatoknal
inkdbb hatranyat) is.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



138

Mihélyké Csaba, Mihalykéné Orban Eva7 Gyarmati Laszlé

Ko6szonetnyilvanitas

A publikéci6 elkészitését, megjelenését tamogatta az Innovacios és Technolo-

giai Minisztérium a Témateriileti Kivalésdgi Program keretében az NKFIH-843-
10/2019 sz. tdmogatdi okirat alapjén. A tdmogatdst a szerzok eziton is kiszonik.
A szerz6k tovabbé koszonetet mondanak az EFOP-3.6.1-16-2016-00015 szam pro-
jekt anyagi tdmogatasaért.

1]
2]

[4]

[5]

[6]

[7]

(10]

(11]

(12]

(13]
(14]

Hivatkozasok

L.L. THURSTONE: A law of comparative judgment, Psychological Review, Vol. 34 No. 4,
pp. 273-286 (1927).

T.L. SAATY: How to make a decision, the Analytic Hierarchy Process, European Journal of
Operational Research, Vol. 48 No. 1, pp. 9-26 (1990). DOI: 10.1016/0377-2217(90)90057-1

S. BozOki, J. FULOP AND L. RONYAL: On optimal completion of incomplete pairwise com-
parison matrices, Mathematical and Computer Modelling, Vol. 562 No. 1, pp. 318-333
(2010). DOI: 10.1016/j.mcm.2010.02.047

TEMESI J.: Pdros dsszehasonlitisok a déntéshozatalban, Alkalmazott Matematikai Lapok,
Vol. 37 No. 2, pp. 1-10 (2020). DOI: 10.37070/AML.2020.37.2.01

R.A. BrRADLEY AND M.E. TERRY: Rank analysis of incomplete block designs: I. The
method of paired comparisons, Biometrika, Vol. 39 No. 3/4, pp. 324-345 (1952). DOL:
10.2307/2334029

H. STERN: A continuum of paired comparisons models, Biometrika, Vol. 77 No. 2, pp. 265—
273 (1990). DOI: 10.2307/2336804

E. ORBAN-MIHALYKS, C. MIHALYKG AND L. KOLTAY: Incomplete paired comparisons
in case of multiple choice and general log-concave probability density functions,Central
European Journal of Operations Research, Vol. 27 No. 2, pp. 515-532 (2019). DOLI:
10.1007/s10100-018-0568-1

MIHALYKONE ORBAN E. AND MIHALYKS CS.: A Thurstone mddszer dltaldnositdsa elényok
figyelembe vételére, Szigma, Vol. 52 No. 1, pp. 49-62 (2021).

E. ORBAN-MIHALYKO, C. MIHALYKO AND L. KOLTAY: A generalization of the Thurstone
method for multiple choice and incomplete paired comparisons, Central European Journal
of Operations Research, Vol. 27 No. 1, pp. 133-159 (2019). DOI 10.1007/s10100-017-0495-6

A. PREKOPA: Logarithmic concave measures and functions, Acta Scientiarum Mathemati-
carum, Vol. 34 No. 1, pp. 334-343 (1973).

MIHALYKONE ORBAN E., MIHALYKS Cs. £s KAJTAR P.: Altaldnositott Thurstone mddszer
alkalmazdsokkal, Alkalmazott Matematikai Lapok, Vol. 36 No. 2, pp. 255-262 (2019). DOL:
10.37070/AML.2019.36.2.09

MIHALYKONE ORBAN E. s MIHALYKS Cs.: Elégséges feltétel a mazimum likelihood becslés
létezésére és egyértelmiiségére bizonyos Thurstone mddszerek esetében (kézirat)

https://allsportsapi.com, letcltés: 2020. szeptember 30.

https://focimagazin.hu/otp-bank-liga-nb1-201920-eredm’C3%A9nyek-tabella
letoltés: 2021.01.21.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)


https://doi.org/10.1016/0377-2217(90)90057-I
https://doi.org/10.1016/j.mcm.2010.02.047
https://doi.org/10.37070/AML.2020.37.2.01
https://doi.org/10.2307/2334029
https://doi.org/10.2307/2336804
https://doi.org/10.1007/s10100-018-0568-1
https://doi.org/10.1007/s10100-017-0495-6
https://doi.org/10.37070/AML.2019.36.2.09
https://allsportsapi.com
https://focimagazin.hu/otp-bank-liga-nb1-201920-eredm%C3%A9nyek-tabella

A THURSTONE MODSZER ALTALANOSITASAI 139

Dr. Mihélyké Csaba 1962-ben sziiletett Veszprém-
ben. 1987-ben  szerzett az Eotvos  Lorand
Tudomanyegyetemen  okleveles  matematikus
végzettséget, majd 1996-ban alkalmazott ma-
tematika teriiletén PhD-t ugyanott. 1994-ben
Farkas Gyula emlékdijat, 2000-ben Bolyai Janos
Kutatdsi Osztondfjat, 2019-ben Mestertanar
Aranyérmet kapott. 1987 éta dolgozik Veszprém-
ben a Pannon Egyetemen, illetve jogelodjein,
“ M jelenleg a Matematika Tanszéken egyetemi
W docensként. Kutatasi teriiletei:  kockazati
folyamatok, dontéselmélet, matematikai model-
lezés. Eddlg tobb mint 150 tudoméanyos koézleménye jelent meg, ezek koziil 55
tudoményos folyéiratban. Osszes fiiggetlen hivatkozdsainak szdma meghaladja a
250-t, Hirsch-indexe 8.

MIHALYKO CSABA

Pannon Egyetem, Miiszaki Informatikai Kar,
Matematika Tanszék,

Veszprém, Egyetem u. 10. H8200.
mihalyko@almos.uni-pannon.hu

Dr. Mihélykéné dr. Orbén Eva 1964-ben sziile-
tett Papan, és 1987-ben végzett az ELTE mate-
matikus szakan. 1991-ben egyetemi doktori cimet,
2004-ben PhD fokozatot szerzett. 1987 6ta a veszp-
rémi egyetem (ma Pannon Egyetem) Matematika
Tanszékén oktat f6ként valdszinliségszamitast és
matematikai statisztikat, jelenleg egyetemi docen-
si beosztasban. Kutatasi teriilete a sztochasztikus
modellek témakore. 2020-ig bezardlag tébb, mint
70 publikicidja jelent meg, melyek koziil 33 refe-
ralt folydiratcikk. Munkdira tobb, mint 120 hivat-
kozéast kapott, Hirsch-indexe 6.

MIHALYKONE ORBAN EVA

Pannon Egyetem, Miiszaki Informatikai Kar,
Matematika Tanszék,

Veszprém, Egyetem u. 10. H8200.
orbane@almos.uni-pannon.hu

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



140 Mihslyké Csaba, Mihalykéné Orban Eva, Gyarmati Lészl6

Gyarmati Laszl6 1996-ban sziiletett Veszprémben.
BSc tanulmanyait a Pannon Egyetem Miiszaki
Informatika Kardnak programtervez6 informatikus
szakan végezte, és 2020-ban megszerezte diploma-
jat. Diplomdajanak témadja a Thurstone modszer
alkalmazéasa rangsoroldsra két és négy kategoria
esetén elény nélkiili, konstans és csapatonkénti el6-
nyos modellek segitségével. Mar az egyetem utolsé
félévében a Secudit Kft.-nél dolgozott részmunka-
h id6ben, ezt teljes dllasban folytatta 2020 méasodik
y ) felében. Munkéja soran a Windows sebezhetOsé-
geivel foglalkozott, és matematikai modellt hozott létre gépek sebezhetOségének
pontszammal valé értékelésére.

GYARMATI LASZLO

Pannon Egyetem, Miiszaki Informatikai Kar,
Veszprém, Egyetem u. 10. H8200
xdktdk96@gmail.com

ON THE GENERALIZATIONS OF THE THURSTONE METHOD
CsABA MIHALYKO, EvaA ORBAN-MIHALYKO, LASZLO GYARMATI

Paired comparisons are often used in decision making to evaluating opinions, but the results
of sport matches can also be regarded as paired comparisons. Several methods can be applied
for evaluations. One of the possible methods is the Thurstone’s method. It is based on the idea
of latent random variables and it uses probabilistic method for the evaluations. This method is
appropriate to build in possible advantages/disadvantages. In this paper we present a Thurstone
model with arbitrary number of categories and with the possibility of advantage/disadvantages.
We apply it for evaluating football results.

Keywords: paired comparison, Thurstone method, maximum likelihood estimation, advanta-
ges/disadvantages.
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