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Zusammenfassung

Durch immer komplexer werdende technische Systeme und dem damit einher gehenden Bedarf
an passenden Regelungsmethoden stellt sich die Frage, ob bestehende Methoden fiir die Identifi-
kation, Analyse und Regelung von linearen Systemen in geeigneter Weise auch fiir nichtlineare
Systeme anwendbar sind. Ein bekannter Ansatz hierfiir ist die Linearisierung einer bekannten
Systemgleichung oder die Identifikation eines nichtlinearen dynamischen Systems auf Basis eines
solchen linearen Ansatzes. Eine solche Identifikation stellt dabei hédufig eine groe Herausforde-
rung dar. Dies gilt insbesondere dann, wenn Daten aus dem Betrieb genutzt werden, ohne dass
ein besonderes Augenmerk auf eine geeignete Anregung gelegt werden kann. Damit einher geht
hiufig, dass Daten aus geschlossenen Regelkreisen zu Problemen bei der Identifikation fithren
konnen. Eine eingehende Analyse des Systemverhaltens oder eine Regelung auf Basis eines Mo-
dells, welches das System nicht ausreichend gut, oder nur in einem sehr begrenzten Bereich des
Zustandsraumes, wiedergibt, sind damit praktisch unmoglich.

Daher beschiftigt sich die vorliegende Arbeit mit dem sogenannten Koopman-Operator und des-
sen Identifikation und Nutzung zur Analyse und Regelung nichtlinearer Systeme. Dieser Operator
ist ein mathematisches Konstrukt, welches es moglich macht, bestimmte Funktionen der System-
zustinde eines nichtlinearen dynamischen Systems - sogenannte Observables - {iber diesen Ope-
rator linear mit der Zeit zu entwickeln. So ist es moglich, theoretisch fundiert lineare Konzepte
wie Eigenbewegungen und lineare Analyse- und Regelungsmethoden auf nichtlineare Systeme zu
iibertragen. Insbesondere fiir Systeme mit Anregung konnen lineare Reglerentwurfsmethoden so
auf nichtlineare Systeme angewendet werden, ohne starke Einschrinkungen hinnehmen zu miis-
sen, wie sie hidufig Teil von nichtlinearen Regelungsmethoden sind. So miissen bei diesen nicht-
linearen Entwurfsmethoden beispielsweise gewisse Bereiche des Zustandsraumes ausgeschlossen
werden oder die Systemgleichung muss in einer speziellen Form vorliegen.

Durch den linearen Charakter des Koopman-Operators ist es auch moglich, Konzepte wie die
Stabilitit, welche bei linearen Modellen sehr einfach anhand der Eigenwerte der Systemmatrix
bestimmt werden kann, auf nichtlineare Systeme zu iibertragen. Hierfiir werden in der vorliegen-
den Arbeit Konzepte fiir zeitdiskrete Modelle erarbeitet, wie sie hédufig identifiziert werden. So
kann anschaulich von der Stabilitit des Koopman-linearen Systems auf die Stabilitit des nicht-
lineare Systems geschlossen werden. Damit ist es auBerdem moglich, eine Stabilitdtsgarantie fiir
nichtlineare Systeme anzugeben, welche iiber einen Zustandsregler auf Basis dieses Koopman-
linearen Systems berechnet werden. Die in der vorliegende Arbeit betrachteten Nichtlinearititen
sind dabei ausschlieBlich kontinuierlich. So sind beispielsweise Systeme mit Hysteresen nicht Teil
der Betrachtungen.

Fiir die Regelung ist die Steuerbarkeit des Prozesses von besonderer Bedeutung. Auch fiir die-
se wird in dieser Arbeit eine Eigenschaft von Koopman-linearen Systemen erarbeitet und fiir die
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Regelung genutzt. Bei der Regelung wird sich in dieser Arbeit auf den linear quadratischen An-
satz beschrinkt. Hierfiir miissen gewisse Gewichtungen gewéhlt werden, deren anschauliche Wahl
durch die Observables stark erschwert wird. Um die direkte Interpretierbarkeit dieser Gewichtun-
gen auf den Koopman-Operator und seine Observables zu iibertragen, wird eine neue Methode
vorgeschlagen, wie diese Gewichte im Koopman-Raum gewihlt werden konnen.

Die nun mehrfach genannten Observables sind jedoch meist vollstindig unbekannte Funktionen
und sind hiufig nur fiir hinfithrende Beispiele ohne konkrete praktische Relevanz herzuleiten oder
bekannt. Um dennoch solche Systeme zu schitzen, werden in dieser Arbeit kiinstliche neuronale
Netze verwendet. Diese sind in ihrer Gestalt als allgemeine Funktionsapproximatoren fiir den
vorliegenden Anwendungsfall priadestiniert. Es wird somit ein Netz erstellt, welches zunéchst
Observables berechnet und damit den Zustand kodiert. Diese Observables werden im Anschluss
mittels eines linearen Zustandsraumsystems mit der Zeit entwickelt und abschlieBend dekodiert.

Diese Konzepte werden dann dafiir genutzt, zwei mathematische Systeme, den Van der Pol und
den Duffing Oszillator, sowie einen realen Drei-Tank Priifstand zunéchst zu schitzen, im An-
schluss anhand der identifizierten Modelle zu analysieren und die Ergebnisse zu plausibilisieren
und im Nachgang zu regeln. Als Erweiterung der erstellten Konzepte wird dieselbe Methodik
fiir den Fall, dass nicht alle Zustinde gemessen werden konnen, auf die die genannten Systeme
angewendet.
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Abstract

Since technical systems are getting more and more complex, suitable control methods are requi-
red. To analyze such nonlinear systems, one may ask the question how already existing methods
for identification, analysis and control can be applied to them. A well-known approach is the li-
nearization of a known differential equation or an identification of the nonlinear dynamical system
referring to the assumption, that a linear or linearized system fits the data. Such an identification
is a great challenge when using data from a real-world plant or from closed loop environments.
Therefore, a deep analysis or the computation of a controller, based on a model that cannot rep-
licate the systems behavior or a model that is highly restricted to small and certain parts of the
state-space, is practically impossible.

Hence, the present work uses the so called Koopman Operator and its identification to analyze and
control nonlinear systems. With this mathematical operator it is possible to describe the behavior
of nonlinear systems in terms functions of the state vector - so called observables - but linearly.
Thus, linear concepts like modes and methods for linear analysis can be used for nonlinear sys-
tems. Furthermore, linear control methods can be used for excited nonlinear dynamical systems.
In addition, this can be important since many nonlinear control methods rely on partially harsh
restrictions. For example, some areas of the state space must be excluded, or the systems equation
needs to be in a very specific structure.

Speaking of the operator’s linear character, concepts like the stability, which is in the linear case
easily characerized by the eigenvalues of the linear dynamical system, can be transferred to non-
linear systems. To do so, the present work gives the reader theorems for time discrete systems,
since most of the identification methods rely on such systems, to guarantee stability as long as a
certain error bond is adhered. With those theorems it is further possible to guarantee stability if
the nonlinear system is controlled with a state controller based on an identified Koopman linear
system. It is important to mention that only continuous nonlinearities are treaded in the present
work. That means that for example hysteresis are excluded throughout the study.

For the control of (nonlinear) systems the controllability is of major importance. Additionally,
this work gives a theorem of the controllability of Koopman linear systems and uses it to acquired
linear state controllers based on identified Koopman linear systems. For the linear quadratic con-
trollers, used in the present work, certain weightings must be chosen, which is difficult due to the
aforementioned observables. To transfer the interpretability of the weights from the statespace to
the Koopman space a method is proposed.

The observable-functions are mostly completely unknown and only known for educational ex-
amples. To still estimate such systems, artificial neural networks are used in the presented work.
Since those neural networks are universal function approximators, they are an excellent choice to
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obtain Koopman linear systems. Thus, a network is created that estimates observables in parallel
to its inverse and a Koopman linear statespace system.

All those concepts are used to estimate, analyze and control two theoretical examples, the Van
der Pol and the Duffing Oscillator, and additionally a real world three-tank hydraulic plant. In
addition, a vast part of the methods and concepts are extended and tested, using the aforementioned
examples, to the case when only a part of the states can be measured.



1 Einfuhrung

Zur Einfithrung in diese Arbeit wird zunéchst die Fragestellung motiviert und eine umfassende
Literaturiibersicht iiber das noch junge Thema des Koopman-Operators gegeben.

1.1 Motivation

Moderne und immer komplexer werdende Systeme verlangen im gleichen Mafe nach immer kom-
plexeren Regelungsstrategien. Jedoch ist der aktuelle Stand der Regelungstheorie der, dass héufig
nur fiir sehr spezielle Systeme beziehungsweise Systemstrukturen Regelungsalgorithmen existie-
ren. Fiir Methoden die unabhiingig von diesen speziellen Eigenschaften funktionieren, miissen
andere, teilweise erhebliche, Einschrinkungen hingenommen werden [2].

Ein anschauliches Beispiel hierfiir ist die exakte Linearisierung. Sie kompensiert die Nichtlineari-
tdat des Systems und préagt ihm ein lineares Verhalten auf. Dabei ist es zum einen notwendig, dass
das System exakt in Form einer Differentialgleichung vorliegt, da die Nichtlinearitit mathematisch
kompensiert wird. Zum anderen miissen hiufig gewisse Teile des Zustandsraumes ausgeschlossen
werden, damit die Regelungsstrategie mathematisch anwendbar ist [2].

Ein anderer bekannter Ansatz ist die sogenannte Modellpridiktive Regelung (MPC). Hierbei wird
das Stellsignal sukzessive anhand eines Optimierungsproblems ermittelt. Dies hat jedoch insbe-
sondere im Onlinebetrieb den Nachteil, dass die ausfithrende Hardware diese Optimierung durch-
fiihren konnen muss. Dadurch ist der Einsatz teurerer Computerkomponenten unabdingbar, was
an vielen Stellen jedoch nicht méglich oder nicht wirtschaftlich ist.

Die Theorie von Regelungen linearer Systeme besitzt auf der anderen Seite keinerlei Einschrén-
kungen, solange das System in linearer Form vorliegt. Dies ist jedoch in praktischer Hinsicht eine
duBerst groBe Einschrinkung, da in realen Systemen in den meisten Féllen nichtlineare Dynamik-
anteile, wie beispielsweise Sittigungen oder andere nichtlineare Abhingigkeiten von Systemgro-
Ben, vorhanden sind.

Aufgrund des nichtlinearen Verhaltens, aber den attraktiven Vorteilen der linearen Regelungstheo-
rie, verfolgt man in der Anwendung daher hiufig den Weg iiber die Linearisierung nichtlinearer
Systeme. Dazu muss das System wiederum als Differential- oder Differenzengleichung vorliegen,
wie sie liber eine theoretische Modellbildung ermittelt werden kann. Hierbei linearisiert man die
Systemgleichung um verschiedene Arbeitspunkte, die nachfolgend, beispielsweise mittels einer
Gain-Scheduling-Strategie, verkoppelt werden [2]. Alternativ kann ein lineares Ersatzsystem in
Form einer Zustandsraumdarstellung, einer Ubertragungsfunktion oder in Form von nichtparame-
trischen Modellen identifiziert werden, die dann aber nur fiir einen kleinen Bereich im Zustands-
raum gelten. Dieser Bereich hidngt stark davon ab, in wie weit die Nichtlinearititen ausgeprigt
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sind. Diese Eigenschaft fiihrt jedoch bereits bei einfachen niederdimensionalen Systemen, wie
beispielsweise einem direkt aktuierten einfachen Pendel, dazu, dass man eine erhebliche Anzahl
an Arbeitspunkten benotigt, um das System addquat im gesamten Zustandsraum zu regeln. Dies
hingt unmittelbar mit dem Spektrum nichtlinearer Systeme zusammen, welches im Zusammen-
hang mit dem sogenannten Koopman-Operator, dem Thema der vorliegenden Arbeit, definiert
ist [57, 58]. Hiermit ist es moglich, lineare Konzepte, wie beispielsweise ein lineares Spektrum
(welches mit linearen Operatoren wie Matrizen verbunden ist [62]), nichtlinearen Systemen zu-
zuordnen. Ist dieses kontinuierlich, sodass die Dynamik des Systems sehr stark vom aktuellen
Zustand beziehungsweise dem Anfangszustand abhingt, werden mehr Arbeitspunkte benotigt als
es bei einem Punktspektrum, wie es zum Beispiel bei einem linearen System vorliegt, notwendig
wire [69].

Eine alternative Anndherung an diese Problematik stellt die unmittelbare Nutzung der bereits oben
genannten Theorie des Koopman-Operators dar. Sie besagt, dass zu jedem nichtlinearen System
ein linearer Operator existiert, der das Systemverhalten linear in einem unendlichdimensiona-
len Hilbertraum beschreibt [57, 58]. Die Basis dieses Hilbertraums sind die Eigenfunktionen des
Koopman-Operators, die wiederum Funktionen des Zustandsvektors sind. Uber Linearkombina-
tionen der Eigenfunktionen lassen sich sogenannte Observables bilden. Diese Eigenfunktionen
oder Observables zu finden, ist jedoch hiufig keine einfache Aufgabe. Dieser unendlichdimen-
sionale Operator ist anschaulicher Weise nicht direkt fiir die Regelung anwendbar. Zum einen
durch die unendliche Dimension und zum anderen aufgrund der Unbekanntheit der Eigenfunk-
tionen oder Observables. Man sucht bei der Anwendung dieser Theorie daher nach einem zum
Koopman-Operator (ndherungsweise) invarianten Unterraum in Form einer Systemmatrix verbun-
den mit Observables, die als neue Zustinde aufgefasst werden.

Moderne Ansitze eine Schitzung fiir den Koopman-Operator zu ermitteln verfolgen daher héu-
fig den Weg, unter einer Vielzahl von Observable-Kandidaten die besten auszuwihlen. Dies birgt
jedoch den groBBen Nachteil, dass wenn wichtige Eigenfunktionen oder Observables nicht in die-
ser Bibliothek von Kandidaten vorhanden sind, das gesamte Identifikationsergebnis unbrauchbar
wird. Im besten Falle sollten diejenigen Parameter, welche zu den nicht geeigneten Observables
gehoren, zu Null geschitzt werden. Durch Nichtlinearitdten und Rauschen ist dies jedoch in der
Anwendung héufig nicht der Fall. Ein Vorteil dieser Herangehensweise ist jedoch, dass die Syste-
mordnung im vornherein nicht feststeht und diese sich im Laufe des Algorithmus ergibt.

Eine weitere Moglichkeit, niherungsweise invariante Unterrdaume des Koopman-Operators nicht-
linearer dynamischer Systeme zu finden, ist der Einsatz kiinstlicher neuronaler Netze, beziehungs-
weise, im Falle tiefer Netze, Deep-Learning. Hierbei setzt man eine Systemordnung fest und
schitzt Observables parallel zu einer Systemmatrix, indem man spezielle Netzstrukturen einsetzt.
Da (tiefe) kiinstliche neuronale Netze mit nichtkonstanter Aktivierungsfunktion jede messbare
Funktion beliebig genau anndhern kénnen ([48]), ist ihr Einsatz an dieser Stelle duferst sinnvoll.
Insbesondere deshalb, da es sich bei den Observables meist um unbekannte Funktionen handelt.
Der Nachteil hierbei ist allerdings, dass die Systemordnung festgelegt werden muss.
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Fiir eine Schitzung einer (linearen) Systemordnung stehen eine Vielzahl von Verfahren zur Verfii-
gung. Die am weitesten verbreitete Methode sind die sogenannten Information Criteria, wobei das
Akaike Information Criterion dabei das bekannteste darstellt. Diese basieren auf der Bewertung
eines Modellfehlers in Form einer Abweichung zwischen den Messdaten und dem Modell und
regularisieren das Bewertungsma@ iiber einen additiven Term, welcher die Modellkomplexitit be-
wertet [29]. Es werden also eine Vielzahl von Modellen ermittelt und das Modell ausgewéhlt, wel-
ches den besten Kompromiss zwischen Pradiktionsqualitidt und Komplexitidt gewihrleistet. Diese
Information Criteria werden auch in dieser Arbeit betrachtet. Um sich einem Initialwert der Sys-
temordnung fundierter zu nihern als sie nur zu raten, werden Subspace-Identifikationsverfahren
eingesetzt. Diese liefern, neben einem Identifikationsergebnis, einen Hinweis auf die System-
ordnung des hinter den Messdaten liegenden linearen Zustandsraumsystems [117]. Da in dieser
Arbeit fiir eine solche Untersuchung zunichst alle Zustidnde als messbar angenommen werden
und nach einem hoherdimensionalen linearen System gesucht wird, bietet sich der Einsatz die-
ser Verfahren an. Grundsitzlich ist die Anwendung dieser Methoden jedoch auch dann denkbar,
wenn nicht der gesamte Zustandsvektor gemessen werden kann oder latente Zustinde im System
vorhanden sind.

Im Allgemeinen ist es bei der Schitzung des Koopman-Operators nicht garantiert, dass mit einer
groBerer Anzahl von Observables die Qualitit des Modells (quasi) monoton verbessert wird. Es ist
viel mehr wichtig, die Eigenfunktionen oder Observables zu finden, die die Dynamik maB3geblich
beeinflussen. Genau deshalb ist der Einsatz kiinstlicher neuronaler Netze, wie oben beschrieben,
ein attraktives Werkzeug, da man, bis auf die Wahl der Systemordnung, strukturell keinen Ein-
schrankungen unterliegt. Die Observables ergeben sich somit simultan mit dem linearen System
und fithren zu einer zu den Messdaten passenden Komposition in Form von Observables, ihren
Inversen sowie dem linearen Zustandsraumsystem. Insbesondere die Inverse ist ein weiteres Pro-
blem bei Ansitzen, welche aus einer Anzahl an Ansatzfunktionen Observables auswihlen, da so
im Voraus nur Funktionen ausgewihlt werden konnen, die auch iiber eine Umkehrfunktion verfii-
gen.

Die Betrachtungen und der Algorithmus zur Ermittlung von ndherungsweise invarianten Unter-
rdumen des Koopman-Operators werden direkt zur Berechnung von linearen Zustandsreglern
fiir nichtlineare Systeme eingesetzt. Die groe Hoffnung bei der Anwendung der Theorie des
Koopman-Operators ist, dass im besten Fall global giiltige lineare Ersatzsysteme fiir ihre nicht-
linearen Basissysteme ermittelt werden konnen. Bei Systemen, bei denen das nicht moglich ist,
sollen zumindest weniger lineare Ersatzsysteme notwendig sein, als bei der Anwendung der klas-
sischen Linearisierung durch Taylorreihenentwicklung oder einfachen linearen Identifikationsan-
sétzen.

Der Beitrag dieser Arbeit soll daher sein, eine Methode vorzustellen mit der Koopman-lineare Sys-
teme geschitzt werden konnen. Des Weiteren sollen verschiedene Eigenschaften des Koopman-
Operators angeregter nichtlinearer dynamischer Systeme herausgearbeitet werden. Auf Basis die-
ser Ergebnisse soll dann untersucht werden, in wie weit nichtlineare dynamische Systeme mit
einfachen linearen Reglerentwurfsverfahren geregelt werden konnen.
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1.2 Literaturiibersicht

Die wohl bekannteste Moglichkeit, nichtlineare Systeme linear zu beschreiben, bietet die Linea-
risierung. Hierzu wird die Systemgleichung mittels einer Taylorreihe um eine Ruhelage herum
entwickelt und nach dem ersten, linearen Glied abgebrochen. Dieser Ansatz ist auch heute der
am weitesten verbreitete, was sicherlich in der intuitiven und anschaulichen Herangehensweise
begriindet ist.

Auf dhnliche Weise wird bei einer Identifikation von (nichtlinearen) dynamischen Systemen vor-
gegangen. Auch hier werden Messdaten aus einer Umgebung eines Arbeitspunktes verwendet und
es wird fiir diesen begrenzten Bereich ein lineares Modell ermittelt. Erste Anstrengungen im Be-
reich der Identifikation begriindete Karl-Johan Astrom and Torsten Bohlin in [9] Mitte der 1960er
Jahre. Die Ergebnisse innerhalb des Themenbereichs der Systemidentifikation der darauf folgen-
den Jahre fasst Astrém mit Pieter Eykhoff in [10] zusammen. Im Jahr 1974 verfasst Eykhoff mit
[41] ein Buch zum Thema Systemidentifikation, welches die bis dahin erlangten Erkenntnisse
tibersichtlich aufbereitet.

In einer Vielzahl an Verodffentlichungen, unter anderem auch in denen von Eykhoff, wird die Sys-
temidentifikation wie folgt definiert.

Definition 1.1 (Systemidentifikation [40, 52, 125]). Die Systemidentifikation ist die experimen-
telle Bestimmung von zeitlich oder rdumlich (im Zustandsraum) begrenztem Verhalten eines Pro-
zesses oder eines Systems. Zur Bestimmung dieses Verhaltens werden Messungen von Signalen
des Prozesses oder des Systems verwendet, um mathematische Modelle abzuleiten. Der Fehler,
respektive der Unterschied, zwischen den Messungen und dem mathematischen Modell soll dabei
so klein wie moglich sein.

Ein wichtiger Punkt in dieser Definition ist die (optionale) Einschrinkung auf begrenzt giiltige
Modelle. Dies wird in dieser Arbeit von besonderer Wichtigkeit sein.

Mit [65] veroffentlicht Lennart Ljung einige Jahrzehnte nach Eykhoff im Jahr 1999 ein Standard-
werk, welches eine Vielzahl von parametrischen und nichtparametrischen Verfahren beschreibt,
welche bis zu diesem Zeitpunkt erarbeitet werden konnten. Auch Heuristiken zur Identifikation
von Systemen sind hierin zu finden. Rolf Isermann beschreibt in [49] und [50] den gesamten
Ablauf einer Systemidentifikation von der Datenerfassung bis hin zu unterschiedlichen Identifika-
tionsmethoden fiir dynamische Prozesse und fasst diese in [51, S. 333-372] und in [52] zusammen.
Dabei liegt der Fokus von [52] insbesondere auf der Anwendung der Konzepte an realen Anlagen
und Systemen und beschreibt die Methoden in einer anschaulichen und einfach zu verstehenden
Weise.

Eines der am weitesten verbreiteten Identifikationsverfahren ist das kleinste-Quadrate-Verfahren
(engl. Least-Squares) in all seinen Ausprigungen. In der Anwendung zur Schitzung linearer,
zeitinvarianter Ubertragungsfunktionen fiihrt dies zum sogenannten Gleichungsfehler und in der
Folge fiir eine biasfreie Schitzung zum sogenannten ARX-Modell. Gemeinsam werden Least-
Squares und das ARX-Modell weitldufig als ARX-Identifikation bezeichnet. Dieses Modell ist
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allerdings aufgrund eines unrealistischen Rauschmodells nur begrenzt in der Realitit einsetzbar.
Dennoch soll sie in dieser Arbeit als Referenz eingesetzt werden, da es trotz seiner Restriktionen
durch die Einfachheit vielerorts Anwendung findet.

Weniger restriktive modellgebende lineare Identifikationsverfahren, welche ebenfalls auf dem
Least-Squares-Ansatz basieren, identifizieren meist lineare Zustandsraumsysteme. In den Jah-
ren von etwa 1990 bis circa 2010 entstehen einige solcher Methoden. Die Anfinge bildeten die
ersten Subspace-Verfahren, welche auf einer Projektion der Messdaten basieren [94, 116]. Ales-
sandro Chiuso entwickelte in [33] mit seiner Optimized Predictor Based Subspace Identification
(PBSID,) eine Methode, welche auch in dieser Arbeit zur Ermittlung einer linearen Modellord-
nung verwendet wird. Unter anderem konnte durch Marcel Bonnert in [17] die Leistungsfahigkeit
zur Ordnungsschitzung auch bei realen Prozessen mittels PBSID,,,, experimentell fiir eine Viel-
zahl an Systemen gezeigt werden.

Die Observer Kalman Filter Identification (OKID) ist algorithmisch dhnlich zu den Subspace-
Verfahren, vereinfacht diese jedoch, da weniger Hyperparameter benotigt werden, welche durch
den Anwender festzulegen sind [119]. Genau wie die PBSID,,- und ARX-Methode, wird auch
die OKID in dieser Arbeit als Vergleich beziehungsweise zur Ordnungsschidtzung herangezogen.
Diese Ergiinzung soll die Ergebnisse der Ordnungsschitzung der PBSID,,-Methode absichern
und die Identifikationsergebnisse der in dieser Arbeit erarbeiteten Methode einordnen. Des Wei-
teren zeigt sich beispielsweise in [104], dass eine Identifikation mittels der OKID bereits bei rein
mathematischen Modellen zu besseren Schitzergebnissen des Systemverhaltens fiithren kann, wie
sie mit der PBSID,, erreicht werden konnen. Dies plausibilisiert die Nutzung der OKID an dieser
Stelle, da in vorangegangenen Arbeiten kein direkter Vergleich der Fihigkeit zur Ordnungsschét-
zung zwischen OKID und PBSID,, durchgefiihrt wurde. Es ist somit zum jetzigen Zeitpunkt
nicht klar, ob die OKID gegeniiber der PBSID,,,, nicht nur potenziell bessere Schitzergebnisse be-
ziiglich der Messdaten sondern gegebenenfalls auch bessere Schitzungen fiir die Ordnung liefern
kann.

Der Einsatz nichtlinearer Subspace-Verfahren wird unter anderem in [99] durch Amirali Sadeqi
et al. besprochen. Hier zeigt sich, dass die angegebenen Methoden grundsitzlich fiir den Einsatz
bei nichtlinearen System mit einer bestimmten Struktur geeignet sind. Dies gilt insbesondere fiir
den Teil der Ordnungsschitzung dieser Methoden, da dies der wesentliche Teil dieser Subspace-
Verfahren ist, welcher in dieser Arbeit genutzt wird. Santos Borjas und Claudio Garcia analysieren
in [19] den Einsatz einiger Subspace-Methoden im Kontext realer Prozesse. Auch die darin ge-
troffenen Aussagen zur Ordnungsschitzung stellen hilfreiche Informationen fiir die vorliegende
Arbeit dar.

Bei der Identifikation von nichtlinearen dynamischen Systemen mittels linearer Ansitze ist jedoch
zu beachten, dass hierbei lediglich lokal giiltige Modelle geschitzt werden konnen, die auf einer
Linearisierung des Modells beruhen. Einen Ansatz, diese lokale Linearitit auszunutzen, stellen
Oliver Nelles und Rolf Isermann bereits 1996 und 1997 unter anderem in [86] und [89] vor. Dabei
werden lokal giiltige lineare Modelle geschiitzt, die dann mittels einer gewichteten Uberlagerung
zusammengefasst werden, um das nichtlineare Systemverhalten zu beschreiben. Fiir diese Metho-
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dik existiert des Weiteren eine umfassende MATLAB-Toolbox, welche in [88] beschrieben wird
und kostenlos abrufbar ist. Weiter stellt Oliver Nelles mit [87] ein umfangreiches Standardwerk
zur Verfiigung, welches einen umfangreichen Uberblick iiber verschiedene Identifikationsmetho-
den verschafft. Dazu gehort die dynamische Identifikation, wie sie in der vorliegenden Arbeit ver-
wendet wird, aber auch eine Vielzahl weiter Methoden zur experimentellen Modellbildung auch
von nicht dynamischem Verhalten wie beispielsweise der mathematischen Beschreibung von Ab-
hingigkeiten zwischen verschiedenen Messgrofen.

Eine vollig andere Herangehensweise nichtlineares dynamisches Verhalten zu beschreiben wurde
bereits im Jahr 1931 durch Bernard Koopman und John von Neumann in [57] und [58] begriindet.
Sie beschreiben einen linearen Operator, welcher das Verhalten nichtlinearer dynamischer System
linear beschreibt. Eine (stiickweise) Linearisierung der Dynamik, wie sie oben erldutert und in
vielen Algorithmen genutzt wird, ist somit nicht mehr notwendig. Der Nachteil an dieser Methodik
ist unter anderem, dass dieser Operator von unendlicher Dimension ist.

Der Vollstiandigkeit halber sei der zum Koopman-Operator adjungierte Perron-Frobenius Opera-
tor erwédhnt. Dieser beschreibt die Dynamik eines nichtlinearen Systems nicht in den genannten
Observables, sondern die dynamische Entwicklung von Dichten [28]. Marko Budisi¢ et al. be-
scheibt in [28] weiter eine Analogie zwischen Euler’scher und Lagrange’scher Betrachtungsweise
und dem Perron-Frobenius- und dem Koopman-Operator, wobei letzterer der Lagrange’schen Be-
trachtungsweise dhnelt. Christof Schutte et al. beschiftigen sich in [101] mit der Schitzung beider
Operatoren und vergleicht diese. In den letzten Jahren hat der Koopman-Operator durch seine an-
schaulichere Gestalt und die Darstellbarkeit als lineares Zustandsraumsystem mehr an Bedeutung
gewonnen als der Perron-Frobenius-Operator.

Nach einer langen Pause seit der Formulierung des Koopman-Operators wichst das Interesse an
ihm seit 2009 wieder. Einer der Vorreiter dabei ist die Forschungsgruppe um Igor Mezi¢. Im
Jahr 2009 wird die Verbindung zwischen der Dynamic Mode Decomposition (DMD) und dem
Koopman-Operator hergestellt. Die DMD wird 2008 von Peter Schmid und J6rn Sesterhenn [100]
unabhingig vom Koopman-Operator in Verbindung mit der Stromungsanalyse und einer Ablei-
tung linearer Modelle dieser Stromungsvorgédnge entwickelt. Hierbei ist die Anzahl der Zustédnde
so enorm, dass solche Systeme durch die schiere Anzahl an Datenpunkten mit iiblichen Verfahren
nicht analysiert werden konnen. Schmid entwickelte daher die DMD und nutzt darin implizit den
Koopman-Operator, indem er die Vortizitit der Strémung in jedem Raumpunkt als Observable
annimmt. Clarence Rowley et al. stellen dann in [97] 2009, wie eingangs erwihnt, die Verbindung
mit dem Koopman-Operator her und setzen dies erneut in den Kontext von Stromungen. Matthew
Williams et al. begriinden in [122] erstmals den Begriff der extended Dynamic Mode Decompo-
sition (eDMD), welche dem Koopman-Operator eine eigene Form der DMD zuteilt, indem ein
erweiterter Zustand (engl. extended) als Basis der DMD-Schitzung dient. Seit dem setzte sich der
Begriff der eDMD immer weiter durch und ist die Basis einer Vielzahl von Untersuchungen und
Schitzungen im Kontext des Koopman-Operators. Auch in dieser Arbeit wird eine randomisierte
Version dieses Algorithmus verwendet.
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Im Jahr 2010 untersucht dieselbe Forschungsgruppe um Igor Mezi¢ viele weitere Themengebiete
mit dem Koopman-Operator. Beispielsweise wird die Warmeentwicklung in Rdumen verteilt tiber
den Tag mittels des Koopman-Operators analysiert, indem sie einzelne Moden betrachten und
diese verschiedenen Observables zuweisen [39]. Im selben Jahr entstehen weitere Analysen von
Stromungen und Energiesystemen [96, 109]. In den Jahren danach folgen mit Yoshihiko Susuki
weitere Arbeiten im Bereich von (verkoppelten) Energie Systemen, die den Koopman-Operator
wieder dazu nutzen, lineare Moden dieser nichtlinearen Dynamik zu schitzen [107, 108, 110].
Neben eher praktisch orientierten Themen veroffentlichen Alexandre Mauroy und Igor Mezi¢ in
[77] 2016 eine Moglichkeit, die Stabilitit nichtlinearer Systeme mittels des Koopman-Operators
zu untersuchen. Auch dies wird in der vorliegenden Arbeit aufgegriffen, erweitert und zur Unter-
suchung der Beispiele verwendet.

In den Jahren 2015 und 2016 kommen zwei weitere Forschungsgruppen um Steven Brunton und J.
Nathan Kutz von der University of Washington als weitere Vorantreiber des Koopman-Operators
hinzu. Sie beschiftigen sich mit einem breiten Spektrum an Unterthemen des Koopman-Operators,
wobei anfangs die Schitzung finiter Approximationen des Koopman-Operators in Form linearer
Zustandsraumsysteme im Vordergrund steht [27]. Als eines der ersten Teams verwenden sie ein
Koopman-lineares System, um ein nichtlineares System mit linearen Zustandsreglern zu regeln.
Dabei beschrinken sie sich jedoch im Wesentlichen auf das spiter vorgestellte sehr einfache Sys-
tem aus Gleichung (3.5), fiir das eine endlichdimensionale Koopman-lineare Darstellung existiert.

In 2018 wird die Idee dann durch Eurika Kaiser auf komplexere Systeme ohne eine endlich-
dimensionale Darstellung erweitert, indem sie die autonomen Teile gesondert analysiert und die
Eingangsmatrix dazu passend identifiziert beziehungsweise hinzufiigt [54]. Im selben Jahr, jedoch
erst nach der Analyse dieser komplexeren Systeme, legt Joshua Proctor, ein weiterer Mitarbeiter
von Brunton und Kutz, in [93] den allgemein giiltigen mathematischen Grundstein fiir die Erwei-
terung des Koopman-Operators fiir Systeme mit Eingéngen.

Ein weiteres Teilgebiet der Koopman-Theorie beschiftigt sich mit sogenannten Time-Delay-Ko-
ordinaten. Hierbei werden nicht nur die Zustéinde eines Zustandsraumsystems sondern mehrerer
Zeitschritte dieser Zustdnde als ein Zustandsvektor aufgefasst. Eine erste Idee, wie dies mit dem
Koopman-Operator zusammenhéngt, wird in [26] beleuchtet. Dabei ergeben sich auf Basis des
Embedding-Theorems von Floris Takens ([112]) interessante Einblicke in die Systemdynamik
mit der Messung von nur einem Zustand. Durch die Anordnung der Daten in Form von Hankel-
Matrizen und der Singulidrwert-Zerlegung kann in einem Unterraum ein lineares Modell mit einer
»intrinsischen Anregung‘ ermittelt werden, welches nicht nur die Systemdynamik auf3erordentlich
gut beschreibt. Mit dieser intrinsischen Anregung konnen auch Ausschlige in den Daten oder Or-
bitwechsel von Attraktoren, wie beispielsweise beim Lorenz Attraktor, zuverldssig vorhergesagt
werden.

Die Idee dieser Time-Delay-Koordinaten wird in [55] durch Mason Kamb et al. weiter verfolgt
und fiir den gesamten Zustandsvektor formuliert. Allerdings beschrinkt sich diese Betrachtung
nur auf Systeme ohne externe Anregung. Auch dieser Ansatz wird in dieser Arbeit fiir Systeme
mit Anregung aufgegriffen und analysiert.
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Die meisten der bis 2019 erlangten Erkenntnisse der Forschungsgruppe um Brunton und Kutz sind
in dem Buch Data-Driven Science and Engineering zusammengetragen [23].

Ab dem Jahr 2017 beschiftigen sich dann immer mehr Forschungsgruppen auch mit der Einbin-
dung eines Eingangs in das Koopman-Framework zum Zweck der Regelung. Ian Abraham et al.
setzten in [1] als eine der ersten neben Brunton in [27] die Koopman-Methodik zur Regelung ein.
Sie regeln dabei die gefahrenen Trajektorien eines Kugelroboters, ein Schlitten-Pendel-System
sowie eines auf einer Drohne montierten Pendels (VTOL-Pendel). Xu Ma et al. verwenden einen
linear-quadratischen Regelungsansatz mit Nebenbedingung, um ein nichtlineares System, fiir das
ein Koopman-lineares System ermittelt wird, zu regeln [70]. Dabei wird versucht, die Wahl der
Gewichtungsmatrizen fiir diesen Regelungsansatz iiber die Nebenbedingung im Sinne der Zustén-
de sinnvoll zu wihlen. Im Zuge der Popularitit der Modell-Priadiktiven-Regelung (MPC) in der
Regelungs-Community hielt diese Methodik auch beim Koopman-Operator Einzug. Der Vorreiter
auf diesem Gebiet ist Milan Korda, der mit Mezi¢ eine Vielzahl an Beitriagen zu diesem Thema
verdffentlicht hat [60, 61]. Yigiang Han et al. [47] verwendet unter der Nutzung von kiinstlichen
neuronalen Netzen, die weiter unten noch tiefer recherchiert werden, ebenso eine MPC und regelt
so simulativ eine Mondlandefdhre sowie ein inverses Pendel.

In einer der jlingsten Verdffentlichungen von Korda und Mezi¢ beschiftigen sie sich weiter mit
der optimalen Konstruktion von Koopman-Eigenfunktionen speziell zum Zwecke der Regelung
[59]. Diese Veroffentlichung dient speziell fiir den Van der Pol Oszillator auch in dieser Arbeit als
Benchmark und findet an geeigneter Stelle in dieser Arbeit Erwdhnung.

Durch die Dualitédt linearer Zustandsraumsysteme ist man jedoch nicht ausschlieBlich auf die
Regelung beschrinkt. Insbesondere da in den ersten Jahren der Neuentdeckung des Koopman-
Operators zundchst nur autonome Systeme betrachtet wurden, war auch der Einsatz von Beob-
achtern ein untersuchtes Teilgebiet der Koopman-Operator-Theorie. Wahrend Amit Surana und
Andrzej Banaszuk in [105] und [106] den theoretischen Grundstein fiir Koopman-Operator ba-
sierte Beobachter legen, wendet Mouhacine Benosman et al. in [16] diese Idee auf die Bewegung
von Menschenmengen und deren Vorhersage an.

Zur Schitzung eines Koopman-linearen Systems stehen im Wesentlichen drei Verfahren zur Ver-
fligung. Durch die nichtlineare Transformation in Form der Observables sowie der Anhebung der
Dimension des Zustandsraumes miissen neue Koordinaten gefunden werden. Diese konnen zum
einen anhand der einzelnen Terme der Systemgleichung abgelesen werden. Dieser Ansatz wird
auch bei dem spiter vorgestellten Beispiel in Gleichung (3.5) verfolgt. Eine weitere Moglich-
keit ist das Raten von Ansatzfunktionen. Dies kann entweder durch Auswahl und anschlieen-
der Schitzung oder durch Losen eines LASSO-Problems (L; regularisiertes kleinste-Quadrate-
Problem) mit jeweils einer Vielzahl von Ansatzfunktionen bewerkstelligt werden. Dieser Ansatz
hat eine gewisse Ahnlichkeit zur sogenannten Carleman-Linearisierung nach Torsten Carleman,
wobei hierbei allerdings ausschlieflich die Auswahl von Monomen verfolgt wird [30]. Die be-
schriebene Methodik ist damit eine Erweiterung der Carleman-Linearisierung, da als Ansatzfunk-
tionen einer Koopman-Schitzung beliebige Funktionen oder Funktionskompositionen verwendet
werden konnen.
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Der dritte, auch in dieser Arbeit verfolgte, Ansatz Koopman-lineare Systeme zu schitzen, nutzt
kiinstliche neuronale Netze. Diese Vorgehensweise hat innerhalb der Koopman-Operator Com-
munity eine Vielzahl an Unterstiitzern. In den vergangenen Jahren befassten sich daher eine
grofle Anzahl an Veroffentlichungen mit dem Einsatz kiinstlicher neuronaler Netze im Kontext
des Koopman-Operators. Wie in der Motivation bereits einleitend erldutert, ist dieses Interesse in
der Forschung vor allem in den zu schitzenden Observable-Funktionen begriindet, die zumeist
vollstindig unbekannt sind. Nur fiir wenige Beispielsysteme lassen sich adidquate Funktionen im
Vornherein festlegen. Nahezu alle Ansitze verfolgen eine Netzstruktur, die dhnlich zu einem so
genannten Autoencoder ist.

Bei einem Autoencoder ist der Eingang und der Ausgang eines Netzes derselbe und es wird ver-
sucht, durch Reduktion der Schichtbreiten eine Minimalrealisierung der Daten zu erreichen. In
den Beitrdgen [12, 20] konnte durch Pierre Baldi, Kurt Hornik, Hervé Bourlard und Yves Kamp
gezeigt werden, dass diese Struktur bei Verwendung von linearen Aktivierungsfunktionen exakt
auf die Singuldrwert Zerlegung zuriick zu fiithren ist. Elad Plaut erweitert diese Methodik in [91],
sodass auch die sogenannten Loadings (V-Matrix der Singulirwertzerlegung Y = UXV) aus
dieser Darstellung rekonstruiert werden konnen. Ein solcher Autoencoder ist exemplarisch in Ab-
bildung 1.1 dargestellt. Dabei bezeichnet x € R”" die Messdaten der zu reduzierenden Grofe
und Z € R™ mit n, < n eine reduzierte Darstellung der Daten, ohne dabei einen wesentlichen
Anteil der in den Messdaten enthaltenen Informationen zu verlieren. Weiter beschreibt X € R”
die Rekonstruktion der Messgrof3e, anhand der reduzierten Darstellung. Diese Struktur wird unter
anderem von Masti et al. [76] auch zur direkten Schitzung nichtlinearer Systeme verwendet.

[>

Decoder X

Abbildung 1.1: Exemplarischer Autoencoder mit Zustandsreduktion

Die oben angesprochene Ahnlichkeit zu einem Autoencoder bei der Schitzung von Koopman-
linearen Systemen mittels kiinstlicher neuronaler Netze duflert sich dabei dadurch, dass der Ein-
gang und der Ausgang des Netzes der Systemzustand und somit zunéchst identisch ist. Anders als
ein klassischer Autoencoder verjiingen sich diese speziellen Netze jedoch nicht, sondern erweitern
sich. Dies liegt darin, dass mit der Koopman-Linearisierung meist eine Ordnungserh6hung einher
geht, wie spiter in Kapitel 3 ndher erldautert wird. Somit ergibt sich eine Struktur, die exemplarisch
in Abbildung 1.2 dargestellt ist. Die Dynamik des kodierten Zustandes z € R” mit n, > n und
damit eine Schitzung des Koopman-Operators wird iiber die Verlustfunktion des Netzes imple-
mentiert.

Auch wenn alle Ansitze im Kontext des Koopman-Operators in dieser Richtung die Grundstruk-
tur aus Abbildung 1.2 aufweisen, in der die Zustinde zuerst kodiert und wieder dekodiert werden,
so unterscheiden sie sich in den Details und vor allem in der Rekonstruktion des Systemzustandes
x. Die Veroffentlichungen von Marcel Bonnert und Ulrich Konigorski [18], Yunzhu Li et al. [64],
Bethany Lusch et al. [69], Samuel Otto und Clarence Rowley [90], Morton et al. [83] und Naiya
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|>

Decoder X

Abbildung 1.2: Exemplarischer Autoencoder mit Zustandserweiterung

Takeishi et al. [111] rekonstruieren den Systemzustand x direkt anhand eines Encoders und eines
Decoders, wie in Abbildung 1.2 gezeigt. Yigiang Han et al. [47] gehen dabei einen noch weiter
reduzierten Weg, indem der Decoder komplett ausgelassen wird. Auf der Basis eines solchen Mo-
dells wird in dieser Veroffentlichung eine MPC zur Regelung nichtlinearer Systeme verwendet,
wie oben bereits erwédhnt. Der Zustand wird in allen genannten Verdffentlichungen in Gestalt von
z vollstandig kodiert. Das heiflit der Systemzustand selbst ist nicht Teil des Observable-Vektors.
Somit hat dieser kodierte Koopman-Zustand z nur selten einen anschaulichen Bezug zum Sys-
temzustand x. Die eigentliche Dynamik des geschitzten linearen Systems wird daher in einem
mathematisch konstruierten Hyperraum beschrieben.

Der zweite Weg bezieht den Systemzustand direkt als Observable mit ein. Der Decoder als Funk-
tion entféllt somit, da der Zustand einfach aus dem Observable-Vektor abgelesen werden kann.
Dies wurde bisher nur wenig in der Literatur untersucht. Lediglich Bonnert und Konigorski [18]
(zusitzlich zum vorher erwdhnten Ansatz) sowie Enoch Yeung et al. [124] befassten sich bisher
unter der Nutzung kiinstlicher neuronaler Netze mit einer solchen Modellannahme. Dies hat den
wesentlichen Grund, dass diese Forderung sehr restriktiv ist [73]. Allerdings hat sie insbesonde-
re fiir die Regelung attraktive Vorteile, da ein anschaulicher Bezug zum Zustandsraum erhalten
bleibt. Bei der vollstindigen Transformation des Zustandes geht dieser Bezug meistens verloren.
Daher werden beide Herangehensweisen in dieser Arbeit untersucht und gegeniibergestellt.

Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal zwischen den Verfahren, welche auf kiinstlichen neuro-
nalen Netzen basieren, ist die Schitzung des eigentlichen linearen Zustandsraummodells. Die
meisten Arbeiten schitzen das Zustandsraummodell parallel zum iibrigen Netz und damit den Ob-
servables. Dies ist nicht nur anschaulich sondern besitzt auch eine gewisse Konvergenzgarantie,
solange das Optimierungsproblem gut konditioniert ist. Ein Erreichen eines globalen Optimums
ist dabei allerdings nicht garantiert. Qianxiao Li et al. [63] und Yunzhu Li et al. [64] gehen dage-
gen den Weg, die Observables schrittweise durch ein kiinstliches neuronales Netz zu schitzen und
das Zustandsraumsystem im Nachgang durch eine eDMD zu approximieren. Das Training ist so-
mit ein alternierender Prozess. Die Konvergenz solcher Verfahren kann bisher nicht nachgewiesen
werden. Fiir einige Beispiele in den genannten Veroffentlichungen konvergierte der Algorithmus
jedoch.

Ein weiterer Punkt der fiir den Einsatz kiinstlicher neuronaler Netze in diesem Kontext spricht,
ist dass Deep-Learning Algorithmen in den letzten zehn Jahren stets weiter entwickelt wurden
und nach wie vor werden [34]. Denn auch wenn in den meisten Fillen durch den Einsatz von
kiinstlichen neuronalen Netzen Modelle mit wesentlich besseren Priadiktionseigenschaften ermit-
telt werden konnen, ist deren Einsatz mit einem enormen Maf3 an Rechenkapazitit verbunden, was
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auch in dieser Arbeit spiter beleuchtet wird. Damit ist dies der groBBte Nachteil dieser Methodik
im Kontext des Koopman-Operators. Durch die voranschreitende Entwicklung der Algorithmen
ist es jedoch moglich, dass sich dieser Nachteil mit den kommenden Jahren relativiert.

Damit bettet sich die vorliegende Arbeit in das Feld der Schitzung nichtlinearer, angeregter, dy-
namischer Prozesse ein und beleuchtet insbesondere die Leistungsfihigkeit der Koopman-Theorie
beim Einsatz linearer Regelungsansitze.

1.3 Abgrenzung gegeniliber vorangegangenen Arbeiten

Diese Arbeit befasst sich mit der Schitzung des Koopman-Operators angeregter, nichtlinearer
Systeme sowie deren Regelung. Mit dieser Thematik beschiftigen sich auch eine Vielzahl anderer
Arbeiten. Die vorliegende Arbeit unterscheidet sich von diesen in vier wesentlichen Punkten.

1. Bei der Schitzung der Koopman-linearen Systeme mittels kiinstlicher neuronaler Netze
wird ein Systemeingang beriicksichtigt.

2. Die Wahl der Systemordnung wird durch die Verwendung von Subspace-Verfahren, in
Kombination mit den Information Criteria, methodisiert. Die so ermittelte potenzielle Sys-
temordnung ist somit mathematisch fundiert und basiert nicht rein auf einem Monte-Carlo
Experiment mit einer theoretisch notwendigen unendlichen Anzahl an Identifikationen.

3. Speziell bei der Regelung mittels eines linear-quadratischen Regelungsansatzes st68t man
auf das Problem, dass die darin verwendeten Gewichtungen bei einem vollstindig kodierten
Observable-Vektor nicht anschaulich wiéhlbar sind. Diese Arbeit unterscheidet sich daher
von den oben genannten Arbeiten im Sinne der Regelung in der Hinsicht, dass auch ohne
das Einbeziehen des Zustandes in den Observable-Vektor die Nutzung von klassischen
LQ-Regelungen moglich ist. Eine Nebenbedingung, wie in [70], wird damit vermieden.

4. Die verwendete Methodik ist auch fiir den Fall anwendbar, wenn nicht alle Zustéinde mess-
bar sind. Durch das Zusammenfassen von Zustinden mehrerer Zeitschritte zu einem Zu-
standsvektor ist es somit moglich, das Systemverhalten umfassend zu beschreiben. Die Ba-
sis dafiir bildet das Embedding-Theorem von Takens [112].

1.4 Struktur der Arbeit

Die vorliegende Arbeit teilt sich in vier Teile. Der erste Teil legt in Kapitel 2 die mathematische
Basis, die zum Verstidndnis der Arbeit essenziell ist und die iiber allgemein bekannte Grundlagen
hinausgeht. Der zweite Teil behandel in Kapitel 3 und 4 das Kernthema der vorliegenden Arbeit.
Hier wird der Koopman-Operator eingefiihrt, eine Vielzahl von Eigenschaften formuliert und eine
Methode vorgestellt, wie ein Unterraum dieses Operators fiir angeregte Systeme in Form einer
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linearen Zustandsraumdarstellung mittels kiinstlicher neuronaler Netze geschitzt werden kann.
Der dritte Teil greift die erarbeiteten Konzepte aus den Kapiteln 3 und 4 auf und wendet diese in
Kapitel 5 an, um eine Reihe von nichtlinearen Modellen zu identifizieren, zu analysieren und zu
regeln. Ein Fazit der vorliegenden Arbeit und ihrer Ergebnisse sowie ein Ausblick auf mogliche
nachfolgende Forschung wird in Kapitel 6, dem vierten und letzten Teil dieser Arbeit, gegeben.
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2 Grundlagen

Dieses Kapitel dient der Zusammenstellung der mathematischen Grundlagen, auf die in dieser
Arbeit zuriickgegriffen wird. Umfassende Kenntnisse der linearen System- und Regelungstheorie
werden vorausgesetzt. Grundlagen hierzu finden sich beispielsweise in [67] und [68]. Zu diesen
Themen gehort auch ein tiefes Verstidndnis der linearen Algebra, welche in dieser Arbeit eben-
so nicht gesondert beschrieben wird. Fiir eine Einfithrung in dieses Thema sei auf [7] und [8,
S. 511 ff.] verwiesen. Ein Grundverstindnis kiinstlicher neuronaler Netze, der darin auftretenden
Gleichungen sowie ihre Optimierung wird ebenso vorausgesetzt, da in diesem Kapitel und dieser
Arbeit im Allgemeinen lediglich auf markante Eckpunkte zu diesem Thema eingegangen wird.
Fiir eine Einfithrung in den Themenkomplex kiinstlicher neuronaler Netze bietet beispielsweise
[3] einen guten Uberblick.

2.1 Nomenklatur

Skalare Variablen werden als Klein- sowie Grof3buchstaben angegeben. Handelt es sich bei den
Variablen um Vektoren oder Matrizen, werden diese als unterstrichene Klein- beziehungsweise
GroBbuchstaben geschrieben. Liegende Vektoren, also Matrizen im R™" werden mit einem T
im Exponenten notiert, welches ebenso also Indikator fiir die Transponierte einer Matrix ver-
wendet wird. Operatoren, Verteilungen und Riume werden in Form von kalligrafischen Buchsta-
ben (beispielsweise G) angegeben. Der Index beim Nabla-Operator, beispielsweise Vif (x,u) =
[0f/dx;, -+, 0f/0x,] mit x € R” und u € R”, dient der Ubersicht bei komplexen Ausdriicken,
um die Variable zu kennzeichnen nach der abgeleitet wird. Des Weiteren wird die Lie-Ableitung
von h (x, u) beziiglich f nach x zu L¢yh = V;h - f definiert. Diese Ableitung ist ein R-linearer
Operator, was bedeutet, dass mit a;, a, € R die Bedingung der Additivitit und der Homogenitét
fiir den Operator Ly (a1h; + ash,) = ayLish; + a>Lih, gilt, wie sich mit obiger Definition
leicht iiberpriifen 1dsst. Normalverteilte Signale werden iiber N (m 02) angegeben. Dabeli ist m
der Mittelwert und o2 die Varianz des Signals.

2.2 Mathematische Grundlagen

2.2.1 Normierung

Um anhand von Messdaten Systeme zu identifizieren, werden verschiedene Messgro3en eines
Systems meist vor der eigentlichen Identifikation auf eine dhnliche numerisches Groflenordnung
transformiert. Dies ist ein wichtiger Schritt, um numerischen Problemen, ausgeldst durch zahlen-
miBig signifikant unterschiedliche MessgroBen, entgegen zu wirken. Ein anschauliches Beispiel
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ist ein Prozess, der einen Druck p in Pa sowie eine Fiillhohe / in m als Messgrofen liefert. Der
Prozessdruck sei dabei im Bereich 5-10° £ 10° Pa und die Fiillhohe im Bereich 0 < /4 < 10. Die
GroBenordnungen unterscheiden sind somit erheblich, was die in der Identifikation verwendeten
Datenmatrizen schlecht konditioniert und im Falle kiinstlicher neuronaler Netze zu Problemen bei
der Optimierung fiithren kann.

Ein géngiger Bereich ist dabei [0, 1] beziechungsweise [—1, 1]. Um unabhingiger von einer physi-
kalischen Anschauung wie im obigen Beispiel zu sein, erfolgt die Normierung eines Messdaten-
vektors x, unter der Annahme dass das Signal aus einem statistischen Prozess stammt, in dieser
Arbeit allgemein geméil

1 _
Enorm - 5 (ﬁ_ﬁ) ~/Q§

mit X als den Vektor der Mittelwerte und o als den Vektor der Standardabweichungen der einzel-
nen Messgrofien beziehungsweise Zustinden. Dabei steht der Operator ,,./ “ fiir die elementweise
Division und ist an die MATLAB-Notation angelehnt. Diese Normierung fiihrt fiir normalverteilte
Signale auf einen Wertebereich fiir den sich ein Grofteil der Daten im Bereich [—1, 1] aufhalten.
Bei deterministischen Signalen existiert definitionsgemif} keine Standardabweichung. Dennoch
wird fiir solche Signale in dieser Arbeit gemil} der Gleichung gi = ﬁ Zfil (x; — X)? dieser
Parameter berechnet, um mit den iibrigen Analysen vergleichbar zu sein.

2.2.2 Stellenergie

Bei der Untersuchung der Beispiele in Kapitel 5 wird héaufig die Stellenergie bewertet, welche ein
Regler benotigt. Dazu wird die Gleichung

:m t ((0)%d
E, (1) ;/0 Au;(1)*dt

verwendet, um ein MaB fiir die Stellenergie zu erhalten. Die GroB3e m gibt hierin die Anzahl der
Einginge an. Weiter ist Au; = u; — u; ap der i-te Systemeingang beziehungsweise Regler Aus-
gang, um den Arbeitspunkt u; xp herum. Damit gibt E, (¢) die bis zu einem Zeitpunkt ¢ benotigte
Stellenergie an. Diese Definition wird gewihlt, da beispielsweise in der Elektrotechnik die iiber
einen Widerstand dissipierte Energie proportional zum Integral iiber das Quadrat der daran abfal-
lenden Spannung ist. Ahnliche quadratische Abhiingigkeiten der Leistungen und Energie finden
sich in einer Vielzahl weiterer Teildisziplinen der Physik.
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2.2.3 Operatoren, Eigenfunktionen und Spektrum

Eine zentrale Eigenschaft des in dieser Arbeit besprochenen Koopman-Operators ist seine Linea-
ritdt. Viele lineare Operatoren I, welche auf einem (unendlichdimensionalen) Vektorraum 'V iiber
einen Korper K definiert sind, besitzen nach

Koi = Aig;

Eigenwert/Eigenfunktion Paare (A;, ¢;). Die Menge aller Werte A; wird auch als Spektrum des
Operators K bezeichnet. Im Gegensatz zu linearen Vektorabbildungen y = Ax mit einer Matrix
A € R™" als Operator, welche ein diskretes Spektrum aus genau n Eigenwert/Eigenfunktion
Paaren besitzt (mit einem Eigenvektor als Eigenfunktion), kann das Spektrum allgemeiner linearer
Operatoren K aus unendlich vielen Eigenwerten A; mit zugehorigen Eigenfunktionen ¢; bestehen.
Dies wird anhand des Ableitungsoperators % deutlich. Er besitzt die Eigenwert/Eigenfunktion
Paare (A;, ¢**) mit unendlich vielen Eigenwerten A;.

Dadurch, dass es unendlich viele Eigenwert/Eigenfunktionen Paare gibt, kann es zu verschiedenen
Auspridgungen des Spektrums kommen. Die im Kontext dieser Arbeit wichtigsten sind

e Punktspektren und

e kontinuierliche Spektren.

Das Spektrum o (K) endlichdimensionaler linearer Operatoren K in Form von Matrizen ist, wie
oben erwihnt, als Punktspektrum zu verstehen. Aber auch bei unendlich dimensionalen Opera-
toren kann es zu solchen Punktspektren kommen. Es ist dadurch definiert, dass fiir einen Wert
A € C, der Operator (K — Aid), mit dem Identititsoperator id (im endlichdimensionalen Fall die
Einheitsmatrix I), nicht injektiv ist, es also keine Inverse gibt, beziechungsweise der Kern dieser
Abbildung nicht leer ist. Dann ist A € op (K) Teil des Punktspektrums op des Operators /C und
man nennt ihn Eigenwert [62]. Damit ist die Menge dieser Eigenwerte abzihlbar unendlich.

Besonders problematisch bei der Schitzung endlichdimensionaler linearer Systeme auf Basis des
Koopman-Operators sind die sogenannten kontinuierlichen Spektren. Sie sind streng mathema-
tisch definiert als Werte A € C fiir die (IC — Aid) injektiv, aber nicht surjektiv ist und der selbe
Operator (IC — Aid) ein dichtes Bild in 'V besitzt [62]. Die Menge von Eigenwerten eines Operators
mit einem kontinuierlichem Sektrum ist somit iiberabzédhlbar unendlich.

Besitzt der Koopman-Operator zu einem nichtlinearen System ein kontinuierliches Spektrum
oc (K), so ist dieser praktisch nicht als lineares Zustandsraumsystem mit einer endlichen Dimen-
sion darstellbar [69]. Beispielsweise schitzten Lusch et al. in [69] solche Systeme, indem eine
zusitzliche Hilfsfunktion geschitzt wird. Diese parametriert das linear Zustandsraumsystem in
Abhingigkeit seiner aktuellen Lage im Zustandsraum und umgeht so das Problem, die System-
ordnung erhohen zu miissen. Das in [69] geschitzte Zustandsraumsystem ist allerdings durch die
parametrierende Funktion nicht mehr linear.
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Die beiden besprochenen Klassen von Spektren lassen sich nach den obigen Ausfiihrungen an-
schaulich wie folgt interpretieren. Systeme, welche isolierte, potenziell geddmpfte, sinusformige
Eigenbewegungen durchfiihren, besitzen ein Punktspektrum. Systeme, welche iiber eine konti-
nuierliche Menge an beobachteten Frequenzen verfiigen, besitzen ein kontinuierliches Spektrum
[69, 80]. Diese Menge an kontinuierlich verlaufenden Frequenzen kann beispielsweise durch die
kontinuierliche Verdnderung von Initialzustanden auftreten [80]. Um diese Problematik zu veran-
schaulichen, wird im Folgenden das ungeddmpfte, autonome mathematische Pendel

. X2
2 [—% sin(xl)]

betrachtet. Hierbei beschreibt x; den Winkel des Pendels zur Aufhdngung und x, = x; die zu-
gehorige Winkelgeschwindigkeit. Fiir das Systemmodell wird eine Punktmasse an einem masse-
losen, starren Stab der Linge / = 1m befestigt. Auf das Pendel wirkt die Erdbeschleunigung
g = 9,81 m/s. Dieses Pendel besitzt im ungedimpften Fall die Ruhelagen in x = [k, 0], wobei
diese fiir ungerade k instabil und fiir gerade k grenzstabil sind!.

Abbildung 2.1 zeigt den Verlauf der ersten zwei dominanten Frequenzen der Fast Fourier Transfor-
mation (FFT) einer Messung des mathematischen Pendels in Abhéngigkeit des Anfangszustandes
X1,0 bei x o = 0. Es ist deutlich die kontinuierliche Veridnderung der dominanten Frequenzen zu
erkennen, wonach sich kontinuierliche Spektren charakterisieren lassen [69, 80]. 2

Um ein solches kontinuierliches Spektrum ausreichend gut linear darzustellen, muss die Dimen-
sion des Systems daher sehr grof} sein [69]. Ausgelost durch diese Problematik wird im weiteren
Verlauf der Arbeit angenommen, dass die zu beschreibenden Systeme reine Punktspektren besit-
zen.

1.5 1 1 _==-- T = -
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Abbildung 2.1: Visualisierung der ersten beiden dominanten Frequenzen des mathematischen Pen-
dels in Abhéngigkeit des Anfangszustandes zur Veranschaulichung seines Spektrums bei x; o = 0

1 Grenzstabil bedeutet hierbei, dass eine Dauerschwingung ausgefiihrt wird.

2Im Bereich um x1,0 = 0 fiihrt das Pendel nahezu reine Sinusschwingungen aus, wie Abbildung A.3 im Anhang
zeigt. Der zweite Schwingungsanteil in Abbildung 2.1 im Bereich um x1,o = 0 spielt daher nur eine untergeordnete
Rolle und soll lediglich das Gesamtbild erginzen.
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2.2.4 Pradiktionsinvarianz eines Unterraumes zum Koopman-Operator

Im strengen mathematischen Sinne ist ein Unterraum U < V invariant unter einer Abbildung A4
auf einem Vektorraum "V iiber einem Korper K, wenn es einen Endomorphismus A gibt, fiir den
A(U) € U gilt. Dieser Unterraum wird dann auch A-Invariant genannt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch die ndherungsweise Invarianz besprochen und verwendet.
Sie wurde erstmals in [121] eingefiihrt und in [114] durch Betrachtungen der Steuerbarkeit und
Beobachtbarkeit linearer Systeme charakterisiert.

Da im Rahmen dieser Arbeit nach einem endlichdimensionalen invarianten Unterraum mit dem
Operator K, zu einem unendlichdimensionalen linearen Operator C gesucht wird, soll

lim ——

Jim o [ K, () - K,g, (x(0) ["ar =0

T
fo
gelten. Beide Operatoren entwickeln die ausgewihlten Funktionen g mit der Zeit. Zur besseren
Verstindlichkeit wird zundchst der autonome Fall betrachtet. Die endlichdimensionale Approxi-
mation K, des Operators in Form einer Matrix auf dem ausgewihlten Unterraum muss also die
Funktionen g im quadratischen Mittel exakt priadizieren. Da der wahre Operator U unbekannt ist,
wird die nidherungsweise Invarianz des Unterraumes im Rahmen dieser Arbeit durch die Auswer-
tung des obigen Integrals nach der Riicktransformation betrachtet. Es gilt also folgende Definition.

Definition 2.1 (n&herungsweise Invarianz). Eine endlichdimensionale lineare Approximation des
Operators K in Form einer Matrix K, wird als ndherungsweise invariant zum Operator K bezeich-
net, wenn der Fehler zwischen gemegsenem und geschitztem Zustand x im gesamten betrachteten
Zustandsraum X, im quadratischen Mittel verschwindet, sodass

T

1 2
lim —— H)—xX@)||"dt =0, V X,
R Ix () =x (@) Xq €

gilt.

Dies kann unter Beriicksichtigung von Abbildung 2.2 als Einhaltung eines Abstandes A, bezie-
hungsweise fiir hoher dimensionale Probleme, als Einhaltung einer Grenze der euklidischen Norm
des Prédiktionsfehlers im Zeitintervall Tlim [to, T'], verstanden werden.

—>00

Fiir komplexe nichtlineare Systeme ist eine unendlich lange Pridiktion mit linearen Operatoren
besonders schwierig beziehungsweise in der Realitit nicht umsetzbar. Des Weiteren verkompli-
ziert sich die Suche nach einem System mittels Optimierung fiir sehr lange Horizonte noch weiter.
Daher wird auf Basis von Definition 2.1 eine nidherungsweise Pridiktionsinvarianz definiert.

Definition 2.2 (ndherungsweise Pradiktionsinvarianz). Eine endlichdimensionale lineare Approxi-
mation des Operators K in Form einer Matrix K, wird als ndherungsweise pridiktionsinvariant
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Abbildung 2.2: Visualisierung der niherungsweisen Invarianz [114]

zum Operator C bezeichnet, wenn der Fehler zwischen gemessenem und geschitztem Zustand x
iiber einen Pridiktionshorizont 7, im gesamten betrachteten Zustandsraum X, im quadratischen
Mittel kleiner als eine obere Schranke € ist. Es gilt also

1

t, —lo

/tp X (¢, u(®) =& u@) |x()|*dt <€, Vx,€X,

to

wobei X (¢, u (¢) |x (o)) den geschitzten Zustand zum Zeitpunkt ¢ angibt, der nur mit dem Wissen
des gemessenen Zustandes x zum Zeitpunkt 7y, dem linearen Zustandsraumsystem und mit der im
Intervall [ty, #,] bekannten Anregung u (¢) ermittelt wird.

Dies stellt eine Einschrinkung beziehungsweise eine Aufweichung, der nidherungsweisen Inva-
rianz dar und ist ohne die rechte Seite ,,< €* die Definition des mittleren quadratischen Fehlers
(MSE) fiir kontinuierliche Signale. Fiir diskrete Systeme und Signale wird das Integral durch ei-
ne Summe ersetzt. Diese Definition kann direkt als Optimierungsgrofle zum Training neuronaler
Netze oder allgemeiner Optimierungsprobleme verwendet werden, wie weiter unten in Gleichung
(4.1) angegeben. Eine graphische Darstellung der ndherungsweisen Pridiktionsinvarianz ist in
Abbildung 2.3 gegeben. Definitionsgemal ist die Abweichung beim Startzustand bei # = ¢, null.

X2

Abbildung 2.3: Illustration der niherungsweisen Pradiktionsinvarianz fiir eine Trajektorie im Pha-
senraum fiir ein diskrete Schitzung eines nichtlinearen Systems zweiter Ordnung
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2.3 Identifikationsverfahren

2.3.1 Kilassische Verfahren

Unter klassischen Verfahren werden in der vorliegenden Arbeit Identifikationsverfahren bezeich-
net, die lineare Systemmodelle ohne weitere nichtlineare Transformation der Messgrofen schét-
zen. Sie werden in Kapitel 5 unter anderem als Gegeniiberstellung zu der in Kapitel 4 vorgestellten
Systematik verwendet und werden daher in Kiirze erklirt.

Systemidentifikation mittels Ausgangsfehler

Unter den ersten Ansétzen zur Identifikation dynamischer Systeme waren die Ausgangsfehlerme-
thoden. Sie schiitzen ein lineares Modell in Form einer Ubertragungsfunktion [65]. Die Betrach-
tung dieses Ausgangsfehlers fiihrt in Verbindung mit einem quadratischen Fehlermal} auf ein in
der Regel nicht-konvexes Optimierungsproblem, auch wenn die ARX-Modellannahme erfiillt ist.
Erst durch das Einfiihren einer Pridiktion (durch die Zihler- und Nennerpolynome einer Uber-
tragungsfunktion) ergibt sich der sogenannte Gleichungsfehler, der dann die in Gleichung (2.2)
angegebene einfach zu 16sende Form ergibt.

In Kapitel 5 werden hédufig Systeme mit nur einem Eingang, aber mehreren Ausgédngen betrachtet.
Hierzu wird der bekannte ARX-Ansatz auf solche SIMO-Systeme (Single Input Multiple Output
Systeme) erweitert. Es wird dabei der Fakt genutzt, dass zeitdiskrete reale Systeme mit Halteglied
nullter Ordnung immer eine Differenzordnung von 1 aufweisen [11]. Somit liegt ein System der
Form

b1.n—1 ¢l +by oc

Y
UI (¢) 1+a,_ic— 4. 4aj gc"

: = : (2.1
% (C) bq,n_lc_l-l-...-i-bq!oc_"

1+ay—1c—1+...4aj oc"

vor. Dieses kann iiber den Verschiebungsoperator ¢ (in der Literatur hiufig auch z oder ¢) in
Messkoordinaten

Yik=1 0 Vgk—1
[Vik = Yok]=—[an-1 -+ ao] . : :
Yk al Yik—n - Vqk-n
Yy
bin—1 -+ bgn-
+[uk—1 uk—n] .. :
o bio -+ bgo

oe}
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iberfiihrt werden. Mittels der Vektorisierungsregeln fiir Matrizen kann diese Gleichung zu

a
=[-YT 1 = 2.2
Yo =Y Loyl [VCC@)] (2.2)
Nk gk

umgeschrieben werden. Bei rauschbehafteter Ausgangsgrofle wird Gleichung (2.2) ein additiver
Rauschanteil e, hinzugefiigt. Der groe Vorteil dieser Methode ist, dass man Daten verschiede-
ner Durchlidufe verwenden kann, um dasselbe System zu identifizieren. Hierzu ,,stapelt” man die
Daten der verschiedenen Durchldufe in n und W iibereinander. Der Nachteil dieser Methode ist,
dass es ein sehr restriktives Rauschmodell voraussetzt. Dabei handelt es sich um die sogenannte
ARX-Modellstruktur (AutoRegressive with eXogenous Input). Wird Gleichung (2.2) wieder in die
Form aus Gleichung (2.1) gebracht, so verbleibt ein Rauschterm, welcher das Rauschen ¢, iiber
das Nennerpolynom aus Gleichung (2.1) filtert. Fiir eine biasfreie Schitzung muss das Messrau-
schen diesem gefilterten Rauschsignal entsprechen. Dies wird in der Realitiit meist nicht der Fall
sein, sodass praktisch immer eine biasbehaftete Schitzung vorliegen wird.

Diese Schitzung lisst sich leicht auf den MIMO-Fall (Multiple Input Multiple Output) tibertragen,
indem man im Eingangsvektor einfach weitere Eintrdge fiir die weiteren Eingénge vorsieht und
diese, wie angegeben, mit der Zeit verschiebt.

Dies ist mit den im Folgenden besprochenen Subspace-Verfahren nicht moglich. Hier muss das
System anhand von einem zusammenhingenden Datensatz identifiziert werden. Die Subspace-
Methoden sind dafiir jedoch meist unabhingig von einem restriktiven Rauschmodell, wie es auch
bei der eben vorgestellten Methode der Fall ist.

Schéatzung von Zustandsraummodellen

Zur Schitzung linearer Zustandsraumsysteme stehen eine Vielzahl von Methoden zur Verfiigung.
Auf der einen Seite existieren sogenannte Subspace-Verfahren, die die Messdaten in Unterrdume
transformieren, um so die auftretenden Gleichungen zu vereinfachen und lineare Zustandsraum-
modelle zu schitzen. In der vorliegenden Arbeit wird der sogenannte optimized Predictor Based
Subspace IDentification Algorithmus (PBSID,,) aus [33] verwendet. Diese Wahl ergibt sich aus
vorangegangenen Untersuchungen, in denen diese Methode, im Vergleich mit einer Vielzahl an-
derer Subspace-Verfahren, die besten Ergebnisse auch fiir nichtlineare Systeme liefert [17]. Die
zu wihlenden Hyperparameter dieses Algorithmus sind der Vergangenheitshorizont ppgsip (engl.
past horizon) und der Zukunftshorizont fpgsip (engl. future horizon). Der Parameter ppggip ist fiir
die Biasfreiheit der Schitzung, fpgsip fiir die Pr'aidikti_onsféihigkeit verantwortlich.

Eine andere Herangehensweise lineare Zustandsraummodelle zu schitzen, bietet die Observer
Kalman Filter IDentification (OKID). Bei diesem Verfahren entfillt gegeniiber den PBSID,,; der
Zukunftshorizont, was es leichter einstellbar macht. Die Grundmethodik der OKID ist die Er-
mittlung der sogenannten Markov-Parameter und ist iiber alle ihre Ausprigungen identisch. Die
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verschiedenen Abkommlinge unterscheiden sich in der Ermittlung der eigentlichen Systemmatri-
zen anhand der genannten Markov-Parameter. In dieser Arbeit kommt der sogenannte Eigensystem
Realization Algorithm (ERA) zum Einsatz und fiihrt damit zur OKID-ERA Methode. Der Einfach-
heit halber bleibt die Erwdhnung von ,,ERA* allerdings in den nachfolgenden Untersuchungen und
Beschreibungen aus und die Methode wird kurz OKID geschrieben. Eine umfassende Zusammen-
fassung und Analyse der verschiedenen Ansitze zur Ermittlung eines linearen Zustandsraumsys-
tems mittels OKID ist in [119] gegeben.

Bei beiden Ansitzen, Subspace und OKID, wird ein Zustandsraumsystem in der sogenannten
Innovationsform

Xpt1 = Axy + Bug + Key
Y, = &% + Dy +¢;

unterstellt, welches im Wesentlichen die Zustandsraumdarstellung eines Kalman-Filters mit ei-
ner modifizierten Ausgangsgleichung darstellt. Dabei ist x;, € R” der Systemzustand, u;, € R™
der Systemeingang und ¢, € RY die sogenannte innovation sequence welche ein mit Varianz
o2 normalverteiltes, mittelwertfreies Signal N (0,0) darstellt. Die Matrizen haben jeweils eine,
zu den Vektoren x, u und e passende, Dimension. Die Modifikation der Ausgangsgleichung ist
notwendig, sodass der Ausgang dieses Systems dem des identifizierten Systems entspricht. Dies
ist zudem neben dem linearen Systemansatz die grofite Einschrinkung, da das Rauschen in der
Zustands- sowie Ausgangsgleichung gleich sein muss. Ein speziell gefiltertes Rauschmodell, wie
beim ARX-Modell, bleibt jedoch aus.

Subspace-Schitzverfahren, sowie die OKID eignen sich zusitzlich zur Schitzung einer linearen
Systemordnung anhand einer darin geschitzten erweiterten Kalman-Beobachtbarkeitsmatrix oder
anderer fiir die Systemordnung charakteristischer Matrizen. Diese Eigenschaft kommt im Rahmen
dieser Arbeit zum Einsatz, um einen Startwert fiir die Hyperparametersuche hinsichtlich einer li-
nearen Systemordnung zu erhalten. Nédher wird dies weiter unten in Abschnitt 4.2 erldutert. Die
Auswahl der oben genannten Algorithmen wurde anhand von Voruntersuchungen hinsichtlich ih-
rer Fahigkeit fiir die besprochene Ordnungsschitzung, sowie ihrer Schitzfahigkeit getroffen [17,
104].

(Extended) Dynamic Mode Decomposition

Ein weiteres Verfahren, welches insbesondere im Kontext der Identifikation von Koopman-Ope-
ratoren zum Einsatz kommt, ist die (extended) Dynamic Mode Decomposition ((€)DMD). Die
DMD geht auf Schmidt [100] zuriick, welcher das Verfahren unabhingig von der Theorie des
Koopman-Operators entwickelte. Zeitnah zur Entwicklung der DMD konnte ein Zusammenhang
zum Koopman-Operator hergestellt werden [97, 122].

Die Grundidee der DMD ist es, anhand einer Vielzahl von Messgrofen die (autonome) Zustands-
gleichung im Sinne der kleinsten Quadrate zu 16sen. Dies geschieht meist ausschlieBlich fiir den
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zeitdiskreten Fall, da Messdaten meist in Form von (dquidistanten) Messpunkten vorliegen. Im
Verlauf der DMD werden einzelne Moden identifiziert, die anschaulich zur Ordnungsreduktion
verwendet werden konnen, indem nur die signifikantesten Moden im Sinne der Singuldrwert-
Zerlegung beriicksichtigt bleiben. Im Kontext einer Systemidentifikation einer Vielzahl von realen
Systemen wird diese Ordnungsreduktion jedoch héufig nicht bendtigt, wenn Zustandsraumsyste-
me mit niedriger Ordnung identifiziert werden.

Die eDMD bringt die Koopman-Theorie weiter mit der DMD zusammen [122]. Die Idee ist hier,
ausgewdhlte Funktionen der Zustdnde (Observables) als Zustinde zu verwenden, so wie es die
gingige Vorgehensweise bei der Identifikation eines Koopman-linearen Systems ist. Das identifi-
zierte System kann dann beispielsweise zur Berechnung von linearen Zustandsreglern auf Basis
dieser Koopman-linearen Modelle verwendet werden. Fiir eine eingehende mathematische Erlédu-
terung der DMD und eDMD sowie der Erweiterung der DMD um einen Eingang sei auf [92, 100,
122] verwiesen.

Die Modellqualitit ist jedoch sehr stark abhidngig von den gewéhlten Observables, sodass bei ei-
ner ungeeigneten Wahl sehr schlechte Ergebnisse, bei einer geeigneten Wahl aber auch sehr gute
Ergebnisse erreicht werden konnen. Um dieser Problematik zu begegnen, wird in dieser Arbeit
eine randomisierte Version der eDMD verwendet. Aus einer Vielzahl von Ansatzfunktionen wer-
den zufillig n, > n Funktionen ausgewihlt, und damit eine eDMD durchgefiihrt. Dies geschieht
mehrfach, sodass sich mehrere Systeme mit jeweils anderen Observables ergeben. Die Auswahl
des besten Modells geschieht dann iiber den kleinsten Pridiktionsfehler gemadll Definition 2.2.
Diese Ansatzfunktionen umfassen im Rahmen dieser Arbeit Polynome bis zur Ordnung fiinf, tri-
gonometrische Funktionen von Zustidnden oder Produkte von Zustidnden, sowie Produkte dieser
Ansatzfunktionen. So kann beispielsweise eine Observable g1 (x) = x7x2sin (x;x7) ein Teil die-
ser Observables sein.

2.3.2 Kiinstliche neuronale Netze

Da in der Literatur bereits eingehende Erlduterungen zur Funktionsweise kiinstlicher neuronaler
Netze vorhanden ist, soll an dieser Stelle nur auf einen kleinen Teilbereich des Trainings einge-
gangen werden, der fiir die vorliegende Arbeit von besonderem Interesse ist. Fiir eine Erkldrung
der Grundlagen sei auf [3] verwiesen.

Einer der Hyperparameter, also der Parameter, die vom Benutzer zu wihlen sind, ist die soge-
nannte Batch Size b. Diese gibt die Anzahl an Messpunkten an, die fiir einen Trainingsschritt
verwendet werden. Die Anzahl der Trainingsschritte Nt unterscheidet sich von den Trainingsepo-
chen e genau um die Anzahl an Batches ng und es gilt somit Nt = ng - e. Im Allgemeinen ist die
Optimierung eines kiinstlichen neuronalen Netzes stets ein nicht konvexes Optimierungsproblem
[3]. Die Verringerung der Batch Size kann dabei helfen, aus flachen Gebieten und lokalen Minima
des Optimierungsgebietes herauszulaufen [123].

Die Relevanz der ,.korrekten* Wahl der Batch Size zeigt ein einfaches Beispiel fiir die Approxima-
tion der Funktion f (x) = x2. Fiir ein einfaches Multilayer Perceptron (MLP) mit zwei verdeck-
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ten Schichten mit je drei Neuronen, einer elu (x) Aktivierungsfunktion und einer Ausgangsschicht
mit linearer Aktivierungsfunktion kann bereits eine gute Niherung fiir diese einfache Funktion
mit N = 2.000 gleichverteilten Messpunkten im Bereich von [—2, 2] gefunden werden. Fiir die
Optimierung werden zehn Durchlidufe mit jeweils unterschiedlichen Startgewichten gewihlt. Als
Verlustfunktional wird der quadrierte Ausgangsfehler definiert.

Abbildung 2.4 zeigt das Ergebnis der gemittelten Verlustfunktionale iiber alle Trainings hinsicht-
lich der Trainingsschritte N1, sowie der Trainingszeit. Der Verlauf iiber die Epochen ist nicht dar-
gestellt, da dies ein verzerrtes Bild abgibt. Hinsichtlich der Epochen konvergiert dieses Beispiel
tatsdchlich schneller zu gleichen Ergebnissen. Relevanter ist jedoch die eigentliche Trainingszeit
beziehungsweise die echten Trainingsschritte, da mit einer geringeren Batch Size mehr Trainings-
schritte in der gleichen Anzahl an Epochen durchgefiihrt werden.
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Abbildung 2.4: Veranschaulichung des Effektes von verschiedenen Batch Sizes

Es ist klar ersichtlich, dass hinsichtlich der Trainingszeit sowie der effektiven Trainingsschritte
fiir die meisten kleinen Batch Sizes b < N ein umgekehrtes Verhalten eintritt, da mit kleiner
werdender Batch Size eine Konvergenz zu dhnlichen Ergebnissen erst spiter eintritt. Fiir diese
Untersuchung tritt daher meist keine schnellere Konvergenz ein, wie sie in [46, 56] festgehalten
wird. In den genannten Verdéffentlichungen wird allerdings lediglich der Verlauf iiber die Epochen
betrachtet. Es kann fiir dieses einfache Beispiel jedoch tatsichlich eine leichte Verbesserung und
schnellere Konvergenz des Modells erreicht werden, wenn sich die Batch Size in einem mittleren
Bereich befindet.

Bei der gleichen Anzahl an Epochen erhoht sich jedoch die Optimierungsdauer mit der Verrin-
gerung der Batch Size. Daher muss insbesondere in praktischer Hinsicht darauf geachtet werden,
diesen Parameter nicht zu klein zu wihlen beziehungsweise die Anzahl an Epochen anzupassen.
Fiir den in dieser Arbeit verfolgten Ansatz kann die Batch size jedoch nicht nur aufgrund der
Optimierungszeit, sondern auch aus systemdynamischen Griinden nicht beliebig klein gewihlt
werden. Ist sie zu klein, geht die allgemeine Giiltigkeit iiber alle Trajektorien beziehungsweise
iiber einen lingeren Zeithorizont, verloren. Wie sich dieser Parameter auf eine in der vorliegenden
Arbeit durchgefiihrte Schitzung bei einem anderen Modell auswirkt wird weiter unten beleuchtet.
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2.3.3 Modellvalidierung

Grundsitzlich werden ermittelte Modelle mittels der in Definition 2.2 angegebenen Fehlergrofe
validiert. Wichtig ist hier anzumerken, dass dies immer mit in der eigentlichen Schétzung nicht
verwendeten Daten durchgefiihrt wird. Fiir Schitzungen mit ,,klassischen* Verfahren reicht eine
Aufteilung in Identifikations- und Testdaten aus. Bei der Schétzung mittels neuronaler Netze ist je-
doch eine Dreiteilung erforderlich. Die Netze werden wihrend des Trainings mit einem Trainings-
datensatz trainiert und mit einem Validierungsdatensatz validiert, da die Optimierung anhand der
Bewertung der Validierungsdaten abgebrochen wird. Fiir die eigentliche Validierung des Modells
werden im Anschluss sogenannte Testdaten verwendet, die nicht Teil der Optimierung sind. Dies
ergibt abschlieBend ein aufschlussreiches Bild, ob das Modell das Systemverhalten ausreichend
gut widerspiegeln kann und das Modell nicht iiberméBig auf die Trainings- und Validierungsda-
ten angepasst wurde. Eine solche starke Anpassung auf die im Training involvierten Daten wird
allgemein als Uberanpassung beziehungsweise overfitting bezeichnet.
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3 Der Koopman-Operator

Das Ziel des nun folgenden Kapitels soll es sein, eine theoretische sowie verstindliche Basis fiir
den Koopman-Operator zu schaffen und insbesondere Konzepte fiir angeregte Systeme zu erar-
beiten. Um einen anschaulichen Einstieg in die Theorie des Koopman-Operators zu ermoglichen,
wird sie im Folgenden zunichst fiir autonome Systeme erldutert.

3.1 Koopman-Operator autonomer Zustandsraumsysteme

Der nun folgende Abschnitt beschreibt den Koopman-Operator fiir autonome Systeme. Im Zuge
dessen werden Sitze hergeleitet, die auch fiir die Anwendung bei Systemen mit einem Eingang
beziehungsweise fiir geregelte Systeme von grof3er Wichtigkeit sind. Dazu gehodren unter anderem
die Ubertragbarkeit von Eigenschaften wie der Stabilitiit eines nichtlinearen Systems und seines
Koopman-linearen Modells sowie weiterer Analogien aus dem Kontext linearer Zustandsraum-
systeme.

Fiir nichtlineare Systeme der Art
x=f(x) (3.1

mitx € X € R” und f : X — X oder ihrem zeitdiskreten Pendant

Xerr = £(xp) (3.2)

existiert ein linearer Operator &, welcher gemél der Gleichung

K'g (x (1)) = goS(t,x(t)) (3.3)

fiir zeitkontinuierliche beziehungsweise

Kkg (x) = g0S (k,x;) (3.4)

fiir zeitdiskrete dynamische Systeme sogenannte Observables g (x) : X, — Z mit X, C X und
Z C R, auch Messfunktionen genannt, linear mit der Zeit entwickelt>. Die mit r indizierten Riiu-
me kennzeichnen einen reduzierten beziehungsweise eingeschrinkten Raum des Zustandsraums

3Der Operator ,,0“ beschreibt eine Funktionskomposition und ist definiert iiber g o f = g (f).
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X, fiir den ein ndherungsweise invarianter Unterraum zum Koopman-Operator gefunden werden
kann. Die Groe S in den Gleichungen (3.3) und (3.4) gibt die Losung der Systemgleichung
(3.1) respektive (3.2) des dynamischen Systems an (engl. Solution) und wird in der Literatur auch
hiufig mit dem Begriff Flow des Systems bezeichnet*. Diese Observables sind dabei Teil eines

Hilbertraums”.

Definition 3.1 (Hilbertraum [8, S. 1177]). Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum auf dem ein Ska-
larprodukt definiert ist und der beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Norm vollstindig
ist.

Die nichtlineare Dynamik des Systems wird somit in einen unendlichdimensionalen Hilbertraum
mittels der Observables g (x) transformiert, sodass die Dynamik in diesen neuen Koordinaten
mittels des Koopman-Operators K linear beschrieben werden kann.

Um die grundsitzliche Idee des Koopman-Operators zu veranschaulichen, sei das folgende Bei-
spiel angegeben, welches aus [23] entnommen ist. Das System

% = [ pa ] (3.5)

A(xy — x7)

. . T o
kann mit einer endlichen Anzahl an Observables g, x)=z= [xl, X, xlz] durch Substitution,
linear zu -

nw 0 0
z=|0 A —A|z (3.6)
0 0 2u

geschrieben werden. Die dritte Gleichung ergibt sich durch das Ableiten des dritten, kiinstlichen
Zustands (der Observable) z; = x?, denn es gilt Z3 = 9 (x?) /97 = 2x1X; = 2ux? = 2uz3. Die
Systemmatrix aus Gleichung (3.6) wird dabei Koopman-Matrix genannt.

Fiir eine visuelle Darstellung der Anhebung der Ordnung sei Abbildung 3.1 angegeben. Man sieht,
wie sich die eigentlich nichtlineare Dynamik durch die Erweiterung des Zustandes nun dynamisch
linear beschreiben lisst, wenn die kiinstliche Koordinate z; = x7 hinzugenommen wird. Dies gilt
jedoch nur, solange die Anfangszustinde konsistent mit den Observables sind. Beispielsweise ist
ein Startzustand z, = [2, 1, 3] # [2, 1, 22] nicht zuldssig, da der kiinstliche Zustand z; = xlz
einen Startwert von z3 o = xlz,o = 4 bei x1,0 = 2 vorgibt.

Der Koopman-Operator lédsst allerdings nur in sehr seltenen, und meist akademischen Beispielen
wie im obigen Fall analytisch, allgemein giiltig und in Form eines linearen Zustandsraumsys-
tems schreiben. Er kann jedoch im Rahmen einer Systemidentifikation anhand von Messdaten in

“Fiir zeitdiskrete Systeme gibt die Systemgleichung (3.2) bereits die Zeitlosung an, sodass S (k,x;) = f(x;) gilt
SFiir die Eigenfunktionen des Koopman-Operators, aus denen die Observables gebildet werden konnen, gilt selbst
verstidndlich das gleiche. Die Eigenfunktionen sind Gegenstand des nachfolgenden Abschnittes.



3.1 Koopman-Operator autonomer Zustandsraumsysteme 27

Abbildung 3.1: Autonome Beispieltrajektorie des Systems (3.5) mit u = —1,A = —=0,1, 8 = 1
sowie einem Anfangszustand von z, = [2,5, 2, 2,52] =[2,5, 2, 6,25]

Form einer Matrix geschitzt werden. Dies wird weiter unten auf Seite 28 in diesem Abschnitt
genauer beschrieben. Der wesentliche Unterschied zu anderen Verfahren zur Beschreibung bezie-
hungsweise Identifikation von dynamischen Systemen ist somit die Formulierung der gemessenen
Zustinde in anderen Koordinaten und einer moglicherweise damit einhergehende Ordnungserhd-
hung, wie das obige Beispiel zeigt. Die nichtlineare Dynamik wird somit bei der Verwendung
des Koopman-Operators durch die nichtlineare Transformation in Form der Observables und ei-
ne lineare dynamischen Entwicklung dieser Observables in einem unendlichdimensionalen Raum
,eingetauscht. Ausgangsfehlermethoden oder Subspace-Verfahren fiir die Identifikation von be-
schrinkt geltenden linearen Modellen im Zustandsraum, oder beispielsweise die Sparse Identi-
fication of Nonlinear Dynamics (SINDY) ([24, 25, 72, 95]) fiir die Identifikation nichtlinearer
Modelle, verbleiben im Kontrast dazu in den Messkoordinaten beziehungsweise (linear transfor-
mierten) Zustandskoordinaten.

Wie viele andere, bereits in Abschnitt 2.2.3 beschriebene, lineare Operatoren besitzt auch der
Koopman-Operator Eigenfunktionen ¢; (x) : X, — P € C in Form von Funktionalen, fiir die

@i (X) = Aipi (X) (3.7

in zeitkontinuierlichen beziehungsweise

Gik+1 (Xpr1) = Aia@ik (x4) - (3.3)
im zeitdiskreten Fall gilt. Durch die Einschrinkung auf Systeme mit reinen Punktspektren exis-

tieren von diesen Eigenfunktionen abzihlbar unendlich viele, was der Index i verdeutlichen soll.
Diese Eigenfunktionen spannen den Hilbertraum

H = span{gi, ¢2,...}

auf, in dem der Koopman-Operator K agiert. Fiir alle diese Eigenfunktionen muss fiir die Invarianz
Ke; € P gelten [27].
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Anhand der Gleichungen (3.7) und (3.8) ist direkt die Eigenschaft von Eigenfunktionen ersicht-
lich. Jede Eigenfunktion ¢; (x) kann iiber einen exponentiellen oder einen sinusférmigen Verlauf
oder durch eine Mischung beider Verldufe dargestellt werden [80, 97]. Hat man des Weiteren min-
destens eine Eigenfunktion gefunden, so konnen hieraus unendlich viele weitere abgeleitet wer-
den. Das Produkt zweier Eigenfunktionen ¢; und ¢, zeitkontinuierlicher Koopman-Operatoren
mit zugehorigen Eigenwerten A; und A, ergibt eine neue Eigenfunktion ¢; - ¢, mit Eigenwert
A1+ Ay, wie sich durch Einsetzen in Gleichung (3.7) tiberpriifen l4sst. Fiir zeitdiskrete Koopman-
Operatoren ldsst sich analog der Eigenwert A - A, zur Eigenfunktion ¢; - ¢, berechnen, wie eine
kurze Zwischenrechnung mittels Gleichung (3.8) zeigt.

Da ¢; (x) Eigenfunktionen des Koopman-Operators sind und sich in dieser Arbeit auf Systeme mit
reinen Punktspektren beschrinkt wird, konnen die Observables g aus Gleichung (3.3) als Summe
von Eigenfunktionen

g =) &g (x (3.9)
i=1

geschrieben werden. Dabei sind g; € R Gewichte, welche die Aufteilung der Eigenfunktionen auf
die unterschiedlichen Observables beschreiben. Durch die lineare Natur des Koopman-Operators
ist es daher moglich, nichtlineare Systeme als lineare Systeme zu behandeln. Somit existiert ein
Konzept, mit dem man nichtlinearen Systemen lineare Moden zuordnen kann. Der grof3e Vorteil
dabei ist, dass dadurch eine Methode erarbeitet werden kann, mit der es moglich ist, nichtlineare
Systeme mit linearen Konzepten zu analysieren und, wie spéter gezeigt wird, mit linearen Rege-
lungsansitzen zu regeln.

Die positive Eigenschaft der Linearitit bringt jedoch den Nachteil der nichtlineare Transformation
der Eigenfunktionen beziehungsweise der daraus ableitbaren Observables und einer unendlichen
Dimension des Koopman-Operators mit sich. Die nichtlineare Transformation ist, solange sie be-
kannt oder zumindest identifizierbar ist, jedoch hochstens in praktischer Hinsicht ein Nachteil. Die
unendliche Dimension hingegen macht die praktische Anwendung dieses Konzeptes zunichst un-
moglich. Daher wird nach einem n. > n dimensionalen, (ndherungsweise) invarianten Unterraum
Z, € R" zum Koopman-Operator K gesucht, sodass dieser Operator als Matrix K, dargestellt wer-
den kann. Die Dimension 7. beschreibt dabei die erweiterte Systemordnung. Damit ergibt sich die
Gleichung

§,=K,g (3.10)

Z

mit dem Observable-Vektor g : X — Z und der Koopman-Matrix K, . € R"*" : Z — Z. Diese
zeitkontinuierliche Zustandsr_afumdarstellung ergibt sich anhand von éleichung (3.3) mittels eines
sogenannten infinitesimalen Generators K der Einparametergruppe zum Koopman-Operator /C,
welcher liber eine skalare Observable mit
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K'g-g | 8°5S—¢

. =/€ =i
g (x) g (x) lim —= lim ;

definiert ist [74]. Fiir den zeitdiskreten Fall gilt analog

gz,k+1 - Ké;,k’

was sich direkt aus Gleichung (3.4) ableiten lidsst. Gleichung (3.9) ldsst sich dann mit einer endli-
chen Anzahl an Eigenfunktionen zu

g, 0~ ) §¢i 3.11)
i=1

mit dem Gewichtungsvektor gi € R" schreiben. Durch die Limitierung auf n. Eigenfunktionen
kann eine Observable, welche Gleichung (3.3) beziehungsweise (3.4) erfiillt, nur noch approxima-
tiv ermittelt werden®. Da der Koopman-Operator, anschaulich gesprochen, nach Gleichung (3.3)
auch die Zeitlosung einer Eigenfunktion angibt, gilt

Klgi (x) = eM'p; (x). (3.12)

fiir den zeitkontinuierlichen, respektive

Kroi (x) = AFg; (x).

fiir den zeitdiskreten Fall. Wird der Koopman-Operator auf Gleichung (3.11) angewendet und
Gleichung (3.12) beachtet, so ergibt sich

K'g (x(t0) =g, (x (1) = )& ¢i (x(r0)) ™. (3.13)
i=1

ne
Diese Darstellung wird auch Koopman Decomposition mit dem Koopman-Tripel {k,v, ©i, gi}
=i)i=1
genannt7 [79]. Dabei wird gi hiufig auch als Koopman-Mode bezeichnet.

Die Zeitlosung von Gleichung (3.10) ergibt sich nach Gleichung (A.1) zu

ODies geht mit der Definition eines niherungsweise invarianten Unterraumes (zum Koopman-Operator) einher,
wie er in Abschnitt 2.2.4 beschrieben wird.

o0

TIm Allgemeinen schreibt man das Koopman-Tripel ohne Einschrinkung der Dimension zu {ki, ©i, gi}. . Da
1=

an dieser Stelle die Projektion auf einen endlichdimensonalen Raum bereits vorgenommen wurde, wird das Tripel in

seiner Anzahl limitiert.
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g (x(0) = iziw?gz (x (19)) ¥ (710, (3.14)
2 L Ni%iE,

Beim Vergleich der Gleichungen (3.13) und (3.14) ldsst sich feststellen, dass sich mittels des Pro-
duktes aus Linkseigenvektoren w; und Observable-Vektor g eine Abschitzungen fiir die (ska-
lierte) Eigenfunktionen ¢; (x (f)) und mit v; eine Approximation der Koopman-Moden angeben
lasst, wenn die Realisierung des Koopman-Operators in Form der Koopman-Systemmatrix K,
zusammen mit seinen Observables vorliegt [78]. Formell ldsst sich dies zu B

goix() = v, wig (x(1)) (3.15)
! h—‘ p— -4

8/ i)
mit a € C darstellen. Die Ableitung von Eigenfunktionen aus Observables gilt analog fiir zeitdis-
krete Systeme, wie

g, (x) = ) viwig (x(t0) Af.
i=1

und

ne
STENED
j=1

zeigen.

Fiir das Beispiel aus Gleichung (3.6) lassen sich mit der in Gleichung (3.15) angegebenen Schiit-
zung fiir die Eigenfunktionen sogar die exakten Eigenfunktionen anhand der ermittelten Koopman-
Matrix schitzen. Zwei der Eigenfunktionen des Koopman-Operators zum System aus Gleichung
(3.5) sind mit ¢; = x; mit Eigenwert  und ¢, = x, — ﬁx% mit Eigenwert A aus [54]
bekannt und lassen sich leicht anhand von Gleichung (3.7) validieren. Dass z; = Xx; eine Ei-
genfunktion ist, ldsst sich direkt anhand von Gleichung (3.6) durch den Diagonaleintrag in der
ersten Zeile erkennen. Die zweite Eigenfunktion kann mit Gleichung (3.15) berechnet werden®.
Ermittelt man den Linkseigenvektor zum Eigenwert A der obigen Systemmatrix, so erhélt man

T
W, = a- [0, 1, ﬁ] mit einer beliebigen Zahl ¢ € R. Fiir a = 1 gilt fiir die Abschitzung
A

der Eigenfunktion ¢ = w}gz = X2 — 325
genfunktion zum gegebenen Eigenwert A. Dass bei diesem Beispiel die exakten Eigenfunktionen

xl2 = ¢,. Dies entspricht exakt der bekannten Ei-

8Alternativ konnen die Eigenfunktion auch mittels des Modellansatzes ¢ = ayx; +ax, + a;xf iiber die partielle
Differenzialgleichung Vi (x) f (x) = Ag (x), die sich mittels der Kettenregel aus Gleichung (3.7) ableiten lisst,
herleiten.
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geschitzt werden liegt ma3geblich daran, dass fiir das gegebene System ein endlichdimensiona-
ler, invarianter Unterraum zum Koopman-Operator existiert. Dieses Beispiel zeigt, dass der Schritt
der Ordnungserhohung gegebenenfalls umgangen werden kann, wenn die Eigenfunktionen selbst
anstatt der Observables verwendet werden.

In [78, S. 21] findet sich ein weiteres Beispiel mit einem approximierten Unterraum fiir ein ge-
gebenes nichtlineares System, zu dem ein solcher invarianter Unterraum gefunden werden soll.
Fiir die darin gegebene Approximation findet sich eine Anniherung, welche allerdings nur eng
um 0 herum giiltig ist. Fiihrt man fiir das dort gegebene Beispiel bei gegebenen Parametern die
Approximation weiter als die dargestellten vier Basisfunktionen, so wird die Schitzung schlech-
ter. Dies ist ein anschauliches Beispiel dafiir, dass es bei der Schitzung eines ndherungsweise
invarianten Unterraumes zum Koopman-Operator nicht ausreichend ist, schlicht méglichst viele
Basisfunktionen zu verwenden. Es miissen vielmehr die richtigen sein, die zur Approximation an-
gesetzt werden, da es sonst gar zu einer schlechteren Abschidtzung kommen kann, als mit weniger
Ansatzfunktionen. Fiir den Fall n. — oo ist die Darstellung jedoch exakt, wie es die Theorie des
Koopman-Operators vorgibt [58, 73].

Durch die Anhebung der Dimension des Zustandsraumes kann der Koopman-Operator auch als
umgekehrte Operation zur Ordnungsreduktion (beispielsweise nach Lohmann [66]) aufgefasst
werden, da bei der Ordnungsreduktion Zustinde weggelassen werden, ohne einen gewissen Fehler
zu iiberschreiten. Der Koopman-Operator hingegen versucht die Pridiktionsfihigkeit als lineares
Zustandsraummodell zu erhohen, indem er die Modellordnung kiinstlich anhebt, beziehungsweise
nichtlinear transformiert.

3.1.1 Zusammenhang zwischen der Stabilitat nichtlinearer Systeme und ihren
Koopman-linearen Systemen

Die Koopman-Linearisierung eines nichtlinearen Systems beschreibt exakt das nichtlineare Sys-
temverhalten. Somit miissen auch systemdynamische Eigenschaften, wie beispielsweise Stabi-
litdt, beider Darstellungen ineinander iiberfiihrbar sein. Dass dies fiir zeitkontinuierliche Syste-
me erfiillt ist, wurde bereits in diversen Veroffentlichungen gezeigt [71, 78]. Dieser Abschnitt
beschiftigt sich mit der Fragestellung, wie diese Konzepte auf zeitdiskrete Systeme iibertragen
werden konnen. Dies ist insbesondere deshalb wichtig, weil in der Identifikation von Koopman-
Linearisierungen nahezu ausschlieBlich zeitdiskrete Systeme geschitzt werden.

Liegt kein Schitzfehler in der Dynamik im Koopman-Raum, sowie in der Transformation der
Zustinde durch die Observables vor, so ldsst sich eine sehr simple Stabilititsaussage anhand
der Lyapunov-Stabilititstheorie ableiten, wie in Anhang A.1.2 aufgefiihrt ist. Meist wird bei der
Schitzung von Koopman-Linearisierungen jedoch ein Fehler existieren. Fiir die weiteren Betrach-
tungen wird Gleichung (3.2) mit einer Koopman-Approximation zu

Xpt1 =8, (KzgZ (&k)) + &m (%) (3.16)
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definiert. Dies ist keine Einschrinkung, da der Fehlerterm € ; (x;) sdmtliche Fehler zusammen-
fasst. Des Weiteren wird die Schitzung der Umkehrfunktion gz € Z — X, fehlerbehaftet sein,
sodass -

(%Z ° %Z) (Z1) = 2 + €, pans (1) - (3.17)

gilt. Der Raum X, stellt dabei einen Unterraum zu X, dar, fiir den die Koopman-Linearisierung né-
herungsweise (Priadiktions-)Invariant ist?. Gleichung (3.16) wird mittels der Zustandsobservable
zu

g () =g, (2, (Ke, x0) + € (x)) (3.18)

geschrieben. Unter Zuhilfenahme der Abkiirzung X, | = g (Kéz (§k)) sowie der Taylorreihen-

Approximation von g (x¢.,) in Gleichung (3.18) um X, , ; ergibt sich der Ausdruck!©

g, (§k+1) =g, (Xk+1) + ngz (Xx) (§k+1 - Xk+1) + R (xz)

=K, 8, (Xp) + € mans (%) + Vi, (%50) € (xp) + R (x0) (3.19)
=K,g, (%) +e(X0) -

Somit konnen sdmtliche, im nichtlinearen Modell vorhandene, Fehler zu einem Gesamtfehler
€ (x;,) im Koopman-Raum zusammengefasst werden. Fiir die Stabilitit von Koopman-Linearisie-
rungen mit einem Fehler gilt mit den obigen Ausfiihrungen der folgende Satz.

Lemma 3.2 (Stabilitat zeitdiskreter Koopman-Linearisierungen 1, [5]). Sei g x) : X; > Z mit
X, C R" und Z C R” mit n, > n ein Vektor von Observables des Zustandes mit g (0) = 0. Sei
g, (§k+1) = Kﬁz (Xg) + € (1)

eine fehlerbehaftete Koopman-Linearisierung zu einem diskreten, nichtlinearen dynamischen Sys-
tem nach Gleichung (3.2). Besitzt K, nur Eigenwerte })\ (K;)

< 1, so gilt die Lyapunov-Gleichung

KQK, —Q = —P.

Weiter sei V (x;) = g (§k)T %Z (x4) eine Lyapunov-Funktion fiir das Koopman-lineare Zu-
standsraumsystem. Gilt mit ||€ (0)[|, = 0 die Ungleichung

9Die praktische Einhaltung eines kleinen Transformationsfehlers ist Teil von Kapitel 4.
10per in Gleichung (3.19) zusammengefasste Fehler € (x;) hidngt unter anderem vom Gradienten V&EZ von g ab.
Dies kann gegebenenfalls zu groen Fehlern in bestimmten Bereichen des Zustandsraumes fithren. - -
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sup HE(&)H <a.
Vx; €X\{0} ng (§k)H

[

im Sinne von Lyapunov.

2
mtl <a < — HKZ + %, dann ist das nichtlineare zeitdiskrete System stabil
= 2 max

Beweis. Es gilt offensichtlich V' (0) = O und V (x;,) > 0V x # 0. Um eine zeitdiskrete
Lyapunov-Funktion zu sein, muss weiter

4 (§k+1) —V(x) <0

gelten. Mit Gleichung (3.19) gilt

V (sa1) = V 0 = (K, (0 e () Q(Kpg, (xp) + € (50)) — g, (50" Qe (x0)
=g, (x,)' KJQK,g (x¢) +2g (x,)" KjQe (x,0) + € (x0)" Qe (x)
—g, (x)" Qg (%)
=g, ()" (KIQK, — Q) g, (x¢) + 22, (x,)" K Qe (x) + € (x,)" Qe (x,)
=—g, (x0) Pg, (x¢) +2g, (x)" K7Qe (x,) + € (x0)" Qe (x,)

< hain ®) e, G0 + A (Q) € () 3+ 22, (30 KIQe ().

Der letzte Term ldsst sich mit der Chauchy-Schwarz Ungleichung

28, (x0) KIQe () = 2 [K,g, ()] Qe (xy)]],

< 2 (Q) [ 50 [,

.0,

nach oben abschitzen, wobei HKZ die Spektralnorm der Matrix K, ist. Mit
z|, z

H§ @k)Hz <o ng (§k)H2 gilt dann

V (5p01) =V 050 =~ e ®) 2, 00|+ (@) [ 5002

+ 22max (Q) [l€ (xp) |,

K,

g, (X¢)

2 2

< (S () + A (Q)@* + 2t (@) [ K| ) g, 0| <01
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Diese Ungleichung ist genau dann erfiillt, wenn die additive Losung der quadratischen Gleichung
fiir o herangezogen wird!!. Diese ergibt sich zu

i, )+

Hilt der Dynamikfehler € gegeniiber den Observables diese obere Fehlerschranke ein, dann ist

mm (P)
max Q) .

das nichtlineare System stabil im Sinne von Lyapunov mit der Lyapunov-Funktion V (x;) =
g, (x0)" Qg (x,). O

Der im obigen Lemma angegebene Fehler € (x;) kann iiber Messungen nach Gleichung (3.19) zu

e(x) =g, (1) —Kpg (x0)

ermittelt werden. Es handelt sich damit um den Fehler, welchen das geschitzte System in einem
Zeitschritt macht.

Eine weitere Herangehensweise die Stabilitit zeitdiskreter nichtlinearer Systeme mittels ihrer
Koopman-Linearisierungen nachzuweisen bietet das folgende Lemma, welches das zeitdiskrete
Pendant zu [78, S. 53, Proposition 2.4] darstellt.

Lemma 3.3 (Stabilitat zeitdiskreter Koopman-Linearisierungen Il). Sei g x) : Xy > Zmit X, C R”
und Z C R” mit n. > n ein Vektor von Observables des Zustandes mit g (0) = 0. Sei

g, (Xi41) = K,g, (x0) + € (x5) (3.20)

eine zeitdiskrete Koopman-Linearisierung eines Systems nach (3.2) mit einem Dynamikfehler
€ (x). Wenn ein y > 0 existiert, sodass

(%)

1
< — (3.21)
Hoo 7V

und

le xol, _

sup (3.22)

Dje subtraktive Losung quadratischen Gleichung fiir « fiithrt auf ein @ < 0, was gemif der Definition ” €(xg) ” s =

o ng (xz) H2 nicht sinnvoll wére.
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gilt, wobei X, positiv invariant ist, dann besitzt das System eine Lyapunov-Funktion
V(x) =g (x) Qg (x¢) mit V (0) =0,V (x) > 0V x #0,Q = diag ([g1, ... gn.]) > 0 und
Aj (9) # 1miti €1, ..., ne.

Beweis. Fiir den Nachweis der Stabilitdt nach Lyapunov muss

v (§k+1) —V(x) <0

gelten. Mit (3.20) ergibt sich somit

V (i) =V 0 = (K, (5 + e 00) Q (Kpg, (50 + € (50)) — £ (54) Qe ()
=g (x;) (&9&; — 9) g, (%) + €2 (%) Qez (%) + 26" (x,) QK8 (x)

—dy <0
(3.23)

Der letzte Term in Gleichung (3.23) wird mittels

T

((I —Q)exp—(1-Q) " QK,g, (zk))
((1 Q) e(x) — (I 9)_1/291—<é; (ﬁk)) >0

nach oben abgeschitzt. Die darin enthaltenen Wurzelmatrizen existiert immer, solange die Matrix
invertierbar ist [43]. Die Losung kann komplex sein und muss nicht eindeutig sein, was an dieser
Stelle jedoch nicht wichtig ist. Somit ergibt sich jedoch die Einschridnkung der Eigenwerte von Q.
Ausmultipliziert ergibt der obige Ausdruck

€ () ([-Qe(x) +g () K, Q(I- Q)" QK,g (x) = 26’ (x,) QK,g ().

Diese Abschitzung wird in Gleichung (3.23) eingesetzt und fiir die Stabilitidtsuntersuchung gilt
also fortan

dy <g" (%) (K,QK, ~ Q) g, (%) + €T (x¢) QeT (x)
+€"(x0) ([- Q) e (x) + ¢! (30 K]Q(I- Q) QK g (x)
=g’ (x) (K,QK, - Q+KIQ(1-Q) " QK,) g, () + " (x5
=g’ (x) (K,QK, - Q+KIQ(1-Q) ' QK, +*I) g, (¥

+eaoli -2 e, 0]
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Wenn Q die Losung einer Lyapunov-Gleichung ist, was hier vorausgesetzt wird, dann entfallt
der erste Term der letzten Gleichung wenn die Ungleichung (3.21) gilt, wie in A.1.6 im Anhang
2
< 0 ergibt sich (3.22), was den Beweis
2

ausgefiihrt ist. Mit der Forderung H €(xz) H i —y? g, (x)

vervollstandigt. [

Dieses Lemma ist zunédchst scheinbar weniger restriktiv als Lemma 3.2, da die einzige Abschiit-
zung den Mischterm betrifft. Das vorher ermittelte Lemma 3.2 nédhert hingegen ganze Matrizen
durch ihren groBten, respektive ihren kleinsten, Eigenwert an. Ob sich diese Vermutung anhand
von Beispielen validieren ldsst, wird in Kapitel 5 untersucht. Eine wichtige Einschrinkung beider
Lemmata ist der Ausschluss von ungedampft schwingungsfihigen Systemen. Dies schlieft nach
[80] nichtlineare Systeme aus, welche Grenzzyklen durchlaufen.

3.1.2 Weitere Eigenschaften Koopman-linearisierbarer Systeme

Mit Hilfe des Koopman-Operators lassen sich noch eine Vielzahl weiterer interessanter Unter-
suchungen anstellen. Eine besondere Eigenschaft ist dabei, dass die Observables dazu genutzt
werden konnen, eine Ahnlichkeitstransformation herzuleiten, wie man sie beispielsweise beim
Basiswechsel linearer Zustandsraumsysteme verwendet.

Hierzu wird das Gleichungssystem

IN
Il
|~

IN
IN

+ &4, (X)

IN
I
|og
~
[
~

IN

(3.24)

—_
IN
—

| <>
I
|oQl

IN

e (x)

|4
Il

| <>
+

mit X € X,, dem Dynamikfehler ¢;, (x) und dem Trajektorienfehler ¢, (x) betrachtet, mithilfe
dessen jedes autonome System als Koopman-lineares System dargestellt werden kann. Durch Ab-
leitung der vierten Gleichung aus (3.24) erhilt man

.95, @
k=——+e®

=V.g, @2+& X
=V.g, @K,g )+ Vg (e, (®) +& ).

Umgeformt ergibt sich
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x=V,8 (2K,g (x) + V.8 (2) e, (x) + Viex
(I-Vie) &=V, @K,g ) + V.8 (2)e, ®)

k= (1-Ve) " (Ve @Ke 0+ Vg, @ey, ().

Fiir den fehlerfreien Fall ohne Dynamik- und Trajektorienfehler gilt damit weiter

=10 =V.g (@K,g (¥

(3.25)
— Ax~ V.8 (2)K,Vig (x) Ax

mit AX = X — X,p, mit dem konstanten Arbeitspunkt x,,. Eine Beobachtung, die aus dieser
Darstellung geschlossen werden kann, ist die oben genannte strukturelle Ahnlichkeit zu einer
Ahnlichkeitstransformation aus der Theorie linearer Zustandsraumsysteme. Bei diesen kann ein
Basiswechsel iiber die Darstellung X = T~ 'x erfolgen, sodass das autonome Zustandsraumsystem
X = AX mittels X = T 'ATX = AX in neuen Koordinaten X dargestellt werden kann. Mit dem
Koopman-Operator und seinen Observables ist es ebenso moglich eine dhnliche Darstellung zu
finden, denn auch bei Gleichung (3.25) wird die Systemmatrix (Koopman-Matrix K ) von rechts
mit einer (nichtlinearen) Transformation und von links mit einem Aquivalent seiner Inversen mul-
tipliziert. Ist die Transformation und Riicktransformation iiber die Observables exakt, ist das Pro-
dukt der Gradienten von Observable-Vektor und seiner Inversen dariiber hinaus durch den Satz
iber die Umkehrfunktion die Einheitsmatrix Vzgz (z) Vzgz (x) =1[6, S. 223], was das Argument
weiter verstirkt. - -

Da nun die Theorie autonomer Systeme eingehend erlidutert und deren Eigenschaften erarbeitet
wurden, folgt die Koopman-Operator-Theorie fiir angeregte, nichtlineare Zustandsraumsysteme.

3.2 Koopman-Operator angeregter Zustandsraumsysteme

Da sich fiir rein autonome Systeme keine Regler berechnen lassen, werden nun die vorgestellten
Konzepte fiir Systeme mit Eingéingen erweitert. Dass sich der Koopman-Operator allgemein auch
auf Systeme mit Eingéingen erweitern ldsst, wurde bereits von Proctor et al. [93] gezeigt. Das Ziel
dieses Abschnittes soll es daher sein, getroffene Annahmen zu Begriinden und zu plausibilisieren
und wichtige Eigenschaften des Koopman-Operators angeregter Systeme heraus zu arbeiten. Da-
bei steht insbesondere die Stabilitédt des geschlossenen Regelkreises mittels Zustandsriickfithrung
im Vordergrund, wenn das nichtlineare System mit einem Zustandsregler auf Basis des Koopman-
linearen Systems geregelt wird.

Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Systeme werden zunéchst allgemeine nichtlineare Systeme
nach
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Il
I

(x,w)eX (3.26)

X

sowie ihre zeitdiskrete Darstellung

Xepr = £ (X6 1) € X (3.27)

mit dem Zustand x € X € R” und dem Fingang u € U < R™ betrachtet. Auch fiir sol-
che Systeme kann die Systemdynamik mittels Observables g (x,u) : T — Z C R" mit T =
{(x,u)|x € X; C X,u € U; € U} linear beschrieben werden. Die Dimension n. > n beschreibt
dabei die erweiterte Systemordnung. Die zu den Gleichungen (3.3) und (3.4) dquivalente Darstel-
lung fiir angeregte Systeme lautet

King x (1) = goS(t,u(t), x(t)) (3.28)

fiir zeitkontinuierliche beziehungsweise

Ky g () = g o8 (k,u;. x;) (3.29)

fiir zeitdiskrete angeregte dynamische Systeme. Der Index u (7) beziehungsweise u; beschreibt
einen Koopman-Operator zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ respektive k, fiir die u stiickweise
konstant ist. Der Eingang ist somit als Parameter zu verstehen, sodass die Bewegung eines an-
geregten Systems durch eine Gruppe von Koopman-Operatoren beschrieben wird. Die Grofle S
ist wie bereits bei den autonomen Systemen die Losung der Systemgleichung (3.26) respektive
(3.27) des dynamischen Systems, sodass im zeitdiskreten Fall S direkt mit Gleichung (3.27) er-
setzt werden kann. Alternativ kann nach [78] und [93] fiir zeitdiskrete Systeme im Allgemeinen
auch

’Ckg (Xk,Ek) =& (§ (kvékvgk) ’ Ek+1) (3.30)

geschrieben werden. Durch Gleichung (3.30) wird insbesondere klar, dass die Observables fiir an-
geregte Systeme im allgemeinen Funktionen des Zustandes und des Eingangs sind. Mit den dar-
gestellten Grundlagen soll nun die lineare Zustandsgleichung auf Basis der Koopman-Operator-
Theorie hergeleitet werden.

Fiir jedes angeregte nichtlineare System (3.26) kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit eine
aufgeteilte Form

x=f,xw+F®f W

e 3.31
=f,xw+ Y fui@i,; ® (33D

i=1
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hergeleitet werden, wobei f, ; und f,; jeweils die i -te Spalte von F, beziehungsweise das i-te Ele-
ment von f ist. Die Grof3e ’;75 gibt die Anzahl der Eingangsfunktionen Ju,i an, die im Allgemeinen
von der Anzahl der Eingdnge m abweichen kann. Fiir die zeitliche Ableitung des Observable-
Vektors g (x, u) gilt mit Gleichung (3.31)

g,(x W=V (x, v (f (x,u) + Z Jui @ £ (&)) +Vug (x, wu

i=1

e (3.32)
= Lix8 (6 0+ ) fui @ Le,xg (%0 + Liyg (X 0).

i=1
AuBerdem wird fiir obige Gleichung Folgendes angenommen.

Annahme 3.4. Der Einfluss des Terms Lﬁ’ﬂgz (X, u) auf Gleichung (3.32) ist gegeniiber den ande-
ren Termen vernachlissigbar. -

Wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, handelt es sich bei der Lie-Ableitung um einen (R-) linearen
Operator. Dieser soll daher im Folgenden als Matrix approximiert werden, sodass eine Matrixmul-
tiplikation der Approximation mit g, (x, u) moglich wird. Mit den Substitutionen z = g (x, v),

den Approximationen Ls x ~ K; und Ly, x ~ KW- sowie Annahme 3.4 ergibt sich somit fiir
Gleichung (3.32)

my
i=Kz+) fuiK,z (3.33)
i=1

Anhand dieser Gleichung wird deutlich, dass, wenn Observables des Eingangs w = g, (u) ver-
wendet werden, die wahren Nichtlinearititen des Eingangs gute Kandidaten fiir die Wahl dieser

Observables sind!2. Die den endlichdimensionalen Unterraum zum Koopman-Operator aufspan-

nenden Funktionen werden daher im Weiteren zu

(€ X W} U g (@) = fui @} (3.34)

gewdhlt. Mit dieser Basis ergibt sich dann das nicht mehr bilineare System

z=Kz+K,w. (3.35)

leichtig ist an dieser Stelle zu erwihnen, dass die Observables des Einganges keine Observables im Sinne der
Koopman-Theorie sind. Dies ist darin begriindet, dass diese Observables keine eigene Dynamik besitzen, die linear
iber den Koopman-Operator ausgedriickt werden kann.
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mitz =g (X,u) und w = [ Ju1 @) e fum, (g)]T. Ahnliche Systemansiitze fiir eingangsaffine
Systeme sind unter anderem in [53] und [78] zu finden. Dabei kann K, auch als konstante Appro-

ximation zur Matrix [Kw’l Z, ---»Kw,me] beziehungsweise der Lie-Ableitungen [fo.l,égz (x, u),

vy wax,égz (x, u) | interpretiert werden. Diese Basis ist analog fiir zeitdiskrete Systeme in An-
hang A.1.3 hergeleitet. Fiir die weiteren Untersuchungen wird ein zu Gleichung (3.35) analoges
diskretes System

21 = Kzp + K wy. (3.36)

verwendet. Um einer Uberbestimmtheit des Eingangs entgegenzuwirken, wird im Folgenden an-
genommen, dass m, = m gilt. Eine einzelne EingangsgroBe soll also lediglich in einer Auspri-
gung auftreten. Somit sind beispielsweise Systeme mit Eingangstermen u#; und u% innerhalb der
Systemgleichung ausgeschlossen13. Des Weiteren soll im Verlauf der Arbeit die folgende Annah-
me gelten.

Annahme 3.5. Die Observables z = g, (x, u) sind lediglich Funktionen des Zustandes und nicht
des Einganges. Es gilt somitz = g (x) # £ (u).

Diese Annahme lésst sich auch mathematisch begriinden. Besonders anschaulich ist dies im Zeit-
diskreten, da die Observables dort iiber z; = g (4. uy) definiert sind. Schreibt man nun die
Dynamik mit dieser Definition, so ergibt sich -

Zk+1 = &, (§k+1’9k+1) ~ Ké; (&wEk) + Kwagﬂ (Ek’ﬂk)~

Da der Eingang keine eigene Dynamik besitzt, ist diese Gleichung nicht erfiillbar. Zusitzlich
wiirde das bedeuten, dass der Zustand vom Eingang des néchsten Zeitschrittes abhiingt, was der
zugrunde gelegten Basisgleichung (3.27) widerspricht. Diese Idee lésst sich einfach auf zeitkonti-
nuierliche Systeme iibertragen, denn fiir ein infinitesimales Inkrement d¢ gilt

2(+d) ~2() + 20 dt ~2(0) + (Kz () +Kw (0) dr.

Somit gilt hier mit z = g analog die Unabhingigkeit der Observables g vonu, da z (¢t + dt)

unabhiingig von u (¢ + dt) ist.

Bei genauerer Betrachtung fiir den zeitdiskreten sowie den zeitkontinuierlichen Fall féllt auf, dass
die Observables des Eingangs g, sehr wohl Funktionen des Zustandes x und des Eingangs u sein

13 Grundsitzlich lasst die Koopman-Theorie eine Erweiterung des Eingangsraumes mit der Dimension m, > m
zu. Da jedoch durch eine solche Erweiterung die Reglerberechnung erheblich verkompliziert wird und keine linearen
Regelungsverfahren ohne weitere Vorkehrungen verwendet werden konnen, werden auch solche in dieser Arbeit
ausgeschlossen. Grundsitzlich kann es jedoch, insbesondere fiir die Pridiktion, Vorteile haben, den Eingangsraum in
seiner Dimension zu erweitern, wie in [18] gezeigt wird.
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konnen, wie die Gleichungen (3.32) und (3.33) zeigen. Da in dieser Arbeit jedoch gewohnliche
Zustandsregler verwendet werden sollen, werden auch die Eingangsobservables als Funktionen
angenommen, welche ausschlieBlich vom Eingang abhéngen.

3.2.1 Eigenschaften angeregter Koopman-linearisierbarer Systeme

Wie aus den voran gegangenen Abschnitten klar wird, bietet der Koopman-Operator die Mog-
lichkeit der Anwendung linearer systemtheoretischer Methoden und, bei vorhandenem Eingang,
linearen Regelungsstrategien auf nichtlineare, dynamische Systeme. Fiir den Fall autonomer Sys-
teme existiert mindestens ein System (Gleichung (3.5)), welches iiber eine endlichdimensionale,
zum Koopman-Operator invariante Darstellung verfiigt. Auch mit einer additiven linearen Anre-
gung u in der Ableitung des zweiten Zustandes existiert diese noch. Dieses System ist jedoch
in dieser Konfiguration nicht vollstindig steuerbar. Fiir vollstidndig steuerbare nichtlineare Sys-
teme kann keine Koopman-invariante Darstellung nach (3.36) gefunden werden. Ein Nachwesis,
dass eine solche Linearisierung nicht global existieren kann, wurde bereits in [5] gefiihrt. Fiir
die in dieser Arbeit angegebene Herleitung, welche die Existenz auch fiir lokal giiltige invari-
ante Koopman-Linearisierungen nach Gleichung (3.36) ausschlie8t, wird zunéchst die folgende
Randbedingungen definiert.

Definition 3.6 (Lokale Steuerbarkeit). Fiir ein nichtlineares System nach (3.27) existiert ein Raum
X € R” mit O als inneren Punkt, sodass jeder Zustand x, € X, ausgehend von jedem Punkt
x, € X, mit einer geeigneten Steuerfolge u, € U mit k& = [0, ..., T'] in endlicher Zeit T erreicht
werden kann, ohne dass der Raum X verlassen wird.

Weiter gelte folgende Definition.

Definition 3.7 (Unreduzierbare Koopman-Linearisierungen). Die Koopman-Linearisierung nach Glei-
chung (3.36) heifit unreduzierbar, wenn keine lineare, regulidrer Transformationsmatrix T € R”"<*"
existiert, sodass mindestens ein Element von Igz (x) fiir alle x € X null ist.

Dies schlief3t iiberfliissige, nicht angeregte Observables aus, welche keinen Einfluss auf die Sys-
temdynamik haben. Weiter ergibt sich daraus der folgende Folgesatz.

Folgesatz 3.8. Eine nicht-unreduzierbare Koopman-Linearisierung kann immer in einer unredu-
zierbare Koopman-Linearisierung iiberfiihrt werden.

Dies kann einfach durch das Finden einer Matrix T bewerkstelligt werden, fiir das mindestens
ein Element von Igz (x) auf dem gesamten X null wird. Diese Elemente werden fiir die nachfol-
genden Schritte igrr6riert. Fiir die weiteren Ausfithrungen ist auBerdem das folgende Lemma von
besonderer Bedeutung.

Lemma 3.9 (Satz der Invarianz der Dimension [21]). Es ist nicht moglich, zwischen einer n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit und einer n + r = n.-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit » > 0
eine eineindeutige und stetige Abbildung zu finden.
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Wichtig ist dabei der Geltungsbereich iiber Mannigfaltigkeiten. Ein einfaches Beispiel dafiir ist
die Funktion f (x)" = [x, xz] mit x € R*. Diese Funktion ist nur so lange bijektiv solange man
sich auf der Linie [x, xz] im R? bewegt. Weicht man von dieser Linie ab, ist die Funktion nicht
mehr bijektiv. Dies liegt am oben angegebenen Lemma und dem Sachverhalt, dass diese Linie
eine eindimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Mit den angegebenen Annahmen und Definitionen sowie Lemma 3.9 ldsst sich nun beweisen,
dass fiir vollstindig steuerbare Systeme keine exakt giiltige Koopman-Linearisierung mit n. > n
existieren kann.

Satz 3.10 (Nichtexistenz von Koopman-Linearisierungen mit Ordnungsanhebung vollstandig steuer-
barer, nichtlinearer, dynamischer Systeme [5]). Fiir ein nichtlineares System (3.27) gelte Annahme
3.6. Es sei eine stetige bijektive Transformationsvorschrift z, = g (x4) : R" - Z C R"™ mit
ne > n und g (0) = 0, sowie eine weitere stetige bijektive Transforﬁation Wi =g, (Ek) U, C
R™ — W C R™, fiir die O ein innerer Punkt von ‘W ist, definiert. Fiir diese Transformatio-
nen, existiert unter Definition 3.7 keine unreduzierbare Koopman-Linearierung zum nichtlinearen
System.

Beweis. Sei x, # 0 € X ein Startwert des nichtlinearen Systems (3.27). Da das System ge-
méll Annahme 3.6 lokal auf X steuerbar ist, kann eine Ruhelage x,p; € X durch eine geeignete
Eingangstrajektorie in endlicher Zeit erreicht werden. Angenommen es existiert eine im Satz an-
gegebene Transformation mit linearem Zustandsraumsystem, dann muss auch im transformierten
Raum der Punkt g (x AP’I.) ausgehend von g (x,) in endlicher Zeit erreichbar sein. Angenommen

(Ky Kﬂ) sei nicht vollstindig steuerbar, dann ldsst sich eine Kalman-Zerlegung

|:Z1,k+1i| _ Ko Ko |:Zl,k:| 4 Ko W, (3.37)
Z) k+1 0 K, | 2ok 0

finden. Angenommen mindestens ein Eigenwert von K, ,, sei ungleich null, dann kann das System
die Ruhelage nicht mehr in endlicher Zeit erreichen, da nach Annahme 3.7 mindestens fiir ein x,

diese Mode nur durch einen Anfangswert angeregt ist. Das lineare System muss also vollstindig
steuerbar sein.

Angenommen alle Eigenwerte von K, ,, seien gleich null. Dann ist wére moglich, die Ruhelage
in genau n, Zeitschritten und somit in endlicher Zeit, zu erreichen. Jedoch ist es dann nicht mehr
moglich von dort aus den Anfangszustand x, und damit g (x,) zuriick zu kommen, was aber
aufgrund der vollstindigen Steuerbarkeit des nichtlinearen Systems moglich sein muss. Daher
muss das lineare System wieder vollstdndig steuerbar sein.

Wenn die Koopman-Linearisierung aber vollstindig steuerbar wére, so wire es moglich aus z = 0
eine n.-dimensionale Mannigfaltigkeit zu erreichen. Die Transformation g wiirde somit bijek-
=z
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tiv eine 7- in eine n.-dimensionale Mannigfaltigkeit transformieren. Dies wiirde das Lemma 3.9
widersprechen14. [

Diese Erkenntnis ist insbesondere fiir nichtlineare Systeme mit mehreren Ruhelagen anschaulich,
da lineare Systeme nur eine Ruhelage besitzen, die stets in X = 0 angenommen werden kann. Eine
Approximation von mehreren Ruhelagen iiber ein lineares Modell ist nur in seltenen Ausnahme-
fallen moglich. Einer dieser Félle ist der in Abschnitt 5.1.2 besprochene Duffing Oszillator.

Auch wenn dieses Ergebnis zunichst scheinbar in starker Konkurrenz zu einer Vielzahl an Verof-
fentlichungen steht, so haben diese jedoch gezeigt, dass es trotz Satz 3.10 moglich ist zumindest
niherungsweise invariante Unterrdume zum Koopman-Operator mit der Koopman-Linearisierung
nach Gleichung (3.36) zu approximieren. Sie kann jedoch niemals zu einer exakten Darstellung
konvergieren. An dieser Stelle wird klar, warum sich auch in der grundlegenden Definition 1.1
der Systemidentifikation auf zeitlich oder raumlich begrenzte Systeme beschrinkt wird. Es ist in
vielen Situationen, wie auch dieser, schlicht nicht moglich, global beziehungsweise zeitlich und
rdumlich unbegrenzt giiltige Systeme zu schitzen. Des Weiteren ist die Ermittlung von beschrinkt
giiltigen Systemen hiufig einfacher, da man sich auch ohne die Koopman-Theorie auf Bereiche
festlegen kann, die in guter Niherung linear darstellbar sind.

Mit einer Schitzung eines Systems geht in den meisten Fallen ein Schitzfehler einher. Da im ange-
regten Fall mit dem angenommenen Systemmodell unter Nutzung der Koopman-Operator-Theorie
immer ein Fehler vorhanden sein wird, sind die nachfolgenden Ergebnisse um so wichtiger fiir den
weiteren Verlauf der Arbeit. Die in Abschnitt 3.1.1 ausgefiihrten Herleitungen werden im Folgen-
den auf Systeme mit Eingingen erweitert. Fiir die Zustandsobservables gilt dabei unverindert
Gleichung (3.17). Fiir den Eingangstransformationsfehler gilt

(gw ° gﬂ) (wk) = Wi + gﬂ,trans (Hk) . (338)

Des Weiteren wird ein Ersatzsystem

X = 8, (Kg, 0) + Ky, () + € (300 u) (3.39)

fiir die Systemdynamik aus (3.27) definiert. Wie bereits beim autonomen Fall kann jedes nichtli-
neare System nach (3.27) in eine solche Form gebracht werden kann, da der Fehlerterm €, (x;. uy,)
samtliche Fehler beinhaltet. Gleichung (3.39) wird mittels der Zustandsobservable g () zu

g, () = g, (£, (Kog, () + Kug, (00)) + € (300) ) (340)

14Dieser Satz gilt nicht fiir unendlichdimensionale Systeme, da Lemma 3.9 eine Schlussfolgerung des invariance
of domain-Theorems ist und dieses nicht fiir unendlichdimensionale Rdume gilt [115]. Damit steht dies nicht in
Konkurrenz zur Koopman-Operator-Theorie im Allgemeinen.
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geschrieben. Unter Zuhilfenahme der Abkiirzung X, ; = g (Kzgz (xg) + K.g, (gk)) sowie der

Taylorreihen-Approximation von g (gk +1) aus Gleichung (3.40) um X, ; ergibt sich der Aus-

druck!®

g, (Xk+1) =g, (Res1) + VLEZ Xp) (Xgp1 = Zpg1) + R (%, 1)

Eﬁ; (Kk) + ELgE (Ek) + g;,trans (Ek’ Ek)

(3.41)
+ Vg, (%) €nr (e g) + R (%0 1)
ZKéé (xx) + K\Lgﬂ (Hk) + €jin (Ek, Ek) .
Wird das System nun mit einem Koopman-Zustandsregler
w=g (_ggz (gk)) (3.42)

nach [18] geregelt, ergibt sich mit den definierten Transformationsfehlern aus den Gleichungen
(3.17) und (3.38)

xen =, (Ke, 00 + Kug, (8, (-Cg, 00))) + e (002, (-Ce, 0)
=g, ( K, - KEQ) g, (%) + €4 s (—ng @k))) + € (&k, —Cg, @k)) (3.43)

=2, (K, ~KyC) g, (50) + €y (520)) + & (50)

im Zustandsraum beziehungsweise

g; (§k+1) = (K; - Kﬂg> gé (ﬁk) + €y trans @k) + €jin (§k’ _ng @k))

(3.44)

= (K; - Kﬂg) g (Xp) + € (xp)
im Koopman-Raum. Das heif}t, dass selbst bei vorhandenem Koopman-Zustandsregler das Sys-
tem in die Form aus den Sétzen 3.2 und 3.3 gebracht werden kann. Weiter bedeutet das, dass
wenn der Koopman-Zustandsregler C so gewdhlt wird, dass das geregelte lineare Koopman-
Zustandsraumsystem K, — K C nur Eigenwerte innerhalb des Einheitskreises besitzt, die Stabilitéit
des nichtlinearen Systerﬁ ges?chert ist, solange der Fehler in definierten Grenzen bleibt. Dies bildet
eine der essenziellen Erkenntnisse der vorliegenden Arbeit.

Sicherlich gibt diese Herleitung keinen Aufschluss iiber die Dynamik, welche mittels des Koop-
man-Reglers nach Gleichung (3.42) am nichtlinearen System eingestellt wird, jedoch kann so ge-

15Der in Gleichung (3.41) zusammengefasste Fehler ¢, (Xk-uy) hingt unter anderem vom Gradienten Vxg von
g, ab. Dies kann gegebenenfalls zu groen Fehlern in bestimmten Bereichen des Zustandsraumes fiihren. -



3.2 Koopman-Operator angeregter Zustandsraumsysteme 45

zeigt werden, dass ein Koopman-Regler, trotz der moglicherweise komplexen nichtlinearen Trans-
formation in g, das nichtlineare System zumindest nicht destabilisiert, was eine Grundvorausset-
zung fiir die Regelung von Systemen ist. Die besprochenen und erarbeiteten Erkenntnisse werden
im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 3.11 (Stabilitdt nichtlinearer, Gber lineare Koopman-Zustandsregler geregelter, dynamischer
Systeme). Sein g (x) : X; > Zmit X, C R" und Z C R"™ mit n. > n ein Vektor von Observables
des Zustandes mit g, (0) = 0 mit einer lokal auf X, giiltigen Umkehrfunktion g g, (z) : Z CR"™ —

X; € R" mit g (__)7— 0. Weiter sein g, w: U CUCR" >WC R™e Observables des
Eingangs mit g (0) = 0 mit einer lokal auf U, giiltigen Umkehrfunktion g g, (W) : W C R™ —

U, CRmmltg ~(0) =0.

Sei

Xy = £ (% 1)
ein nichtlineares System, welches iiber einen Koopman-Zustandsregler v, = gw (—QEZ (Kk))
auf Basis des Koopman-linearen Systems z; , = K,z, + K, w, geregelt wird. Weiter wird die

Lyapunov-Funktion V (x;,) = g, x)" %Z (x) definiert.

< 1 be-

(&)

Die Reglermatrix C wird so gewdhlt, dass K, — K, C K; nur Eigenwerte
Pmin®) iy le 0|, = 0, P sowie Q aus der

\/H Amax Amax (Q)

zeitdiskreten Lyapunov—Gleichung KEQKZ 9 = —P und

up Je (x| ca
Vx, €X\{0} Hg (Xk)H
beziehungsweise
-1
(cl—gz) <=
z eV
mit
el

)

und \; (9) # 1miti €1, ... n;| wobei X, positiv invariant ist, dann ist das geregelte nichtlineare
System stabil im Sinne von Lyapunov.
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Beweis. Dies ergibt sich aus den vorherigen Ausfiihrungen mit den Gleichungen (3.38)-(3.44)
sowie den Beweisen zu den Hilfssitzen 3.2 und 3.3. [

Selbes gilt fiir zeitkontinuierliche Systeme mit Satz 3 aus [71].

Wichtig fiir die praktische Schitzung sowie Regelung nichtlinearer Systeme ist, dass obiger Satz
unabhingig von einer zeitlich, liber einen gewissen Zeithorizont, begrenzten Giiltigkeit des Mo-
dells, also einer ndherungsweisen Préadiktionsinvarianz nach Definition 2.2, ist. Es ist nur aus-
schlaggebend, dass der Fehlerterm innerhalb eines Zeitschrittes nicht iiber einen maximal zulés-
sigen Fehler hinaus geht.

Der vorangegangene Abschnitt legt die Grundlage fiir simtliche weiteren Untersuchungen. Die
Sitze 3.2 und 3.3 sowie alle Erweiterungen stellen, unter gewissen Voraussetzungen, sicher, dass
lineare Zustandsregler auf Basis von Koopman-Linearisierungen das nichtlineare, dynamische
System nicht destabilisieren, was eine Grundvoraussetzung fiir Regler im Allgemeinen ist. Diese
Erkenntnis macht es erst gesichert moglich, lineare Zustandsregler auf Basis geschitzter Koopman-
linearer Systeme aufzubauen, was zuvor auch ohne diese theoretische Basis in beispielsweise [27,
54, 70] durchgefiihrt wurde, um einige zu nennen.

3.3 Systemdynamische Eigenschaften eines Koopman-linearen
Systems

Der folgende Abschnitt soll Eigenschaften wie die Beobachtbarkeit und die Steuerbarkeit des
Koopman-Operators ermitteln und legt somit eine weitere Grundlage fiir die im spéteren Verlauf
dieser Arbeit angewendeten Konzepte zur Identifikation und Regelung nichtlineare Systeme mit-
tels geschitzter Koopman-linearer Modelle.

3.3.1 Beobachtbarkeit des Koopman-linearen Systems

Zur besseren Verstindlichkeit sei zunédchst die Beobachtbarkeit von dynamischen Systemen defi-
niert

Definition 3.12 ([2, S. 526]). Ein System nach Gleichung (3.26) mit einer Ausgangsgleichung
y = h (X, u) heiflit beobachtbar, wenn jeder beliebige Anfangszustand x (¢y) € X durch Kenntnis
des AusgangsgroBenverlaufes y () und des EingangsgroBenverlaufs u (£) € U € C"~! innerhalb
eines endlichen Zeitintervalls [;0 T] eindeutig bestimmt werden kann.

Wenn nun alle Systemzustinde gemessen werden, ist das System vollstandig beobachtbar, denn
dann kann schlicht fiir einen beliebigen Zeitpunkt der Zustand aus den Messungen abgelesen
werden. Somit sind in diesem Fall auch alle Eigenfunktionen und damit alle Observables des
Koopman-Operators beobachtbar, da sie Funktionen der Zustinde sind.
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Dies gilt jedoch analog auch fiir Systeme, bei denen nur ein Teil der Zustdnde gemessen wird, was
man sich anhand der Definition der schwachen Beobachtbarkeit nach [2, S. 530] klar machen kann.
Denn konnen aus der Messung einzelner Zustinde und des Eingangs alle Zustidnde rekonstruiert
werden, so ist dies auch fiir alle Eigenfunktionen und den daraus ableitbaren Observables moglich.
Weitere Einblicke fiir den Fall, dass nicht alle Zustinde gemessen werden, finden sich in Abschnitt
3.5.

3.3.2 Steuerbarkeit des Koopman-linearen Systems

Um die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt zu begriinden, wird zunéchst die Steuerbarkeit eines
Systems definiert.

Definition 3.13 ([2, S. 175]). Ein System nach Gleichung (3.26) mit wegzusammenhingenden
Mengen X und U heif3t vollstindig steuerbar, wenn jeder beliebige (Anfangs-)Zustand x (fp) € X
durch einen Eingangsgroienverlauf u (r) € U innerhalb eines endlichen Zeitintervalls [zy, 7'] mit
einer Trajektorie x (¢) € X in jeden (End-)Zustand x (7") € X tiberfiihrt werden kann.

Ein angeregtes, nichtlineares, dynamisches System x = f (x, u) sei vollstindig steuerbar und kann
tiber die Transformationsvorschrift

gZ@):erR”—%ZCR"e
gW@):UrCRm—>\/\7C]R”e

z=g X w=g W

in ein lineares Zustandsraumsystem (3.35) mit einer Schidtzung der Systemmatrizen iiberfiihrt
werden. Es ist nun wichtig zu verstehen, dass grundsitzlich K, : Z — Z gilt, weiter jedoch
K, : Zp © Z — Zy gelten muss. Dieser Unterraum ist eine, fiir das Beispiel in Abbildung 3.2
rot dargestellte, Mannigfaltigkeit, denn hier gelten die nichtlinearen Verkopplungen, wie sie in g
vorgegeben sind. Damit wird weiter klar, dass Zy ein geregelt invarianter Unterraum von Z ist
[13, 113], welcher (zunichst) die Dimension #g < n haben muss, denn es konnen maximal # der
n. Zustiande von (3.35) unabhingig gesteuert werden, ohne dabei aus Zx heraus zulaufen. Hierzu
wird folgende Heuristik angegeben.

Heuristik 3.14. Genau n Eigenwerte des Koopman-Operators eines vollstindig steuerbaren nicht-
linearen Systems (3.1) beziehungsweise (3.2) sind steuerbar

Begriindung: Wenn mehr oder weniger als n Eigenwerte steuerbar sein sollten, dann konnen die
zugehorigen Eigenfunktionen eine Mannigfaltigkeit erreichen, welche eine hohere Dimension als
n besitzt. Dadurch konnen die Eigenfunktionen Trajektorien ausfiihren, die nicht mit dem nichtli-
nearen System vereinbar sind. Dies wiirde den Grundgleichungen der Koopman-Operator-Theorie
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el

Abbildung 3.2: Visualisierung der Verkopplung zwischen den Zustinden eines Koopman-linearen
Systems. Die graue Linie zeigt die Projektion der schwarzen Linie auf die x; — x,-Ebene, welche
sich im Unterraum Zg (rote Mannigfaltigkeit) des R? bewegt

(3.28) beziehungsweise (3.29) widersprechen. Durch die unendliche Dimension des Koopman-
Operators kann jedoch nicht Lemma 3.9 angewendet werden, um den Ordnungsunterschied in
den Mannigfaltigkeiten zu falsifizieren.

Eine direkte Folge ist, dass fiir asymptotisch stabile endlichdimensionale Koopman-Linearisie-
rungen nach (3.36) nur rdumlich und zeitlich begrenzt giiltig sein konnen. Denn sind nur n Ei-
genwerte steuerbar, verbleiben bei stabilen Systemen n. — n Dynamikanteile in Form von abklin-
genden oder dauerhaft schwingenden Eigenbewegungen vorhanden. Daher kann das nichtlineare
Systemverhalten nur fiir eine gewisse Zeit aus einem Initialzustand heraus préadiziert werden. Nach
einer endlichen Zeit muss das Koopman-lineare System wieder mit dem aktuellen Zustand reini-
tialisiert werden. Dieser Horizont, fiir den das Koopman-lineare System gilt, ldsst sich mit der in
Kapitel 4 vorgestellten Methode mitlernen. Dieser Effekt wird zudem in den Beispielen in Kapitel
5 verdeutlicht.

Aufgrund nummerischer Unsicherheiten und Schitzfehlern werden Koopman-lineare Systeme,
welche anhand von Messdaten geschitzt werden, jedoch die Eigenschaft nach Heuristik 3.14 nicht
eindeutig erfiillen, da der Beweis eine fehlerfreie Schitzung voraussetzt. Dies wird Gegenstand
der Untersuchungen in Kapitel 5 sein.

Fiir die Schitzung und eine damit auszulegende Regelung ist weiterhin folgendes Lemma wichtig.

Lemma 3.15 ([22]). Eine konstante Observable g (x) = const. ist eine Eigenfunktion des
Koopman-Operators mit Eigenwert 0 bei zeitkontinuierlichen beziehungsweise 1 bei zeitdiskreten
Zustandsraummodellen.

Beweis. Fiir die Eigenfunktiongleichung (3.7) beziehungsweise (3.8) ist das sofort ersichtlich.
O

Eine direkte Folge aus Lemma 3.15 ist, dass eine endlichdimensionale Approximation eines nicht-
linearen Systems als Koopman-lineares System, sollte es fiir eine Regelung verwendet werden,
keine konstante Observable g (x) beinhalten darf. Wenn das nichtlineare System keinen konstan-
ten Zustand enthilt, dann kann diese Eigenfunktion und der dazugehorige Eigenwert (in 0 im
Kontinuierlichen oder 1 im Zeitdiskreten) nicht Teil der n steuerbaren Eigenwerte sein, da sonst
die Steuerbarkeit der eigentlichen Zustinde verloren gehen wiirde. Da es sich dabei um einen
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Integrator handelt, ist dieser nicht stabilisierbar [42], was dazu fiihrt, dass kein linear quadrati-
scher Regler berechnet werden kann, denn nach Trentelman [113] muss das Integral des linear
quadratischen Reglers (beziehungsweise die Summe im zeitdiskreten Fall) konvergieren. Ist eine
instabile Mode x; (eines diagonalisierten Systems), und somit auch ein Integrator, nicht steuerbar,
das Gesamtsystem also nicht stabilisierbar, dann konvergiert das Optimierungsintegral

J:/ (xi +u®)dr
0

nicht. Nummerisch ergibt sich die optimale Ansteuerung dann zu u = 0, was in einer Reglermatrix
C = ( resultiert.

In praktischer Hinsicht ist es daher auBerdem dufBerst wichtig, dass bei der Normierung der Daten
darauf geachtet wird, dass bei mittelwertfreier Anregung die Zustinde mittelwertfrei sind, da sonst
ein wahrscheinlich nicht stabilisierbarer Integrator mitgeschitzt wird. Dies ist leicht anhand der
Gleichung

(§k+1 +X) = A(x; +X) + By,

mit dem konstanten Anteil X erkennbar. Dieser konstante Teil der Gleichung muss invariant unter
der Matrix A sein. Dies ist nur der Fall wenn sie mindestens einen Eigenwert in 1 besitzt. Eine
Herleitung ist in Anhang A.1.7 gegeben. Kann also kein Gleichanteil in den Zustéinden ohne einen
Gleichanteil in der Anregung gefunden werden, so besitzt das System keinen Integrator. Wird
dieser Eigenwert in 1, respektive 0, nur durch falsch normierte Daten und nicht durch eine im
System nicht vorhandene Dynamik induziert, so wird dieser wahrscheinlich bei einer Schitzung
nur schlecht oder gar nicht steuerbar sein.

Verbleibt also ein Gleichanteil im Zustandssignal ohne einen solchen Anteil in der Anregung,
fiihrt dies fiir den Fall n, = n dazu, dass das Schétzergebnis verfalscht wird. Fiir den Fall n, > n
kann es nicht nur zu Verfialschungen der Dynamik, sondern wieder zu der eben beschriebenen
Problematik kommen, dass ein nicht stabilisierbarer Integrator geschitzt wird und somit fiir das
System kein linear quadratischer Regler entworfen werden kann.

Die Vermeidung der Konvergenz hin zu solchen Eigenfunktionen oder Observables ist somit zu-
sétzlich eine wichtige Anforderung an den Schitzalgorithmus, da diese keine Dynamikinformati-
on enthalten und somit das Schétzergebnis nur negativ beeinflussen konnen [73].

3.4 Regelung nichtlinearer Systeme mittels Koopman-linearen
Systemen

Eines der Ziele des Koopman-Frameworks ist es, nichtlineare Systeme ganzheitlich als lineares
Zustandsraumsystem darzustellen. Dies wiirde die Moglichkeit eréffnen, die lineare System- und
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Regelungstheorie direkt auf nichtlineare Systeme anzuwenden. Insbesondere in der Regelung von
nichtlinearen Systemen ist dies ein erstrebenswertes Ziel, da nichtlineare Regelungsansitze meist
erheblichen Einschriankungen unterliegen. Entweder muss eine bestimmte Systemstruktur, eine
Lyapunov-Funktion zum geregelten System oder ein Systemmodell mit, mindestens ndherungs-
weise, bekannten Arbeitspunkten vorliegen. Weitere Einschriankungen sind ebenfalls Teil vieler
nichtlinearer Regelungsansiitze. Ziel dieses Abschnittes ist es daher, die theoretischen Grundla-
gen der vorangegangen Abschnitte in diesem Kapitel aufzugreifen und fiir die Berechnung eines
linear-quadratischen Zustandsreglers (LQ-Regler) anzuwenden.

Hierzu wird im Weiteren Folgendes angenommen.

Annahme 3.16. Der Hilbertraum H des Koopman-Operators kann in die Rdume JH, und I,
aufgeteilt und durch ihre direkte Summe dargestellt werden. Der Raum der gemischten Terme
JHy, sei leer beziehungsweise hat einen vernachlidssigbaren Anteil an der Gesamtdynamik.

Dies wird angenommen, um die Koopman-Zustandsriickfithrung aus Abbildung 3.3 anwenden
zu konnen. Wiirden Mischterme auftauchen, so kann nicht mehr klar zwischen Zustinden und
Anregung unterschieden werden. Also wird im Rahmen dieser Arbeit ausschlieBlich nach einer
solchen Darstellung gesucht. Eine mathematisch nachvollziehbare und systemdynamisch plausi-
ble Begriindung zu dieser Annahme wurde bereits weiter oben in Abschnitt 3.2 angegeben.

Xk

Vi »>(O——> Xk+1 = f(ﬁk?gk)

u
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Abbildung 3.3: Koopman-Zustandsriickfiihrung. Die grauen Doppelpfeile geben Beziehungen oh-
ne Informationsfluss an. Die GroBe v, gibt ein optionales und additives Eingangssignal an, wel-
ches in dieser Arbeit nicht betrachtet wird.

Wie in Satz 3.11 gezeigt, konnen nichtlineare Systeme durch Nutzung der Koopman-Linearisierung
und linearen Zustandsreglern in der verwendeten Form stabil geregelt werden, solange der Feh-
ler der Einschrittpradiktion des Koopman-linearen Modells ausreichend klein ist. Eine einfache
Polplatzierung kann gegebenenfalls problematisch sein, da die Nichtlinearitidten iiber zusitzliche
lineare Moden dargestellt werden und man somit moglicherweise keinen direkten Bezug zwischen
den Eigenwerten und dem Verhalten des nichtlinearen Systems im geschlossenen Regelkreises hat.
So konnte es beispielsweise dazu kommen, dass sich nicht die gewiinschte Dynamik einstellt, die
man mit einer bestimmten Wahl der » steuerbaren Eigenwerte bezweckt hat. Ein bekannter Ansatz
sich diesem Problem zu nihern, ist der linear-quadratische Regelungsentwurf, bei dem lediglich
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anschauliche Gewichtungsmatrizen gewdhlt werden. Der Regler ergibt sich dann in Relation zu
diesen Gewichten. Hierbei wird das Giitemaf

he= [ (307 Qxm +u ORw()dr (3.45)

=0

fiir zeitkontinuierliche beziehungsweise

(e.¢]

Jxa = Zzigxzk + W R u, (3.46)
k=0 B

fiir zeitdiskrete Systeme minimiert. Dies geschieht fiir lineare Zustandsraumsysteme mittels der
Riccati-Gleichung. Der grofle Vorteil in dieser Herangehensweise ist, dass man gegebenenfalls
wichtigere Zustéinde iiber die Gewichtungsmatrizen Q und R hoher gewichten kann, sodass der
Regler auf diese mehr Einfluss nimmt und im besten Fall eine hohere Giite, weniger Uberschwin-
gen oder andere vorteilhafte Eigenschaften erreichen kann.

Soll diese Methodik nun fiir Koopman-linearisierte Systeme verwendet werden, ergibt sich die
folgende Problematik. Bei einigen Systemen fiihrt die Verwendung der Zustidnde selbst als Ob-
servables zu schlechteren Ergebnissen hinsichtlich der Pridiktionsfahigkeit. Abhilfe kann hier
die Transformation des gesamten Zustandes schaffen. Man bewegt sich dann allerdings mit dem
Modell in einem anderen Zustandsraum, dessen Zustinde nicht ohne Weiteres direkt als Zustand-
sdquivalente interpretierbar sind. Eine sinnvolle beziehungsweise anschauliche Wahl fiir die Ge-
wichtungsmatrizen ist daher stark erschwert bis unmoglich.

Fiir zeitdiskrete Koopman-lineare Systeme geht Gleichung (3.46) in

Ji=) e, 60" Qe, (50 + g, () Rug, () (3.47)
k=0

iiber. Sind die Systemzustinde selbst Zustinde des Koopman-linearen Systems, so wihlt man die
Matrizen gemif einer anschaulichen Gewichtung zwischen den Zustidnden und der Eingénge und
wihlt den Rest zu null. Fiir den vollstindig kodierten Zustand ist die LQ-Regelung ein bisher
wenig betrachtetes Thema in der Literatur. Lediglich Ma et al. nutzt in [70] einen komplexeren
LQ-Ansatz mit Nebenbedingung.

Im Folgenden soll eine analytische und anschauliche Herangehensweise vorgestellt werden, wie
die Gewichtungsmatrizen Q und R,, gewihlt werden kdnnen, wenn die Systemzustande nicht Teil
der Koopman-Linearisierung sind. Dies ist insbesondere deshalb wichtig, da eine solche Transfor-
mation héufig zu besseren Schitzergebnissen fiihrt und somit ein groerer dynamischer Riickhalt
hinsichtlich der echten Dynamik des Systems existiert, wie sich in Kapitel 5 zeigen wird. Dies
fiihrt auBerdem dazu, dass durch den geringeren Schitzfehler eher eine Stabilititsgarantie auf Ba-
sis von Satz 3.11 gegeben werden kann, als bei einer potenziell schlechteren Schitzung, welche
die Zustinde als Observables mit einbezieht.
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3.4.1 Wahl der Gewichtungsmatrizen bei LQ-Regelung fiir Koopman-lineare
Systeme

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die Problematik erldutert wurde, wird in diesem Ab-
schnitt eine Losung diskutiert. Hierzu werden Linearisierungen der Observables verwendet. Wei-
ter wird davon ausgegangen, dass nur n Eigenwerte der Koopman-Linearisierung steuerbar sind,
wie es auch Heuristik 3.14 besagt. Um konsistent in der Darstellung der Eigendynamik und den
n steuerbaren Eigenwerten zu bleiben, werden zunichst die Eigenfunktionen anstatt der anschau-
licheren Observables verwendet. Die vollstindige Steuerbarkeit des nichtlinearen Systems wird
gemil Heuristik 3.14 vorausgesetzt. Fiir die folgenden Ausfiihrungen, werden somit die 7 steu-
erbaren der insgesamt n. Eigenfunktionen ausgewihlt und in einen Vektor e (xk) € Z1 C
C" zusammengefasst. Die fiir die Regelung vernachlissigten Eigenfunktionen werden im Vektor
®,, (x4) € Z, C C"™" gelistet. Um die Regelung in dieser Arbeit nicht weiter zu verkompli-
zieren, wird die Dimension des Eingangsraumes nicht angehoben, da die Funktionen in gw sonst
ein Uiberbestimmtes Gleichungssystem ergeben wiirden. Eine ausfiihrliche Erlduterung ist weiter
unten angegeben.

Da eine zusitzliche Gewichtung nicht steuerbarer Dynamiken beim linear-quadratischen Rege-
lungsentwurf keinen Effekt hat, werden nur die n steuerbaren Dynamiken gewichtet. Eine aus-
schlieBliche Gewichtung nicht steuerbarer Dynamiken fiihrt gar dazu, dass sich fiir den berech-
neten Regler C ~ 0 ergibt. Beide Anmerkungen lassen sich leicht mit den Argumenten fiir die
Stabilisierbarkeit aus Abschnitt 3.3.2 validieren.

Damit geht die Optimierungsgleichung in

T 0 X T
[ ()" e, Lk>][—ga OHQZJ(")}gW(gk) Ryg, (u)

b2 (Xx)

a B0TQ, 0 (0 g, (5) Rag ().

iiber. Nun werden die Eigenfunktionen an einem Tupel (x,p.u,p) einer Ruhelage linearisiert, das
heilit in eine Taylorreihe entwickelt, und nach dem ersten Glied abgebrochen, sodass sich

o0
Jox ) AxpVie, xap)' Q, Vi, | (Xap) Ay
k=0 N - R (3.48)

+ AETvggﬂ (EAP)TEﬂvﬂgﬂ (EAP) Au

ergibt.

Gleichung (3.48) hat dieselbe Form wie Gleichung (3.46) fiir die Linearisierungen nichtlinearer
Systeme, da die Zustinde direkt gewichtet werden. Lediglich die Gewichtungsmatrizen unter-
scheiden sich durch eine Art Ahnlichkeitstransformation. So konnen die Gewichtungsmatrizen
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vom Zustandsraum in den Koopman-linearen Zustandsraum nach Koeffizientenvergleich tiber

9; = VLQLI (EAP)T QWVLQLI (Xap) (3.49)

B/g = Vggﬂ (EAP)T Eyvggﬂ (HAP) .

transformiert werden. Die Matrizen sind gestrichen dargestellt, da sie nicht exakt den Matrizen aus
(3.46) entsprechen miissen, sondern Gleichung (3.48) nur strukturell zu Gleichung (3.46) @hnlich
ist. Daher werden diese gestrichenen Matrizen als Aquivalent angesehen.

Fiir die nachfolgenden Beschreibungen wird folgende Annahme getroffen.

Annahme 3.17. Die Jacobi-Matrix der n steuerbaren Eigenfunktionen Vyp (x), beziehungswei-

se ihrer Abschitzung Vlfz ) (x) ~ WTVXEZ (x) nach Gleichung (3.15), ist invertierbar.

Mit dieser Annahme ist es moglich, die Gewichtungsmatrix 9(0 ) in Koopman-Eigenkoordinaten

anhand der anschaulich wihlbaren Gewichtung in Zustandskoordinaten zu berechnen.

-1

Q,, = (Vigy (zAP)T)—l Q (Vz&,l (zAp)) (3.50)

?,
R, = (Vggw,l (EAP)T)_1 B/g (Vggw (EAP)>_1 . (3.51)

Hierbei ergibt sich allerdings das Problem, dass hierfiir auch tatsdchlich Eigenfunktionen ge-
schitzt werden miissen. Insbesondere in dieser Arbeit werden, wie in Kapitel 4 beschrieben, le-
diglich die Observables geschitzt, welche eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen darstel-
len. Wie bereits in Annahme 3.17 verwendet und in Abschnitt 3.1 mit Gleichung (3.15) genauer
erldutert wird, konnen diese Eigenfunktionen mit den Linkseigenvektoren der Koopman-Matrix
und den Observables abgeschitzt werden. Gleichung (3.50) gilt jedoch nur fiir die Darstellung in
Eigenkoordinaten. Die Darstellung in Observable-Koordinaten ergibt sich mit der Transformati-
onsmatrix W, zu

Q, =W, (ngfwl)_l Q. (v_v{vxgz)_l wr. (3.52)

Durch die lineare Transformation ist mit Annahme 3.17 der Rang von Q und 9; derselbe trotz

dessen, dass dim (Q ) > dim (Q

/
—7 —X

) gilt. Somit wird die Gewichtung in approximierten Eigenko-

ordinaten auf die Observables verteilt. Dies kann durch die zweifache Approximation (¢ ~ W] g
und g ~ VéngQ sowie der nicht garantierten Einhaltung der nichtlinearen Verkopplu_ngen in_@
in de_r*Berech_ﬁung der Reglermatrix C dazu fiihren, dass die Abhingigkeit zwischen den gew'aihl_-
ten Zustandsgewichten und den Auswirkungen bei der Regelung nicht mehr direkt iibertragen
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werden. Dies wird in Kapitel 5 anhand von Beispielen niher beleuchtet. Fiir die Anwendung des
Zustandsregler ist dies jedoch zunéchst nicht problematisch.

Anders gestaltet sich dies, wenn der Eingangsraum in seiner Dimension erweitert wird, was fiir
die reine Préadiktion des Systemverhaltens ohne Regelung Vorteile haben kann [18]. Die einfache
Verwendung einer klassischen LQ-Zustandsregelung, mittels den angepassten Gewichten aus den
Gleichungen (3.50) und (3.51), wiirde eine solche Erhohung des Eingangsraumes im Koopman-
Raum jedoch durch die nichtlinearen Verkopplungen in g, unmoglich machen. Grundsitzlich
konnte ein solcher Zustandsregler mit angepasstem Gewicht R,, mittels der Pseudoinversen von
Vggw fiir Modelle mit m, > m dhnlich zu Gleichung (3.51) berechnet werden. Beim Aufschalten
des Reglers ergibt sich dann jedoch die Problematik, dass das Stellsignal w_, = Cz, die nicht-
linearen Verkopplungen in g, nicht zwingend einhilt. Das sich ergebende Stellsignal ist somit

gemil g und g nicht definiert'6 und es muss eine LQ-Zustandsregelung mit Nebenbedingun-
gen verwendet werden. Eine solche LQ-Regelung mit Nebenbedingung wurde im Kontext des
Koopman-Operators ohne Erweiterung des Eingangsraumes bereits in [70] diskutiert.

Fiir die Anwendung von Gleichung (3.52) ist des Weiteren folgende Annahme wichtig.

Annahme 3.18. Die Linearisierung am untersuchten Arbeitspunkt x ,, des nichtlinearen Systems
ist vollstandig beobachtbar iiber die kiinstliche Ausgangsmatrix szégz mitQ = Q:QZ

Diese Annahme liegt in der Forderung begriindet, dass gemifl [68, S. 306] ein LQ-geregeltes
lineares System iiber Q beobachtbar sein muss. Dabei ist die kiinstliche Ausgangsmatrix Q die

Zerlegung der Zustandsgewichtung gemidB Q = QX gx. Gleichung (3.47) wird fiir die Berechnung
der modifizierten Zustandsgewichtung aus Gleichung (3.52) linearisiert. Daraus ergibt sich mit
9; = V4 gTQ \% <8, die Forderung, dass die Linearisierung des nichtlinearen Systems iiber Q Vi x8,

am untersuchten Arbeltspunkt vollstindig beobachtbar sein muss. Dabei ist Q die Matrix einer
Cholesky-Zerlegung von Q .

3.5 Identifizierbarkeit eines Koopman-linearen Systems

In Abschnitt 3.3.1 wurde bereits gezeigt, dass bei vollstindig sowie unvollstindig gemessenem
Zustandsvektor die Koopman-Eigenfunktionen und damit der Koopman-Operator beobachtbar ist.
Der folgende Abschnitt soll diese Idee weiterfithren, indem zunéchst die Identifizierbarkeit des
Koopman-Operators erldutert wird. Sie bietet eine Erweiterung der Beobachtbarkeit nichtlinea-
rer Systeme. Nachfolgend wird die Identifikation beziehungsweise die Schitzung von Koopman-
linearen Systemen diskutiert, wenn nicht alle Zustinde gemessen werden oder latente Zustdnde
im System vorhanden sind.

16Djes gilt insbesondere fiir die spiteren Approximation durch das DKLc-Verfahren, welches in Kapitel 4 beschrie-
ben wird. Das Modell kann an diesen Stellen nicht trainiert werden, da sich die GroB3en w aus g, =W ergeben und
man somit nicht frei in der Wahl dieser Koopman-Eingénge ist. B



3.5 lIdentifizierbarkeit eines Koopman-linearen Systems 55

Um Koopman-lineare Systeme zu ermitteln, werden diese in der Regel identifiziert, da eine analy-
tische Herleitung nur fiir sehr einfache Systeme moglich ist, wie das System aus Gleichung (3.5)
beispielhaft zeigt. Dieser Abschnitt soll daher in das nachfolgende Kapitel 4, welches sich mit der
Schitzung von Koopman-linearen Systemen beschiftigt, tiberleiten, sowie die in den vorangegan-
gen Abschnitten erarbeiteten Konzepte einer Koopman-Zustandsregelung auf Systeme iibertragen,
bei denen nicht alle Zustdnde des nichtlinearen Systems messbar sind.

Fiir die folgenden Betrachtungen gilt die vollstindig steuerbare Systemgleichung (3.26) mit der
Ausgangsgleichung

y=h@ey. (3.53)

Da zur vollstandigen dynamischen Beschreibung alle Zustinde notwendig sind, muss das System
zur Identifikation vollstindig beobachtbar sein. Andernfalls wiirde ein Teil der Dynamik nach
der Identifikation verborgen bleiben und das Systemverhalten kann nicht vollstindig geschétzt
werden. Weiter muss das System identifizierbar sein. Die Identifizierbarkeit gibt anschaulich an,
ob zusitzlich die Parameter des Modells geschitzt (beobachtet) werden konnen. Zur vollstandigen
Identifizierbarkeit eines Koopman-linearen Systems muss folgender Satz gelten.

Satz 3.19. Ein Koopman-lineares System (3.35) mit Observables z = g (x) und eineindeutiger

Riicktransformationh (x) = g (gz (h(x, Q))) +e,(x,0) = h (x.0) + e, (X, 0) eines nichtlinearen
Systems (3.26) ist unter der Bedingung

T 260 7 | %) )

5 (LA ) 2 (L, ®)
rank (O (%)) = rank % (sz h (X)) +| 2 (ngh (g)) = n+n, (3.54)

\_% (L?‘i‘l’l'p—lﬁ @))_ _31 (L?+n:,—19h (X)) )

>

mit X' = [§T, QT] (lokal) identifizierbar in einer Umgebung U (X)) um X,. Dabei ist 0 € R"" der
Vektor von Parametern im System.

Beweis. Nach [120] gilt Gleichung (3.54) mit e, = 0 bereits direkt fiir nichtlineare Systeme
(3.26). Da es sich bei der Lie-Ableitung um einen linearen Operator handelt, ergibt sich mit der
Definition des Ausganges in Form eines Fehlers eine Summe zweier Matrizen. [l

Besonders interessant ist hierbei der Fall, wenn eine fehlerfreie Koopman-Linearisierung mit e,
existiert. Denn dann ist es fiir die Identifizierbarkeit eines solchen System nicht von belang, ob
im Koopman-linearen System mehr Parameter geschitzt werden miissen, als beim nichtlinearen
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System. In der praktischen Identifikation, sollten dennoch mindestens so viele Datenpunkte wie
Parameter im System vorhanden sein, wie Gleichung (2.1) beispielhaft zeigt. Im Falle kiinstlicher
neuronaler Netze, wie sie in Kapitel 4 verwendet werden, werden mindestens zwei bis drei mal so
viele Datenpunkte bendétigt wie Parameter im Netz vorhanden sind [3].

Fiir den Fall dass ein Fehler vorhanden ist, ist dieser Satz weniger von praktischer Relevanz, da
der Fehler in der Regel nicht analytisch ausgedriickt werden kann. Dennoch muss er so beschaffen
sein, dass er durch Summenbildung mit der linken Matrix aus Gleichung (3.54) nicht den Rang
herabsetzt.

3.5.1 Schatzung bei nicht vollstandig gemessenem Zustand

In den bisherigen Abschnitten wurde stets von einem vollstdndig messbaren Zustand ausgegangen.
Dies ist jedoch héufig nicht der Fall, da aus Kostengriinden oder physikalischen Gegebenheiten
keine Messung des gesamten Zustandes moglich ist oder sogar latente Zustdnde im System vor-
handen sind. Somit stehen nur ein Teil der Zustinde, oder nur Messgro3en, welche Funktionen der
Zustinde gemial Gleichung (3.53) sind, zur Verfiigung. Das heif3t, es konnen nur die Messgroien
zur Bildung von Observables g (y) genutzt werden. Dies ist allerdings aus theoretischer Sicht
zunéchst keine Einschrénkung,_aa Satz 3.19 genau so gilt. Ist das nichtlineare System also identi-
fizierbar, dann ist auch das Koopman-lineare System auf Basis von Messgrofen identifizierbar.

Dieser Satz trifft jedoch keine Aussage dariiber, wie das System identifiziert werden kann. Ein
gingiger Ansatz, sich diesem Problem anzunehmen, wurde bereits in Abschnitt 2.3 in Form einer
zeitlichen Verschiebung der Messgroflen vorgestellt. Im Kontext des Koopman-Operators wurden
dazu bereits einige Arbeiten verfasst [5, 26, 55, 81, 111].

Alle haben gemein, dass sie auf eine andere Weise Takens’ Embedding-Theorem mit dem Koop-
man-Operator autonomer Systeme in Zusammenhang bringen. Takens’ Embedding-Theorem ist
fiir zeitdiskrete Systeme wie folgt definiert:

Satz 3.20 (Takens’ Embedding-Theorem [103, 112, 118]). Sei X eine kompakte Menge der Di-
mension n. Wenn d > 2n gilt, dann ist die Menge an Funktionen (f (x) , h (X)), fiir die

H(xo) = [hG) AE)) = h(F )] 20— R

(3.55)
=[h(x) h(%p1) - B (Xppa)]: X —RY

eine Einbettung ist, offen und dicht in D" (X) x C" (X,R) mitr > 1.

Dabei ist D" (X) die Menge an r-fach ableitbaren Diffeomorphismen, C” (X,R) die Menge an
r-fach ableitbaren skalaren Messgrofen und f' die i-fache Funktionskomposition von f mit sich
selbst. Eine Einbettung f : A — B ist dabei eine Abbildung zwischen zwei topologischen Réu-
men A und B fiir die / ein Homéomorphismus ist.
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Im Kontext zeitdiskreter Systeme ist es anschaulich, dass dies mit der Beobachtbarkeit zusammen-
hingen muss, was in [4] untersucht wird. Ist H ein Homdomorphismus, so kann aus der Kenntnis
von skalaren Messgroflen iiber einen gewissen Horizont auf den urspriinglichen Zustand zuriick-
gerechnet werden. Dabei gibt Takens’ Embedding-Theorem nur eine untere Schranke an, ab der
garantiert ist, dass Gleichung (3.55) mit gegebenem d eine Einbettung ist. In der Realitit ist diese
Grenze jedoch hiufig etwas niedriger, was man sich wieder leicht mit der Beobachtbarkeit linearer
Systeme verdeutlichen kann. Denn dort werden lediglich n Zeitschritte zur Bewertung der Beob-
achtbarkeit, und damit zur Berechnung des kompletten Systemzustandes anhand von potenziell
weniger Messgroflen als Zustinden, herangezogen.

Dieser Satz ist jedoch nicht direkt auf angeregte Systeme iibertragbar. Gleiches gilt fiir Syste-
me, die nicht auf einen Attraktor zulaufen. In [103] wird der Satz fiir zeitdiskrete, stochastische
(stochastisch angeregte) Systeme erweitert, fiir die das dynamische System iiber einen 7 dimen-
sionalen Eingang u der Artu, ., = ¢ (gk) angeregt wird. Dabei erhoht sich die untere Grenze auf
d > 2 (n + m) wenn u unbekannt ist. Dies ist auch anschaulich, da zusitzlich zum Zustand auch
der Eingang rekonstruiert werden muss. Ist das Eingangssignal bekannt, so bleibt die Grenze bei
d > 2n + 1 bestehen [102, 103]. In [118, S. 14] wird der Ansatz zusitzlich fiir beliebig angeregte
Systeme beschrieben.

Auf Basis dieser Erkenntnisse wird ein neuer Zustandsvektor x! = [Zi zz_l, . Xi— d] ey, C

R@+1 (engl. extented) mit einem Delay Horizont d definiert, der gegebenenfalls nach Takens’
Embedding-Theorem und seinen Erweiterungen ausgelegt werden kann. Dies ist im Rahmen der
Koopman-Theorie keine Einschrinkung, da die Observables lediglich Funktionen von x sein miis-
sen, was sie mit y = h (x) sind. Der Einsatz dieser Herangehensweise ist auch bei vollstindig ge-
messenem Zustandsvektor denkbar, da im Kontext dieser Arbeit nichtlineare Systeme identifiziert
werden sollen, fiir die Takens’ Embedding-Theorem im Allgemeinen gilt.

Es ist moglich, sich einen weiteren, heuristischen Ansatz fiir die Bildung von Observables zu iiber-
legen. Der Eingang wirkt sich unmittelbar auf die nachfolgenden Zustinde aus. Somit ist es intui-
tiv, auch die Eingédnge bei der Bildung von Zustandsobservables zu beriicksichtigen. Der neue Zu-

standsvektor ergibt sich dann zu x! = [yz yz_l, U e yz_d, g{_d] €Y, C Re@+D+dm

Genaugenommen gilt das Embedding-Theorem von Takens’ wie bereits erwihnt fiir Systeme,
die auf keinen Attraktor zulaufen, nicht. Dennoch wird im Rahmen dieser Arbeit experimentell
erforscht, in wie weit Delay-Koordinaten fiir solche Systeme verwendet werden konnen. Um bei
der Wahl der Delay-Dimension nicht raten zu miissen, wird auch ohne theoretischen Riickhalt
diese Dimension unter anderem geméal des Takens’ Embedding-Theorems gewihlt.

Bei der Zustandsregelung unter Verwendung von Delay-Koordinaten muss insbesondere die Be-
schaffenheit des kiinstlichen Zustandsvektors beachtet werden. Durch die Einfithrung der Delay-
Koordinaten ist der Zustandsvektor ein erweiterter Vektor aus den gemessenen Ausgédngen, die
iber einen gewissen Zeithorizont verschoben in einem Vektor zusammengefasst werden. Daraus
ergibt sich das Problem, dass fiir die ersten d — 1 Zeitschritte nach dem Anlaufen kein valider
Zustandsvektor zur Verfiigung steht. Somit ist hier besondere Vorsicht bei der Zuschaltung des
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Stellsignals geboten. Wird der Zustandsvektor also falsch beziehungsweise zu weit weg vom ei-
gentlichen Betriebspunkt initialisiert, so kann es zu unerwiinschtem Verhalten oder gar Instabilitét
kommen. Daher miissen hierfiir Vorkehrungen getroffen werden.

Beispielsweise kann fiir die Ubergangszeit bis zum Zeitschritt ¢ das System ohne Regelung be-
trieben werden. Dies ist jedoch ausschlieBlich fiir garantiert stabile oder gedimpft schwingende
Systeme anwendbar, insoweit dieser Betrieb nicht zu Problemen fiihrt. Fiir eine sehr langsame Dy-
namik (oder eine sehr schnelle Abtastzeit) konnte der Zustandsvektor auch mit den selben Werten
fiir alle Zeitschritte initialisiert werden. Eine dritte Moglichkeit ist eine Art Ubergangsregelung zu
implementieren, die das System garantiert (semi) stabil hilt solange der Koopman-Zustandsregler
auf ausreichende Werte wartet.

AuBlerdem kann es durch die begrenzte Messung von Zustinden dazu kommen, dass bestimmte
Eigenwerte nicht beobachtbar sind und somit nicht identifiziert werden. Grundsétzlich hingt die
Steuerbarkeit eines System nicht von einzelnen Messgrofen und damit von der Beobachtbarkeit
des Systems ab. Doch auch wenn diese Abhingigkeit systemtheoretisch nicht vorliegt, so hiangt
doch die Beobachtbarkeit einzelner Eigenwerte bei (Koopman-) linearen Systemen und damit die
Identifizierbarkeit seiner Eigenwerte von den Messgroflen ab. Kommt es durch eine ungeeignet
Messung dazu, dass steuerbare Eigenwerte nicht beobachtbar sind, so tauchen diese Eigenwerte
nicht im identifizierten Modell auf. Die Anzahl nicht beobachtbarer, aber steuerbarer, Eigenwerte
wird im weiteren Verlauf mit » bezeichnet. Eine Beriicksichtigung von n Eigenwerten bei der
Reglerberechnung nach Gleichung (3.52), obwohl nur n — r Eigenwerte einen mathematischen
beziehungsweise physikalischen Bezug zu den am realen System steuerbaren Eigenwerten des
Koopman-Operators haben, kann sich auf zwei Weisen auf den resultierenden Regler, und damit
das Verhalten des Systems im geschlossenen Regelkreis mittels Zustandsriickfithrung, auswirken.

1. Aufgrund der Argumentation im ersten Absatz von Abschnitt 3.4.1 hat eine Beriicksichti-
gung eines nicht steuerbaren Eigenwerts im LQ-Verfahren keine Auswirkung auf den Reg-
ler und die Reglermatrix ist entsprechend dieselbe wie bei ausbleibender Beriicksichtigung
nichtsteuerbarer Eigenwerte.

2. Durch Schitzfehler kann es dazu kommen, dass Heuristik 3.14 am identifizierten Modell
nicht erfiillt ist und mehr als n Eigenwerte steuerbar sind. Werden nun Eigenwerte im LQ-
Entwurf beriicksichtigt, die zwar modellseitig steuerbar sind, aber nicht den ,,korrekt“17
steuerbaren Eigenwerten des physikalischen System entsprechen, so kann es zu unerwiinsch-
tem Verhalten kommen. Dies kann sich unter anderem dadurch duflern, dass sich die be-
absichtigte Beeinflussung einzelner Zustdnde, durch entsprechende Gewichtung im LQ-
Entwurf, nicht wie vorgesehen ausprigt. Dies wird in Kapitel 5 tiefer analysiert und er-
lautert.

Um an dieser Stelle unerwiinschtes Verhalten zu vermeiden, ist es zwingend erforderlich den
berechneten Regler unter strenger Beobachtung am entsprechenden System zu testen.

17,,korrekt“ meint an dieser Stelle die identifizierten steuerbaren Eigenwerten, die den n steuerbaren Eigenwerten
des Koopman-Operators des nichtlinearen dynamischen Systems entsprechen.
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4 Schatzung Koopman-linearer
Zustandsraumsysteme

Das vorangegangene Kapitel befasste sich mit den theoretischen Grundlagen des Koopman-Opera-
tors. AuBBerdem wurden Erweiterungen in Bezug auf angeregte Systeme sowie unvollstindig ge-
messene Zustinde vorgenommen und systemtheoretische Begriffe, wie beispielsweise der Steu-
erbarkeit, im Kontext des Koopman-Operators betrachtet und formuliert. Diese Konzepte werden
im nun folgenden Kapitel aufgegriffen und es wird hieraus ein neues Konzept zur Schitzung von
Koopman-linearen Systemen entwickelt!8.

4.1 Deep Koopman Operator Learning with control (DKLc)

Wie bereits in den vorherigen Kapiteln erldutert wurde, ist es selbst mit der Bedingung ¢ (x,u) =
Vip (x,u) f(x,u) ~ A (x,u) und bekanntem Systemmodell'® eine enorme Herausforderung,
Koopman-Eigenfunktionen ¢ (x), oder die daraus ableitbaren Observables, analytisch zu bestim-
men. Aufgrund dieser grofen Einschriankung bieten sich Funktionsapproximationsalgorithmen
an.

{5}

2

Xj — 2
Xk+1

{2}

{3}

Uk

Uy —

4

Abbildung 4.1: DKLc-Netzstruktur. Spezielle Struktur eines kiinstlichen neuronalen Netzes zur
Approximation eines ndherungsweise invarianten Unterraumes zum Koopman-Operator eines
nichtlinearen Systems der Art aus Gleichung (3.36) anhand einer Reihe von von Messdaten
[Xp41: X, u | mitk € [0, N — 1]

18 Simtlicher Programmcode, welcher zur Anfertigung dieser Arbeit verwendet und erarbeitet wurde, ist unter
https://github.com/MarcelBonnert/DKLc-Diss.git abrufbar.

Djese Gleichung ergibt sich durch die Annahme, dass der Term V¢ (x,u) 0 aus ¢ (x,u) = Vyo X, 0)f(x,0) +
Vup (X,0) 1 = Ag (X, 1) gegeniiber Vio (x,u) f (X, u) nur einen geringen_ Anteil besitzt (dhnlich zu Annahme 3.4).
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Ein ausreichend tiefes MLP ist in der Lage, jede messbare Funktion beliebig genau anzunihern
[48]. Dabei bieten diese Netze im vorliegenden Fall einen weiteren erheblichen Vorteil. Es miissen
keinerlei Annahmen iiber die Funktion der Koopman-Observables festgelegt werden. Abbildung
4.1 zeigt den, in dieser Arbeit verwendeten, speziellen Autbau eines kiinstlichen neuronalen Net-
zZes.

Im Gegensatz zum Vorgehen in [69] werden in dieser Arbeit Observables und keine Eigenfunk-
tionen geschitzt. Dies hat den mal3geblichen Grund, dass Eigenfunktionen sehr restriktiv in Threr
Beschaffenheit sind. Diese Eigenschaft wiirde das Optimierungsproblem, insbesondere beim Hin-
zufiigen eines Eingangs, weiter erschweren. Fiir die Regelung, wie sie im Spéteren durchgefiihrt
wird, ist es unerheblich, wie genau das Modell aussieht und welche Basisfunktionen vorliegen.
Wichtiger ist, dass der Fehler zwischen Koopman-linearem und nichtlinearem Modell klein bleibt,
wie in Satz 3.11 angegeben. Hier bietet die Schitzung von Observables einen klaren Vorteil ge-
geniiber Eigenfunktionen.

Die Grundlage bei der Anhebung der Dimension des Zustandsraumes bildet dabei eine Enco-
der/Decoder Netzstruktur. Diese Struktur ist durch den Aufbau dhnlich zu einem sogenannten
Autoencoder, wie er im maschinellen Lernen hiufig eingesetzt wird. Eine Beschreibung der Un-
terschiede zwischen einem Autoencoder und der hier genutzten Struktur findet sich in Abschnitt
1.2. Das kiinstliche neuronale Netz besteht aus sieben Teilen welche folgend aufgelistet und er-
lautert sind.

{1} Linearer Zustandsencoder - Eingang: X, Ausgang: X;,
® [ eitet den Systemzustand direkt zur Koopman-Operator Approximationsschicht
{2} Nichtlinearer Zustandsencoder g, (x) : X; = G, - Eingang: x,;, Ausgang: Z,,

® st fiir das optionale Anheben der Zustandsraumdimension und die nichtlineare Transformation in Form
der Funktionen g, des Zustandsraums erforderlich

{3} Linearer Eingangsencoder - Eingang: u;, Ausgang: u,,
o [ eitet die Systemanregung direkt zur Koopman-Operator Approximationsschicht
{4} Nichtlinearer Anregungsencoder g1 (1) : Us = Gy - Eingang: u;, Ausgang: w,,

® st fiir das optionale Anheben der Dimension des Eingangsraumes und die nichtlineare Transformation
in Form der Funktion g, des Anregungsraums erforderlich

. . . T T T
{5} Koopman-Operator Schicht - Eingang: [z;, w} |, Ausgang z; ;.
® Approximiert eine lineare Zustandsraumrealisierung zu einem zum Koopman-Operator ndherungsweise
pradiktionsinvarianten Unterraum

{6} Zustandsdecoder - Eingang: z;  ,, Ausgang: X, ;,
® Approximiert eine Inverse zu g,
{7} Anregungsdecoder - Eingang: w; , Ausgang: U, .

® Approximiert eine Inverse zu g zur Umrechnung des Stellsignals vom Koopman- in den Zustandsraum

Die Dimensionen der Riume G, und §,, sind dabei abhiingig von der Wahl der einzelnen Enco-
derstrukturen. Wie sich in Kapitel 5 zeigt, konnen die linearen Encoder entfallen. Somit gilt bei
vorhandenen linearen Encodern §, C R"<™" beziehungsweise G,, C R”<™" und bei eine vollstin-
digen Kodierung des Zustandes ohne linearen Encoder §, C R": beziehungsweise G,, C R™.
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Das zu 16sende Optimierungsproblem des kiinstlichen neuronalen Netzes lautet
min J (0).
Das Kostenfunktional J (6) wird zu
J = a1 Jpredx + BiIpredx00 T @2Jpred,z + B2Jpred,z,00 + 3 Jauto @1

+ B3Jinco + aJin + asJomp + V1 1811 + 2 1611,

mit

Jpred,é =
Jpred,é,oo =
Jpred,; =
Jpred,;,oo =

J. auto —

B DT
— Xk — Xk 2
pk:o 2

ket oy £ = xc]

1 sk 2
Fk 5, Zk_gz(ﬁk)Hz
cmax 2—g, 60|
12200 2
—> g, (EZ (Xk))—ék )
pk=0 o
1220 2
180, (o, 00) -
o g (we) —ue|
1 221 2

g, (Xe4+1) = K8, (%) = K.g, () Hz

definiert. Dabei gibt 6 den Vektor an, welcher simtliche zu optimierenden Parameter im ange-
gebenen Netz beinhaltet. Dazu gehoren die Gewichtungsmatrizen und Biasterme der einzelnen
Schichten. Die Abhingigkeit von g8 gz, gw, K, und K|, und damit implizit X von 6 wurde der

Ubersichtlichkeit halber weggelassen. Zur anschaulicheren Darstellung sind die Ausdriicke fiir
Jored,x und Jpreq,, an dieser Stelle vereinfacht. Eine ausfiihrliche Formulierung ist in Anhang A.1.5

angegeben.

Die GroBen J, und Ji, bewerten, in wie weit das Netz die Zustands- und Eingangsdaten re-
konstruieren kann. Unter der Rekonstruktion der Daten wird verstanden, dass die Kodierung und
Dekodierung die Daten mit einem mdglichst kleinen Fehler verlduft. Sind die gemessenen Zu-
stande oder Eingénge jeweils Teil der Observable-Vektoren, entfillt die Bewertung dieser Anteile
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und es wird kein Decoder geschitzt, da die Zustinde aus den ersten n Elementen des Observable-
Vektors geschlossen werden konnen. Die zu minimierenden Funktionale Jpreqx und Jpreq,, geben
an, wie gut das Netz die Daten im Zustands- sowie im Koopman-Raum p Zeitschritte in die
Zukunft pradizieren kann. Hierfiir werden die Anfangszusténde jeder, in den Messdaten vorhan-
denen, Trajektorie allein aus den Systemparametern iiber die lineare Zustandsgleichung in {5}
pradiziert und zu jedem Schritt mit den Messdaten verglichen. Um das Optimierungsproblem bes-
ser zu konditionieren und eine Uberanpassung zu vermeiden, werden nach dem Beispiel von [90]
Vergessensfaktoren 0 < §; < 1 und ihre Summe J;,; = Z,f;(l) 8?
anschaulich die kurzfristige Priadiktion hoher als die langfristige und erleichtern so die Konver-

hinzugefiigt. Diese gewichten

genz des Netzes hin zu einer validen Losung. Der Term Jpyp bewertet die Einschrittpriadiktion
nach dem Vorbild der DMD und wird mit dem Gedanken integriert, die Einschrittpridiktion im
Hinblick auf Satz 3.11 und damit die Regelungseigenschaften zu verbessern. Die Anteile, welche
eine Supremumsnorm |-|| ., integrieren, sollen Ausreifer verhindern.

Das Einbeziehen eines Pradiktionshorizontes, speziell in der Koopman-Schicht {5}, ist besonders
wichtig, da im Allgemeinen mehrere Netze zum gleichen Fitergebnis fithren [35]. Diese Mehrdeu-
tigkeit wird durch die erzwungene Giiltigkeit des Modells iiber eine gewisse Anzahl an Zeitschrit-
ten eingeschrinkt. Die sich ergebenen Observables sind jedoch weiterhin nicht unbedingt eindeu-
tig, was auch in [18] erkennbar ist. Dort wird die in diesem Abschnitt beschriebene Methode zum
ersten Mal mit einem Préidiktionshorizont von p = 1 verwendet. Auch wenn die allgemeinen Fit-
ergebnisse gut sind, so sind die geschitzten Eigenwerte durch den sehr kurzen Pridiktionshorizont
nicht die, die man im Hinblick auf die Dynamik erwarten wiirde. Beispielsweise ergibt sich dar-
in fiir das Pendelsystem kein Pol, welcher mit der dominanten Frequenz korrespondiert. Zudem
variieren die Ergebnisse sehr stark mit unterschiedlichen Initialgewichten des Netzes.

Die in dieser Arbeit weiterentwickelte und verwendete DKLc-Methode nutzt hingegen einen er-
weiterten Pradiktionshorizont und eine komplexere Kostenfunktion, sodass sich ein System ergibt,
welches, bei geeigneter Wahl der Abtastzeit, robust und unabhingig von Startgewichten die domi-
nanten Eigenwerte schitzt, wie spiter in Kapitel 5 dargestellt. Die dominanten, der dort ermittelten
Eigenwerte der Koopman-linearen Systeméquivalente sind in einer Umgebung der Linearisierung
des nichtlinearen Systems und sind somit plausibel hinsichtlich der realen Systemdynamik. Die
Einbindung einer Pridiktion ist in der Literatur auch als Linear Recurrent Autoencoder Network-
Struktur (LRAN) bekannt und wurde fiir autonome Systeme durch Otto et al. [90] untersucht.

Weiter verfiigt die vorgestellte DKLc-Methode iiber die Moglichkeit, die Zustinde oder manu-
ell gewihlte Observables direkt in den Observable-Vektor einzubinden. Dabei ist das folgende
Lemma zunichst wichtig.

Lemma 4.1. Die (linear transformierten) Zustinde eines nichtlinearen Systems x = f(x) € X
konnen nicht alle Eigenfunktionen des Koopman-Operators auf dem gesamten X sein.

Beweis. Wenn alle Zustinde (oder eine lineare Transformation X = T~ 'x dieser) Eigenfunktionen
des Koopman-Operators wiren, dann konnten sie linear in der Form X; = A;X; dargestellt werden.
Damit wiren sie Zustinde eines linearen und nicht eines nichtlinearen Systems. [
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Auch wenn diese Zustdnde somit keine Eigenfunktionen des Koopman-Operators sein konnen, so
konnen sie dennoch Observables sein. Dies zeigt sich auch anhand von Gleichung (3.9), wonach
sich Observables aus der Summe der Eigenfunktionen ergeben. Fiir das Beispiel aus Gleichung
(3.5) kann der dort verwendete Observable-Vektor, welcher unter anderem aus den Zustinden be-
steht, direkt aus den Eigenfunktionen gebildet werden??. Grundsiitzlich handelt es sich bei der
Hinzunahme der Zustinde als Observables allerdings um eine Einschrinkung beziiglich des po-
tenziell erreichbaren Fitergebnisses, wie sich auch in Kapitel 5 anhand einiger Beispiele zeigen
wird. Diese Darstellung besitzt jedoch durch seine Anschaulichkeit bei der Wahl der Gewich-
tungsmatrizen der LQ-Regelung sowie durch die verringerte Komplexitit iiber den entfallenden
Zustandsdecoder Vorteile gegeniiber dem vollstindig kodierten Zustand.

Die Software zur Schitzung von Koopman-linearen Systemen unter Nutzung von Deep-Learning-
Methoden nutzt dabei das Tensorflow Paket in der Version 1.14 fiir die Programmiersprache Py-
thon [75]. Verwendet wird genauer Python in der Version 3.6. Wie der Name bereits verrit, basiert
Tensorflow auf mehrdimensionalen Tensoren, sowie sogenannte Dataflow Graphs. Hierzu werden
anschaulich die Rechenprozesse zunichst als eine Art Flowchart beschrieben und erst zur Ausfiih-
rungszeit mit Zahlenwerten versehen. So ist es moglich, komplexe Modelle, wie beispielsweise
kiinstliche neuronale Netze, aufzubauen und diese zu optimieren.

Fiir die Optimierung solcher Modelle miissen verschiedene Randbedingungen definiert werden,
was das Thema der folgenden Abschnitte sein soll.

4.1.1 Auswahl des Optimierers

Im nachfolgenden Abschnitt werden die vielversprechendsten Optimierer fiir kiinstliche neuronale
Netze aufgelistet, in Kurzform beschrieben und anhand ihrer Eigenschaften eine Auswahl getrof-
fen. Der im Training kiinstlicher neuronaler Netze am héufigsten eingesetzte Optimierer verwen-
det die sogenannte ADAM-Gleichung. Die allgemeine Updategleichung fiir viele Optimierer vom
ADAM-Typ kiinstlicher neuronaler Netze lautet

B =B,y —hetiy/\[3,

Dabei ist § der zu schitzende Parametervektor, m, und ¥, jeweils eine Schitzung des Gradienten
und der Varianz des Gradienten der Optimierungsgrof3e und / die Schrittweite oder, wie im Kon-
text kiinstlicher neuronaler Netze hdufig genannt, die Lernrate. Der Operator ,,./ *“ und die Wurzel
geben elementweise Operationen an. Weiter wird der Vektor /./ \/ﬁ_k als effektive Schrittweite be-
zeichnet und bringt den Effekt mit sich, dass das Verfahren weniger abhingig von der gewéhlten
Schrittweite /4 ist [31].

20 Anhand dieses Beispiels zeigt sich jedoch, dass einzelne Zustinde (dort x;) Eigenfunktionen des Koopman-
Operators sein konnen. Dies ist genau dann der Fall, wenn, wie auch im genannten Beispiel, einzelne Zustinde
vollstindig linear beschrieben werden, wie sich leicht durch den Beweis in Lemma 4.1 zeigen ldsst.
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Der ADAM-Typ von Optimierern basiert daher auf einer Schitzung der ersten beiden statisti-
schen Momente des Gradienten der zu schitzenden Variablen [31]. Daraus leitet sich sein Name
ADAptive Moment estimation ab. Die Updategleichung lésst sich intuitiver mit

0 = 0, —hE(VI,) ./ Var (V1) 4.2)

angeben. Ist die Varianz des Gradienten groB3, so ist die Unsicherheit gro3 und der Parameter
wird nur nummerisch wenig aktualisiert, da der Einfluss des hinteren Terms aus Gleichung (4.2)
mit hoherer Varianz abnimmt. Diese Eigenschaft ist vor allem dann sinnvoll, wenn die Lerndaten
stark verrauscht sind, was fiir die Anwendung in realen Problemen von groem Vorteil ist. Der
Optimierer wird dann also anschaulich gesprochen ,,vorsichtiger*.

Eine Variante des ADAM-Algorithmus ist der ADAMax-Algorithmus, welcher die Varianz iiber
die Maximum-/Unendlichkeitsnorm aktualisiert. Komplexere Optimierer wie Adagrad ([37]) oder
ADADELTA ([126]) sind fiir das in dieser Arbeit verwendete und vergleichsweise simple Netz
nicht notwendig, konnen aber fiir komplexe Aufgaben Vorteile mit sich bringen [98].

Da die in dieser Arbeit beschriebene Methode einen enormen Rechenaufwand benétigt, bleibt
eine detaillierte Analyse einzelner Optimierer anhand verschiedener Modelle und Ordnungen an
dieser Stelle aus. Tests in einem kleinen Umfang liefern keine auffilligen Unterschiede zwischen
den Optimierern. Des Weiteren liefert ein Optimierer vom ADAM-Typ in den meisten Studien ein
besseres Ergebnis hinsichtlich der dabei konkret verwendeten Verlustfunktion als andere. Er wird
folglich in dieser Arbeit als Optimierungsalgorithmus verwendet.

Zu jedem Optimierer fiir kiinstliche neuronale Netze muss eine Schrittweite gewihlt werden. An-
hand zahlreicher Tests konnte eine Schrittweite von 7 = 10™* als guter Kompromiss zwischen
Konvergenzgeschwindigkeit und dem robusten Auffinden niedriger Minima der Verlustfunktion
gefunden werden. Jedoch ist dies nicht der einzige Parameter fiir die Optimierung abseits der Ge-
wichte der einzelnen Terme der Verlustfunktion. Ebenso muss eine sogenannte Batch Size und
die Art des Batchings fiir den Datensatz gewéhlt werden, mit dem sich die beiden folgenden Ab-
schnitte beschéftigen.

4.1.2 Trainingsphilosophien

Beim Training eines DKLc-Netzes konnen im Wesentlichen zwei Trainingsansitze verfolgt wer-
den. Das Sample Batching und das Trajectory Batching. Durch die Namensgebung wird beschrie-
ben, in welcher Dimension der Datensatz in Batches aufgeteilt wird. Eine visuelle Gegeniiberstel-
lung beider Konzepte ist in Abbildung 4.2 dargestellt.

Sample Batching

Das Sample Batching stellt den allgemeineren Ansatz dar. Dabei wird das Netz in vier Dimen-
sionen trainiert, das heifit die Daten werden in einem vier-dimensionalen Array gespeichert und
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verarbeitet. Diese sind die Sample-Dimension, die dem Ansatz den Namen verleiht, der Pradik-
tionshorizont, die Anzahl der Trajektorien und die Systemordnung beziehungsweise die Anzahl
der MessgroBen. Gegebenenfalls kann die Trajektorien Dimension weggelassen und durch eine
niedrigere Batch Size ersetzt werden, um, je nach Hardware, Rechenzeit einzusparen.

Der Vorteil bei diesem Ansatz liegt darin, dass fiir mehrere gemessene Trajektorien iiber viele
verschiedene Messzeitpunkte ein Modell ermittelt wird. Dies macht die Optimierung allerdings
auch erheblich schwieriger, da fiir ein nichtlineares Modell ein lineares Modell iiber den komplet-
ten Datensatz ermittelt werden muss. Die Daten miissen entsprechend aufbereitet und geeignet
sein. Wenn dieser Ansatz allerdings zu einer sinnvollen Losung kommt, ist das Modell iiber die
komplette Zeitdauer des Datensatzes und somit allgemeiner giiltig. Der Pradiktionshorizont dient
hierbei im Wesentlichen dazu, die Dynamik iiber kurze Zeitabstinde besser zu pridizieren. Im
Gegensatz dazu sind die Modelle des Trajectory Batchings nur tiber den Priadiktionshorizont (tat-
sdchlich) giiltig. Im Grenzfall, wenn die Anzahl der Samples dem Préadiktionshorizont entspricht,
geht der Sample Batching Ansatz direkt in das Trajectory Batching tiber.

Nach der Validierung einer Vielzahl von Versuchen und anhand der oben genannten Ausfithrungen
wird dieser Ansatz nicht weiter verfolgt, da er das Optimierungsproblem zu sehr einschrénkt, was
sich in einer schlechten Konvergenz hin zu sinnvollen Ergebnissen duf3ert.

Sample Trajectory
Batching Batching

n

P

N x Nigaj X

Abbildung 4.2: Visualisierung der Datenanordnung fiir unterschiedlichen Trainingsphilosophien.
Die geschwungene Klammer gibt dabei die Dimension an, iiber die die Daten aufgeteilt werden

Trajectory Batching

Das Trajectory Batching stellt einen reduzierten Ansatz dar. Die Sample-Dimension entfillt bei
diesem Ansatz, sodass nun lediglich in drei Dimensionen trainiert wird. Dadurch erhoht sich aller-
dings die Anzahl an Trajektorien Ny,; der Linge p. Das Modell muss somit einen Datenpunkt nur
p Zeitschritte in die Zukunft priadizieren konnen, da jede Messreihe beziehungsweise Trajektorie
nur p Samples lang ist. Somit ist es fiir das Optimierungsproblem wesentlich einfacher ein Modell
zu finden, welches unter dem Verlustfunktional (4.1) minimal ist. Diese Modelle sind allerdings
nur fiir diesen trainierten Priddiktionshorizont, und je nach Fit gegebenenfalls sogar iiber einen
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kiirzeren Horizont, giiltig. Durch eine grolere Anzahl an Trajektorien wird versucht, eine allge-
meinere Giiltigkeit des Modells zu schaffen, was jedoch insbesondere fiir einzelne Trajektorien
nicht immer der Fall sein muss, wie sich in Kapitel 5 zeigen wird.

Dennoch wird diese Trainingsphilosophie ausgewihlt, um die beschriebenen Netze zu trainie-
ren. Heuristisch ist insbesondere fiir die Regelung eine kurzzeitige Pridizierbarkeit des Systems
ausreichend, um das nichtlineare Modell adidquat zu regeln. Weiter ist das Optimierungsproblem
deutlich besser konditioniert und es ist wahrscheinlicher ein Modell zu ermitteln, welches das
Systemverhalten zumindest iiber den trainierten Zeithorizont gut reproduzieren kann.

Auch wenn die allgemeine Trainingsphilosophie ausgewihlt ist, ist es wichtig zu ermitteln, wie
grof} die Batch Sitze gewihlt werden sollte. Mit der eigentlichen Auswahl dieser beschiftigt sich
der nachfolgende Abschnitt.

4.1.3 Wahl der Batch Size

Eine allgemeine Beschreibung der Batch Size findet sich in Abschnitt 2.3.2. Darin wurde bereits
verdeutlicht, dass die Batch Size ein sensibler Parameter ist, der dabei helfen kann, die Appro-
ximationsfahigkeit des Netzes zu erhohen. Bei ungeeigneter Wahl kann er jedoch auch zu einer
Verminderung der Schitzqualitit fithren.

Um den Einfluss dieses Parameters im Rahmen einer DKLc-Schitzung zu beurteilen, wird erneut
das Referenzsystem aus Gleichung (3.5) mit unterschiedlichen Batch Sizes im Bereich von 10 bis
5000 geschitzt. Die Modellparameter sind in Abschnitt A.3.2 im Anhang dargestellt. Fiir diese
Schiétzung ergibt sich jedoch ein anderes Bild als in Abschnitt 2.3.2, denn der Parameter hat fiir
eine DKLc-Schitzung nur einen vernachlédssigbaren Effekt. Die Schitzung mit einer sehr klei-
nen Batch Size liefert zwar ein etwas besseres Ergebnis hinsichtlich des Verlustfunktionals, fiihrt
jedoch, wie erldutert, zu einer wesentlich langeren Optimierungsdauer.

Riickblickend auf das vergleichsweise einfache Beispiel im Grundlagenkapitel in Abschnitt 2.3.2
wird im Verlauf der Arbeit dieser Parameter auf einen mittleren Wert von 512 festgelegt, was etwa
einem Zehntel bis Zwanzigstel der Menge an Trainingstrajektorien entspricht, abhiingig von der
GroBle der Datensitze. So wird die Optimierungsdauer bei gleichbleibender Anzahl an Epochen
nicht unnétig verlidngert und es kann der potentiell positive Effekt einer kleineren Batch Size
genutzt werden.

4.1.4 Umsetzung der Koopman-Zustandsriickfithrung mit DKLc

Abbildung 3.3 zeigt die Koopman-Zustandsriickfithrung nach [18]. In Verbindung mit der DKLc-
Methode muss dieser jedoch leicht angepasst werden. Durch die Biasterme im Netz fiihrt ein
x = 0 beziehungsweise x = X,p im Allgemeinen zu einem z # 0. Das gleiche gilt fiir den
Eingang. Die um diese stationiren Werte angepasste Zustandsriickfithrung ist in Abbildung 4.3
dargestellt.
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Abbildung 4.3: Verallgemeinerte Koopman-Zustandsriickfithrung fiir DKLc

Die Struktur ist dhnlich zu einem linearen Zustandsregler, welcher auf ein nichtlineares System
angewendet wird. Auch hier muss der Arbeitspunkt korrigiert werden, bevor und nachdem die
Signale auf die Reglermatrix beziehungsweise das Stellsignal auf das System gegeben werden.
Der maligebliche Unterschied ist die Riicktransformation des Stellsignals von W nach U. Formell
ergibt sich das Regelgesetz zu

Uk =8, (gﬂ (uyp) —C (E; xe) — g, (zAP))) : (4.3)

Anhand dieser Gleichung ist zu erkennen, dass die Transformation und Riicktransformation des
Eingangs mindestens am Arbeitspunkt fehlerfrei sein muss, um den Arbeitspunkt ohne Abwei-
chung einzustellen. Ahnlich zu Gleichung (3.17) gilt fiir die Eingangstransformation

W =g, (Eﬂ (Ek)) +e(u)- (4.4)

Angenommen der Arbeitspunkt x,, wird durch den Regler in Gleichung (4.3) zu einem bestimm-

ten Zeitschritt k eingestellt. Dann gilt fiir das Stellsignalu_ ; = gw (gw (g AP)). Wenn diese Trans-
formation am Arbeitspunkt nun gemiB Gleichung (4.4) einen Fehler aufweist, wird das System
durch den Transformationsfehler € angeregt, was zu einem Verlassen des Arbeitspunktes fiihrt.
Durch den fehlenden Integrator im Regler kann dann nicht garantiert werden, dass diese Abwei-
chung zum Arbeitspunkt asymptotisch verschwindet.

Weiter ist der Satz 3.11 iiber die Stabilitdt von Koopman geregelten Systemen additiv abhingig
von einem Fehler in der StellgroBentransformation, sodass ein solcher Fehler die Stabilitdtsgaran-
tie beeinflusst. Dies ist insbesondere bei der Wahl der Gewichtungen o3 und 3 im Giitefunktional
(4.1) zu beriicksichtigen.
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4.1.5 Wahl der Gewichtungsmatrizen bei LQ-Zustandsregelung

Grundsitzlich werden die Gewichte geméll dem Vorgehen aus Abschnitt 3.4.1 gewihlt und be-
rechnet. Fiir ein DKLc-Modell kann der Gradient der Observables anhand der Schicht-Gewichte
des kiinstlichen neuronalen Netzes explizit symbolisch angegeben werden. Eine Herleitung dafiir
ist in Anhang A.1.4 angegeben.

Auch wenn es heuristisch anschaulich ist, dass die Eigenwerte, die in der Nédhe derer des linea-
risierten Systems liegen, die nach Heuristik 3.14 n steuerbaren Eigenwerte sind, so ist es nicht
immer sichergestellt, dass eine solche Linearisierung bekannt ist. Daher miissen diese zunéchst
identifiziert, beziehungsweise in Ihrer Steuerbarkeit bewertet, werden. Des Weiteren kann es durch
die fehlerbehaftete Schitzung der Systeme dazu kommen, dass eine bindre Entscheidung iiber die
Steuerbarkeit der einzelnen Eigenwerte nicht moglich ist. Durch die in der Approximation auftre-
tenden Fehler kann es passieren , dass sich weitere schlechter steuerbare Eigenwerte ergeben.

Fiir die Quantifizierung der Steuerbarkeit einzelner Eigenwerte stehen in der Literatur einige Ver-
fahren zur Verfiigung. Dazu gehort unter anderem das Steuerbarkeitskriterium nach Gilbert [44],
sowie modale Steuerbarkeitsmafle nach Miiller und Liickel [84], die beide auf einer Diagonalisie-
rung des untersuchten linearen Modells basieren.

Das Steuerbarkeitskriterium nach Gilbert ist grundsitzlich zur Evaluierung der bindren Eigen-
schaft der Steuerbarkeit einzelner Eigenwerte konzipiert. Das lineare Zustandsraummodell wird
iiber eine Ahnlichkeitstransformation mittels der Eigenvektoren der Systemmatrix diagonalisiert.
Dabei handelt es sich um einen Basiswechsel in Eigenkoordinaten, welcher ebenso auf die Ein-
gangsmatrix angewendet wird. So ist es moglich, durch Betrachtung der einzelnen, zu den Eigen-
werten korrespondierenden Zeilen der Eingangsmatrix, darauf riickzuschliefen, ob ein einzelner
Eigenwert steuerbar ist oder nicht. Wenn die Koordinaten jedoch zusétzlich normiert sind, ist
ebenso eine Beurteilung des Grades der Steuerbarkeit oder der Empfindlichkeit einzelner Eingén-
ge auf spezifische Eigenwerte anhand der Eintriige in der Eingangsmatrix moglich. Die Evaluie-
rung des Grades der Steuerbarkeit nach Gilbert kann allerdings fiir Systeme mit mehreren Eingén-
gen unter Umstdnden problematisch sein, da ein einfacher numerischer Vergleich der Eintrige in
der Eingangsmatrix nicht mehr moglich ist. Aulerdem ist bei der Evaluierung der Steuerbarkeit
bei konjugiert komplexen Eigenwerten zu beachten, dass, wenn einer dieser Eigenwerte steuerbar
ist, dies auch fiir den anderen gilt, wie sich leicht durch eine Modaldarstellung eines Zustands-
raumsystems nachweisen lisst. Die Steuerbarkeit jedes einzelnen Elements dieses Eigenwertpaa-
res wird dann als gleichwertig angesehen.

Fiir die Bewertung der Steuerbarkeit einzelner Eigenwerte nach Miiller und Liickel gilt im zeit-
diskreten Fall

Eioy = ——=———e! 1M, (4.5)
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Dieses MaB3 beurteilt anschaulich gesprochen die Verschiebbarkeit der Eigenwerte und setzt zu-
sdtzlich die Stabilitit beziehungsweise Dynamik iiber den multiplikativen Anteil der Exponen-
tialfunktion ins Verhiltnis. Somit werden schnellere Dynamikanteile iiber diesen Term stirker
gewichtet. Gegebenenfalls kann es sinnvoll sein diesen multiplikativen Anteil fiir die reine Beur-
teilung der Steuerbarkeit, ohne Einbeziehung der Dynamik, zu vernachlissigen. Eine Normierung
der Basis ist bei diesem Mal} nicht notwendig, da das gesamte Mal} bereits durch den Nenner
wiw; in Gleichung (4.5) normiert wird.

4.1.6 Einfluss von Mess- und Schatzungenauigkeiten auf die DKLc-Methode

Da es sich beim Deep Koopman-Operator Learning um eine Methode handelt, welche auf kiinst-
lichen neuronalen Netzen beruht, ist eine einfache Aussage fiir den Zusammenhang zwischen
Signalrauschen und Identifikationsungenauigkeiten, wie beispielsweise bei Subspace-Verfahren
([19, 32]) oder autoregressiven Ansétzen ([65]), bisher nicht moglich. Das Gleiche gilt fiir ei-
ne Abschitzung bei der Variation verschiedener Anfangsgewichte der Schichten des kiinstlichen
neuronalen Netzes, was nachfolgend experimentell untersucht wird.
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Abbildung 4.4: Zusammenhang von Schitzungenauigkeiten in den Eigenwerten iiber variierende
initiale Schichtgewichte sowie Rauschamplituden

Da mit dem System aus (3.5) ein Modell zur Verfiigung steht, fiir das eine exakte Losung mit
einer endlichen Anzahl an Observable- und Eigenkoordinaten bekannt ist, eignet sich dieses zur
Untersuchung der Auswirkung von Rauschen und unterschiedlichen Initialisierungsgewichten. In
[5] wurde die DKLc-Methode bereits in soweit evaluiert, dass sie gegen die analytische Losung
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konvergiert. In Abbildung 4.4 wird der Zusammenhang von Bias und Varianz bei einer DKLc-
Schitzung iiber verschiedene Rauschamplituden und Initialgewichte aufgezeigt. Zu diesem Zweck
werden jeweils 100 Systeme geschitzt und ausgewertet. Dabei wird das System mit einer geringe-
ren Anzahl an Epochen trainiert, als die in Kapitel 5 betrachteten Systeme. Dies liegt maB3geblich
an der Masse der zu schitzenden Systeme, um eine valide statistische Aussage treffen zu konnen.
Hinsichtlich der praktischen Anwendung des DKLc-Verfahrens konnen die Modelle nicht tiber die
Epochenanzahl aus Kapitel 5 (10.000) trainiert werden, da die Schitzung sonst mehrere Wochen
in Anspruch nehmen wiirde. Vorangegangene Testidentifikationen lieferten jedoch die Erkenntnis,
dass sich fiir das betrachtete System bereits nach etwa 2.000 Epochen eine Losung einstellt, die
hinsichtlich des Verlustfunktionals kaum noch verbessert werden kann. Die Struktur der einzel-
nen Schichten des Netzes sowie die Parameter des Verlustfunktionals (4.1) ist in Anhang A.3.2
angegeben.

Fiir die Schitzung des Rauscheinflusses wird das Netz mit 100 Datensitzen mit unterschiedlichen
Rauschrealisierungen bei gleichen Initialgewichten trainiert. Bei der Untersuchung der Startge-
wichte wird lediglich ein fester Datensatz ohne Rauschen verwendet. Es ist ein deutlicher Zu-
sammenhang zwischen der Rauschamplitude und der Streuung sowie einem Bias erkennbar. Bei
der Erhohung des Messrauschens auf 02 ~ 0,3 kommt es zu einer vergleichsweise erheblichen
VergroBerung des Bias, sodass dieser etwa quadratisch mit der Varianz ansteigt. Der Einfluss un-
terschiedlicher Initialgewichte ist beziiglich des Bias dhnlich zum Fall mit Rauschen bei 0 ~ 0,1.
Die Varianz ist jedoch etwas groBer als im Rauschfall.

Des Weiteren ist auffillig, dass die Schitzung mittels DKLc die Modelle immer mit einer schnel-
leren Dynamik versieht, als es das Referenzsystem vorsieht. Ein konkreter Grund hierfiir konnte
nicht ermittelt werden. Setzt man voraus, dass das nichtlineare Modell des spéter betrachteten
Drei-Tanks korrekt ist, so stellt sich fiir den langsamsten Eigenwert der umgekehrte Effekt ein.
Daher scheint dieses Verhalten systemabhéngig zu sein.

Fiir eine bessere Einordnung der Rauschamplitude ist in Abbildung 5.10 eine Beispieltrajekto-
rie des spiter besprochenen Van der Pol Oszillators mit verschiedenen Rauschamplituden und
-realisierungen gezeigt. In diesem Plot ist die Amplitude des Systemsignals gegeniiber dem be-
sprochene Beispielsystem (3.5) etwas geringer, sodass das Signal-Rausch-Verhiltnis in dieser Dar-
stellung etwas geringer ist.

4.2 Abschatzung der Systemordnung eines Koopman-linearen
Systems

Um einen theoretisch fundierten Ausgangspunkt der zu verwendenden Systemordnung zu erhal-
ten, und somit die Anzahl an Observables abzuschitzen, werden in dieser Arbeit die sogenannten
Subspace-Verfahren verwendet. Im darauf folgenden Schritt werden dann die sogenannten Infor-
mation Criteria angewendet, um die Systemordnung weiter zu optimieren.
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Die Subspace-Identifikationsverfahren liefern neben einem linearen Zustandsraummodell auch ei-
ne Abschitzung der Systemordnung eines linearen Modells ausgehend von Messungen des Aus-
ganges. Da im Rahmen dieser Arbeit, ausgehend von einer Messung des gesamten Zustandsvek-
tors, nach linearen Systemen hoherer Ordnung gesucht wird, erscheint die Anwendung dieser
Methoden sinnvoll. Abbildung 5.2a zeigt beispielhaft vorgreifend fiir das spéter betrachtete Van
der Pol System den Verlauf der Singulidrwerte der charakteristischen Matrix, welche eine System-
ordnung abschitzt.

Es ist klar erkennbar, dass eine eindeutige Aussage iiber die Systemordnung nur bedingt méglich
ist. Aus [17] sowie den Veroffentlichungen von Sadeqi et al. [99] und Borjas und Garcia [19]
kann jedoch diejenige Zahl als Systemordnung ausgewihlt werden, nach der sich eine Art Plateau
in den Singuldrwerten ausbildet. Fiir das betrachtete Beispiel kann somit eine Ordnung von vier
beziehungsweise sieben oder acht ermittelt werden, je nachdem welchen Subspace-Algorithmus
zur Ordnungsbestimmung man zugrunde legt. Da dies jedoch keine allgemein giiltige Aussage ist,
muss die Systemordnung weiter optimiert werden.

Dafiir werden die Information Criteria verwendet. Sie bewerten anhand des logarithmierten mitt-
leren quadratischen Fehlers €2 = 1/N Zfil (x; — g,.)2 zwischen Modell und Messdaten und
einem Term 7 (N, Np)

IC = Nln(€*) +n(N, Np)

die Qualitdt des Modells gegeniiber seiner Komplexitét und sollen somit ein Overfitting vermei-
den. Die Komplexitit wird iiber die Anzahl der Modellparameter Np, welche in n normiert wer-
den, bewertet. Das in der Literatur am hédufigsten verwendete Kriterium ist das korrigierte Akaike
Information Criterion (AICc), welches in Gleichung (4.6) angegeben ist [29].

AIC, = 2N In(¢) + 2N Ne (4.6)
¢ = n(e _— .
N —Np—1

Die Korrektur des AIC ist durch Schitzung mit Messdaten und der damit verbundenen endlichen
Anzahl an Messpunkten notwendig [29, S. 63]. Fir N — oo geht das AIC, in das AIC iiber.

Urspriinglich ist Np definiert als die Anzahl an Parametern im Modell. In der Literatur ist dies je-
doch nicht einheitlich. Haufig, insbesondere bei der Schitzung von Zustandsraummodellen, wird
anstatt der Anzahl der freien Parameter die Ordnung Np = n verwendet. Dies hat den Grund,
dass die Anzahl an effektiven freien Parametern bei Zustandsraummodellen mit O (n - (1 4 m))
zunimmt. Dies wiirde bei wachsender Ordnung und Erhohung des Eingangsraumes beziehungs-
weise einer grolen Anzahl an Eingéngen sehr schnell dazu fiihren, dass n sehr grol wird und
der Einfluss der Schitzqualitidt € abnimmt, sodass praktisch immer Modelle mit niedriger Ord-
nung den Vergleich gewinnen, auch wenn die Schitzqualitiat der Modelle mit nur leicht erhohter
Komplexitit gegebenenfalls deutlich bessere Pradiktionsergebnisse liefern.
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Grundsitzlich ist es auBerdem denkbar, auch die Komplexitidt der geschitzten kiinstlichen neu-
ronalen Netze mit Np zu bewerten. Dafiir kann beispielsweise die Schichtdicke der einzelnen
Encoder und Decoder oder die Anzahl an Neuronen pro Schicht herangezogen werden. Da die
Netze im nachfolgenden Kapitel jedoch nicht, beziehungsweise nur dulerst geringfiigig variiert
werden, ist eine Bewertung der Netzkomplexitit in dieser Arbeit nicht notwendig.

Wichtig ist bei der Anwendung der Information Criteria vor allem zu verstehen, dass es nicht auf
den absoluten Wert des AIC, ankommt. Vielmehr ist das Verhéiltnis zwischen den einzelnen Wer-
ten der verschiedenen Modelle von Belang. Daher wird hiaufig auch eine Differenz untereinander
bewertet, worauf in dieser Arbeit durch die visuelle Darstellung verzichtet wird.

4.3 Methodik zur Identifikation, Analyse und Regelung
nichtlinearer dynamischer Systeme

Das gesamte Framework, von Voranalyse des Systems und der Daten, iiber die Identifikation bis
hin zur Regelung des nichtlinearen Systems, aus diesem und dem vorangegangenen Kapitel 3, ist
in Abbildung 4.5 noch einmal iibersichtlich zusammengefasst. Da die Vorverarbeitung der Daten
optional ist, ist dieser Prozess gestrichelt dargestellt. Der graue gestrichelte Pfeil zeigt an, dass
eine umfassende, strukturelle Anpassung des Modells notwendig sein kann, sollte das Training
nicht konvergieren oder der Pradiktionsfehler zu grof3 sein.

( System (3.26) oder (3.27) )

,_____V___ b_'________' Untersuchung der
1
\ dorvle\:/r[ar thung : > Steuerbarkeit der Eigenwerte
ol SEMESRUEE ) (Abschnitte 3.3.2 und 4.1.5)
Messdaten zur n Steuerbare
Identifikation Eigenwerte‘ '
Subs Identifikati
u (fggshni?; . f)lon Berechnung des Reglers l—
Potenzielle
Systemordnung Zustandsregler
Y
Identifikation verschiedener Y
> Modellordnungen und -strukturen [<- - - & Erprobung
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Modellkandidatenl 12e
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Auswahl des besten 1z .
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Modellqualitit
ausreichend?

Nein

Abbildung 4.5: Grafische Darstellung des in dieser Arbeit entwickelten Identifikations-, Analyse-
und Regelungs-Frameworks
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5 Analyse und Regelung dynamischer
Systeme

Dieses Kapitel greift die in den vorangegangenen Kapiteln erarbeiteten Konzepte und Methoden
auf und wendet sie auf zwei simulierte Systeme und einen realen Priifstand an. Dabei werden
gemal dem Schema aus Abbildung 4.5 zunichst Daten des jeweiligen Systems gemessen und ge-
gebenenfalls durch Filterung und Unterabtastung vorverarbeitet. Im Anschluss wird das System
auf Basis dieser Daten identifiziert, analysiert und geregelt. Die Ergebnisse dieses Vorgehens wer-
den zusitzlich mit anderen, in Kapitel 2.3 beschriebenen, Methoden verglichen. Die kiinstlichen
neuronalen Netze zur Ermittlung der Modelle werden auf einem Rechner mit AMD Ryzen 3700X
Prozessor und Nvidia GeForce® RTX 2080 Grafikkarte trainiert.

Um die in dieser Arbeit vorgestellte DKLc-Methode praktisch nutzbar zu machen, ist eine leis-
tungsfihige Grafikkarte von hochster Bedeutung. Durch den physischen Aufbau einer GPU kann
die Zeit pro Optimierungsschritt gegeniiber einer CPU deutlich reduziert werden [15]. Je nach
Netzkonfiguration und Datenmenge ist eine Optimierung auf einer GPU fiir das DKLc-Verfahren
zwischen drei- bis zehnfach schneller als eine Optimierung auf einer CPU.

In diesem Kapitel werden neben dem eigentlichen Verfahren auch verschiedene Modellkonfi-
gurationen untersucht. Diese sind dabei durch eine Zahl mit vorangestelltem ,,S* (fiir Struktur)
gekennzeichnet. Die Benennung sowie die entsprechende Konfiguration ist in Tabelle 5.1 aufge-
tragen. Genauere Angaben zur Konfiguration der Observables sind im entsprechenden Abschnitt
beschrieben.

Tabelle 5.1: Erlduterung der untersuchten Modellstrukturen

Bezeichnung ‘ Observable-Vektoren Erlduterung
T 7]t
S g, (x) = [K - (x) ] Der Zustand ist Teil des Observable-Vektors.
g W=u Der Eingang ist der Eingangsobservable-Vektor
_E — -
T 7]t
S g, (x) = [K 8,1 (x) ] Der Zustand ist Teil des Observable-Vektors.
g W=g¢g . (u) Der Eingang wird vollstdndig kodiert.
=W =W,
$3 g, (x) = g1 x) Der Zustand wird vollstindig kodiert.
gy (w=u Der Eingang ist der Eingangsobservable-Vektor
g =g
S4 = = Zustand und Eingang werden vollstiandig kodiert
g, W=¢g W
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Grundsitzlich ldsst es das DKLc-Verfahren zu, dass zusitzliche Eingangsobservable generiert
werden, sodass m, > m gilt. Dies wird jedoch aufgrund der Ausfiihrungen in Abschnitt 3.4.1 in
dieser Arbeit nicht betrachtet. Daher ist der Eingangsobservable-Vektor fiir die Konfigurationen
S1 und S3 der gemessene Eingangsvektor und fiir die Modellstrukturen S2 und S4 eine vollstén-
dige Transformation des Eingangs ohne eine Ordnungsanhebung.

Die Funktionsfahigkeit der vorgestellten Methodik wird in [S] analysiert und fiir das System aus
Gleichung (3.5) gezeigt. Hierin wird eine konsistente Konvergenz hin zu den Eigenfunktionen des
Systems experimentell gezeigt. Daher wird sich in diesem Abschnitt darauf beschriankt, komple-
xere Systeme zu analysieren und diese zu regeln.

Es sei darauf hingewiesen, dass sich die in dieser Arbeit gezeigten Ergebnisse durch die rando-
misierte Initialisierung der Schichtgewichte bei erneuter Identifikation leicht verdndern konnen.
Dadurch kann es im Einzelfall dazu kommen, dass eine andere Ordnung ausgewihlt wird oder sich
das Pradiktions- und/oder Regelverhalten geringfiigig verdndert. Durch die begrenzte Rechenka-
pazitit ist eine umfassende und mehrfache Identifikation von einzelnen Konfigurationen mit der
gegebenen Hardware nicht realistisch moglich, da eine komplette Identifikation inklusive einer
Hyperparameteroptimierung sowie Ordnungssuche, wie sie in den folgenden Abschnitten gezeigt
werden, fiir ein einzelnes System bis zu einem Monat reine Rechenzeit in Anspruch nehmen kann.

Um die in der vorliegenden Arbeit entworfenen Verfahren und theoretischen Grundlagen anhand
von Beispielen zu validieren, werden diese einleitend anhand von zwei rein nummerischen Bei-
spielen erprobt. Danach folgt die Anwendung auf einen realen Priifstand?!.

5.1 Numerische Beispiele

Die mathematisch motivierten dynamischen Systeme werden ausgewihlt, weil sie nicht nur itiber
ausgeprigte Nichtlinearitdten, sondern auch iiber mehrere Arbeitspunkte verfiigen. Dies gilt ins-
besondere fiir das zweite Beispiel, den Duffing Oszillator. Zur besseren Verstidndlichkeit beginnt
die Validierung der Methoden anhand des etwas weniger komplizierten Van der Pol Systems.

5.1.1 Van der Pol Oszillator

Der Van der Pol Oszillator ist ein nichtlineares System, welches eine Dauerschwingung, bezie-
hungsweise einen Grenzzyklus aufweist. Das hier verwendete zugehorige nichtlineare und ange-
regte Zustandsraum-Modell lautet

X = [M(l—x)lg;xz—xl] - [g]u

21Das auf Seite 59 angegebene Github-Repository beinhaltete neben der DKLc-Software sdmtliche, in diesem
Kapitel besprochene, Beispiele mit Skripten und Abbildungen.
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Fiir die Parameter gilt [, ] = [1, 1]. Beim Van der Pol Oszillator handelt es sich um ein selbster-
regtes System. Das autonome System besitzt lediglich eine Ruhelage in x; = 0. Uber den Eingang
kann jeder beliebige stationéire Zustand der Form x;, , = [ug, 0]" eingestellt werden. Abbildung
5.1 zeigt die autonomen Trajektorien des Van der Pol Oszillators fiir verschiedene Anfangswerte.
Es ist deutlich der charakteristische Grenzzyklus des Oszillators zu erkennen, auf den alle Trajek-
torien bei unterschiedlichen Anfangswerten zulaufen. Dieses Verhalten ist unabhéngig davon, ob
die Trajektorien auBerhalb oder innerhalb des Attraktors starten.

x1 (=)

X2 (—)

X2 (=)

|
-2 —1 0 1 2
x1 (—) Zeit (s)

Abbildung 5.1: Autonome Trajektorien des Van der Pol Oszillators

Das System wird fiir die Identifikation mit einem normalverteilten Signal mit N (0, 1) und ei-
nem gleichverteilt zufilligen Anfangszustand vom Rand einer der beiden Riume Xy = {x |

x1=[-2.5,...2.5], x; =[-3, .. 3]} und X; = {x|x}+ x2 =0,5%} angeregt. Welcher der
beiden Riume fiir einen einzelnen Startzustand ausgewidhlt wird ist ebenso gleichverteilt zufél-
lig. Simuliert wird das System ausgehend von einer Vielzahl von Anfangszustinden mit einer
Abtastzeit von Tg = 0,1 s iiber 7" = 30s. So ergeben sich mehrere einzelne Trajektorien, welche
auch das transiente Verhalten mit einbeziehen, sodass dieses ebenso mit geschitzt werden kann.

Identifikation

Das beschriebene System wird bei gegebenen Daten mit dem in Kapitel 4 beschriebenen Vor-
gehen identifiziert, wobei zunichst rauschfreie Daten analysiert werden. Die zum Training der
Netze verwendeten Parameter sind in Abschnitt A.3.3 im Anhang aufgefiihrt. Zur ersten Abschit-
zung der Ordnung kommt eine Subspace-Identifikation auf Basis einer einzelnen Trajektorie zum
Einsatz. Wie Abbildung 5.2a zeigt, kann je nach Herangehensweise und Methode eine System-
ordnung von vier, respektive sieben oder acht abgeschitzt werden. In der Literatur wird hiufig die
Ordnung als signifikant angesehen, fiir die sich der zugehorige Singuldrwert oberhalb des Mittel-
wertes aus groftem und kleinsten logarithmierten Singulidrwert befindet [14]. Wie unter anderem
durch Bonnert [17], Sadeqi et al. [99] und Borjas und Garcia [19] beschrieben, liefert der Wert
nach dem sich im Singuldrwertplot eine Art Plateau ausbildet eine bessere Abschitzung einer
linearen Systemordnung. Dadurch ergibt sich die erwédhnte Ordnung von sieben respektive acht.
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Abbildung 5.2: Singuldrwerte einer PBSID,,, Schitzung mit ppgsip = 10 und fpsip = 40 und
OKID-ERA Schitzung mit poxip = 50

Diese lineare Systemordnung dient als Ausgangspunkt fiir die Schitzung mittels DKLc. Fiir die
Schitzung werden Ordnungen zwischen zwei und zehn, sowie eine vergleichsweise hohe System-
ordnung von 20 verwendet, um einen Vergleichswert fiir groBe Ordnungen zu generieren. Ab-
bildung 5.3 zeigt den Verlauf des AIC, fiir verschiedene Systemkonfigurationen nach Tabelle
5.1 sowie Systemordnungen. Die auf der Abszisse aufgetragene Systemordnung schlie3t die im
Observable-Vektor direkt verwendeten Zustidnde mit ein, sodass beispielsweise bei den Strukturen
S1 und S2 bei einer Systemordnung von vier, zwei zusitzliche Observables geschitzt werden.

—150 —200

S1 S2 S3 S4 S1 S2 S3 | S4
—200 .
% ><xx _300
T —-250 xxxxxx xxxxxx T x x x
g g —400 y g . g
< —-300 X X < xxxxxx xxxxxx
x | x i —500 XIS X x )
—350 * x|, §
_40035792046810246810246810 _60035792046810246810246810
Ordnung n.(—) Ordnung n.(—)
a) Pridiktion iiber 50 Zeitschritte b) Pridiktion tiber 100 Zeitschritte

Abbildung 5.3: AIC, bei verschiedenen Systemordnungen fiir die DKLc-Schitzung. Durch die
eng beieinander liegenden Datenpunkte ist nur jede zweite Ordnung auf der Abszisse aufgetragen.

Durch die Logarithmierung des Fehlers geht ein numerisch kleiner Fehler mit einem groflen ne-
gativer Wert im AIC, und somit mit einer guten Schitzung einher. Bei gleicher Ordnung ist dies
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nach Gleichung (4.6) also mit einem kleineren Pridiktionsfehler gleichzusetzen. Besonders im
Bereich kleiner Ordnungen dominiert der Fehler, was zu einem nummerisch grofleren AIC, fiihrt.
Fiir die Einbeziehung der Zustidnde direkt als Observable ist deutlich erkennbar, dass fiir den Van
der Pol Oszillator dies eine erhebliche Einschrinkung zu sein scheint, da fiir ausschlieBlich iiber
Observables geschitzte Systeme (Modellstrukturen S3 und S4) deutlich niedrigere Werte fiir den
AIC, erreicht werden.

Dieses Bild bestitigt sich auch in Abbildung 5.5a, welche direkt den Mean Relative Squared
Error (MRSE) in Prozent ohne Einbezug der Systemkomplexitit zeigt. Der Fehler nimmt nahezu
monoton fiir alle Modellstrukturen mit einer Erhohung der Systemordnung ab. Fiir die Strukturen
S1 und S2 verringert sich ab einer Ordnung von etwa n. = 6 der Fehler nicht mehr maf3geblich,
weshalb der AIC, dies als beste Systemordnung auswihlt.

Es ist festzuhalten, dass fiir den in der Schitzung gewihlten Priadiktionshorizont von ppgi. = 50
Zeitschritten die Systemordnung von vier, welche einer Interpretation der Subspace-Schitzung
nach als Basiswert dient, zumindest zu den niedrigsten AIC, Werten gehort, aber nie das Mini-
mum bildet, wie Abbildung 5.3 zeigt. Fiir einen Préadiktionshorizont von p = 50 nimmt der AIC,
fiir alle Konfigurationen bis zu einer Ordnung von fiinf bis sechs iiber fast alle Modellstrukturen
monoton ab und steigt fiir die Strukturen mit Zustandsdurchgriff dann wieder an. Dies gibt Auf-
schluss dariiber, dass die erhohte Modellkomplexitéit nicht oder nur wenig zu einer verbesserten
Schitzqualitit fiihrt. Fiir komplett zustandstransformierte Systeme ist dies weniger bis gar nicht
ausgepragt, sodass der AIC, mit Erhohung der linearen Modellordnung héufig weiter abnimmt.

Fiir die folgende Betrachtung wird das Systemmodell, welches nur fiir ppg;. = 50 Zeitschritte
trainiert wurde, tiber p = 100 Zeitschritte pridiziert. Fiir diese erweiterte Pradiktion bleibt die
nach dem AIC, beste Systemordnung iiber alle Strukturen nahezu erhalten, wie in Abbildung 5.3b
dargestellt. Fiir die Systemmodelle S3 und S4 dndert sich das allgemeine Bild jedoch maBgeb-
lich. In den Fillen in denen die Pridiktion iiber 50 Zeitschritte eine Systemordnung von zehn als
beste ausgewihlt werden wiirde, ist es bei der langeren Priadiktion eine Systemordnung von acht
beziehungsweise neun. Rein numerisch unterscheidet sich diese Ordnung nicht zu sehr von der
mit p = 50 ermittelten Ordnung. Allerdings besitzt sie durch den nun weniger glatten Verlauf
des AIC,, und den damit groBeren Werten um diese Ordnung herum, einen sehr viel groBeren
Support [29, S. 70]. Der Begrift Support beschreibt dabei die Eigenschaft, wie gut das Modell das
Systemverhalten abbilden kann.

Wichtig bei der Verwendung des AIC, ist auBBerdem, insbesondere bei diesem Beispiel, dass nicht
zwingend auf den niedrigsten Wert geachtet werden muss. Wenn sich verschiedene Modelle im
AIC, numerisch nur geringfiigig unterscheiden, so konnen alle als geeignet und gleichwertig an-
gesehen werden. Auch dies fillt unter den im vorherigen Absatz erwéahnten Begriff Support [29,
S. 70]. Das heiit, wenn verschiedene Modelle mit dhnlichem AIC, hinsichtlich anderen Kriterien,
wie beispielsweise einer Regelung, unterschiedliche Eigenschaften aufweisen, so ist das Modell
zu bevorzugen, welches hinsichtlich des ausgewihlten Kriteriums bessere Eigenschaften besitzt.
Dies gilt somit auch dann, wenn das ausgewihlte Modell nicht den niedrigsten AIC, aufweist. Ein
Beispiel dafiir sind die Systemordnungen fiir S1 aus Abbildung 5.3a. Hier ist der AIC, fiir n, = 7
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im Vergleich zu n, = 6 zwar niedriger, aber ihre nummerischen Werte liegen sehr dicht beiein-
ander. Die beiden Modelle besitzen somit einen dhnlichen Support. Sollte in einem bestimmten
Anwendungsfall die Systemordnung ein kritischer Faktor sein, so kann die niedrigere Systemord-
nung durch den dhnlichen Support ohne malgebliche QualititseinbuBBen ausgewdhlt werden.

Abbildung 5.4 zeigt beispielhaft den Verlauf einer Trajektorie fiir alle vier Konfigurationen bei
einer Systemordnung von n. = 7. Die Auswahl dieser Systemordnung wird auf Basis des besten
AIC, Scores der Struktur S1 getroffen. Es bestiitigt sich das Bild aus Abbildung 5.3a. Uber den
Verlauf von 50 Zeitschritten ist der MRSE der Modellstrukturen S1 und S2 deutlich grof3er als bei
den anderen beiden. Beim Zustand Xx; ist dieses Verhalten besonders ausgeprédgt. Der MRSE der
einzelnen Modelle ist dabei in der Legende aufgetragen.
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Abbildung 5.4: Modellpradiktion und Fehlerverlauf bei n, = 7

Eine Vergleichsschitzung mit PBSID,, und einer randomisierten eDMD-Schitzung ist in Ab-
bildung 5.5 fiir verschiedene Ordnungen dargestellt. Da die Schitzung mit OKID sowie ARX
keine zufriedenstellenden Ergebnisse erreicht, sind diese aus der Bewertung ausgenommen. Es
ist zu beachten, dass fiir die PBSID,,; und OKID Schitzung nicht, wie bei den anderen Verfah-
ren, eine Vielzahl von einzelnen Trajektorien geschitzt wird. Wie in Abschnitt 2.3 erlédutert, sind
beim PBSID,,,, Verfahren zwei Horizonte zu wiihlen, die fiir unterschiedliche Teile der Schitzung
verantwortlich sind. Um vergleichbar mit den DKLc-Schitzungen zu bleiben, werden die Hori-
zonte zu ppgs;p = 10 und fpsip = 40 gewihlt, um so auf den gleichen Pradiktionshorizont von
PokLe = 50 zu kommen. Der Parameter fpgsip bestimmt die Pradiktion und wird deshalb etwas
grofer gewihlt. Fiir die OKID Schitzung wird passend ein Horizont von pogxip = 50 gewihlt.
Fiir die randomisierte eDMD wird stets das beste Modell aus 100 geschitzten zufilligen Model-
len ausgewihlt. Die eDMD lasst fiir die Schiatzung keinen Horizont zu, sodass fiir die 100 Modelle
zusitzlich 100 unterschiedliche Messreihen mit einer Lange von jeweils 50 Samples verwendet
werden. Das anhand von Testdaten ermittelte beste Modell wird dann in die Darstellung als Re-
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ferenz aufgenommen. Die tendenziell groen Fehler im Bereich um 20 % ergeben sich durch die
Vielzahl von getesteten Trajektorien. Fiir einzelne Trajektorien ist der Fehler meist im einstelligen
Prozentbereich, wie Abbildung 5.4 anhand einer Beispielordnung zeigt.
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Abbildung 5.5: MRSE verschiedener Schitzverfahren gegeniiber Koopman-Operator basierten
Verfahren iiber einen Préadiktionshorizont von p = 50 und p = 100 Samples

Abbildung 5.5 zeigt anschaulich die reine Schitzqualitidt der verschiedenen Verfahren ohne Be-
wertung der Modellkomplexitit. Es wird schnell deutlich, dass das DKLc-Verfahren iiber fast alle
Systemordnungen die anderen Methoden hinsichtlich des MRSE {ibertriftt. Lediglich fiir eine sehr
hohe Ordnung von n. = 20 sowie Pridiktionshorizonte p > 50 kann das Verfahren nicht die sel-
be Qualitit wie der PBSID,,-Algorithmus erreichen. Dies konnte jedoch auch durch die erhthte
Komplexitit des Modells, sowie dem starken Fokus auf die ersten ppgy. = 50 Zeitschritte wih-
rend des Trainings ausgeldst werden und lédsst sich gegebenenfalls mit einer verdnderten Trainings-
zeit oder leicht verdnderten Gewichten im Verlustfunktional (4.1) verbessern. Zudem weist diese
Abbildung auf einen enormen Performancevorteil gegeniiber anderen Methoden hin. Das Verfah-
ren von Korda und Mezi¢ aus [59], welches auf Eigenfunktionen basiert, benotigt beispielsweise
fiir eine dhnliche Schitzqualitit eine Systemordnung von n. = 20. Von weiterem Interesse ist
auBerdem die Bewertung der linearen Abbildbarkeit der Dynamik in Form des Koopman-linearen
Systems.

Wihrend Abbildung 5.5 den Fehler im Zustandsraum zeigt, gibt Tabelle 5.2 den Fehler im Koop-
man-Raum an. Dabei wird Struktur S1 verwendet, da diese derer entspricht, die bei der eDMD-
Schitzung verwendet wird. Ohne genauere Analyse verdeutlicht sich das Bild, dass der eDMD-
Ansatz mit den gegebenen Ansatzfunktionen nicht in der Lage ist, das Systemverhalten addquat zu
beschreiben. Der DKLc-Ansatz hingegen bietet einen geringen Fehler auch in der linearen Pradik-
tion im Koopman-Raum, was zeigt, dass das Modell auch dann gute Ergebnisse liefert wenn das
nichtlineare Verhalten linear prédiziert wird. Das Ergebnis wird also nicht durch die Riicktrans-
formation im Decoder kiinstlich geschont. Auch hier wird klar, dass der DKLc-Ansatz sehr viel
besser in der Lage ist, eine tatsdchlich lineare Dynamik in den transformierten Koordinaten dar-
zustellen als der vielerorts verwendete eDMD-Ansatz. Dies ist eine Grundvoraussetzung fiir den
linearen Reglerentwurf, denn selbst wenn der eDMD-Ansatz unter Umstédnden in den Basisko-
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ordinaten zu einem befriedigenden Ergebnis fiihrt, die Dynamik in transformierten Koordinaten
aber mit sehr groen Fehlern behaftet ist, so ist eine Stabilitdt im Regelungsbetrieb nicht mehr
gewihrleistet, wie Satz 3.11 besagt.

Tabelle 5.2: Ergebnisse linearer Schitzungen im Koopman-Raum iiber einen Horizont von p =
100 Samples

‘ Ordnung n
MRSE(%)‘3\4‘6‘8\69\10‘2O

eDMD 55,46 35,55 59,66 84,14 177,16 203,03

_ DKLc 20,86 12,99 15,06 21,6 19,58 23,14 86,29
Algorithmus

Fiir ein umfassendes und detailreicheres Bild der Pridiktionsfidhigkeit der einzelnen Modelle sind
die Fehlerhistogramme fiir die jeweils nach AIC, besten Modelle der einzelnen Modellstruktu-
ren in Abbildung 5.6 aufgetragen. Hier zeigt sich ein grundlegender Unterschied zwischen den
Modellstrukturen mit und ohne Zustandsdurchfiihrung. Wahrend die Strukturen S1 und S2 nach
kurzer Zeit eine groflere Varianz aufweisen, diese danach jedoch etwa gleichbleibend ist, ist die
Varianz des Fehlers fiir Strukturen S3 und S4 bis kurz vor Ende des trainierten Pridiktionshori-
zonts ppkre um etwa 70 % kleiner, steigt dann aber an. Des Weiteren scheint der zweite Zustand
etwas schwieriger zu pridizieren zu sein, da er bei allen Modellansétzen die grof3te Streuung auf-
weist. Jedoch ist auch hier die Priadiktion bei vollstindig transformiertem Zustand um einiges
besser. Der Fehler nimmt jedoch mit der Zeit immer weiter zu. Diese mehr oder weniger schlag-
artige Vergroerung des Fehlers ist auf den Vergessensfaktor § = 0,99 zuriickzufiihren, welcher
bei der Optimierung verwendet wird. Der Fehler ab einem Zeithorizont von circa p = 40 fliest
nur noch mit etwa §# < 0,67 ein und hat damit bereits nur noch weniger als 70% des Einflus-
ses gegeniiber den vorangegangenen Zeitschritten. Dies verschiebt den Fokus der Optimierung
auf die kiirzeren Zeithorizonte, was das Optimierungsproblem besser konditioniert und auch fiir
eine Regelung heuristisch gesehen ausreichend ist, da fiir die Zustandsregelung ohnehin nur der
aktuelle Zustand (ohne Verzogerungsglieder) verwendet wird. Allerdings weist dieses Verhalten
zunichst auch auf eine gewisse Uberanpassung hin. Der weitliufig geringere Fehler fiir die spiter
pradizierten Bereiche & > 50, im Vergleich zu den Modellstrukturen S1 und S2, widerspricht
dieser Uberanpassung jedoch.

Abbildung 5.7 zeigt des Weiteren das Fehlerhistogramm fiir die beste eDMD-Schitzung nach Ab-
bildung 5.5. Aufgrund der starken Ahnlichkeit entfillt die Darstellung der PBSID,-Schétzung.
Es ist klar ersichtlich, dass, obwohl der MRSE im Mittel fiir die niedrigeren Systemordnungen
,»hur' etwa doppelt so grof} ist wie der der DKLc-Modelle, die Priadiktionsfiahigkeit fiir viele der
Testtrajektorien unbrauchbar ist. Dies ist insbesondere deswegen der Fall, da sich der Wertebe-
reich der Daten, welche dargestellt sind, etwa im Bereich um +1 befindet und der dargestellte
absolute Fehler damit den gesamten Wertebereich ausnutzt.
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Abbildung 5.6: Fehler Histogramme der nach AIC. mit p = 100 besten Modelle des Van der Pol
Systems fiir verschiedene Konfigurationen
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Abbildung 5.7: eDMD-Schitzung des Van der Pol Oszillators mit n. = 4

Das Einbinden einer Eingangsnichtlinearitit beziehungsweise eines Eingangsencoders, fiihrt zu
keiner signifikanten Verbesserung. Je nach gewihlter Systemordnung wird das System etwas bes-
ser oder schlechter geschitzt, wie Abbildung 5.5 und die visuelle Betrachtung der Fehlerhisto-
gramme aus Abbildung 5.6 zeigen. Im GroBen und Ganzen deckt sich dies mit den Ausfithrungen
aus Abschnitt 3.2, der dariiber Aufschluss gibt, dass die Beschaffenheit des Eingangs auch bei der

Ubertragung in den Koopman-Raum erhalten bleibt?2

. Da das System in eingangsaffiner Form
vorliegt, bringt somit die Einbindung einer Nichtlinearitét keinen Vorteil. Bei genauerer Betrach-
tung ldsst sich jedoch nicht sagen, dass der Eingangsencoder eine lineare Funktion schitzt, wie
Abbildung 5.8 anhand verschiedener Ordnungen zeigt. In den meisten Fillen geben die Encoder

jedoch eine ndherungsweise lineare Funktionen an, welche teilweise iiber einen Offset verfiigen.

2 T 2 T
n=3 n=2 U
1 n=4 | n=3 0
[ n=5 || n=4 ||
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n=7 n=6 [
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u(-) u(-)
a)S2 b) S4

Abbildung 5.8: Geschitzte Eingangsobservable fiir verschiedene Ordnungen. Die vertikalen,
schwarzen Linien indizieren den trainierten Wertebereich.

Bei diesem Beispielsystem bringt der Eingangsencoder keinen konkreten Nutzen. In den Arbeiten
von Grife [5, S. 56] sowie Bonnert und Konigorski [18] zeigt sich jedoch, dass bei ausgepragter
Eingangsnichtlinearitit die Einbindung eines Eingangsencoders notwendig sein kann, um eine
addquate Schitzung zu ermoglichen.

22Wie im erwihnten Abschnitt ebenfalls erldutert, muss genau genommen ein multiplikativer Term, welcher eine
Funktion des Zustandes x ist, eingebunden werden. Diese Beschaffenheit wird jedoch vernachlissigt, um die Regelung
einfach zu gestalten.
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Die reine Pridiktionsfdhigkeit der Modelle kann in den Fehlerhistogrammen sehr gut wieder-
gegeben werden. Fiir tiefere dynamische Einblicke ist es jedoch von Vorteil, die Eigenwerte der
Koopman-Matrix K, zu betrachten. Abbildung 5.9 zeigt die Eigenwertkonfiguration von verschie-
denen DKLc-Modellen gegeniiber den Eigenwerten der Linearisierung des nichtlinearen Systems.
Zuerst féllt auf, dass alle vier Modellstrukturen ein konjugiert komplexes Eigenwertpaar bei et-
wa Ay & 0,995 £ 0,1/ platzieren. Dies ist dahingehend wichtig, da dieser Eigenwert etwa mit
der dominanten Frequenz von 1rad/s des Van der Pol Oszillators bei den gegebenen Parametern
korrespondiert. Des Weiteren liegt dieser in der Nédhe des Eigenwertpaars der Linearisierung. So-
mit erscheinen die Systeme, zunichst unabhingig vom Modellansatz, nicht nur hinsichtlich ihrer
Pridiktionseigenschaft sondern auch beziiglich ihrer Dynamik valide. Ein dynamisch dhnliches
Modell kann durch den eDMD-Ansatz ermittelt werden. Dieses dhnelt in seiner Eigenwertkonfi-
guration sehr stark den Modellansitzen mit Zustandsdurchgriff S1 und S2.
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Abbildung 5.9: Zeitdiskrete Eigenwerte der Koopman-Matrix verschiedener Schitzmodelle des
Van der Pol Oszillators fiir n, = 7

Bei genauerer Betrachtung ergeben sich jedoch signifikante Unterschiede zwischen den Eigen-
wertkonfigurationen der einzelnen Modellansétze. Zunichst ist es auffillig, dass die beiden Ansét-
ze S1 und S2, welche den Systemzustand im Observable-Vektor beriicksichtigen, alle Eigenwerte
in die Néhe des Einheitskreises (EHK), beziehungsweise in die Ndhe der dominanten Eigenwerte
platzieren. Es wird ein weiteres nahezu ungeddmpftes konjugiert komplexes Polpaar mit charak-
teristischer Frequenz von circa w; ~ 2,77 rad/s geschitzt, welches in der Nihe der dritten Har-
monischen der Grundschwingung liegt. Die Ansitze S3 und S4 platzieren hingegen die weiteren
Eigenwerte auf die Realachse anstatt in der Nédhe des Einheitskreises. Durch die deutlich schlech-
teren Fitergebnisse scheint es allerdings so, dass zusitzliche Eigenwerte der dritten Harmonischen
der Grundschwingung der Modelle S1 und S2 eher schédlich fiir die Priadiktionseigenschaft sind.

Um diese Vermutung gegebenenfalls zu falsifizieren, werden die einzelnen Eigenwerte der DKLc-
Modelle auf Thre Beobachtbarkeit mittels der Verfahren nach Gilbert [44] und Miiller und Liickel
[84] untersucht. In Abschnitt 4.1.5 wurde bereits die Steuerbarkeit nach Miiller und Liickel erldu-
tert. Die Bewertung der Beobachtbarkeit
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unterscheidet sich dabei lediglich durch die Verwendung der transponierten Ausgangsmatrix und
der Rechtseigenvektoren anstatt der Eingangsmatrix und der Linkseigenvektoren gegeniiber Glei-
chung (4.5). Fiir beide Verfahren zeigt sich, dass das besprochene konjugiert komplexe Eigen-
wertpaar einen dhnlichen Einfluss auf die Ausgidnge z; = x; und z; = Xx; wie die librigen
fiinf Eigenwerte besitzt. Ein negativer Einfluss des konjugiert komplexen Eigenwertpaars A3 4 =
0,9529 + 0,2711; kann somit nicht ausgeschlossen werden, da es einen malgeblichen Anteil
am Ausgang der Modelle besitzt. Dieser potenziell negative Einfluss kann daher lediglich aus der
besseren Approximation mittels der anderen Modellansitze S3 und S4 geschlossen werden. Durch
das Auftreten weiterer Eigenwerte ist eine isolierte Bewertung dieses Eigenwertpaars jedoch nicht
vollstidndig valide moglich und es verbleibt eine gewisse Unsicherheit bei der Aussage iiber den
negativen Einfluss des besprochenen Eigenwertpaars.

Die Modellansitze S3 und S4 mit kompletter Zustandstransformation scheinen hingegen bei der
Platzierung der Eigenwerte vollig anders vorzugehen. Die dominante Eigenfrequenz ist, wie be-
reits beschrieben, ebenfalls Teil des Spektrums des Koopman-linearen Systems. Wie die Modelle
mit Zustandsdurchgriff schitzen diese Ansitze auch ein weiteres geddmpftes konjugiert komple-
xes Polpaar in der Nihe der dominanten Eigenwerte. Die iibrigen Eigenwerte werden in die Nihe
von Null auf die Realachse gelegt. Dies ist ein Indiz dafiir, dass diese eher unwichtig sind. Tat-
sdchlich erreichen die Ansitze mit einer niedrigeren Modellordnung, welche keine dieser reellen
Dynamiken aufweisen, bereits ein gutes Fitergebnis, wie Abbildung 5.5 zeigt. Eine Dominanzun-
tersuchung der einzelnen Eigenwerte ist aufgrund der oben genannten Ausfithrungen bei diesen
Modellstrukturen nicht moglich. Da das Schitzergebnis der Modellstrukturen S3 und S4 jedoch
auch fiir niedrige Modellordnungen bereits deutlich besser ist, als das der Modelle mit Zustands-
durchgriff, scheint primér die Transformation der Zustinde und nur sekundér die Verteilung der
Eigenwerte fiir die Schitzqualitit verantwortlich zu sein.

Ein weiteres wichtigen Unterthema ist die Untersuchung der Leistungsfihigkeit des Schitzalgo-
rithmus bei vorhandenem Rauschen. Insbesondere in der Praxis stehen meist keine unverrauschte
Daten zur Verfiigung. Fiir diese Untersuchung wird dem Zustandssignal ein mittelwertfreies nor-
malverteiltes Rauschsignal mit Standardabweichungen von 0 = 0,01, 0 = 0,1 und 0 = 0,3
aufaddiert. Um einen Eindruck vom Rauscheinfluss zu erhalten, ist in Abbildung 5.10 eine Peri-
ode des Van der Pol Systems mit und ohne Rauschen aufgetragen.

Eine Subspace-Schitzung zur Abschidtzung der Ordnung ist in Abbildung 5.2b gezeigt. Dabei
bleibt die abschétzbare Ordnung im Vergleich zum unverrauschten Fall in etwa gleich. Dadurch
und durch den Sachverhalt, dass ein kompletter Trainingslauf iiber alle Ordnungen mehrere Wo-
chen in Anspruch nehmen kann, wird sich auf die weiter oben verwendete Vergleichsordnung von
n. = 7 beschrinkt. Bei einem Rauschen mit o = 0,01 sind die Ergebnisse in den Fehlerhisto-
grammen praktisch nicht zu unterscheiden und daher nicht dargestellt, was auch im Hinblick auf
das sehr hohe Signal-Rauschverhiltnis einleuchtend ist (vergleiche Abbildung 5.10). Auch die
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Abbildung 5.10: Beispieltrajektorien mit verschiedenen Rauschamplituden

Schitzung der Eigenwerte liefert sehr dhnliche, dominante Dynamiken. Bei einer Schitzung mit
groferen Rauschamplituden von 0 = 0,1 und 0 = 0,3 kann mit DKLc kein Modell geschitzt
werden, welches die Systemdynamik addquat wiedergeben kann. Dies fiihrt so weit, dass selbst
die dominante Eigenschwingung, welche mit einem Eigenwert bei A, ~ 0,995 £ 0,1; korre-
spondiert, nicht erkannt wird. Diese Problematik ist insbesondere im Hinblick auf den spiteren
Abschnitt 5.2, welcher sich mit Messdaten eines realen Priifstandes beschiftigt, von enormer Re-
levanz.

Die Untersuchung der Stabilitidt des nichtlinearen Systems anhand der Koopman-Identifikation
nach Satz 3.11 betrifft ebenso das geregelte System und ist daher Teil des nachfolgenden Ab-
schnitts, welcher sich mit der Regelung des Van der Pol Oszillators unter Verwendung der in
Abschnitt 3.4 beschriebenen Methoden befasst. Durch die Eigenwerte mit |A| &~ 1 wire eine Un-
tersuchung der Stabilitidt mit den Sitzen 3.2 und 3.3 durch den Ausschluss ungeddmpft schwin-
gungsfihiger Systeme ohnehin nicht moglich.

Regelung

Der Regler soll anhand eines validen Systemmodells ausgelegt werden. Daher werden nur die
Regelungen dargestellt, welche auf Modellen mit den besten AIC, Score basieren. Ergebnisse
mit anderen Ordnungen werden lediglich in Textform kommentiert. Eine Ausnahme bildet dabei
das Modell mit Struktur S4 mit Ordnung n. = 9. Dieses spezielle Modell ist durch das Training
instabil geschitzt worden?3. Um vergleichbar mit den anderen Strukturen zu bleiben, wird auf das
zweitbeste Modell, hinsichtlich des AIC,, mit Ordnung n. = 7 zuriickgegriffen. So soll potenziell
schlecht vergleichbarem Verhalten durch die Instabilitit des Modells vorgebeugt werden.

Der néchste Schritt ist nun die Regelung und Stabilisierung des Systems in seine Ruhelage in
Xg = 0 unter Nutzung der in Abschnitt 3.4 beschriebenen Methodik. Einer der groen Vorteile
einer LQ-Regelung ist die anschauliche Gewichtung einzelner Zustinde gemif3 der Gleichungen
(3.45) und (3.46). So kann gezielt Einfluss auf bestimmte Zustandsgrolen durch die Regelung
genommen werden. Hierzu muss das System in der Regel erst normiert werden, um eine sinnvolle

23Ein konjugiert komplexes Eigenwertepaar liegt bei |k1 /2{ = 10,99 £ 0,1] & 1.001 und ist damit nur sehr knapp
instabil.
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und anschauliche Gewichtung zu ermoglichen. Als Beispiel dient ein fiktives Zustandsraummo-
dell mit zwei Zustdnden, welches den Verlauf einer Temperatur x; im Bereich von 350 + 50 K
und eines Druckes x, im Bereich von (10 & 1) - 10° Pa beschreibt. Wird nun eine Gewichtung
von Q = diag ([10, 1]) gewdhlt, so besitzt der Anteil der Temperatur x; durch die wesentlich
kleinere GroBenordnung trotz hoherer Gewichtung in Q kaum Einfluss auf das Giitemal in (3.45)
beziehungsweise in (3.46). Dies wird in der Regel dazu fiihren, dass der Regler nicht die Tem-
peratur sondern den Druck maB3geblich beeinflusst. Dies zeigt anschaulich die Notwendigkeit der
Normierung der Zustandsgroen auf eine einheitliche GroBenordnung. Da die Daten, mit denen
das Modell trainiert wird, fiir das Training bereits normiert sind und somit ein normiertes Modell
identifiziert wird, entfillt die Notwendigkeit der Normierung an dieser Stelle.

Modelle mit den besten Fit-Ergebnissen, und damit auch der potenziell besseren Systembeschrei-
bung, liefern nicht zwangsldufig die besseren Regelungsergebnisse. Als Vergleich sei hier die
bereits ausgeschlossene Systemordnung n. = 9 fiir S4 gegeben. Diese besitzt hinsichtlich des Fits
und des AIC, zwar die potenziell beste Systembeschreibung, liefert fiir die Regelung aber wie der
Van der Pol Oszillator selbst einen Grenzzyklus, welcher sich jedoch in Frequenz und Amplitu-
de von der des urspriinglichen Systems unterscheidet. Sie schafft es also nicht die Ruhelage im
Nullpunkt zu stabilisieren®?.

Wie eingangs beschrieben, sollen die jeweils besten Modelle, mit der Ausnahme von Modell S4,
geregelt werden. Hier miissen nach Heuristik 3.14 zunéchst die n = 2 (,,am besten*) steuerbaren
Eigenfunktionen ausgewihlt werden. Hierzu wurden in Abschnitt 4.1.5 zwei mogliche Methoden
vorgestellt. Da das behandelte System iiber nur einen Eingang verfiigt, ist die Beurteilung mittels
Gilbert sehr anschaulich und es muss keine Riicksicht auf die Verteilung der Eingédnge auf die
einzelnen Eigenwerte oder potenzielle Aufhebungseffekte genommen werden.

In Abbildung 5.11 ist der Grad der Steuerbarkeit nach Gilbert und dem Modalmal3 nach Miiller
und Liickel aus Gleichung (4.5) fiir die Modellstrukturen S3 und S4 bei der bisher als Refe-
renz herangezogenen Modellordnung n. = 7 dargestellt. Hier zeigt sich der in Abschnitt 3.3.2
angesprochene Effekt, dass mehr als genau n Eigenwerte steuerbar sind. Fiir Modellstruktur S3
ist jedoch eine wesentlich ausgeprigtere Steuerbarkeit nach dem Modalmal fiir ein konjugiert
komplexes Eigenwertpaar gegeniiber den iibrigen Eigenwerten erkennbar. Auch beim Mal} nach
Gilbert ist eine bessere Steuerbarkeit des selben Eigenwertpaars gegeben, allerdings weit weni-
ger ausgeprigt. Fiir die Modellstruktur S4 ist die Aussage zur Steuerbarkeit einzelner Eigenwerte
beim ModalmaB fiir dasselbe Paar wie bei Struktur S3 mit geringerer Deutlichkeit nach wie vor
gegeben. Fiir das Gilbert-Kriterium wird das ndchst dominante Eigenwertepaar als dominant steu-
erbar erkannt. Eine wichtige Folge daraus ist, dass bei der Wahl des Eigenwertepaares A4 s bei
der Modellstruktur S4 die Regelung wieder in einem Grenzzyklus resultiert. Erst die Wahl bezie-
hungsweise das Einbeziehen des ,.korrekten* Paares fiihrt mit einem Koopman-Regler zu einer
asymptotisch stabilen Regelung fiir das Van der Pol System.

24Ein Grund dafiir kann die Instabilitit des identifizierten Systems sein, da sie nicht mit dem Systemverhalten
vereinbar ist. Der entstehende Regler agiert somit vermutlich nicht dem Systemverhalten entsprechend.
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Abbildung 5.11: Steuerbarkeitsmalie &; .., geschitzter Van der Pol Systeme bei n, = 7 der ein-
zelnen Eigenwerte. Die Maf3e sind fiir jedes Verfahren auf das kleinste MaB iiber alle Eigenwerte
normiert. Die Eigenwerte sind aufsteigend nach Realteil sortiert. Die zur dominanten Eigenfre-
quenz passenden Eigenwerte sind unterstrichen dargestellt.

Um die Regler vergleichbarer zu machen, werden die Gewichte der LQ-Regelung zusitzlich tiber
das Minimierungsproblem

S

2

Axi (9;’ Bﬂ) 2

N
argmin J (g;, gﬂ) = wE, (gé, R, T) n % 3N (5.1)
k=1i=1

Ry

optimiert. Dabei sind die Groen Ax;; die Abweichung des i-ten Zustandes zum Zielzustand
zu einem Zeitschritt k. Die Variable N gibt die Anzahl an Messzeitpunkten und 7" den letzten
Zeitschritt an. Dieses Mafl wird gewihlt, um an der Idee der Einsparung von notwendiger Regel-
energie festzuhalten und diese implizit mit zu optimieren. Als Startwert wird fiir alle ausgewéhlten
Systeme 9; = 10 -1 sowie R, = 1 gewihlt. Fiir die Optimierungshyperparameter wird oy = 1,
ar,; = 10 und @y, = 10 gewihlt, um eine zum Startwert dhnliche Aufteilung zu erreichen. Da
die Matrizen Q und R positiv definite Matrizen sind®, werden bei der Optimierung nicht direkt
die Gewichte, sondern ihre Cholesky-Zerlegung Q = QQQE beziehungsweise R = QBQE opti-
miert, um aus dem Produkt der beiden Matrizen eine positiv (semi-)definite Matrix zu erhalten.
Das Regelergebnis der optimierten Koopman-Regler ist in Abbildung 5.12 dargestellt.

Es ist deutlich zu sehen, dass praktisch alle Koopman-Regler einen sehr dhnlichen Weg im Zu-
standsraum verfolgen, um die Ruhelage in x; = 0 zu erreichen. Das gleiche Verhalten zeigt sich
in den riicktransformierten Gewichtungsmatrizen 9; und R/, die stets eine dhnliche GroBenord-
nung zueinander sowie eine dhnliche Verteilung der Gewichtungen auf die einzelnen Zustinde
beziehungsweise den Eingang besitzen.

Des Weiteren ist an dieser Stelle zu erwihnen, dass insbesondere bei der Verwendung verschiede-
ner Modellansdtze S1 bis S4 oder einer Linearisierung beziehungsweise der einer linearen Iden-

25Die Matrix Q kann auch positiv semidefinit sein.
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Abbildung 5.12: Ergebnis der Regelung nach Optimierung der LQ-Gewichte

tifikation nicht garantiert ist, dass das Optimierungsmal} (5.1) zu vergleichbaren Ergebnissen im
geschlossenen Regelkreis mittels Zustandsriickfiihrung fithren muss. Dies ist insbesondere mit
dem Blick auf den Regler auf Basis der Linearisierung in Abbildung 5.12 erkennbar. Weder mit
der Optimierung nach Gleichung (5.1) noch nach weiteren héndischen Einstellversuchen konnte
ein Verlauf der Zustinde erzeugt werden, welcher mit denen der Koopman-Regler hinsichtlich
Energieverbrauch, Einschwingzeit und Einschwingverhalten vergleichbar ist.
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Abbildung 5.13: Stellaufwand der linearen Zustandsregler verschiedener Regelungskonzepte

Betrachtet man die von den verschiedenen Reglern aufgewendete Stellenergie in Abbildung 5.13
im Vergleich zur erreichten Dynamik, dargestellt in Tabelle 5.3 in Form des Eintritts in ein 5%-
Band vom Startwert bei x, = [—2, 2] aus, kann ein interessantes Verhalten beobachtet werden.
Zum einen bringen die Koopman-Regler das System fast doppelt so schnell in die Ruhelage wie
der Regler auf Basis der Linearisierung. Zum anderen benétigen sie hier etwa 37% weniger Stell-
energie. Dies entspricht dem Idealzustand, den man an realen Anlagen erreiche mochte und zeigt
das groB3e Potenzial von Regelungen mittels des Koopman-Operators.

Tabelle 5.3: Tsq, der Zustdnde x; und x, fiir alle Regler
Model | SI S2 S3 S4  Linear

T X1 2.0s 2,1s 1.9s 2.4s 3,7s
%y | 2,55 2,55 2,65 2,65 4,1

Die Evaluierung, in wie weit die Transformation der Reglergewichte nach den Gleichungen (3.50)
und (3.51) den beabsichtigten Zusammenhang zwischen den Zustidnden und den gewihlten Ma-
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trizen erhilt, ist in Abbildung 5.14 aufgetragen. Hierbei ist klar ersichtlich, dass bei Verwendung
von Struktur S3 mit einer Modellordnung von n, = 7 bei den gewihlten Gewichten tatséchlich der
mafgeblich gewichtete Zustand die Regelung bestimmt. Besonders auffillig ist dies beim Beispiel
mit Q; = diag ([1, 100]). Der Zustand x, wird gemaB der Gewichtung sehr schnell in Richtung
null geregelt. Durch die Systemdynamik x; = x, kann das System hinsichtlich des Zustandes x;
dann jedoch kaum noch reagieren und der Zustand ,.,kriecht* langsam in Richtung seiner Ruhela-

ge.
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Abbildung 5.14: Zeitplot fiir verschiedene Zustandsgewichte mit R = 0,1 fiir Modellstruktur S3
und n, = 7

Der letzte Teil der Analyse, bei vollstindig gemessenem Zustandsvektor, soll die Einordnung
der Stabilitidt im geschlossenen Regelkreis mittels Zustandsriickfithrung sein. Satz 3.11 liefert bei
9; = L R, = 1sowie P,,, = I fiir die Modellstrukturen S3 und S4 die Stabilitétsparameter
Omax ~ 0,00085 sowie Ymax &~ 0,0033. Fiir S1 und S2 sind diese etwa um den Faktor zehn klei-
ner. Auch fiir y,,.x als den groBeren der beiden Werte, kann kein Bereich garantierter Stabilitéit
angegeben werden. Dies liegt in diesem Beispiel maBgeblich daran, dass durch die eingeschrink-
te Steuerbarkeit einzelner Eigenwerte einige Eigenwerte der geregelten Koopman-Matrix in der
Nihe des Einheitskreises verbleiben. Bei solchen Konfigurationen ergeben sich fiir den Parameter
y durch die Supremumsnorm sehr kleine Werte. Die starken Einschrinkungen in der Herleitung
des Parameters o und die damit einhergehenden potenziell negativen Folgen wurden bereits in

Abschnitt 3.1.1 erwihnt und bestdtigen sich anhand dieses Beispiels.

Time-Delay Koordinaten

Mit Messung des gesamten Zustandsvektors kann nicht nur eine sehr gute Approximation des
Van der Pol Oszillators, sondern auch eine hoch performante Regelung erreicht werden. Haufig
ist die Situation vor allem in der praktischen Anwendung der Systemidentifikation diese, dass nur
ein Teil der Zustinde gemessen werden kann. Daher beschiftigt sich dieser Abschnitt damit, wie
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sich sogenannte Time-Delay Koordinaten auf die Schitzung und Regelung mittels des Koopman-
Frameworks auswirken. Die verwendete Anzahl an Delay-Schritten d = 1 und d = 4 ergibt sich
anhand der beiden folgenden Griinde. Zum einen soll sich anhand der Delay-Schritte wieder die
Systemordnung ergeben. Aus der Messung einer Variable muss also ein Delayschritt (d = 1)
hinzugezogen werden, sodass sich ein Zustandsvektor der Linge n = 2 ergibt. Der Fall d =
4 ergibt sich anhand von Takens’ Embedding-Theorem, welches in Abschnitt 3.5.1 besprochen
wird. Hierin wird eine Einbettungsdimension von 2n + 1 oder groer vorausgesetzt. Mit dem
aktuellen Zeitschritt ergibt sich somit eine notwendige Dimension der Einbettung von fiinf, was
zu d = 4 notwendigen Delay-Schritten fithrt. Um den Trainingsaufwand so gering wie moglich
zu halten, wird sich auf die Modellstrukturen S2 und S4 beschrinkt. Die Wahl der Strukturen mit
Eingangscodierung folgt aus der etwas geringeren Streuung der Modelle gegeniiber den Strukturen
S1 und S3, wie sie in Abbildung 5.6 erkennbar ist.

Zunichst soll der Einfluss von Time-Delay-Koordinaten bei der Messung des gesamten Zustandes
untersucht werden. Abbildung 5.15 zeigt beispielhaft den mittleren MRSE {iber die verschiede-
ne Ordnungen bei einem Pridiktionshorizont von p = 50 sowie die Entwicklung der Varianz
iber die Pradiktion hinweg. Die Entwicklung der Varianz ist fiir die Modellstruktur S4 bei einer
Ordnung von n, = 9 angegeben. Dies entspricht der Konfiguration, die in der Voruntersuchung
nach AIC. am besten abgeschnitten haben. Es ist deutlich zu sehen, dass das Einfiihren von Time-
Delay-Koordinaten keinen relevanten beziehungsweise verbessernden Einfluss auf die Schitzung
nimmt. Lediglich beim dargestellten Fall fiir Modellstruktur S4 kann eine leichte Verbesserung der
Varianz innerhalb der Kurzzeitpridiktion erreicht werden. Die Langzeitpriadiktion wird hingegen
sogar schlechter. Derselbe positiven Einfluss ist auch im ersten Zustand etwas weniger ausge-
prigt vorhanden. Durch die starke Ahnlichkeit entfillt die explizite Darstellung der Varianz des
Zustandes x; jedoch. Fiir die Modellstruktur S2 ist keine Verbesserung durch das Einfiihren von
Time-Delay-Koordinaten zu erreichen, weshalb die Darstellung dieses Falls ausbleibt. Dadurch,
dass keine Verbesserung durch das Einfiihren von Delay-Koordinaten erreicht werden kann, wird
die Messung des gesamten Zustandes in Kombination mit Delay-Koordinaten nicht weiter ver-
folgt. Dies hat insbesondere den Grund, da das Einfiihren von Delays die Regelung im spiteren
Schritt verkompliziert, wie in es bereits Abschnitt 3.5.1 beschrieben wurde.

Die wesentlich aussagekriftigere Untersuchung stellt der Fall dar, dass nur einer der Zusténde ge-
messen werden kann. Dies ist insbesondere in praktischer Hinsicht interessant, da hier hdufig aus
Kostengriinden oder physikalischen Gegebenheiten keine Messung aller Zustinde moglich ist oder
sogar latente Zustdnde im System vorhanden sind. Zu diesem Zweck ist in Abbildung 5.16a eine
Gegeniiberstellung der MRSE iiber die verschiedenen Ordnungen und Delay-Schritte fiir p = 50
fiir die Schitzung des Zustandes x; gezeigt. Fiir eine Einordnung ist auBerdem der MRSE von x;
aufgetragen, der sich aus der Messung des gesamten Zustandes, ohne Einbeziehung eines Delays,
ergibt. Eine Darstellung der Schitzung anhand der isolierten Messung von x; ohne ein Delay
bleibt an dieser Stelle aus, da sich der MRSE nahezu unabhéngig von der Modellordnung im
Bereich von etwa 62 % befindet. Dies deckt sich mit den Erkenntnissen aus Abschnitt 3.5.1 und
Takens’ Embedding-Theorem. Bei alleiniger Messung von x; erhoht sich die Schitzqualitéit mit
der Anzahl an Delays. Ein anderes Bild ergibt sich fiir den vollstindig kodierten Zustand bei der
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Abbildung 5.15: MRSE iiber verschiedenen Systemordnungen sowie Varianz der DKLc-
Schiétzung nach Einfiihrung von Time-Delay-Koordinaten bei vollstindig gemessenem Zustand.
Die Referenzmodelle geben den Fit bei d = 0 und der Schitzung anhand des vollstindig gemes-
senen Zustandsvektors an.

Struktur S4. Hier tritt ebenso eine Verbesserung der Schitzqualitit mit Erhohung der Anzahl an
Delays auf. Allerdings kann fiir diese Struktur bei der isolierten Messung von x; und d = 4 eine
dhnliche Schitzqualitit erreicht werden wie bei der Schitzung mit dem gesamten Zustandsvektor.
Die Unterschiede im von teilweise unter einem Prozent sind dabei eher als Schwankung in den
Schitzergebnissen zu verstehen, die durch unterschiedliche Initialgewichte auftreten, und nicht
als bessere Schitzung. Hinsichtlich der Varianz der Schitzung ergibt sich in Abbildung 5.16b ein
dhnliches Bild, wie bei der Messung der vollstandigen Zustandsvektors. Die Varianz im Bereich
der Kurzzeitpriadiktion nimmt mit der Anzahl an Delay-Schritten ab, wohingegen sie im weiteren
Verlauf zunimmt. Fir d = 4 ergibt sich eine weniger streuende Schitzung zu Beginn der Pradik-
tion, sowie eine dhnliche Varianz nach erreichen des trainierten Priadiktionshorizontes ppk;. = 50
im Vergleich mit der Referenzschitzung.
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Abbildung 5.16: Fit und Varianz der DKLc-Schidtzung nach Einfithrung von Time-Delay-
Koordinaten bei Messung des Zustandes x;
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Eine Darstellung der Eigenwerte bleibt an dieser Stelle aus, da sich eine zum vollstindig ge-
messenen Zustand kaum unterscheidbare Eigenwertkonfiguration ergibt. Das gleiche gilt fiir die
Bewertung der Steuerbarkeit der einzelnen Eigenwerte, da sich auch hier das gleiche Verhalten
wie in Abbildung 5.11 beim vollstindig gemessenen Zustand zeigt. Es sei allerdings angemerkt,
dass Heuristik 3.14 eine Transformation g (x) mit allen Zustinden als Argument voraussetzt.
Da die Steuerbarkeit des Gesamtsystems je?foch nicht von der gewihlten Ausgangsgrofle abhingt,
wird an dieser Stelle und fiir alle weiteren Beispiele, welche Delay-Koordinaten verwenden, ange-
nommen, dass dies auch fiir Koopman-lineare Systeme gilt, die auf Basis von Delay-Koordinaten
ermittelt werden und somit nicht der gesamte Zustand unmittelbar vorliegt. Fiir die Wahl der Ma-
trix 9; ist weiter wichtig, dass lediglich die Zustinde zum Zeitpunkt k, also in der Regel die
ersten ¢ Eintriige, gewichtet werden. Dies ist darin begriindet, das die iibrigen Eintriige im Delay-
Koordinaten-Vektor dieselben Zustinde, jedoch zeitversetzt, darstellen. Eine mehrfache Gewich-
tung des gleichen Zustandes ist daher nicht sinnvoll.

Abbildung 5.17a zeigt den geregelten Van der Pol Oszillator mittels verschiedener Regler auf
Basis der Time-Delay-Koordinaten. Die Gewichtung fiir x; wurde so gewihlt, dass sich fiir alle
Regler eine Einschwingzeit von etwa Ts¢, ~ 3,2 s nach Einsetzen des Reglers ergibt. Tabelle 5.4
zeigt die Konfiguration der DKLc-Regler sowie die Einschwingzeit. Die teilweise unterschiedli-
chen GroBenordnungen der Eintridge in der 9; Matrix sind darauf zuriick zu fithren, dass es sich
bei den zu wihlenden Q; Matrizen, wie in Abschnitt 3.4.1 erwahnt, nur um strukturell dhnliche
Matrizen zu Qx handelt,_ diese jedoch nicht exakt denen entsprechen miissen.

Tabelle 5.4: Reglerkonfiguration (bei R = 1) und Einschwingzeit der DKLc-Regler

S2,.d =1 S4,d =1 S2,.d =4 S4,.d =4 Beobachter
¢, 10 7 80 203 150, (QL — diag ([30, 30]))
T X1 3,3s 3,3s 3,68 3,6s 3,2s
3% %, 315 33s 2.5 2.5 2.3s

Auch hier erfolgt die Auswahl der Modelle wieder anhand des AIC., wobei an dieser Stelle auf
eine Darstellung verzichtet wird. Fiir die Regelung und die Wahl der n steuerbaren Eigenwerte
muss die Systemordnung des nichtlinearen Systems bekannt sein. Um hier Abhilfe zu schaffen,
kann gegebenenfalls anhand der Steuerbarkeitsmafle eine Entscheidung getroffen werden. Fiir
bestimmte Modelle ist dies jedoch nicht immer aussagekriftig, wie Abbildung 5.11b zeigt.

Ein Vergleich einer Zustandsregelung auf Basis der Linearisierung kann nur iiber einen Beob-
achter basierten Entwurf erfolgen, da eine ausschlie3liche Messung von x; betrachtet wird. An-
dernfalls miisste ein unterschiedliches Regelungskonzept verfolgt werden. Damit besitzt der Ver-
gleichsregler eine eigene Dynamik, was durch die Verzogerungsglieder durch das Zusammen-
filhren der verzdgerten Zustinde als ein Vektor implizit auch fiir den Koopman-Regler in Time-
Delay-Koordinaten gilt. Hier zeigen sich jedoch erneute Vorteile gegeniiber hdufig verwendeten
Verfahren wie einem beobachterbasierten Entwurf auf Basis einer Linearisierung des nichtlinea-
ren Systems, wie ebenfalls in 5.17 dargestellt. Zum einen muss ein solches Systemmodell bekannt
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Abbildung 5.17: Ergebnis der Koopman-Regelung mittels Time-Delay-Koordinaten

sein, um diesen Entwurf durchfiihren zu konnen. Zum anderen fiihrt bei dhnlicher Einschwingzeit
fiir x; ein solcher Regler zu erheblich groBeren Stellamplituden, obwohl der Beobachterzustand
dem des echten Systems entspricht. Dies ist womdglich auf die Nichtlinearitit des Van der Pol
Systems beziehungsweise auf die Instabilitét seiner Linearisierung zuriick zu fiihren.

Ein weiterer Regler in Form der Ubertragungsfunktion

s2+4s+3

Gra(5) =45 —— "=
R (5) s2 4+ 155 + 50

welcher heuristisch anhand der Wurzelortskurve ausgelegt wird, erreicht dabei zwar ein dyna-
misches Verhalten mit #dhnlicher Einschwingzeit, provoziert jedoch ein starkes Uberschwingen.
Die Darstellung der Stellenergie entfillt an dieser Stelle, da dies durch ihren Endwert von etwa
E,ra (T — 00) ~ 1.251,4 die Interpretierbarkeit der iibrigen Regler stark erschweren wiir-
de. Beziiglich der Stellenergie unterscheiden sich die DKLc-Regler mit Time-Delay-Koordinaten
kaum voneinander. Weiter sind sie sehr dhnlich zu den Ergebnissen ohne Delay aus Abbildung

5.13.

Van der Pol x,
---2,7-sin(0,941) ||

[\
T
~
N

Amplitude (—)

Zeit (s)

Abbildung 5.18: Darstellung einer Periode des zweiten Zustandes des Van der Pol Systems ge-

geniiber einem skalierten Sinus

Die reine Identifikation und Regelung anhand der Messung von Zustand x, ist in Bezug auf das
Systemmodell (x; = Xx;) fiir eine Regelung nur wenig sinnvoll, weshalb eine solche Betrach-



94 5 Analyse und Regelung dynamischer Systeme

tung an dieser Stelle ausbleibt. Fiir die Pradiktion stellt sich jedoch ebenso eine Verbesserung der
Pradiktionsfahigkeit mit zunehmender Anzahl an Delay-Schritten ein. Die allgemeine Qualitéit
der Priadiktion von X, ist allerdings sehr viel weniger exakt wie die Schitzung des Zustandes x;
und bewegt sich im Bereich um einen Fehler von circa 60 %. Dies ist moglicher Weise durch die
Observables selbst ausgelost. Diese stellen Transformationen vom Zustandsraum in einen ande-
ren, potenziell hoherdimensionalen, Raum dar. Kann diese Transformation den Zustand in einen
reinen Sinus iibertragen, so wire dies eine geeignete Moglichkeit, diese Observable mit einem
linearen Modell im Sinne des Koopman-Operators darzustellen. Durch die sehr spezielle Form-
gebung der Schwingung des zweiten Zustandes, ist eine solche bijektive Transformation nur mit
dem Wissen des Zustandes selbst ohne eine weitere Information, wie beispielsweise dem Gradi-
enten oder einer Zeitinformation, nicht moglich, wie sich leicht an Abbildung 5.18 erkennen ldsst.
Durch das Einfiihren der Time-Delay-Koordinaten wire es theoretisch moglich, dass das Netz sich
einen Gradienten aus den Daten erschlieft, jedoch ist das Optimierungsgebirge einer komplexen
Verlustfunktion, insbesondere im Rahmen von Deep-Learning, in der Regel nicht konvex, wie in
Abschnitt 2.3.2 erldutert. Daher ist man an dieser Stelle auf Gliick mit den Anfangswerten der
Schichtgewichte angewiesen, damit sich eine solche Funktion ergeben kann.

Mit den bei der Untersuchung des Van der Pol Oszillators gewonnenen Erfahrungen soll nun der
dynamisch komplexere Duffing Oszillator analysiert und geregelt werden.

5.1.2 Duffing Oszillator

Da die grundsitzliche Methodik nun aus dem vorangegangenen Beispiel des Van der Pol Sys-
tems bekannt ist, werden in den kommenden beiden Beispielen weniger grundsitzliche Erkldrung
gegeben und sich auf das eigentliche Beispiel konzentriert.

Beim Duffing Oszillator handelt es sich, wie bereits beim Van der Pol System, um ein nichtlineares
(und je nach gewihlten Parametern) schwingungsfihiges System. Das hier verwendete zugehorige
nichtlineare Zustandsraum-Modell wird um einen Eingang erweitert und lautet

. X2 0
Sl e | 6

Dieser kann unter Anderem als ein Feder-Masse-Dampfer System mit nichtlinearer, wegabhéngi-
ger Feder nach Abbildung 5.19 aufgefasst werdenZ©. Uber die Parameter konnen verschiedenste
Modellcharakteristika eingestellt werden. Die hier verwendete Konfiguration mit k; = 1, k; =
—1,8 = —0,4 und B = 1 ergibt ein System mit drei Ruhelagen bei x; ; , = [:I: —K1/K2, O] =
[£1, 0] und x 5 = O (fiir u = 0) von denen x;, ;/, asymptotisch stabil und xy ; instabil ist. Durch

26Um einen physikalischen Feder-Masse-Dampfer System sinnvoll zu entsprechen, muss § < 0 sowie die Parame-
ter k1 und k> so gewihlt werden, dass fiir den nichtlinearen Federkoeffizient «{ +K2xf < 0V x; € X gilt. Andernfalls
kann es zu unterschiedlichstem Verhalten kommen [82]. Dazu gehort auch die in dieser Arbeit untersuchte Konfigu-
ration, mit der sich drei Ruhelagen ergeben.



5.1 Numerische Beispiele 95

die drei unterschiedlichen Arbeitspunkte in der gegebenen Konfiguration ist bei der Analyse des
Modells und der Regelung die Frage interessant, inwieweit es mit nur einem linearen identifizier-
ten Modell moglich ist, mittels einer Regelung die drei verschiedenen Arbeitspunkte anzufahren
und (stabil) zu halten. Die Einzugsgebiete der zwei asymptotisch stabilen Ruhelagen ist fiir das
analysierte Gebiet in Abbildung 5.20 aufgetragen.

|

////////////////
////////////////
////////////////

Abbildung 5.19: Feder-Masse-Dampfer System mit nichtlinearer, wegabhingiger Feder nach
Gleichung (5.2) mit m = 1.

Das System wird mit einem normalverteilten Signal mit N (0,0,1) und einem Anfangszustand
vom Rand des Raumes Xy = {x | x; = [-2, ... 2], x, = [—1, ... 1]} angeregt und mit einer Ab-
tastzeit von T = 0,2 s fiir 7 = 30 s simuliert. Von besonderem Interesse fiir die Identifikation ist
das transiente Verhalten, da sich der Duffing Oszillator in der Nihe der beiden stabilen Ruhelagen
ohnehin nahezu linear verhilt. Dazu werden die Daten in zwei Gruppen eingeteilt. Die Selektion
erfolgt dabei durch den euklidischen Abstand der letzten letzten N = 20 Messpunkte zu den
Arbeitspunkten. Die Daten werden rauschfrei generiert.

0
x, ()

Abbildung 5.20: Visualisierung der Einzugsgebiete beider stabiler Ruhelagen. Die beiden Ein-
zugsgebiete sind symmetrisch. Die leichten Gréenunterschiede zwischen den Gebieten ergeben
sich durch die Plotmarker. Die drei Ruhelagen sind durch schwarze Kreuze markiert.

Identifikation

Da es in erster Ndherung auch mit der Koopman-Methodik durch ihre Darstellungsweise als li-
neares Zustandsraumsystem nicht moglich ist, nichtlineare Systeme mit mehreren Arbeitspunkten
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ganzheitlich darzustellen, muss auch hier ein Arbeitspunkt festgelegt werden. Betrachtet man die
Linearisierung

0 1 0
AX = A
2 |:/<1 + 3K2x12!R 8i| X+ [,8] “

von Gleichung (5.2) jedoch genauer, so fillt auf, dass diese fiir beide stabilen Arbeitspunkte bei
XR.1/2 = [:I: V—K1/k2, 0] bei ugr = 0 identisch ist. Dieser Fakt wird direkt in die Transformation
des Zustandes mit einbezogen. Dazu werden die Daten zwar wie iiblich normiert, jedoch wird
keiner der Arbeitspunkte abgezogen. Es verbleibt also ein Gleichanteil in den Trajektorien zu
den einzelnen Attraktoren. Aus einer anderen Sichtweise gesprochen, werden die Daten auf den
instabilen Arbeitspunkt bei X; ; = 0 normiert. Die so normierten Daten werden durch die spezielle
Beschaffenheit einer gleichen linearisierten Dynamik an den beiden stabilen Arbeitspunkten direkt
fiir eine Schitzung mittels DKLc verwendet.

Eine erste Testidentifikation mit den Daten ohne weitere Vorkehrungen liefert in den meisten
Fillen kein valides und in einigen sogar ein instabiles Identifikationsergebnis, was der Systemdy-
namik widerspricht. Da die Dynamik um beide stabilen Arbeitspunkte jedoch dieselbe ist, ist die
Idee, dass man den Encodern mit Hilfe eines weiteren Hilfszustandes mitteilt, dass die Daten fiir
eine bestimmte Ruhelage gelten. Genauer bedeutet dies, dass ein weiterer, kiinstlicher Schaltzu-
stand x3 dem Zustandsvektor hinzugefiigt wird, der —1 bei der linken Ruhelage in x; ; = [~1, 0]
und +1 bei der rechten Ruhelage x; , = [I, 0] annimmt. Obwohl dieser Gleichanteil bereits in
dhnlicher Weise in den gemessenen Daten vorhanden ist, scheint dies nicht auszureichen, ein vali-
des Modell zu schitzen. Womdglich liegt dies daran, dass der Gleichanteil zwar vorhanden, jedoch
von ,,Oberschwingungen* tiberlagert ist und der Algorithmus beziehungsweise der Encoder keine
designierten Gleichanteil herausarbeiten kann.

Durch den speziellen Aufbau des Modells ist eine erste Abschitzung der Modellordnung durch
die Subspace-Methodik nicht unmittelbar mit den Daten moglich. Daher wird eine Ordnungs-
schitzung mit einzelnen Trajektorien fiir jeden der beiden stabilen Arbeitspunkte durchgefiihrt
und bewertet. Das Ergebnis der Subspace-Identifikation ist in Abbildung 5.21 aufgetragen.

Die Aussagen beider betrachteter Methoden, PBSID,,; und OKID, sind schlecht miteinander ver-
gleichbar. Es ist jedoch deutlich zu sehen, dass die Ordnung fiir beide Verfahren und fiir beide
Ruhelagen vergleichbar geschitzt wird. Je nach betrachteter Methode kommen hier Ordnungen
von zwei bis fiinf in Frage. Hohere Ordnungen sind allerdings ebenso denkbar, da sich beson-
ders beim OKID-Algorithmus, kein klares ,,Plateau* ausbildet. Daher wird erneut auf denselben
Bereich an Ordnungen wie bereits beim Van der Pol Oszillator zuriickgegriffen. Mit diesen Ord-
nungen wird wieder eine AIC. Analyse durchgefiihrt, welche in Abbildung 5.22 dargestellt ist. Die
zum Training der Netze verwendeten Parameter sind in Abschnitt A.3.4 im Anhang aufgefiihrt.

Abbildung 5.23 zeigt die Fehlerhistogramme zu den nach AIC, besten Modellen. Es zeigt sich
eine klare Tendenz iiber alle Modellansitze hinweg. Uber den trainierten Priidiktionshorizont ist
der Fehler vergleichsweise gering. Uber den trainierten Horizont von ppgi. = 50 kommt es bei



5.1 Numerische Beispiele 97

Q T
Q x PBSIDgp - links
10—1 - 0 OKID - links
86 PBSIDgp - rechts
8 <4 OKID - rechts
0 1073 Y
% B S3S)
LIRS IAALETES
5 ]
S
1077 . |
EXXXXXXXXRRRL440444
1070 | |
! | ‘ ‘

0 5 10 15 20 25
Singuldarwertindex (—)

Abbildung 5.21: Ordnungsschitzung des Duffing Oszillators mittels Subspace-Methoden um bei-
de Arbeitspunkte mit PPBSID = 10, fPBSID = 40 und PokiD = 50
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Abbildung 5.22: AIC, bei verschiedenen Systemordnungen fiir die DKLc-Schétzung des Duffing
Systems. Durch die eng beieinander liegenden Datenpunkte ist nur jede zweite Ordnung auf der
Abszisse aufgetragen.

einigen Trajektorien zu grofen Fehlern, was zu einer erhohten Varianz fiihrt. Die Masse der Test-
trajektorien verlduft jedoch mit einem kleinen Fehler. Besonders auffillig ist allerdings der grof3e
Fehler in den ersten zwei Pradiktionsschritten bei den Modellansédtzen S1 und S2 mit Zustands-
durchgriff. Dieser Fehler schwingt jedoch sehr schnell ein. Die Streuung des Fehlers nimmt nach
dem Ende des Traningshorizontes von ppgi. = 50 bei diesem System bei fast allen Modellen ab.
Dies ist auf die Stabilitédt der geschitzten Modelle zuriick zu fithren, welche sich ebenso im nicht-
linearen Modell selbst zeigt. Die Stabilitit ldsst sich auerdem in den Eigenwerten der geschitzten
Systeme in Abbildung 5.24 feststellen.

Durch die Ahnlichkeit der Modelle mit und ohne Eingangsencoder bleibt eine weitergehende Ana-
lyse an der Stelle aus. Eine genauere Betrachtung der Dynamik in Form der Eigenwerte ist jedoch
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Abbildung 5.23: Fehler Histogramme der nach AIC. mit p = 100 besten Modelle des Duffing
Oszillators fiir verschiedene Modellkonfigurationen

fiir die Plausibilisierung und die spitere Regelung der geschitzten Modelle wichtig. Auf die Sta-
bilitdt der Modelle wurde bereits bei der Analyse der Fehlerhistrogramme hingewiesen. Als Refe-
renz fiir die Eigenwerte aller identifizierten Modelle in Abbildung 5.24 sind wieder die Eigenwer-
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te des linearisierten Modells aufgetragen. Diese korrespondieren auBBerdem mit der dominanten
Frequenz, die das System beim Einlaufen in einen der beiden stabilen Arbeitspunkte einnimmt,
welche bei den gegebenen Parametern bei etwa fyo, ~ 0,2 Hz liegt.
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Abbildung 5.24: Zeitdiskrete Eigenwerte der identifizierten Modelle des Duffing Oszillators. Fiir
DKLc werden jeweils die nach AIC, besten DKLc-Modelle, OKID (n. = 5), DMDc (n, = n = 3)
und randomized-eDMDc (n. = 4) verwendet.

Die Eigenwerte der konkurrierenden DMD basierten Ansétze besitzen teilweise eine sehr dhnli-
che, scheinbar passende, Dynamik, liefern jedoch ein durchwachsenes Bild hinsichtlich der Feh-
lerhistogramme, wie Abbildung A.4 im Anhang zeigt. Eine OKID-Schitzung liefert im einge-
schwungenen Zustand ein vielversprechendes Pradiktionsverhalten, jedoch eine eher abwegige
Eigendynamik, wie im Plot der Eigenwerte zu sehen ist. Eine Folge ist, dass das das transien-
te Verhalten nur sehr pridiziert werden werden kann. Der ARX-Modell basierte Ansatz sowie
die PBSID,,-Modelle liefern dabei keine Modelle, welche das Systemverhalten niherungsweise
darstellen konnen. Ein Plot bleibt daher an dieser Stelle aus. Des Weiteren ist es bei den Subspace-
Verfahren notwendig, nur einzelne Trajektorien fiir die Identifikation auszuwéhlen. Somit ist eine
generalisierte Darstellung iiber diese Trajektorien, und somit den gesamten Zustandsraum, ohne-
hin schwierig, was den teilweise starken Unterschied zwischen abgeschitzter (Abbildung 5.21)
und tatsdchlich ausgewéhlter Ordnung (Abbildung 5.22) erkldren kann.

Durch den schwachen dynamischen und pridiktionsseitigen Riickhalt der zu DKLc konkurrie-
renden Modelle werden diese nicht zur Regelung verwendet. Dies zeigt jedoch, dass der DKLc-
Identifikationsansatz bei diesem Modell groBe Vorteile gegeniiber seinen linearen, beziehungs-
weise randomisierten Konkurrenten besitzt. Zudem stellt sich durch eine Erhohung der System-
ordnung bei diesen Ansitzen keine Verbesserung ein. Es werden lediglich Oberwellen geschiitzt,
die teilweise einen negativen Effekt auf die Pradiktionsfihigkeit der Modelle haben.

Besonders interessant ist jedoch die konsistente Abweichung der DKLc-Modelle hinsichtlich der
dominanten Eigenwerte in Abbildung 5.24. Diese Modelle schitzen ein etwas schnelleres und
starker geddmpftes System, als es die Linearisierung vorgibt, wihrend die DMD basierten An-
sdtze einen sehr viel geringeren Fehler gegeniiber der Linearisierung hinsichtlich der geschitzten
Eigenwerte aufweisen. Betrachtet man die Fehlerhistogramme, so scheint diese Abweichung zur
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Linearisierung Vorteile in der Pradiktionsfihigkeit, vor allem im transienten Verhalten, mit sich
zu bringen.

Wie schon beim Van der Pol Oszillator gibt es neben einigen Ahnlichkeiten, wie dem Eigenwert
in der Nédhe der dominanten Schwingung, auch gravierende Unterschiede. Beide Ansitze, mit und
ohne Zustandsdurchgriff schitzen eine weitere Oberschwingung im dargestellten dominanten Be-
reich. Die iibrigen, nicht dargestellten Eigenwerte liegen alle um null herum und sind damit nicht
dominant, aber dennoch mit dem Blick auf Abbildung 5.22 scheinbar wichtig fiir die Pradiktion.
Die durch die Ansitze S3 und S4 geschitzten Eigenwerte entsprechen dabei langsameren, schwi-
cher gedampften Oberschwingungen im Vergleich zu S1 und S2. Insbesondere fiir den zweiten
Zustand scheint die Wahl dieser Dynamik von gro3em Vorteil zu sein, wenn der oben bespro-
chene Verlauf der Trajektorienfehler einbezogen wird. Gemein haben die Modelle wieder einen
Eigenwert in nidchster Ndhe zum Punkt 1. Dieser ist, wie in Abschnitt 3.3.2 besprochen, auf die
gewdhlten Daten zuriickzufiihren, da der Eingang ein mittelwertfreies Signal darstellt und die Zu-
standsdaten iiber die Trajektorien eine Mittelwert beinhalten. Fiir den gewihlten Modellansatz ist
dieser jedoch auch nétig, um den verbleibenden Mittelwert darstellen zu kdnnen.

Dieser Eigenwert ist, wie Abbildung 5.25 zeigt, auch wie zu erwarten, nicht, oder nur sehr schlecht,
steuerbar. In den Modellen ist dies zudem kein exakter Integrator, sondern eine sehr langsame, aber
stabile Dynamik. Dies ist fiir die Regelung von Vorteil, da der Regler im Koopman-Raum keine
instabile Dynamik stabilisieren muss, die im realen System gar nicht vorhanden ist.

Regelung

Durch die drei unterschiedlichen Ruhelagen ist der Duffing Oszillator in der vorgestellten Kon-
figuration ein interessantes System fiir die Erprobung einer Regelung auf Basis der vorgestellten
Methode. Bevor sie jedoch entworfen werden kann, muss eine Steuerbarkeitsanalyse durchgefiihrt
werden. Zu diesem Zweck werden fiir die Systemansitze S3 und S4 die Steuerbarkeitsmalle in
Abbildung 5.25 fiir alle Eigenwerte aufgetragen, wobei die Modelle mit den besten AIC.-Mallen
ausgewdhlt werden. Wie erwartet, stellen sich die Eigenwerte, welche mit der dominanten Fre-
quenz beziehungsweise den Eigenwerten des linearisierten Systems korrespondieren, als deutlich
besser steuerbar heraus, als die iibrigen. Anders als beim Van der Pol Oszillator liefert auch das
Gilbert-Kriterium das gleiche Ergebnisse in dhnlicher Deutlichkeit wie der modale Ansatz.

Mit den gewonnenen Ergebnissen beziiglich der Steuerbarkeit werden im Folgenden die Regler
berechnet und miteinander verglichen. Wie bereits beim Van der Pol System fiihrt eine erhohte
Gewichtung des zweiten Zustandes x, zu einem Kriechen beziehungsweise Nichterreichen des
beabsichtigten Arbeitspunktes fiir den ersten Zustand x, was beziiglich des Systemmodells (5.2)
nachvollziehbar ist. Durch die unterschiedlich einstellbaren Arbeitspunkte fiir x; ist es daher nicht
sinnvoll, x, hoher zu gewichten als x;, was im Folgenden als Bedingung fiir die Wahl der Gewich-
tungen verwendet wird.

Wie eingangs erwihnt, ist das Anfahren aller drei Arbeitspunkte mit nur einem Modell ein Ziel
der im Folgenden vorgestellten Regelung. Insbesondere der instabile Arbeitspunkt ist hierbei be-
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Abbildung 5.25: SteuerbarkeitsmaBle &; o, geschitzter Duffing Systeme der einzelnen Eigenwer-
te. Die MaBle sind fiir jedes Verfahren auf das kleinste Ma@ iiber alle Eigenwerte normiert. Die
Eigenwerte sind aufsteigend nach Realteil sortiert. Die zur dominanten Eigenfrequenz passenden
Eigenwerte ist unterstrichen dargestellt.

sonders interessant, da dessen Dynamik nicht direkt mitgelernt wird. Abbildung 5.26 zeigt das
Anfahren der beiden stabilen Arbeitspunkte x ,,, = [£1, 0]. Dabei konnen beide Ruhelagen
ohne eine Oszillation um sie herum angefahren und gehalten werden. Tabelle 5.5 zeigt die dafiir
gewdihlten Gewichtungsmatrizen. Diese werden so gewihlt, dass sich eine dhnliche Einschwing-
zeit Tsq, ~ 3,2 s fiir x; ergibt. Da die Optimierung nach dem Optimierungsmalf (5.1) zu keinem
sinnvollen Ergebnis konvergiert, werden die Matrizen fiir dieses Beispiel hindisch eingestellt.
Insbesondere fillt hier im Vergleich zum Van der Pol System auf, dass die Gewichte teilweise
sehr unterschiedlich zueinander gewéhlt werden miissen, um dasselbe Ergebnis zu erhalten. Dies
konnte auf die notwendige Linearisierung bei der Transformation zuriick zu fiihren sein, da die-
se insbesondere im transienten Verhalten weniger mit der Dynamik am eigentlichen Arbeitspunkt
iibereinstimmt. Der Hauptteil der Daten kommt aus dem Bereich um die Ruhelagen herum, sodass
auch das Modell selbst zum iiberwiegenden Teil in diesem Bereich trainiert wird. Der Zusammen-
hang zwischen der Aufteilung der Gewichte auf die einzelnen Zusténde bleibt jedoch erhalten.
Das heil3t, dass beispielsweise eine Vergrolerung des Gewichtes zu x; in Q; zu einem schnelleren
Einschwingen dieses Zustandes fiihrt. -

Beziiglich der Stellenergie kann fiir den Grofteil der DKLc-Regler kein Vorteil gegeniiber dem
Zustandsregler auf Basis der Linearisierung ermittelt werden, wie Abbildung 5.27 zeigt. Lediglich
fir die Modellstruktur S3 wird fiir eine Anfahrt der Ruhelage x; , = [1, 0] deutlich weniger
Energie benétigt. Dies ist im Hinblick auf Abbildung 5.26b erklirbar, da ein Regler auf Basis
dieses Modells das Duffing-System mit deutlich geringerem Uberschwingen und damit weniger
Stelleingriff in die Ruhelage befordert.

Zusammengefasst kann fiir das Anfahren der stabilen Arbeitspunkte kein konkreter Vorteil ge-
geniiber dem Zustandsregler auf Basis der Linearisierung herausgearbeitet werden. Ein Nutzen
der Nichtlinearitét fiir einen energetisch besseren Regler ist fiir den betrachteten Anwendungsfall
beim Duffing Oszillator nicht erkennbar. Dies mag jedoch auch daran liegen, dass sich der Duffing



yse und Regelung dynamischer Systeme
0 2 T T
ot --- Sl .;;—‘;";J" Sty o gy @ eyt --- Sl
~ o‘\‘\:::..\,‘.\:‘ -‘-‘-Sz ~ /;";‘ -‘-‘-SZ
Ul S it S aaatiam ss L 0p 4 S3
— NE S4 — i S4
< _2 L };f'. Lin | o} _2 ,(.0‘/ Lin |
. ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
2F s T T T = 4 T T T
(250 -
5y Py
IR | A l
T 1:' ’ i‘; v o 3 2 :i' ’éngs
= 0 Xy e PSS S e i Yo
[ ,"i ‘e ™ 0 J,, B g v Atk b e g e
—1 ¥ | :, HE 5
) i ! ! ! ) ! ! !
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Zeit (s) Zeit (s)
a) Anfahrt xg | = [—1, 0] b) Anfahrt x , = [1, 0]

Abbildung 5.26: Anfahrt beider stabiler Arbeitspunkte des Duffing Systems mittels DKLc-Regler,
sowie einem Zustandsregler auf Basis der Linearisierung von Gleichung (5.2)

Tabelle 5.5: Gewichte der LQ-Regelung fiir die ausgewéihlten Modelle vor der Konvertierung nach
Gleichung (3.52). Wenn Gewichte nicht angegeben sind, sind diese null

Arbeitspunkte ‘ Gewicht ‘ S1 S2 S3 S4 Linear
! = = — _ g1 =11
[1, 0] 95 g1 =11 g1 =15 qi1 =14 qi11 = 600 dry = 1
R}, 1 1 2 1 4
[—1, 0] 9/5 qi1 =20 q11 =20 q11 =50 qg11 =15 g1 = 10
’ 3;4 1 1 1 1 2
0 9/5 g => q11 =10 g1 =100 q11 = 10 g =15

Oszillator nahe der stabilen Ruhelagen wie ein gedampftes lineares schwingungsfahiges System
verhilt. Fiir andere Anfangszustinde oder eine andere Wahl der Parameter in Gleichung (5.2) ist
eine performantere Regelung mittels des Kooopman-Operators jedoch nicht ausgeschlossen.

Die interessantere Betrachtung ist jedoch das Stabilisieren der instabilen Ruhelage bei x = 0.
Abbildung 5.28a zeigt zu diesem Zweck den zeitlichen Verlauf der Zustidnde. Wie schon bei den
beiden stabilen Arbeitspunkten ist es auch hier moglich, das System mit den DKLc-Reglern mit
einer dhnlichen Dynamik wie mit einem linearen Zustandsregler in die instabile Ruhelage zu
fiihren und das System dort stabil zu halten.

Hier zeigt sich wieder das Potenzial eines DKLc-Reglers gegeniiber einem reguldren Zustands-
regler. Bei dhnlicher, teilweise leicht schnellerer Dynamik der geschlossenen Regelkreise mittels
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Abbildung 5.27: Stellenergie fiir die Anfahrt beider stabiler Arbeitspunkte des Duffing Systems
mittels DKLc-Regler, sowie einem Zustandsregler auf Basis der Linearisierung von Gleichung

(5.2)
ol B v:‘;'_'_‘ T 2 WP | & g
Y
_ v s
e
\lz -1 4 53 M
_ 5 S4
< :l Lin
—2 b4 i
0 2 4 6
e T T T
2 am] |
RS
—_ - %
| I
~ i Te
L4 el o,
~ 0 4‘ I B R e e ety
>< !
_2 | | |
0 2 4 6
Zeit (s)

a) Zeitverldufe

o .

_____

10
Zeit (s)

b) Stellenergie

Abbildung 5.28: Regelergebnis fiir die Anfahrt des instabilen Arbeitspunktes x ; = 0 des Duf-
fing Systems mittels DKLc-Regler, sowie einem Zustandsregler auf Basis der Linearisierung von

Gleichung (5.2)

Zustandsriickfiihrung iiber die verschiedenen Regler erreichen die DKLc-Regler ein sehr viel bes-
seres Resultat hinsichtlich des Energieverbrauchs. Hierbei sei insbesondere der Regler auf Basis
des Modells mit der Struktur S2 hervorgehoben, da dieser, verglichen mit dem linearen Zustands-
regler, bei nahezu identischem Verhalten etwa 50 % weniger Energie benétigt. Der groBere Stell-
aufwand beim Regler auf Basis der Linearisierung ist mafgeblich auf die vergleichsweise grof3e
Stellgrofie beim Zeitschritt & = 0 zuriickzufiihren. Abgesehen von der Energie wiirde ein DKLc-
Regler somit gegebenenfalls das Stellglied schonen, beziehungsweise ein offensichtlich unnotiges
Einfahren in eine Sittigung vermeiden.
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Durch die, verglichen mit dem Van der Pol System, weniger exakte Pradiktionsfihigkeit kann
auch fiir den Duffing Oszillator mit den LQ-Matrizen aus Tabelle 5.5 sowie P, = Ikein Bereich
garantierter Stabilitdt fiir keine der Modellstrukturen im geregelten Fall angegeben werden. Des
Weiteren sind die Stabilititsparameter « und y durch verschiedene Eigenwerte der geregelten
Koopman-Matrix sehr nahe des Einheitskreises im Bereich von 107, wobei stets a < y gilt.

Time-Delay Koordinaten

Auch bei diesem, dynamisch komplexeren Beispiel kann durch Messung des gesamten Zustands-
vektors ein valides Modell zur Schitzung und zum Aufbau von Zustandsreglern aufgebaut werden.
Des Weiteren soll an dieser Stelle auf eine Schitzung und Regelung eingegangen werden, die auf
Basis einer zeitlichen Verschiebung der Zustinde ermittelt werden. Durch dieselbe Ordnung ergibt
sich wie schon beim Van der Pol System die Anzahl an Delay-Schritten zu d = 1 sowie d = 4.

Wie bereits beim Van der Pol Oszillator, ist durch das Einfithren von Delay-Koordinaten bei der
Messung des gesamten Zustandsvektors keine Verbesserung der Schitzqualitét zu erreichen und
wird daher fiir dieses Beispiel nicht weiter betrachtet. Aufgrund derselben Argumentation wie
beim Van der Pol System wird auch beim Duffing System eine reine Messung und Regelung von
X7, hinsichtlich des Systemmodells aus Gleichung (5.2), in der Regel nicht sinnvoll sein. Des Wei-
teren konnten durch die unterschiedlichen Arbeitspunkte in x; bei ug 1/2/3 = 0 kaum vorhergese-
hen werden, welcher der drei verschiedene Arbeitspunkte durch eine solche Regelung angefahren
wird. Daher wird ausschlieBlich die Messung und Regelung des Zustandes x; betrachtet. Zuséitz-
lich sind durch das Einfiihren einer Eingangskodierung keine Verbesserungen zu erzielen, wie
Abbildung 5.22 zeigt. Daher werden lediglich die Modellstrukturen S1 und S3 fiir die Schitzung
mit Time-Delay-Koordinaten verwendet.

—Sl,d =0, ref : —d=0

40 - S3.d = 0,ref || 0.2} i § —e-d =1
~ Sl,d =1 P /_‘ = d=14
m 30 - Y Sl,d =4 1 — 0; N
% L o $3,d = 4 5 ) :

([ ] o) N N T
\Q‘O——w\ﬁ —02p ; |

10 ! e RS | ! ! : ! !

2 4 6 8 10 0 20 40 60 80
Systemordnung 7. (—) Samples (—)
a) MRSE iiber verschiedenen Systemordnungen b) Varianz in Form der 30-Grenzen fiir S3, n. = 7

Abbildung 5.29: Fit und Varianz der DKLc-Schidtzung nach Einfithrung von Time-Delay-
Koordinaten bei Messung des Zustandes x;

Abbildung 5.29a zeigt den MRSE iiber verschiedene Modellordnungen gegeniiber den Referenz-
modellen aus dem vorherigen Abschnitt ohne Delay-Koordinaten. Fiir Modellstruktur S1 kann fiir
kleinere Modellordnungen durch das Einfiihren der Delay-Schritte sogar eine bessere Schitzung
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hinsichtlich des Préadiktionsfehlers erreicht werden als bei der Nutzung des gesamten Zustands-
vektors. Fiir groler werdende Modellordnungen ist die Modellqualitit fiir diesen Zustand nahezu
identisch. Des Weiteren wird die Schitzung durch zusitzliche Delay-Schritte nur leicht verbes-
sert. Bei einer realen Anwendung wiire daher die erhohte Komplexitidt durch mehr Delay-Schritte
nur in Ausnahmefillen zu rechtfertigen. Fiir Struktur S3 die die Schitzung mittels d = 4 bis
zur erweiterten Systemordnung n. = 6 gleich bis schlechter im Vergleich mit einer Schitzung mit
einem Delay-Schritt. Ab einer Modellordnung n. = 7 ist praktisch kein Unterschied in der Schétz-
qualitdt mit Delay-Koordinaten festzustellen. Auf die Varianz der Schiitzung des ersten Zustandes
hat das Einfithren von Delay-Koordinaten fiir das vorliegende Beispiel keinen erwidhnenswerten
Effekt, wie Abbildung 5.29b zeigt.

Wie bereits beim Van der Pol System soll auch der Duffing Oszillator mittels eines Zustandsreg-
lers auf Basis der Time-Delay-Koordinaten geregelt werden. Die beiden stabilen Arbeitspunkte
werden durch alle Modellansitze bei geeigneter Wahl der Gewichtungen in endlicher Zeit oh-
ne konkreten Vorteil gegeniiber anderen Methoden eingestellt. Eine néhere Betrachtung ergibt
damit keinen Mehrwert. Aufgrund derselben Gegebenheiten bleibt eine Beurteilung der Steuer-
barkeitsmalle aus. Um allerdings die Grenzen und Potenziale der beschriebenen Methode bei der
Nutzung von Time-Delay-Koordinaten aufzuzeigen, wird die Regelung der instabilen Ruhelage
bei X 3 = 0 im Folgenden néher betrachtet.

—Sl,d=1 —Sl,d=1
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Abbildung 5.30: Phasenplot und Stellenergie des mittels Delay-DKLc-Reglern in den instabilen
Arbeitspunkt xp ; = 0 geregelten Duffing Oszillators, n. = 8

Abbildung 5.30a zeigt den Phasenplot des in den instabilen Arbeitspunkt geregelten Duffing Os-
zillators unter Verwendung verschiedener Modellstrukturen sowie Delay-Schritte. Die gewéhlte
Systemordnung von 1, = 8 ergibt sich anhand des besten AIC, in Verbindung mit dem besten Re-
gelergebnis. Das Regelergebnis mit in die Auswahl der Modellordnung einzubeziehen zeigt erneut
die Nichtlinearitit des Ansatzes, wie sie bereits bei der Identifikation mit dem gesamten Zustand
auftritt. Dies duflert sich mafgeblich in einer Abhédngigkeit des Regelergebnisses von der System-
ordnung. Je nach Ordnung kommt es dabei dazu, dass kein DKLc-Regler gefunden werden kann,
der den instabilen Arbeitspunkt stabilisiert und stattdessen in einen der stabilen Arbeitspunkte
,rutscht”. Im Phasenplot ist je nach Modell und verwendeter Anzahl an Delay-Schritten ein vol-
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lig unterschiedliches Verhalten erkennbar, was sich ebenso in der aufzuwendenden Stellenergie in
Abbildung 5.30b zeigt.

Das mit Abstand beste Regelergebnis wird mit einem Modell auf Basis von Struktur S1 mitd = 4
erreicht. Die Verwendung der anderen Regler fiihrt zu einem erheblich groBeren Uberschwingen.
Somit scheint es fiir dieses Modell durch die erhthte Anzahl an Delay-Schritten zu einem Damp-
fungseffekt zu kommen, der sich positiv auf das Einregelverhalten sowie die aufzuwendende Stel-
lenergie auswirkt. Mit diesem Effekt ist es moglich, auch den Zustand x, im Vergleich zu den
anderen Reglern schneller in Richtung seiner Ruhelage zu bringen. Mit Modellstruktur S3 bei
d = 4 ist es mit keiner Modellordnung méglich, einen stabilisierenden Regler zu berechnen.

Es ist jedoch festzuhalten, dass all diese Regler aufgrund ihrer vollig verschiedenen Verhaltens-
weisen schlecht miteinander zu vergleichen sind. Des Weiteren zeigt dieses Beispiel anschaulich,
dass man auf das Testen der hier vorgestellten Entwurfsmethodik angewiesen ist, auch wenn durch
Satz 3.11 eine gewisse Stabilititsgarantie erreichbar ist. Eine allgemein giiltige Aussage lédsst sich
aus diesem Beispiel selbstverstiandlich nicht ziehen, zumal das Van der Pol System performantere
Ergebnisse liefert.

Mit den gewonnenen Ergebnissen und Erfahrungen anhand der rein mathematischen Systeme soll
die Methodik nun im nachfolgenden Abschnitt an einem realen Priifstand getestet werden, um so
die Anwendbarkeit der Methode auf reale Systeme zu validieren.

5.2 Drei-Tank Priifstand

Durch die vielversprechenden Ergebnisse der bisher betrachteten theoretischen Beispielsysteme
soll die in dieser Arbeit vorgestellte Methode auf einen realen Priifstand angewendet werden.
Hierzu steht ein sogenannter Drei-Tank Priifstand zur Verfiigung, mit dem mittels zweier Pum-
pen Wasser von einem Reservoir von oben in die beiden duferen Tanks gefordert werden kann.
Der mittlere Tank wird iiber jeweils einen Zulauf von den duferen, direkt aktuierten Tanks ge-
speist. Die Fliissigkeit kann dann iiber einen Ablauf am mittleren Tank zuriick in das Reservoir
flieBen. Eine Konzeptskizze der verwendeten Konfiguration sowie ein Foto des Priifstandes sind
in Abbildung 5.31 dargestellt. Aus dieser Konzeptskizze ldsst sich mit Hilfe des Abflussgeset-
zes von Torricelli v = \/Zg_h, welches sich aus der Bernoulli-Gleichung ableiten ldsst und die
Abflussgeschwindigkeit v abhidngig vom Fiillstand / eines gefiillten Zylinders bei vorhandener
Erdbeschleunigung g beschreibt, die in Gleichung (5.3) dargestellte Dynamik herleiten. In dieser
Gleichung gibt der Zustand x die Fiillstinde der drei Tanks an. Bei der angegebenen Gleichung
gilt im Unterschied zu Abbildung 5.31a Ay = A, = A3 = A. Tabelle A.1 im Anhang zeigt die
Parameter, welche iiber Abflussmessungen fiir das angegebene Modell ermittelt werden kénnen.

1 U —q1/2g(x1 — x7)
k=l 1v28(a —x2) +¢ay28(xs — x2) —q2/2g | fir G5 (53
Uy — q3+/28(x3 — x2)
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Der mittlere Tank des Aufbaus ist lediglich indirekt iiber die beiden duBleren, direkt aktuierten,
Tanks einstellbar. Durch die beiden Eingénge handelt es sich um ein Mehrgrof3ensystem, was die
Komplexitit gegeniiber den vorangegangenen Beispielen erhoht. Der Priifstand mit verwendeter
Hard- sowie Software ist in Anhang A.2 mit weiteren Details beschrieben.
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a) Prinzipskizze des Drei-Tanks b) Foto des Drei-Tank Priifstandes

Abbildung 5.31: Visualisierungen des Drei-Tank Priifstandes

Identifikation

Fiir die Identifikation wird das System mit einer Sequenz von Spriingen des gefdrderten Wassers
angeregt. Um den unterschiedlichen Einfluss der beiden Eingéinge auf das Gesamtsystem bes-
ser identifizierbar zu machen, wird der linke Tank alle 60 s mit einer Anregung u; im Bereich
[—0,8, —0,1] V variiert. Der zweite Eingang u, wird dagegen nicht nur 30 s zeitversetzt, sondern
auch alle 30 s zwischen [—1, 0] V etwas stérker variiert. Die Amplituden der Spriinge beider Ein-
ginge sind normalverteilt mit N (—0,55V, 0,25 V) und werden an den oben angegebenen Grenzen
gesittigt. Dadurch kommt es zu einer leichten Erhohung in der Hiufigkeit in Richtung der maxi-
malen Anregungen.

Die Parameter der Anregung wurden experimentell ermittelt und so gewihlt, dass das Reservoir
und die einzelnen Tanks nicht leerlaufen konnen. Die Messung wurde iiber einen Zeitraum von
T = 95,71 h durchgefiihrt. Mit den gegebenen mittleren Anregungen stellt sich somit ein Arbeits-
punkt bei etwa x,, = [195,0, 82,9, 197,2] mm ein.

Nach der Analyse des Einflusses von Rauschen auf die DKLc-Schitzung, methodisch auf Seite
69 und beispielhaft anhand des Van der Pol Oszillators, ist ein besonderes Augenmerk auf die
Vorverarbeitung der Daten zu legen, da diese beim Drei-Tank-Priifstand nur erheblich verrauscht
gemessen werden. Daher werden alle gemessenen Eingangs- und Ausgangsdaten mittels eines
Tiefpass-Chebychev-Filters vom Typ Il mit einer Grenzfrequenz bei 10 Hz und Filterordnung ny =
6 sowohl vor der Identifikation als auch vor deren Verwendung bei den spiter analysierten Reglern
geﬁltert27. Nach dieser Filterung erfolgt zur Identifikation eine Unterabtastung der Daten.

27Die Rohdaten der Messungen stehen unter https://1drv.ms/u/s!AtaxmCt9qCAr1P1shsCj92p(P8usyw?e=
gL14eu zum Download zur Verfiigung.


https://1drv.ms/u/s!AtaxmCt9qCArlP1shsCj92pQP8wsyw?e=gL14eu
https://1drv.ms/u/s!AtaxmCt9qCArlP1shsCj92pQP8wsyw?e=gL14eu
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Die Mikrocontroller Karte tastet die Messgrolen des Systems mit fg = 1000 Hz ab. Dies ist
jedoch aus zwei Griinden fiir die Identifikation ungeeignet. Der erste Grund ist, dass bei einer
hohen Abtastfrequenz im Vergleich zur Systemdynamik alle Eigenwerte des zeitdiskreten Mo-
delldquivalents in Richtung eins ,,rutschen®. Dies fiihrt zu einer schlechten Unterscheidbarkeit
der Eigenwerte der Systemmatrix und erschwert daher die Identifizierbarkeit in praktischer Hin-
sicht. Des Weiteren muss eine Messung durch die sehr langsame Dynamik des Drei-Tank-Systems
mehrere Tage durchgefiihrt werden. Eine zu hohe Abtastfrequenz generiert somit sehr viele Da-
ten ohne praktischen Informationsgehalt. Die Unterabtastung auf 75 = 5s wird anhand zweier
Aspekte festgelegt. Zum einen miissen fiir die Identifikation ausreichend Messpunkte vorhanden
sein. Die identifizierten DKLc-Modelle besitzen bis zu 22.500 zu schitzende Parameter. Bei der
gegebenen Messzeit von T = 95,71 h ergibt sich damit eine untere Grenze fiir die Abtastzeit
von T min = 7,6566 s, um auf mindestens zwei Messpunkte pro Parameter zu kommen. Hinsicht-
lich der Dynamik empfiehlt Ljung in [65, S. 452] eine Abtastzeit, welche etwa dem zehnfachen
der Bandbreite (—3 dB Amplitudenabfall) eines linearen Systems entspricht. Dies wiirde bei ei-
ner Bandbreite von etwa 0,00484 Hz, welche anhand der Linearisierung des nichtlinearen Mo-
dells (5.3) um den oben gegebenen Arbeitspunkt ermittelt wird, zu einer Abtastzeit von 20,661 s
fiihren. Damit ergeben sich zeitdiskrete Eigenwerte von etwa A; = 0,3927, A, = 0,8219 und
Az = 0,9121, was die Eigenwerte der Systemmatrix zwar gut unterscheidbar macht, aber bei der
gegebenen Messzeit zu N ~ 16.500 Messpunkten fiihrt, was weniger als einem Messpunkt pro
Parameter entspricht. Daher wird die Abtastzeit zu den genannten 75 = 5s gewihlt. Dies fiihrt zu
einer zeitdiskreten Systemmatrix der Linearisierung von Gleichung (5.3), bei der die Eigenwerte
beiA; = 0,7976, A, = 0,9537 und A; = 0,9780 sich fiir die beiden groten bereits in der zweiten
Nachkommastelle verschieden und damit klar voneinander unterscheidbar sind. Bei dieser Wahl
verbleiben zusitzlich eine ausreichende Anzahl von Messpunkten von etwa N ~ 69.000. Die
Aufteilung der Daten in Trainings-, Validierungs- und Testdaten wird wie bei den anderen Bei-
spielen zu 85/10/5 % gewahlt, um die Menge an Trainingsdaten grof3 zu halten. Die zum Training
der Netze verwendeten Parameter sind in Abschnitt A.3.5 im Anhang aufgefiihrt

Abbildung 5.32 zeigt die Abschitzung der Systemordnung mittels PBSID,,; und OKID anhand
der normierten Singuldrwerte der zur Systemordnung charakteristischen Matrix der einzelnen Al-
gorithmen. Hierbei kann wieder keine eindeutige Aussage iiber die Systemordnung getroffen wer-
den, wie es insbesondere bei der Analyse von verrauschten Daten und nichtlinearen Systemen oft
der Fall ist [99]. Die Darstellung lidsst einen Spielraum von n. = 3 bis n, = 9, oder gar Ord-
nungen im Bereich von n. ~ 20, zu. Wie bei den obigen Beispielen sind die Schitzungen der
Ordnungen bei den beiden verwendeten Verfahren nicht gleich. Der OKID-Algorithmus weist die
charakteristischen Abfille in den Singulidrwerten bei einer um eins reduzierten Ordnung auf.

Der ermittelte Bereich an Systemordnungen wird wieder mittels des AIC, analysiert. Die Ergeb-
nisse davon sind in Abbildung 5.33 aufgetragen. Anders als bei den vorherigen Beispielen ist das
Bild zwischen trainiertem und erweiterten Priddiktionshorizont weniger verzerrt. Genauer heif3t
das, dass die nach AIC, beste Ordnung bei den Modellen mit affinem Eingang auch bei einem
Préadiktionshorizont gleich bleibt, der groBler als der trainierte Horizont ist. Auch bei einer Ein-
gangstransformation bleibt das prinzipielle Bild dhnlich. Durch das Einfiihren einer Eingangsko-
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Abbildung 5.32: Ordnungsschidtzung des Drei-Tank Systems mittels Subspace-Methoden mit
peesip = 10, fpesip = 40 und poxip = 50

dierung kann zusitzlich eine verbesserte Pradiktion erreicht werden. Es ist jedoch dazuzusagen,
dass die AIC. Werte so dhnlich sind, dass samtliche Modelle einen dhnlichen Support besitzen
[29].

S1 S2 S3 S4 S1 S2 S3 S4
—140 y
—600
—150 i x .
T , T e
g —160 xxxxx : X x g x>< xx
< x XX < —650 « XXx «
~170 - oo
—180 e —700 o
4 6 8104 6 8103 5 7 9204 6 810 4 6 8104 6 8103 5 7 9204 6 810
Ordnung n.(—) Ordnung n.(—)
a) Pradiktion iiber 50 Zeitschritte b) Préadiktion iiber 100 Zeitschritte

Abbildung 5.33: AIC, bei verschiedenen Systemordnungen fiir die DKLc-Schitzung des Drei-
Tank-Systems. Durch die eng beieinander liegenden Datenpunkte ist nur jede zweite Ordnung auf
der Abszisse aufgetragen.

Abbildung 5.34 stellt die Fehlerhistogramme des mittleren Tanks dar. Eine Darstellung der Feh-
lerhistogramme der anderen beiden Tanks ist im Anhang in Abbildung A.6 dargestellt. Ein Ver-
gleich mit einer DMD-Schitzung aus Abbildung A.7 zeigt, dass die DKLc-Schitzung Modelle
hervorbringt, die einer wesentlich geringeren Streuung unterliegen, ohne dabei das Modell iiber-
anzupassen, was am ausbleibenden Anstieg des Fehlers nach dem trainierten Priadiktionshorizont
bei ppxr. = 50 zu erkennen ist.
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Fiir die DKLc-Modelle fillt zunédchst auf, dass unabhingig vom Modellansatz das Systemver-
halten auch iiber das Erreichen des Pridiktionshorizontes hinaus bei allen Modellstrukturen her-
vorragend pradiziert werden kann. Der Fehler steigt iiber die Zeit nicht erheblich an und variiert
zwischen den einzelnen Modellansitzen kaum. Bei genauerer Betrachtung der einzelnen Fehler-
histogramme in Abbildung 5.34 zeigt sich jedoch, dass die beiden Ansétze S2 und S4, welche eine
Nichtlinearitdt im Eingang zulassen, einen etwas geringeren Anstieg der Streuung nach Erreichen
des Pridiktionshorizont bei p = 50 besitzen. Moglicherweise hidngt dies mit der, zwar wenig
ausgeprigten aber vorhandenen, Nichtlinearitdt im Eingang zusammen, wie in Abbildung A.1 im
Anhang dargestellt.

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Samples (-) Samples (-)

a)Sl, ne =6 b)S2, ne =6

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Samples (-) Samples (-)

¢)S3, n.=4 d)S4, ne =6

Abbildung 5.34: Fehler Histogramme der besten Modelle nach AIC. mit p = 100 des mittleren
Tanks des Drei-Tank Systems fiir verschiedene Modellkonfigurationen

Abbildung 5.35 zeigt zum Zweck der weiteren Analyse dieser Vermutung die Eingangsencoder
als Funktion der Eingénge. Fiir die obere Zeile, welche Modellstruktur S2 beschreibt, liegt, genau
wie es die Kennlinien aus Abbildung A.1 zeigen, nahezu lineares Verhalten vor. Dies ldsst sich
daran erkennen, dass es sich bei den Funktionen néherungsweise um Ebenen handelt. Der Fehler
gemill MRSE gegeniiber einer Ebene betréigt dabei nur etwa 7 %. Fiir die Modellstruktur S4 liegt
dieser Fehler bei noch niedrigeren 2 % gegeniiber einer Ebene. Die Fehlerspitzen liegen fiir beide
Beispiele jedoch vornehmlich am Rand, wie Abbildung A.8 im Anhang zeigt. Hier st6ft die ge-
samte Approximation ohnehin an ihre Grenzen, da der normierte Bereich von etwa —1 bis 1 reicht.
Allerdings kommt es teilweise zu kleineren Unterschieden zwischen linearer Approximation und
tatsidchlicher Encoder-Funktion. Diese scheinen jedoch Grund genug zu sein, eine Erhohung des
Fehlers iiber die Testtrajektorien bei den Modellstrukturen S1 und S3 auszulosen, wie die zugehd-
rigen Fehlerhistogramme in Abbildung 5.34 zeigen. Wie bereits beim Van der Pol Oszillator (zu
sehen in Abbildung 5.8) kommt es bei der Transformation des Eingangs bei Modellstruktur S4
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dazu, dass der Nullpunkt der Eingangsfunktion verschoben wird. Im Allgemeinen reduziert das
Einfiihren einer Eingangskodierung Varianz der Schitzung.

Interessant ist auBBerdem, dass die beiden Eingangsfunktionen bei S2 um etwa 82° zueinander
gedreht sind%®, was in etwa dem eigentlichen Systemmodell entspricht. Dies ist dadurch gegeben,
dass durch die Unabhéngigkeit beider Eingénge voneinander die ,,Verdrehung ““ im realen Modell
90° entspricht. Bei Modellstruktur S4 ist dies durch eine Verdrehung von etwa 41° nur bedingt
gegeben, sodass sich diese Darstellung vom eigentlichen Systemmodell unterscheidet. Dies ist
jedoch im Rahmen der Koopman-Operator-Theorie nicht ausgeschlossen und kann sogar zu einer
Qualititsverbesserung des Modells fithren wie auch in [18] und [93] dargestellt.

T 005
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-0.1

u () b u, (9

o) lwi|, S4 d) |w|, S4

Abbildung 5.35: Betrag der Eingangsencoder als Funktion der beiden Einginge fiir n, = 6

Nach der Darstellung der Pridiktionsfihigkeit folgt eine Bewertung der dynamischen Eigenschaf-
ten der geschitzten Modelle. In Abbildung 5.36 sind die Eigenwerte verschiedener Modell unter-
schiedlicher Identifikationsverfahren und die Eigenwerte, welche sich aus der Linearisierung von
Gleichung (5.3) am gegebenen Arbeitspunkt ergeben, aufgetragen. Das DKLc-, genau wie das
eDMD-Verfahren, finden die ersten beiden dominanten Eigenbewegungen in dhnlicher Qualitét.
Die dritte reale, am wenigsten dominante, Dynamik unterliegt einer wesentlich Streuung bei der
Schitzung mittels verschiedener Ansitze. Die DKLc-Modelle S1 und S2 finden eine weitere Dy-
namik im Bereich um A = 0,9, also zwischen den beiden weniger dominanten Eigenwerten, was
nicht mit der Linearisierung vereinbar ist. Im Riickblick auf die Fehlerhistogramme aus Abbildung
5.34 scheint dies jedoch fiir die Pradiktion weder Nachteile noch Vorteile mit sich zu bringen. Mit

28Dje Verdrehungen berechnen sich aus den in Abbildung 5.35 dargestellten Ebenen.
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dem ARX-Verfahren ist es moglich, die dominanteste und die am wenigsten dominante Dynamik
zu identifizieren. Der Eigenwert bei circa A = 0,95 wird hingegen nicht identifiziert, was sich in
einer schlechten Schitzung des Systemverhaltens niederschligt, wie Abbildung A.5 im Anhang

zeigt.
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Abbildung 5.36: Zeitdiskrete Eigenwerte der identifizierten Modelle des Drei-Tanks. Fiir DKLc
und MISO-ARX Modelle gilt n, = 6, fiir DMDc gilt n = 3.

Regelung

Fiir die Regelung wurde bisher stets die vollstindige Steuerbarkeit vorausgesetzt. Das Drei-Tank
System ist allerdings nicht vollstindig steuerbar im erreichbarem X, da aus der gegebenen Kon-

figuration heraus und durch die ausschlielich aktive Zufithrung (uy, u; ; 0) von Wasser kein
Betriebspunkt mit x, > x; oder x, > x3 eingestellt werden kann. Somit sind abnehmende Fiill-
stande nur durch AbflieBen realisierbar, sodass wihrend der Zeit in der der Fiillstand sinkt wenig
bis kein Zufluss gestellt wird. Diese Punkte sind bei der Festlegung der anzufahrenden Arbeits-
punkte zu beriicksichtigen, da sonst gegebenenfalls unpridizierbares Verhalten eintritt.

Bevor eine Regelung mit der in der vorliegenden Arbeit beschrieben Methodik durchgefiihrt wird,
ist wie zuvor eine Bewertung der Steuerbarkeit der einzelnen Eigenwerte notwendig. Die beiden
verwendeten Steuerbarkeitsmale sind in Abbildung 5.37 gegeniibergestellt. Wie es bei den voran-
gegangen Beispielen bereits hdufig der Fall war, ist es mit dem MaB nach Gilbert nicht moglich,
die signifikanten Eigenwerte (die auf Basis der Linearisierung) als die dominant steuerbaren zu
identifizieren. Fiir die Modellstruktur S3 sind die Eigenwerte, welche nahe denen der Linearisie-
rung liegen, klar als die dominant steuerbaren Eigenwerte zu erkennen. Bei Modellstruktur S4 ist
dies zwar rein numerisch nach wie vor der Fall, jedoch kdnnte ohne genaueres Systemwissen auch
A1 als potenziell steuerbar erkannt werden.

Spitestens bei Testldufen stellt sich jedoch heraus, dass bei Verwendung von A; als Eigenwert be-
ziehungsweise der zugehorigen Eigenfunktion die Regelung nicht die erwartete Giite erreicht, wie
Abbildung 5.38 in Form einer Regelung am Priifstand zeigt. Dargestellt ist die Arbeitspunktanfahrt
fiir ein gewihltes 9; = diag ([10, 10, 10]) und R, = I. Die dufleren Tanks werden im Gegensatz
zur spiter betrachteten Regelung hoher gewichtetj um dem Effekt entgegen zu wirken, dass diese
nicht den Zielzustand erreichen. Allerdings bringt auch diese Mafname keine Verbesserung mit
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Abbildung 5.37: Steuerbarkeitsmale &; ., geschitzter Drei-Tank Systeme bei n. = 6 der einzel-
nen Eigenwerte. Die Malle sind fiir jedes Verfahren auf das kleinste Maf} iiber alle Eigenwerte
normiert. Die Eigenwerte sind aufsteigend nach Realteil sortiert. Die zu den Eigenwerten der Li-
nearisierung passenden Eigenwerte sind unterstrichen dargestellt.

sich und die Regelung erzielt nicht das beabsichtigte Regelergebnis der nahezu fehlerfreien Ar-
beitspunktanfahrt aller Tanks. Der Zielfiillstand des mittleren Tank wird hingegen auch mit der
»falschen “ Wahl der Eigenwerte erreicht. Fiir beide Regler gilt, dass durch den fehlenden Inte-
gratoranteil im geschlossenen Regelkreis der Arbeitspunkt nicht exakt stationdr genau eingeregelt
werden kann. Dieses Beispiel zeigt jedoch, wie wichtig die Wahl geeigneter Eigenwerte und eine
nachfolgende Validierung des Regler ist.

Da der mittlere Tank zwar gemessen, aber nur indirekt durch die beiden dufleren Tanks, bezie-
hungsweise Pumpen, beeinflusst werden kann, wird der Fiillstand dieses Tanks fiir die nachfol-
genden Untersuchungen als mafigebliches Regelziel definiert. Abbildung 5.39 zeigt die Tiefpass-
gefilterten Ergebnisse einer Reihe von Reglern, welche anhand der Wahl 9; = diag ([1, 10, 1])
and R, = I berechnet werden. Der verwendete Tiefpassfilter entspricht dem auf Seite 107 be-
schriebenen. Wie bereits beim Beispiel zu Abbildung 5.38 gilt auch hier, dass der einzustellende
Arbeitspunkt durch den fehlenden Integrator im Regler nicht exakt stationdr genau erreicht wer-
den kann. Dies ist jedoch auch nicht das Ziel der gegebenen Untersuchung. Es soll vielmehr die
Leistungsfihigkeit der Koopman-Regelung gegeniiber anderen Methoden aufgezeigt werden.

Wie Abbildung 5.39 zeigt, kann durch das Einfiihren der Koopman-Regelung am Priifstand keine
signifikante Verbesserung erreicht werden. Das Systemverhalten ist verglichen zum DMD-Ansatz
praktisch identisch. Dies gilt fiir den Zustands- wie auch den Eingangsverlauf. Dieser fehlende
Unterschied zwischen den Reglern ist womdglich auf das weitestgehend lineare Verhalten des
Systems bei gegebener Anregung und gegebenem Betriebszustand zuriickzufiihren. Somit kann
sich, wie bei den vorangegangenen Beispielen, das nichtlineare Verhalten nur sehr marginal durch
die Observables ausprigen und der potenzielle dynamische oder energetische Vorteil der Regler
geht verloren beziehungsweise kommt nicht zum Vorschein. Zur Einordnung der durch die Regler
induzierten Dynamik ist eine gesteuerte Trajektorie gezeigt, fiir die das System ausschlieBlich mit
der Stellgroe im Arbeitspunkt angeregt wird.
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Abbildung 5.38: Einschwingvorgang des Reglers bei Arbeitspunktanfahrt fiir ,,falsch* gewihlte
steuerbare Eigenwerte bei S4 und n, = 6

Dieses Beispiel ist daher als proof-of-concept fiir reale Systeme zu verstehen und zeigt die An-
wendbarkeit fiir diese. Gegebenenfalls muss fiir eine Anwendung eines Koopman-Reglers die
Komplexitit der Netze reduziert werden, um so eine geringere Anzahl an Matrixmultiplikationen
zu erhalten und somit auf Mikrocontrollern lauffihig zu sein. Je nach Systemverhalten kann auch
mit weniger tiefen Netzen eine dhnliche Schitzqualitit erreicht werden.

AbschlieBend soll die Stabilitdt des Systems unter der Nutzung von Koopman-Zustandsreglern
analysiert werden. Leider kann auch beim Drei-Tank Priifstand kein Bereich garantierter Stabilitt
angegeben werden. Der betragsmiBig grof3te Eigenwert der geregelten Koopman-Matrix liegt mit
der Modellstruktur S3 bei n, = 7 und den LQ-Matrizen Q = diag ([1, 10, 1]) und R = I bei etwa
Amax &~ 0,899, was zu einem Y,.x = 0,0057 fiihrt. Diese obere Fehlerschranke ist verglichen mit
den vorangegangene Beispielen zwar etwas grof3er, iibertrifft aber dennoch den relativen Fehler
zwischen Einschrittpradiktion und Observables aus Satz 3.11. Auch in diesem Beispiel gilt fiir
alle untersuchten Systemmodelle o < y.

Time-Delay Koordinaten

Das System ist grundsétzlich iiber alle Zustinde schwach beobachtbar??, solange die Fiillstande
nicht alle gleich sind. Diese Konfiguration ist aus dem einfachen Betrieb heraus nicht erreichbar,

29Die Erkldrung der schwachen Beobachtbarkeit, sowie eine Einordnung ist in Anhang A.1.8 dargestellt.
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Abbildung 5.39: Tiefpassgefilterte Ergebnisse des Drei-Tank Systems bei verschiedenen Rege-
lungskonzepten mit Arbeitspunktanfahrt nach x,, = [19,50, 8,29, 19,72] cm

da die duBeren Tanks keinen Ablauf besitzen. Sie sind damit immer hoher als der mittlere Tank
gefiillt. Daher sollte es moglich sein, simtliche Eigenwerte aus einer Identifikation zu ermitteln,
welche auf einer Messung des Fiillstandes von lediglich einem Tank beruht. Die Anzahl an Delay-
Schritten ergibt sich nach der Argumentation, welche beim Van der Pol System besprochen wurde,
zud = 1sowied = 6.

Bei der isolierten Messung einzelner Fiillstinde geht die Schitzung der beiden duBleren Tanks stets
mit einer enormen Vergroflerung der Varianz einher, wie beispielhaft fiir x; in Abbildung A.10 im
Anhang dargestellt. Fiir den mittleren Tank ist dies allerdings nicht der Fall, wie Abbildung 5.40b
beispielhaft fiir die gleichen Modellkonfigurationen nach Abbildung 5.34 aus dem Beispiel ohne
Delay-Schritte zeigt. Es ist deutlich zu sehen, dass die anfingliche Varianz der Schéatzung mit der
Erhohung der Delay-Schritte reduziert wird. Fiir d = 1 erhoht sich sich jedoch nach etwa 20
Préadiktionsschritten wieder. Fiir den grof3eren Delay-Horizont ist ein geringer positiver Effekt auf
die Streuung der Schitzung iiber den kompletten Verlauf zu beobachten.

Die Schitzqualitit hinsichtlich des Fits, durch das Einfiihren der Delay-Schritte, zeigt ein schliis-
siges Bild, wie Abbildung 5.40a zeigt. Bei der Schitzung mittels aller gemessenen Zustdnde kann
das beste Schiitzergebnis iiber beide betrachtete Modellstrukturen erreicht werden. Auflerdem geht
eine Erhohung der Delay-Schritte bei fast jeder Ordnung mit einer Verbesserung der Schitzqua-
litdt einher. Jedoch ist diese nicht signifikant, sodass in der Anwendung daher zu iiberlegen ist,
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ob die Erhohung der Komplexitit durch mehr Delay-Schritte gegeniiber den vernachldssigbaren
Verbesserungen zu rechtfertigen ist.
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Abbildung 5.40: Fit und Varianz der DKLc-Schidtzung nach Einfithrung von Time-Delay-
Koordinaten bei Messung des Zustandes x;

Hinsichtlich der Dynamik der identifizierten Modelle und ihrer Steuerbarkeit sind zwei weite-
re Punkte zu besprechen. Zum einen werden fiir simtliche Konfigurationen unabhingig von der
Messgrofe und den Delay-Schritten lediglich zwei Eigenwerte geschitzt, die in der Nihe der Ei-
genwerte der Linearisierung liegen. Dies widersprich zunéchst den theoretischen Ergebnissen der
Beobachtbarkeit des Systems. AuBBerdem werden bei der Schétzung mit den beiden dufleren Tanks
lediglich die beiden langsamsten Eigenwerte bei etwa [0,9538, 0,9780] geschitzt. Bei der Identi-
fikation mit dem mittleren Tank als einzige Messgro3e wird hingegen der schnellste, sowie der
langsamste Eigenwert geschitzt. Dies ist aulerdem, anders als es zunéchst erscheinen mag, kein
Widerspruch, da der zweite Tank hinsichtlich seiner Eigendynamik durch den etwa doppelt so
groflen Ablaufquerschnitt schneller abflieBen kann, wie die Parameter in Tabelle A.1 im Anhang
aufzeigen.

Dieses Beispiel zeigt anschaulich, dass auch wenn das Modell aus der Theorie heraus iiber einen
einzelnen Ausgang (schwach) beobachtbar ist, es dennoch zu einem Informationsverlust kommen
kann. Fiir dieses Beispiel ist dieser ,Informationsverlust* vermutlich auf die dhnliche Dynamik der
beiden duBleren Tanks, oder deren Einfluss auf die {ibrigen Zustinde zuriickzufiihren. Die Folge ist,
dass nicht alle dominanten Eigenwerte aus der Messung lediglich eines Zustandes rekonstruiert
werden konnen, wie es bei der vollstindigen Messung des gesamten Zustandes moglich ist.

Die Konfiguration der Messung, Schitzung und Regelung der beiden dueren Tanks ist allerdings
weniger interessant, da der Fiillstand praktisch direkt iiber die einzelnen Zuldufe gesteuert wer-
den kann und wird daher nicht weiter beleuchtet. Der Vollstiandigkeit halber sei gesagt, dass bei
Testldufen der erwartete Fiillstand eingestellt wird.

Fiir die Regelung ist die Besonderheit zu beachten, dass durch die Schitzung mittels einzelner
MessgroBen nur zwei der drei dominanten Eigenwerte geschitzt werden konnen. Aus der Erfah-
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rung der letzten Beispiele heraus sollten fiir die Regelung daher nur diese verwendet werden. Es
zeigt sich zudem eine weitere Problematik bei der vollstindigen Kodierung der Zustidnde mittels
der Modellansitze S3 und S4. Wird die Steuerbarkeit der einzelnen Eigenwerte betrachtet, so fallt
auf, dass fiir die meisten Modelle nicht die dominanten Eigenwerte, sondern vollig andere als steu-
erbar erkannt werden, wie Abbildung A.9 im Anhang zeigt. Des Weiteren werden eine Vielzahl
weiterer Moden als dhnlich gut steuerbar erkannt und nicht, wie in den voran gegangenen Bei-
spielen, meist n, wie es Heuristik 3.14 vorgibt. Dies fiihrt bei der Regelung zu dem in Abbildung
5.38 aufgezeigten Effekt.

Fiir das folgende Beispiel wird die manuelle Auswahl von lediglich zwei Eigenwerten verwendet,
da die dritte potenziell steuerbare Dynamik bei der Identifikation unterzugehen scheint. Es wird
diese Methode gewihlt, um effektiv die beiden ausgewihlten Eigenfunktionen des Koopman-
Operators zu beeinflussen, welche bereits in der vorangegangenen Untersuchungen zu guten Er-
gebnissen fiihrt. Des Weiteren ist diese Wahl wichtig, um konsistent und vergleichbar mit den
bisher betrachteten Analysen und Beispielen zu bleiben. Dieses Beispiel zeigt jedoch deutlich,
dass die Ubertragung der Steuerbarkeitseigenschaft aus Heuristik 3.14 nicht wie bei den voran-
gegangenen Beispielen bei Verwendung der Time-Delay-Koordinaten wihrend der Identifikation
erhalten bleibt.

Abbildung 5.41 zeigt die Regelung des Drei-Tanks in Form einer Arbeitspunktanfahrt fiir die nach
AIC, besten Modelle. Es ist gegeniiber Abbildung 5.39 zu beobachten, dass die beiden dueren
Tanks deutlich weiter iiberschwingen. Dies hat anschaulich den Grund, da diese Tanks nicht mehr
effektiv mitgeregelt werden, da sie lediglich als Zulauf fiir den mittleren Tank dienen. Der Ziel-
arbeitspunkt wird verglichen zur Systemdynamik schnell eingeregelt und verharrt dort. Auch die
anderen Tanks werden mit der Zeit den Zielarbeitspunkt erreichen, da mit Erreichen des Fiillstan-
des in mittleren Tank keine Differenzstellgroe mehr abseits des konstanten Volumenstroms u,p,
zuflieBt, der im Arbeitspunkt gilt. Allerdings kann dies, aufgrund dessen dass die Fiillstande nicht
geregelt werden, eine lange Zeit in Anspruch nehmen.

5.3 Zusammenfassende Bewertung der Beispiele

Die beiden theoretischen Beispiele, sowie das reale Priifstand Beispiel haben gezeigt, dass die in
dieser Arbeit entwickelte Methode zu validen Ergebnissen und leistungsfahigen Reglern fithren
kann. Die Ubertragung des interpretierbaren Zustands- in den Koopman-Raum gelingt, so wie es
die Herleitungen angeben.

Der Teil der Ordnungsabschitzung der vorgestellten Kette an Methoden aus Abbildung 4.5, wel-
cher die Subspace-Verfahren integriert, hat fiir alle Beispiele grundsétzlich sinnvolle Bereiche fiir
die anzunehmende Ordnung ergeben. Diese liegen iiber alle Beispiele jedoch in einer dhnlichen
GroBenordnung. So kann félschlicher Weise der Eindruck entstehen, dass die Subspace-Verfahren
immer in diesem Bereich eine entsprechende lineare Ordnung finden. Fiir die besprochenen Bei-
spiele liegt dies jedoch maB3geblich daran, da die hier analysierten Systemen alle dhnliche Ordnung
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Abbildung 5.41: Tiefpassgefilterte Ergebnisse des Drei-Tank Systems bei verschiedenen Rege-
lungskonzepten mit Arbeitspunktanfahrt nach x,, = [19,50, 8,29, 19,72] cm mittels isolierter
Messung von Xx;

aufweisen. Als ein Ausblick gebendes Beispiel sei Abbildung 5.42 gezeigt, welches die Singulér-
werte aus der Subspace-Identifikation anhand eines Hefe Glykolyse Systems nach [36] zeigt, wel-
ches ein nichtlineares Zustandsraumsystem siebter Ordnung darstellt. Der Plot zeigt, dass fiir die-
ses System, je nach Anzahl der Ausginge, verschiedene Ordnungen abgeschitzt werden konnen.
Dies ist unter dem Gesichtspunkt, dass mehrere unterschiedlich geartete Schwingungen dargestellt
werden miissen nachvollziehbar. Alle Schitzungen haben jedoch gemein, dass es um den Singu-
larwertindex bei circa 13 einen gemeinsamen Abfall in den Singulidrwerten mit anschlieBendem
Plateau gibt. Dieses Plateau ist jedoch weit weniger deutlich, als bei den iibrigen besprochenen
Beispielen. Dies liegt jedoch mal3geblich an der ausgeprigten Nichtlinearitit des Systems [99].

Bei den mathematischen Modellen ist ein weiterer erwidhnenswerter Punkt hinsichtlich der Ord-
nungsschitzung mittels AIC. erkennbar. Durch das Einfiihren des Eingangsencoders kann bei
allen Modellstrukturen iiber alle betrachteten Horizonte eine Systemordnung eingespart werden.
Hierbei ist in der Anwendung ein gewisser Kompromiss zwischen erhohter Komplexitét durch die
Modellordnung oder durch das Einfiihren des Eingangsencoders abzuschitzen. In der Regel wird
sich jedoch durch die Gestalt des Encoders dieser Mehraufwand nicht lohnen, sodass es vor allem
in der Anwendung an realen Systemen und auf Mikrocontrollern sinnvoller sein kann die System-
ordnung um eins zu erhohen und auf den Eingangsencoder zu verzichten. Dieses Verhalten kann
beim Drei-Tank in dieser Form nur wenig ausgeprégt beobachtet werden. Hierzu sei erwéhnt, dass



5.3 Zusammenfassende Bewertung der Beispiele 119

100 e
xrang (C) =2
éx Orang (C) = 3
T XXy rang (C) = 4
~ UOOr\xX
@ X
3 -2 L Onoxx |
g 10 POX* X x x
E OOOOOXXx
E; O::xXxxx“
o *+
o
oo i
1074 L ‘ ‘ 2000

10 20 30
Singuldrwertindex (—)

Abbildung 5.42: Ordnungsschitzung des Glycolyse-Systems mittels PBSID,,, um beide Arbeits-
punkte

dies durch das weitestgehend lineare Verhalten ausgelost sein kann, da eine Komplexitdtserhohung
nur eine nahezu vernachlidssigbare Verbesserungen mit sich bringt.

Basierend auf den analysierten Systemen lésst sich beziiglich der Steuerbarkeit der geschétzten Ei-
genwerte Folgendes festhalten. In so fern eine Systemgleichung mit Linearisierung, beziehungs-
weise eine grobe dynamische Vorkenntnis vorhanden ist, wo die maBigebliche Dynamik liegt,
konnen die zugehorigen Eigenwerte fiir eine erste Analyse einer Koopman-Regelung als steuer-
bar angesehen werden. Sollte diese nicht vorhanden sein, so ist eine genauere Betrachtung durch
eine Steuerbarkeitsanalyse der einzelnen Eigenwerte sinnvoll, wie sie in den vorangegangenen
Beispielen vorgestellt wird. Hierbei ist, basierend auf den untersuchten Beispielen, das Verfah-
ren nach Liickel und Miiller gegeniiber dem Kriterium nach Gilbert zu bevorzugen. Die einfache
Annahme, dass der dominanteste Eigenwert beziehungsweise das dominanteste Eigenwertpaar
steuerbar ist, kann nur in Ausnahmefillen angewendet werden, wie das Beispiel des Van der Pol
Oszillators zeigt.

Fiir die Wahl der Reglergewichte Q; und R/, fillt zudem auf, dass diese fiir einen dhnlichen Effekt
bei der vollstindigen Kodierung der Zustinde wesentlich hoher gewihlt werden miissen als fiir die
Modellstrukturen S1 und S2. Ein Grund dafiir kann die Skalierung der Observables sein, da die
Eintrdge je nach geschitztem System vergleichsweise klein sind und somit die Auswirkung der
Eintrdge in 92 reduziert wird. Des Weiteren ist insbesondere bei Verwendung von Time-Delay-
Koordinaten bei dieser Methodik Vorsicht geboten. Die Ergebnisse fiir den Van der Pol Oszillator
und den Drei-Tank sind zwar vielversprechend, das Beispiel des Duffing Oszillators zeigt jedoch,
dass ein Testen der Regler an einem realen Priifstand nur unter strengen Aufsicht durchzufiihren
ist, da es gegebenenfalls zu starken Ausschldgen in den nicht gemessenen Zustandskoordinaten
kommen kann.

Als letzten Punkt soll die Stabilitit des Systems anhand von Satz 3.11 bewertet werden. In der
Erlduterung zu den Lemmas in Abschnitt 3.1.1, auf denen Satz 3.11 aufbaut, wurde aufgrund
der Vereinfachungen in ihren Beweisen die Vermutung aufgestellt, dass der Parameter y weni-
ger Restriktionen unterliegt als . Dies sollte dazu fiihren, dass sich eine hohere Fehlerschranke
einstellt. Diese Vermutung hat sich in allen untersuchten Beispielen bestdtigt. Dennoch sind die
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Fehlerschranken so niedrig, dass eine nahezu perfekte Schitzung im Koopman-Raum notwen-
dig ist, um den Bedingungen zu entsprechen. Die praktische Anwendung von Satz 3.11 ist somit
womdoglich nur in Ausnahmefillen sinnvoll. Die reale Fehlerschranke liegt allerdings vermutlich
deutlich hoher. Diese Vermutung basiert auf der Beobachtung, dass, solange das Modell plausi-
bel ist und die steuerbaren Eigenwerte in der Berechnung von Q ausgewihlt werden, sich kein
geschiitztes Modell ergeben hat, auf dessen Basis ein Koopman-Zustandsregler das nichtlineare
System destabilisiert.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Einordnung des Koopman-Operators in den Kon-
text angeregter nichtlinearer dynamischer Systeme. Hierzu wurden theoretische Grundlagen auf-
bereitet und erweitert. Die beiden wichtigsten theoretischen Erkenntnisse sind dabei die einge-
schriinkte Steuerbarkeit Koopman-linearer Aquivalente sowie die Sicherstellung der Stabilitit
des geschlossenen Regelkreises unter der Nutzung von linearen Zustandsreglern auf Basis der
Koopman-Operator-Theorie und den somit geschitzten Koopman-linearen Modellen.

Zur Schitzung solcher Modelle wurde eine Deep-Learning-basierte Methode erarbeitet, welche
auf dem Grundprinzip eines Autoencoders, einem bekannten Modellansatz aus dem Bereich des
Machine learning, basiert. Hierbei werden die Messgro3en zunichst transformiert, dann mit ei-
nem linearen Zustandsraumsystem, welches das eigentliche Koopman-lineare System darstellt,
in der Zeit entwickelt und anschlieend wieder riicktransformiert, um die Schitzqualitéit besser
beurteilen zu konnen. Anders als bisherige Verfahren fasst die in dieser Arbeit entwickelte Me-
thode auBerdem Eingangsgrofen in die Schitzung mit ein und ermoglicht so eine Regelung des
identifizierten, nichtlinearen Systems.

Der Nachteil der Deep-Learning-basierten Methode ist allerdings ihre Rechenzeit. Fiir umfassen-
de Analysen mit verschiedenen Ordnungen, Modellstrukturen und Hyperparameteroptimierung
konnen mehrere Wochen reine Rechenzeit notwendig sein. Gegebenenfalls kann diese Rechen-
zeit auf leistungsfihigerer Hardware beschleunigt werden. Die andauernde Weiterentwicklung in
der Grundlagenforschung kiinstlicher neuronaler Netze kann dabei ebenso potenziell in Zukunft
durch effizientere Algorithmen Abhilfe schaffen.

Fiir die Regelung mittels linearer Zustandsregler wurde der linear quadratische Ansatz, unter an-
derem aufgrund seiner anschaulichen Funktionsweise, ausgewihlt. Fiir diesen miissen bestimmte
Gewichtungsmatrizen gewéhlt werden, deren Wahl sich fiir gewisse Konfigurationen des erweiter-
ten Zustandsvektors im Koopman-Raum als schwierig bis unmoglich erweist. Um diesem Problem
zu begegnen, wurde eine Moglichkeit vorgestellt, die im anschaulichen Zustandsraum gewihlten
Gewichte in die Basis des Koopman-linearen Systems zu transformieren. Hiermit ist es au3erdem
moglich, gezielt Einfluss auf bestimmte Eigenwerte zu nehmen. Samtliche Identifikations- und
Regelungsansitze wurden aulerdem fiir den Fall untersucht, dass nicht alle Zustinde messbar
sind.

Die erarbeiteten Grundlagen sowie Identifikationsansitze wurden dann anhand von zwei theore-
tischen Modellen sowie einem realen Prozess evaluiert. Die Ergebnisse des Van der Pol Systems
sind schliissig und die Regelung des instabilen Arbeitspunktes erfolgt mit einer besseren Energie-
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ausnutzung, als es mit einem Regler auf Basis der Linearisierung der Systemgleichung der Fall
ist. Fiir das zweite theoretische Beispiel, den Duffing Oszillator, sind die Ergebnisse gemischt.
Eine konkrete Verbesserung der Regelung durch einen DKLc-Regler gegeniiber einem Regler auf
Basis der Linearisierung kann nicht erreicht werden. Die Regelung des Drei-Tanks, welcher einen
realen Priifstand darstellt, erzielt ebenso die praktisch gleichen Ergebnisse hinsichtlich Qualitéit
und Energienutzung wie ein Zustandsregler auf Basis der Linearisierung des Systemmodells be-
ziehungsweise einer Identifikation eines linearen Modells. Dies liegt jedoch maB3geblich daran,
dass das Systemverhalten bereits du3erst gut linear beschrieben werden kann, wie die angegebene
DMD-Schitzung zeigt.

Die reine Pridiktion samtlicher DKLc-Modelle liefert jedoch in vielen Fillen ein deutlich besseres
Ergebnis als andere Identifikationsansitze. Insbesondere bei den theoretischen Beispielen versa-
gen klassische Identifikationsansitze, wohingegen der DKLc-Ansatz valide Modelle hervorbringt.
Dies liegt im Wesentlichen daran, dass mit linearen Ansitzen keine nichtlinearen Dynamiken dar-
gestellt werden konnen.

Des Weiteren zeigt sich bei den in der Literatur hiufig verwendeten DMD basierten Methoden
zur Schitzung von Koopman-linearen Approximationen mit zunehmender Systemordnung kei-
ne Konvergenz, aufgrund der schlecht wihlbaren Observables. Fiir die in dieser Arbeit als Re-
ferenz herangezogenen Monome sowie trigonometrischen Ansatzfunktionen als Observables fiir
eine DMD-Schitzung verschlechtert sich das Schétzergebnis im Falle des Van der Pol Oszilla-
tors mit der VergroBerung der linearen Systemordnung sogar. Im Gegensatz dazu stellt sich durch
die simultane Optimierung der Observables und der Koopman-Matrix durch den DKLc-Ansatz
zumindest fiir die trainierten Pradiktionshorizonte bei allen beschriebenen Beispielen eine Kon-
vergenz ab einer systemabhingigen Mindestordnung ein.

Fiir die Regelung ist zusammenfassend zu sagen, dass der Koopman-Ansatz rein auf der Identifi-
kation anhand von Messdaten beruht. Die Linearisierung, welche bessere Ergebnisse in zwei der
drei Beispielen erreichen konnte, beruht auf einem ganzheitlichen Systemwissen, was in vielen
Fillen in der praktischen Anwendung nicht in diesem Mal3e vorliegt. Daher stellt der vorgestellte
Ansatz und die gesamte Kette an Verfahren, welche sich zu einem gesamten Framework verbin-
den, eine geeignete Moglichkeit dar, Modelle zu nichtlinearen Systemen zu schitzen und diese
mit den ermittelten Modellen mittels linearer Zustandsregler zu regeln. Dieses Framework ist in
Abbildung 4.5 iibersichtlich als Strukturbild zusammengefasst.

Ausblick

Durch die Komplexitit des Koopman-Frameworks sowie der vorgestellten Methode ldsst sich eine
Vielzahl von weiteren Forschungsschwerpunkten ableiten.

Die Erweiterung des Eingangsraumes kann fiir eine verbesserte Pridiktion des Zustands verwen-
det werden, wie in [18] gezeigt wird. Fiir die Regelung ist diese Erweiterung jedoch zunéchst
nicht direkt iibertragbar, da sich so ein iiberbestimmtes Gleichungssystem fiir das Stellsignal er-
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gibt. Hier kann weiter untersucht werden, ob eine Erweiterung unter Beriicksichtigung dieser
Uberbestimmtheit zu einem besseren Regelergebnis fiihren kann.

Des Weiteren kann die DKLc-Methode auf reine Eigenfunktionen erweitert werden. So kann bei-
spielsweise auch die reduzierte Steuerbarkeit der n von n. Eigenwerten direkt beriicksichtigt wer-
den und in die Schétzung mit einflieBen.

Durch die starke Empfindlichkeit der DKLc-Methode gegeniiber Messrauschen kann dies, je nach
Moglichkeit der Filterung der Daten, neue Wege der Forschung er6ffnen. Hierbei ist zu untersu-
chen, in wie fern die DKLc-Methode direkt beeinflusst werden kann, um besser mit Rauschen
umzugehen. Die Empfindlichkeit von Deep-Learning Methoden gegeniiber Rauschen ist auch
in andern Disziplinen, wie beispielsweise der Bilderkennung, bekannt und Gegenstand aktuel-
ler Forschung [45, 127]. Gegebenenfalls konnen hier Analogien gefunden und zur Verbesserung
der DKLc-Methode eingesetzt werden.

Durch die Dynamisierung der Koopman-Regler in Form von Time-Delay-Koordinaten ergeben
sich Moglichkeiten weiterer Forschungsschwerpunkte. Hier lassen sich gegebenenfalls ebenfalls
Vorteile gegeniiber klassischen dynamischen Reglern, wie beispielsweise einem PID-Regler, aut-
zeigen.
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Anhang

A.1 Herleitungen

A.1.1 Herleitung der eigenwertabhangigen Gleichung zur Zeitlésung eines
linearen Zustandsraumsystems

Ein lineares autonomes Zustandsraumsystem nach

X = Ax

besitzt die Zeitlosung

X (1) = exp (A?)X,.

Durch die Erweiterung VW' = I, mit V als Rechts- und W als Linkseigenvektormatrix der Matrix
A kann obige Gleichung zu

x (1) = exp(VWAVW/)x,
= Vexp (A)Wx,
umgeformt werden. Die Matrix exp (A7) hat dabei lediglich Diagonaleintrige der Form e*i mit
den Eigenwerten A; der Matrix A, da A eine Diagonalmatrix ist. Werden nun lediglich die Spalten

von V beziehungsweise Zeilen von W betrachtet, so erhilt man

Mt 0 --- 0 ElT
0 e)\Zt 0 . 0 w;r
x(t) = [21 v, Xn] : Xo
0 0 0 ernt | | wl
n (A.1)
= YiekitWiTKO
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Die GroBle Xy, besitzt einen Akzent als Tilde um klarzumachen, dass es sich hierbei nicht um
den direkten Anfangszustand, sondern um den modalen Anfangszustand zum i-ten Eigenwert,
handelt.

Fiir ein zeitdiskretes Zustandsraumsystem existiert die analoge Losung

n
X =Y SoivAl. (A.2)
i=1

Diese ergibt sich aus der Identitit, dass die Eigenwerte eines zeitdiskreten Systems iiber die Ei-
genwerte des dquivalenten zeitkontinuierlichen Systems nach

)\.d = e}‘TS

berechnet werden konnen. Dabei ist 75 die Abtastzeit zum zeitdiskreten Zustandsraumsystem. Da
des Weiteren ¢t = Tsk gilt, ergibt sich Gleichung (A.2) mit dem Eigenwert in k-ter Potenz

A.1.2 Stabilitat von nichtlinearen Systemen und ihren exakten Koopman-
linearen Aquivalenten

Das folgende Lemma zeigt, dass die Stabilitdt der Koopman-Matrix einer exakten Koopman-
linearen Darstellung mit exakter Umkehrfunktion gZ (z) = x einer Ruhelage eines nichtlinearen
Systems hinreichend die Stabilitiit des nichtlinearen Systems sicherstellt.

Lemma A.1. Gegeben ist eine C! differenzierbare, bijektive, kontinuierliche Transformation z =
g - X - Zmit X C R" und Z C R”" mit n, > n. Weiter sei 0 ein innerer Punkt von Z
und es gilt g (0) = 0. Existiert eine Lyapunov-Funktion fiir eine Ruhelage mit Umgebung U
eines nichtlinearen Zustandsraumsystems x = f(x), fiir die die Ruhelage stabil im Sinne von

Lyapunov ist, so besitzt das dazugehdrige Koopman-lineare System z = K,z nur Eigenwerte A;
mit Re {A;} < 0.

Beweis. Die dritte Bedingung der Lyapunov Stabilitétstheorie ([2, S. 97]) zu einem autonomen
nichtlinearen System lautet

V,=Vif<0VxedX

mit einer Lyapunov-Funktion V4 (x). Diese kann zu

N =V (x=2@)Kz=0
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umformuliert werden. Fiir das Koopman-lineare System gilt die Lyapunov Gleichung

V,(z) = V,V, (@) K,z < 0.

Mit der Wahl V, (z) := Vi (gz (g)) erhdlt man also eine Lyapunov-Funktion, die beiden Glei-
chungen entspricht. Somit gilt, dass wenn das nichtlineare System stabil im Sinne von Lyapunov
mit einer Lyapunov-Funktion Vj (x) ist, auch das lineare System stabil in Sinne von Lyapunov mit

der Lyapunov-Funktion V, (z) = V4 (gz (g)) ist. Da jede Systemmatrix eines linearen Systems,

welches stabil im Sinne von Lyapunov ist, nur Eigenwerte A; mit Re {A;} < 0 besitzt ([2]), hat
die Matrix K, auch nur Eigenwerte, fiir die das gleiche gilt. 0

Mit dergleichen Definition V, (z;) = Vi (gz @k)) gilt dasselbe fiir zeitdiskrete Systeme. Denn
wenn die betroffene Ruhelage des nichtlinearen Systems stabil im Sinne von Lyapunov mit der
Lyapunov V4 (x;) ist, dann gilt Vy (gk le) — V& (x4,) < 0. Mit obiger Definition gilt dies somit auch
fiir das Koopman-lineare System und die Koopman-Matrix besitzt nur Eigenwerte A mit |A| < 1.

A.1.3 Herleitung der zeitdiskreten Gleichung des Koopman-Linearen Systems
auf Basis von nichtlinearen Systemen mit Eingangsnichtlinearitaten

Fiir Gleichung (3.32) wird zunichst das zeitdiskrete Pendant

X1 = fz,g (ékaEk) + Z fg,i (Ek) fx,i (x) = I (§k’9k) (A.3)

i=1

geschrieben. Die darin auftretenden Funktionen werden mit einem Strich notiert, um sie von denen
aus Gleichung (3.32) zu unterscheiden. Des Weiteren gilt fiir Gleichung (3.32) die Substitution
x = f_. Mit dem Vorwirtsdifferenzenquotient mit Schrittweite 1 gilt mit den Systemgleichungen
(3.32) und (A.3)

% Bet1 — Xk _ fd(ik’gk)_ﬁk ~

h 1

Die zeitliche Ableitung der Observables wird ebenso mit dem Vorwirtsdifferenzenquotient ange-
nadhert, sodass sich

. g, (§k+1’Ek+1) = (Kkagk)
g B - ~ ng f,

z h L
— g (X410 Upy 1) ~ g, (X ue) + hvlg;f"

~ g; (Ek’gk) + V§§Z (fd (Xk, Ek) — ik)

&
%
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ergibt. Dabei wurde der Term mit u, wie bei Gleichung (3.32) durch die Annahme 3.4, vernach-
lassigt. Darin wird Gleichung A.3 eingesetzt und es ergibt sich

g, (Xpt 15 Ug1) = g, (Xg> 1) + Vig, (fxu (Xp> W) + Z Jui () fy (k) —§k>

i=1

:§£(§k’9k)+vxg (% (x4 uz) +quz (uy) £ (Xk))

i=1

= g; (Eksgk + LE. ‘|‘ Z fuz i’l_;'
Wie beim zeitkontinuierlichen Fall werden die Lie-Ableitungen iiber Matrizen approximiert, so-
dass sich

my

g, (§k+1’9k+1) =8, (ﬁk’ Ek) + Kéz + Z fHain’g;

i=1

(I+K)g +quz_wzg
—_—————
K,

ergibt. Diese Gleichung besitzt dieselbe Struktur, wie im zeitkontinuierlichen Fall. Mit der Wahl
der Basis aus (3.34) ergibt sich somit das zeitdiskrete Koopman-System aus Gleichung (3.36).
Im Verlauf der Arbeit wird der Ubersicht halber der Strich-Akzent iiber den zeitdiskreten Gro-
Ben weggelassen. Dieser Akzent dient nur der Unterscheidung zwischen zeitkontinuierlich und
zeitdiskret fiir die obige Herleitung.

A.1.4 Herleitung des Gradienten von Observables fiir DKLc
Durch die spezielle Struktur der Gleichungen der Observables bei einer DKLc-Schitzung konnen

diese symbolisch in Abhédngigkeit der Gewichte des Netzes angegeben werden. Die Observables
werden liber

g (x) =W, f (wd—zf ( ) 'f(WOX + ho)) + l_’d—z) +by

angegeben. Fiir die folgende Herleitung wird die Abkiirzung y, = Wt (zi_ 1) + b; verwendet.
Fiir die Ableitung gilt



128 Anhang

i, i Ao ),
x8 (X ox  dy, , 0x 3f(zd_2> Wy, 0%

8f(yd 2) E)yd 2

(A4)

0y, , %
Fiir die Aktivierungsfunktion in der i -ten Schicht gilt
S iz1,1)
f(X,-_l) = :
f (yi—l,w,-_l)

mit der Breite w;_; dieser Schicht. Die Ableitung dieser Funktion ist demnach eine Diagonalma-
trix der Form

of
T, = ——= =diag ([ /' i-1,1) - [ (Vicrwi)]) -

Die Ableitungskette aus Gleichung (A.4) kann weitergefiihrt werden, sodass sich fiir den Gradient
der Observables die Bestimmungsgleichung

d
Vig () = Wy, [ [TomiWaes
i=2

ergibt.

A.1.5 Exaktes MinimierungsmaB der Netzpradiktion
Zur Formulierung des Optimierungsfunktionals aus Gleichung (4.1) werden auch die Pridikatio-
nen durch das Netz und durch das erweiterte Zustandsraumsystem aus der linearen Schicht des

Netzes verwendet. Die Pridiktion ist durch die Eingénge u; iiber den gesamten Pradiktionshori-
zont und den Anfangszustand zu Beginn des Pridiktionshorizontes x,; gegeben.

predx: E ”51+1 Xit1 1,21,---»2,-)”2

Die Funktion &, ; (X;.4;....,4;) ist eine iterative Funktionskomposition, welche durch
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X;

Il
|oQ1

OZ:
z =L

Z; = Kﬁz oX;_1 T KLgW ou; 4

beschrieben wird. Um die Ausdriicke in Gleichung (4.1) zu erhalten, wird angenommen, dass

g (gz (§)) = x gilt. Diese Eigenschaft ist ebenfalls Teil des Optimierungsfunktionals (4.1).

A.1.6 LMI Formulierung der zeitdiskreten Lyapunov-Gleichung

Der Nachweis erfolgt iiber eine zeitdiskrete Version des Kalman-Yakubovich-Popov Lemmas [38,
85]. Die folgenden beiden Aussagen sind fiir rein reelle Matrizen eines linearen Zustandsraum-
systems (A, B, C, D) dquivalent:

(i) A ist Schur (fiir alle Eigenwerte gilt |A| < 1)
(ii) Es existiert eine Diagonalmatrix Q > 0 sodass

30l e Bl

ergibt sich nach ausmultiplizieren obiger Matrixunglei-

<
>
Il
|~
[s]
Il
1=
(@}
Il
~
| —
[
=
o
lwj
Il
=)

[Q—EQKZ —Iy? —EQ}
=T e 2= 0,
—QK, 1-Q

Der Ausgang iiber C ist damit ein Hilfsausgang, um den Fehler mit einem Parameter zu verkniip-
fen. Mit dem Schur-Komplement ist diese Matrixungleichung dquivalent zu

Q-KIQK, — ¥’ I-K!Q(I-Q) ' QK, > 0.

Damit gilt die Einschrinkung, dass Q keine Eigenwerte in 1 haben darf. Wenn Q die Losung einer
Lyapunov-Gleichung ist, ist die letzte Ungleichung die Nullmatrix ([78]) und es gilt die Ersetzung
im Beweis von Satz 3.3.

A.1.7 Existenz eines Integrators bei mittelwertfreier Anregung

Es wird ein lineares Zustandsraumsystem

(X541 +X) = A(x, +X) + By,
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mit den mittelwertfreien Signalen x, € R” und uy, € R™, sowie einem Gleichanteil X # 0
zugrunde gelegt. Die Anregung erfolgt also iiber einen mittelwertfreien Zufallsprozess. Mit dem
Erwartungswert der obigen Gleichung ergibt sich

E{§k+1 +X} = E{é(ﬁk + X) +@k}
E{X¢4) + E{X) = AE {x,} + AE (X} + BE {u;}
E{X} = AE (X}

X = AX.

Aus der letzten Gleichung lisst sich

I-A)x=0

ableiten. Da X # 0 gilt, muss A daher mindestens einen Eigenwert in 1 besitzen, welcher fiir den
zeitdiskreten Ansatz einem Integrator entspricht.

A.1.8 Nachweis der schwachen Beobachtbarkeit des Drei-Tank Priifstandes

Fiir den Nachweis der schwachen Beobachtbarkeit wird diese zunichst definiert.

Definition A.2 (Schwache Beobachtbarkeit angeregter, nichtlinearer Systeme [2, S. 534]). Das
nichtlineare System nach (3.26) mit X € R” und C, € C"~', wobei C"~! der Raum der n — 1
fach ableitbaren (Eingangs-)Funktionen ist, heilit schwach beobachtbar, wenn fiir alle x € X und
u € C, die Bedingung

Vzho (E’H)

Vlh 1 (K’E’E)

rang (QW) = rang =n (A.5)

Vxhn—l (Kvgvg’-“ag(n_l))
erfiillt ist. Dabei gilt fiir die HilfsgroBen /;
i
hi = Vihi_1f(x,u) + Z VQU—Uhi—lEU)-
j=1

Des Weiteren ist 1y = y die untersuchte Ausgangsgrofe.

Fiir die Messung der einzelnen Zustinde des Drei-Tank-Systems aus Gleichung (5.3) ergeben sich
die folgenden Determinanten der Matrix Oy, aus Gleichung (A.5).
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V283q1q;

det (O —
o Qv 44° (x1 —x2) /X3 — X2
V2g?
det (Oy,) = AL (2ngx1xz — 28¢>X5x3

8A3\/gx2 \/g (x1 —XZ)S\/g (x3 —Xz)3
+\/§u1x2./gxz + «/Eule./gxz — \/EMI)Q./ng — \/§u2X24/gX2
—2q1X1/8X2v & (X1 — X2) + 2q1X3/8X2v/ & (X1 — X2)

—2q3X14/8X2v/ & (X3 — X2) + 2q3X3./8X2v/ 8 (X3 — Xz))

_ v28°q143
443 (X3 —Xz) /X1 — X2

det (QW,X3)

Es ist deutlich erkennbar, dass die Determinante fiir die Ausgéinge x; und x; fiir gleiche Fiillstinde
von x; und x; beziehungsweise x3 und x, nicht definiert ist. Dieser Betriebspunkt ist allerdings
ohnehin in der gegebenen Konfiguration nicht erreichbar. Die Interpretation fiir den Ausgang x;
ist praktisch nicht moglich. Daher wird der Verlauf der Identifikationsdaten in diese Gleichung
eingesetzt. Es zeigt sich, dass fiir diese Daten die Determinante niemals null wird. Fiir die Analyse
sind alle Parameter, Zustidnde und Eingénge auf Millimeter umgerechnet worden. Somit befinden
sich simtliche GroBen in einer Groenordnung von etwa 1 bis 1.000. Die Determinante zum
Ausgang x, besitzt ihr Minimum im Bereich von 1073, Die Minima der Determinanten zu den
Ausgiingen x; und x3 besitzen GroBenordnungen von etwa 102. Die schwache Beobachtbarkeit
ist somit liber den Ausgang x, verhiltnisméBig schlecht, jedoch nicht null. Aus der Anschauung
heraus ist das zunidchst kaum intuitiv, da insbesondere der Einfluss der duBeren Tanks auf den
jeweils anderen d@uBleren Tank kaum erkennbar ist.

Fiir die Identifikation und Analyse in Abschnitt 5.2 ist diese Gegebenheit, sowie der Fakt zu be-
achten, dass sich der reale Priifstand vom theoretischen Modell unterscheidet. Daher konnte es
dazu kommen, dass bei den gegebenen Verldufen eine Beobachtbarkeit in Teilen nicht gegeben
ist.
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A.2 Hardware Aufbau des Drei-Tank Priifstandes

Der Drei-Tank wird iiber zwei 4-Kammer-Druckwassermembranpumpen der Firma Schurfloh mit
dem notwendigen Volumenstrom durch einen Zufluss an der Oberseite der duleren Tanks versorgt.
Diese werden iiber eine Steuerspannung Uc je Pumpe zwischen [—1, 1] V angesteuert. Die Kenn-
linien der Pumpen ist in Abbildung A.1 dargestellt. Die Kennlinien sind als lineare Funktionen in

Gleichung (A.6) aufgetragen.

10— Kennlinie 10-6 Fehler
15 T T I
Messung ||
—_ - = = Kennlinie @
< 1 S
= 05 1w
m~ <
0 » \ \ \
—1 —0.5 0 0.5 1
104
1.5 10
2 1= 2 |
mE é
= 0.5] 1 o} |
~ <
0 \ \ \ _ \ | \
—1 —0.5 0 0.5 1 —1 —0.5 0 0.5 1

Spannung (V) Spannung (V)

Abbildung A.1: Kennlinie der beiden Schurfloh 4-Kammer-Druckwassermembranpumpen

3

. 1 _4 M
Vi (Uc,1) = 10,6479 v Uc,1 +0,6685)-107" —
S

. (A.6)

. 1 _,m
Va(Uea) = (0.6934 7 Uca +0.7049 ) - 107 —
S

Der Fiillstand der Tanks wird iiber Drucksensoren ermittelt. Bei diesen handelt es sich um VE-
GABAR 14 Prozessdruckumformer der Firma VEGA. Die Kennlinien der Sensoren fiir den be-
triebsrelevanten Bereich in Abhéngigkeit einer Sensorspannung Us je Sensor sind in Abbildung
A.2 gezeigt. Die Kennlinien sind als lineare Funktionen in Gleichung (A.7) dargestellt.

1
hy (Us,) = (—0,3357— Usy + 0,3032) m

- <

hy (Us,p) = (—0,3335 = Usy + 0,2943) m (A.7)

- <

h3 (US,3) = (—0,3322 v . US,3 + 0,2891) m
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Abbildung A.2: Kennlinie der drei verwendeten VEGABAR 14 Drucksensoren

Die Ansteuerung der Pumpen, sowie das Auslesen der Sensoren geschieht iiber eine dSpace®
ds1104 PClIe Karte mit der dazugehorigen Software dSpace® ControlDesk 7.2.
Tabelle A.1 zeigt des Weiteren die Parameter des Drei-Tank Modells, welche mit Abflussmessun-

gen hinsichtlich der Systemmodells (5.3) ermittelt werden kénnen.

Tabelle A.1: Parameter des Drei-Tank Priifstandes hinsichtlich des Systemmodells aus (5.3)

Parameter ‘ Wert

A 153,94 cm?

q1 22,23 mm?

g2 42,45 mm?
2

q3 22,18 mm
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A.3 Weiterfiihrende Plots und Modellkonfigurationen

A.3.1 Amplituden Verlauf der dominanten Frequenzen des mathematischen
Pendels

Erginzend zum Beispiel des mathematischen Pendels zur Erlduterung eines kontinuierlichen Spek-
trums in Abschnitt 2.2.3 zeigt Abbildung A.3 die Amplituden der ersten beiden dominanten Fre-
quenzanteile. Insbesondere im Bereich um x; o = 0 wird die Schwingung von der ersten Frequenz
dominiert, sodass eine nahezu reine Sinusschwingung bei einer Frequenz vorliegt.

o | | ‘ ‘ ‘

/r —‘FFT(XI)‘dom,l d
0 \ === [FFT (xDlgom,2 |
E q-1] -~
% 10 i ~~~~ ‘—,’ |

= AN -

R ~\~ f"

e s\ ’

= ’ '

£ 103 e ]

= -
\ \ ‘ : ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 ! ’ ’

X1,0 (rad)

Abbildung A.3: Visualisierung der Amplituden der ersten beiden dominanten Frequenzen der FFT
des Winkels des mathematischen Pendels in Abhéngigkeit des Anfangszustandes bei x, o = 0

A.3.2 Batch-Size und Bias-Varianz-Analyse von DKLc

Die Konfiguration der Netze und des Trainings, dargestellt in Tabelle A.2, ergibt sich aus einer Hy-
perparameteroptimierung, welche in [5] durchgefiihrt wurde. Die Schichtbreiten sind im Encoder
[41, 62] zu und im Decoder zu [51, 37] gewihlt.

Tabelle A.2: Parameter des Netzes unter Verwendung von Modellstruktur S3 (beschrieben in Ta-
belle 5.1), sowie der Trainingsparameter nach (4.1)

Parameter ‘ Wert ‘ ‘ Parameter ‘ Wert ‘ ‘ Parameter ‘ Wert
o 1 81 0,99 "1 1-107°
o 0,2 8y 0,99 V2 1-10°
o3 1 B 0,01 h 1-1074
Oy 1 ,32 0
s 0,1 ,33 0
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A.3.3 Van der Pol Oszillator

Tabelle A.3 gibt die Netzkonfigurationen der DKLc-Netze an, mit denen der in Abschnitt 5.1.1 be-
sprochene Van der Pol Oszillator gelernt wird. Die Schichtbreiten sind im Encoder zu [20, 40, 60]
und im Decoder zu [60, 40, 20] gewéhlt. Ab einer Ordnung von n, = 9 wird die Schicht mit 60
Neuronen auf 100 erhoht. Fiir die Ordnung n. = 20 wird diese erneut auf 120 angehoben. Die
Anhebung wird vorgenommen, um der erhohten Menge an Observables mehr Variationsméglich-
keiten zu geben. Wird eine Transformation des Eingangs vorgenommen, so werden diese mit im
Encoder mit [10, 20] und im Decoder mit [20, 10] Neuronen kodiert.

Tabelle A.3: Hyperparameter fiir die Optimierung des Van der Pol Systems

Parameter ‘ Wert ‘ ‘ Parameter ‘ Wert ‘ ‘ Parameter Wert
o 1 8 0,99 i 1-107°
o 1 8y 0,99 V2 1-107°
o3 1 B 0,01 h 1-1074
Oy 1 ,32 0
s 0,1 ,33 0

A.3.4 Duffing Oszillator

Tabelle A.4 gibt die Netzkonfigurationen der DKLc-Netze an, mit denen der in Abschnitt 5.1.2
besprochene Duffing Oszillator gelernt wird. Die Schichtbreiten sind im Encoder zu [20, 40, 60]
und im Decoder zu [60, 40, 20] gewéhlt. Ab einer Ordnung von n. = 9 wird die Schicht mit 60
Neuronen auf 100 erhoht. Fiir die Ordnung n. = 20 wird diese erneut auf 120 angehoben. Die
Anhebung wird vorgenommen, um der erhohten Menge an Observables mehr Variationsmoglich-
keiten zu geben. Wird eine Transformation des Eingangs vorgenommen, so werden diese mit im
Encoder mit [10, 20] und im Decoder mit [20, 10] Neuronen kodiert.

Tabelle A.4: Hyperparameter fiir die Optimierung des Duffing Oszillators

Parameter ‘ Wert ‘ ‘ Parameter ‘ Wert ‘ ‘ Parameter Wert
o 1 8 0,99 Vi 1-1077
o 3 8> 0,99 V2 1-1077
o3 1 Bi 0,01 h 1-1074
(67} 0,7 ,32 0
05 0,5 ,33 0

Die folgenden Darstellungen zeigen Fehlerhistrogramme mittels einer DMD- (n, = n + 1 = 3)
sowie randomisierten eDMD-Schitzung (n. = 4).
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Abbildung A.4: Fehler Histogramme der DMD (n, = n+1 = 3) und eDMD (1. = 4) des Duffing
Oszillators

A.3.5 Drei-Tank

Tabelle A.5 gibt die Netzkonfigurationen der DKLc-Netze an, mit denen der in Abschnitt 5.2 be-
sprochene Drei-Tank gelernt wird. Die Schichtbreiten sind im Encoder zu [40, 80] und im Decoder
zu [80, 40] gewihlt. Die Verkleinerung der Netzarchitektur gegeniiber den anderen Beispielen ist
dem Umstand geschuldet, dass die Menge an Rechenoperationen eine gewisse Grenze nicht iiber-
schreiten darf, um auf dem verwendeten dSpace® Mikrocontroller zur Applikation am Priifstand
in Echtzeit lauffdahig zu sein. Wird eine Transformation des Eingangs vorgenommen, so werden
diese mit im Encoder mit [10, 20] und im Decoder mit [20, 10] Neuronen kodiert.

Tabelle A.5: Hyperparameter fiir die Optimierung des Drei-Tank Systems

Parameter ‘ Wert ‘ ‘ Parameter ‘ Wert ‘ ‘ Parameter Wert
o 0,8 81 0,99 Y1 1-1077
oy 1 8> 0,99 V2 1-107°
o3 1 B1 0,01 h 1-1074
Oy 0,7 ,32 0
o5 0,2 ,33 0

Zur besseren Veranschaulichung der Schitzqualitiat des ARX-Modells sind im Folgenden die Feh-
lerhistogramme zu den einzelnen Zustinden angegeben. Die angegebene Ordnung von n, = 6 be-
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zieht sich hier auf die Ordnung des Nennerpolynoms der Ubertragungsfunktionen und steht nicht
um Zusammenhang mit einem erweiterten Zustandsraum im Sinne der Observables.

10°

40 60 40 60
Samples (-) Samples (-)

a) b)

0 20 40 60 80 100
Samples (-)

)

Abbildung A.5: Fehlerhistogramme eines MIMO-ARX-Modells bei n. = 6

Die Darstellung der iibrigen Fehlerhistogramme zu Abbildung 5.34 sind in Abbildung A.6 darge-
stellt.

Die nachfolgende Darstellung zeigt den Verlauf Fehlers zwischen gemessener und geschitzter
Zeitreihe iiber verschiedene Beispieltrajektorien dar.

Die folgende Darstellung zeigt den Fehler zwischen einer approximierten Ebene und der tatséch-
lichen Eingangsencoderfunktion

Die nachfolgende Darstellung zeigt die Steuerbarkeitsmafle fiir eine beispielhafte Ordnung von
n. = 7 bei S4 unter Verwendung von Time-Delay-Koordinaten.

Die im Folgenden dargestellten Verldufe der Varianz in Abbildung A.10 zeigen die Erhohung sel-
biger bei der Schitzung mittels Time-Delay-Koordinaten auf. Ein Grund hierfiir kann schlicht die
fehlende MessgroBe x; sein, sodass weniger Information zur Ermittlung des Fiillstandes vorhan-
den ist. Gegeniiber den anderen Fehlerhistogrammen ist hierbei jedoch die verdnderte Skalierung
der Ordinate zu beachten, sodass der Fehler zwar groer wird, die gesamte Schitzqualitét jedoch
dhnlich gut bleibt. Selbst mit dieser groeren Varianz weist die Schiatzung nach wie vor eine ge-
ringere Streuung als die der DMD-Schitzung aus Abbildung A.7 auf.
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Abbildung A.6: Fehler Histogramme der besten Modelle des Drei-Tank Systems fiir verschiedene
Modellkonfigurationen
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Abbildung A.7: DMD-Schitzung des Dreitanks ohne Observables (n, = n = 3)

c) S4

d) S4

Abbildung A.8: Absoluter Fehler Aw; = w; — w; zwischen der tatséchlichen Eingangsencoder-

funktion w; und einer angeniherten Ebene w; fiir n, = 6
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Abbildung A.9: Steuerbarkeitsmaf3e £ eines mittels Time-Delay-Koordinaten geschitzten Drei-
Tank Systems bei n. = 7 der einzelnen Eigenwerte, normiert auf das kleinste Mal3 bei Mo-
dellstruktur S4. Eigenwerte aufsteigend nach Realteil sortiert. Die zur Linearisierung passenden
Eigenwerte sind unterstrichen dargestellt
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Abbildung A.10: Varianz der DKLc-Schidtzung nach Einfithrung von Time-Delay-Koordinaten
bei Messung des Zustandes x
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