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Resumen

El entrelazamiento es uno de los fenémenos més intrigantes de la mecdnica cuantica
y un recurso fundamental para protocolos en informacién cudntica. Ademas, es una
herramienta poderosa que, mediante el andlisis de sistemas de muchos cuerpos inter-
actuantes, nos permite detectar sus transiciones de fases cuanticas, fases topologicas y
entender algunas de las muchas propiedades fisicas sobresalientes que presentan. Nues-
tro objeto de estudio en esta tesis es caracterizar el entrelazamiento cuantico debido
a las interacciones en sistemas de muchos cuerpos. En particular, nos centramos en el

estado fundamental de sistemas que presentan efecto Kondo.

El efecto Kondo es un concepto clave en materia condensada, permite entender el
comportamiento de sistemas metalicos con fuertes correlaciones. Dicho efecto consiste
en el apantallamiento del momento magnético de impurezas magnéticas en un metal,
debido a la interacciéon con el bano de conduccién. Utilizamos modelos simples para
describir la fisica de estos sistemas como el STAM (Modelo de Anderson para una sola

impureza) y el de Kondo.

Medimos el entrelazamiento cuantico via la entropia de von Neumann para un sistema
bipartito de proyecciones de espin opuestas de los electrones. Primero se determina-
ron expresiones analiticas aproximadas para la entropia en funcién de las interacciones
para cada modelo. Para SIAM se consideré la aproximacién a orden cero con simetria
electrén-hueco, luego trabajamos con funciones de onda variacionales con una degenera-
cién en el momento angular igual a 2 (Varma-Yafet) y con degeneracién N considerando
la aproximacion perturbativa en la expansién 1/N. Para el modelo de Kondo se aplicé

la teoria de perturbaciones para J grande.

Mediante el método del Grupo de Renormalizacién de Matriz Densidad (DMRG) se
determind la entropia de entrelazamiento en la particién de espin del estado fundamen-
tal. Se encontré numéricamente la presencia de asimetria par -impar en el nimero de
electrones, en el caso par se observa como estado fundamental un singlete fuertemente

correlacionado, mientras que en el caso impar no se observa la formacion del singlete a

vii
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menos que L — oo . Ademads, se encontro que la entropia de entrelazamiento para cada
modelo estudiado supera el maximo valor registrado Sy = 1 a base de los resultados

analiticos aproximados a orden O(1) y con una correccién a orden O(1/N) en el STAM.

Por dltimo, usando herramientas tanto numéricas y analiticas, encontramos que el
entrelazamiento cuantico entre proyecciones de espin de los electrones es una funcién
universal mondtona de la renormalizacion de la masa de las cuasiparticulas Z. Esto
podria utilizarse para obtener experimentalmente el entrelazamiento de espin y provee

una nueva intepretacion para Z.

Palabras clave: ENTRELAZAMIENTO, ANDERSON, KONDO, DMRG



Abstract

Entanglement is one of the most intriguing phenomena in quantum mechanics
and a fundamental resource for protocols in quantum information. It is also a
powerful tool that, by analyzing interacting many-body systems, allows us to
detect their quantum phase transitions, topological phases and to understand
some of the many outstanding physical properties they exhibit. Our aim of
study in this thesis is to characterize quantum entanglement due to interactions
in many-body systems. In particular, we focus on the ground state of systems
manifesting the Kondo effect.

The Kondo effect is a key concept in condensed matter, it allows us to un-
derstand the behavior of metallic systems with strong correlations. This effect
consists in the screening of the local magnetic moment at the impurity by the
conduction electrons. We use simple models to describe the physics of these
systems such as STAM (Single Impurity Anderson Model) and the Kondo model.

We measure the quantum entanglement using the von Neumann entropy for
a bipartite system of opposite spin projections of electrons. First, approximate
analytical expressions for the entropy as a function of the interactions were de-
termined for each model. For STAM we considered the zero-order approximation
with electron-hole symmetry, then we worked with variational wave functions
with a degeneracy in angular momentum equal to 2 (Varma-Yafet) and with N
degeneracy considering a perturbation theory in 1/N. For the Kondo model,
the perturbation theory was applied for large J.

Using the Density Matrix Renormalization Group (DMRG) method, the en-
tanglement enropy between opposite spin projection electrons in the ground
state was determined. The presence of odd-even asymmetry in the number of
electrons was found numerically, in the even case a strongly correlated singlet is
observed as the ground state, while in the odd case no singlet formation is ob-
served unless L — oo. In addition, it was found that the entanglement entropy
for each model studied exceeds the maximum recorded value of Sy = 1 based on
the approximate analytical results at order O(1) and with a correction to order
O(1/N) in STAM.

Finally, using both numerical and analytical tools, we find that the quantum
entanglement between opposite spin projections is a monotonic universal func-
tion of the quasiparticle mass enhancement Z in the Kondo regime. This could
be used to obtain experimentally the spin entanglement and provides a new
intepretation for Z.



Capitulo 1

Introduccion

“A great deal of my work is just playing with equations and
seeing what they give”

— Paul Dirac

Los sistemas de electrones fuertemente correlacionados han sido de gran interés durante
las tltimas décadas [1]. La fuerte interaccién entre los electrones en estos sistemas es
responsable de la presencia de propiedades fisicas sobresalientes y fenémenos importan-
tes, como la superconductividad a “altas temperaturas”, aisladores de Mott, sistemas
de fermiones pesados y transiciones de fase cudnticas, entre otros. El problema Kondo
es un caso paradigmatico de comportamiento cuantico de muchos cuerpos con corre-
laciones fuertes y ha sido intensamente estudiado a lo largo de los anos [2]. Aparece
tanto en la fisica de impurezas magnéticas diluidas en un metal como en el transpor-
te cuantico a través de nanoestructuras. También es la base de la teoria de campo
medio dinamico que permite el tratamiento de materiales fuertemente correlacionados

superando dificultades que presentan los métodos basados en la teoria de funcional
densidad (DFT).

1
2

magnéticamente a los electrones no interactuantes de un mar de Fermi. Los modelos

En el problema de Kondo, una impureza magnética de espin-: se acopla antiferro-
que se emplean para comprender de manera méas simple los aspectos fundamentales de
la fisica de este tipo de sistemas son el de Anderson (descripcién de una sola impureza
magnética que se hibridiza con un bano de electrones de conduccién no interactuantes)
y el de Kondo (descripcién mediante la interaccién de intercambio espin-espin entre la

impureza y el bano).

En estos sistemas cuanticos, las interacciones entre los electrones dan origen a correla-

ciones entre los subsistemas del espacio de Hilbert correspondiente. Estas correlaciones
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se pueden utilizar para caracterizar al sistema y detectar transiciones de fase cuanti-
cas (a temperatura cero) cuando se modifica uno de los pardmetros del hamiltoniano.
Entre estas correlaciones, el entrelazamiento cuantico, en particular, es un recurso pa-
ra criptografia, comunicacién y se cree que es la base para un mayor poder de las

computadoras cuanticas respecto a las clasicas.

Segun la mecanica cuantica, un estado puro de un sistema se puede describir a partir
de un elemento de su espacio de Hilbert. Para un sistema bipartito, el espacio de
Hilbert asociado se puede escribir como el producto tensorial H = H, ® H, de los
espacios correspondientes a cada uno de los subsistemas. Dado un elemento del espacio
|U) € H se puede expresar como |¥) = |U,) ®|V;) a excepcién del caso en el que haya

entrelazamiento entre los estados de a y .

La entropia de entrelazamiento de von Neumann permite cuantificar el entrelazamiento
en sistemas bipartitos y la utilizaremos para analizar estas correlaciones en el estado

fundamental de los modelos antes mencionados.

En este primer capitulo se introducen conceptos fundamentales del entrelazamiento
cuantico que seran utiles para una comprension del trabajo y los modelos utilizados en

la descripcién del problema de Kondo.

1.1. Entrelazamiento Cuantico

El entrelazamiento es un fenémeno cuédntico en el cual los estados individuales de dos
o mas particulas no pueden describirse de manera independiente y es necesario una
descripciéon del sistema como un todo, incluso cuando las particulas estan separadas
espacialmente una distancia muy grande. Ademas, el entrelazamiento estd asociado a

correlaciones que no tienen andlogo clasico [3].

1.1.1. Estados Entrelazados

Un sistema cuantico compuesto puede descomponerse en dos o mas subsistemas. El
espacio de Hilbert H asociado al mismo esté dado por el producto tensorial H1®...QH,,

de los espacios correspondientes a cada uno de los subsistemas.

A continuacién, consideramos sistemas cuanticos bipartitos, i.e., sistemas compuestos

de dos subsistemas diferentes (A y B), descritos por el espacio de Hilbert H = HAQH p.

Definicion 1: (Entrelazamiento en estados puros): Sea |¥.) € H4 ® Hp. Entonces:
|W,) estd entrelazado <= F|W4) € Ha, |Up) € Hp tal que |V,) = |V4) ® |Up).



1.1 Entrelazamiento Cudantico 3

1
2

particula tiene dos estados posibles [1), ¥ |{); ¥ de manera similar la segunda con |1),

Si se considera, por ejemplo, un sistema de dos particulas con espines . La primera

y |4),. Sea el siguiente estado,

1 1
W) = 7 T ) — 7 )1 11

Se observa una superposicion de productos de estados y que no es posible representar
como un producto de un estado para la particula 1 y uno para la particula 2, resultando
en un estado entrelazado. Por tanto, si medimos el observable de espin en la proyeccion
Z en la particula 1 y resulta el autovalor correspondiente a espin-f, entonces sabemos
que la otra particula tiene espin-). La medicion de una particula colapsa a la medicién
de ambas (independientemente de su separacién espacial). Sin embargo, para que haya
entrelazamiento no es suficiente que la funcién de onda |¥) sea una superposicién de

productos de estados. Sea, por ejemplo,

W) = %(!Th )2+ 111 o+ 11 11 + 1)1 1)),

puede verse que

1

V2

1

W) 7

(I + )1 @ —= (1), + 1),)-

Es una superposiciéon de productos de estados pero puede escribirse como un solo
producto de estados, por tanto no esta entrelazado. De manera que es 1til encontrar
una forma mas directa para detectar el entrelazamiento. Esto se logra obteniendo el
operador densidad asociado al estado y evaluando la traza sobre uno de los subsistemas

para obtener la matriz reducida del otro.

Definicién 2. (Matriz de densidad reducida) Sea el espacio de Hilbert H = H4 ® Hp
con la matriz de densidad p. La matriz de densidad reducida del subespacio A se obtiene

evaluando la traza sobre los estados B

pa=Trpp. (1.1)

Por lo tanto, la condicién Tr(p%) = 1 es un sello de un estado no- entrelazado. Si en-
contramos Tr(p?%) # 1 entonces el estado estd entrelazado. A continuacién se introduce

una medida de cuantificar este entrelazamiento.
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1.2. Medidas de Entrelazamiento

El entrelazamiento es y ha sido un fenémeno cuéntico de gran interes. Este hace posible
la teleportacion y el posible incremento en la velocidad de algoritmos cuanticos, entre
otros [1]. Los sistemas entrelazados, son en gran medida un recurso para la comunica-
cién cudntica y el procesamiento de informacién [5]. Como tal, es relevante cuantificar
la cantidad de entrelazamiento asociado a cualquier estado. Por tal motivo existen nu-
merosas propuestas de medidas de entrelazamiento [(], de las cuales haremos uso de la

entropia de entrelazamiento de von Neumann.

1.2.1. Entropia de entrelazamiento

Es la generalizacién para sistemas cuanticos de la entropia de Shannon. Es una medida
de entrelazamiento que permite describir cuantitativamente las correlaciones cuanticas

sin analogo clasico.

Definicién 3. Dado un sistema cudntico descrito por una matriz de densidad p. En-

tonces la entropia de Von Neumann se define como:

S(p) = —Tr(plog, p) (1.2)

Si \; son los autovalores de p entonces se puede reescribir la entropia como:

S(p) = — ZAZ» l0gy A; (1.3)

La entropia de von Neumann adquiere el minimo valor de cero si y solo si uno de los
autovalores es la unidad, por lo tanto los otros son cero. El sistema en este caso sera un
estado puro. Adquiere el méximo valor de log, d , donde d es la dimension del espacio

de estados, solo si todos los autovalores toman el valor de é.

Definicién 4. Sea |V,.) € H4 ® Hp un estado puro, dim(Ha) < dim(Hpg). Entonces

|V.) esta maximamente entrelazado <= py = m.

Definicién 5. Propiedades generales de la entropia de von Neumann como medida de

entrelazamiento de estados puros:

Sea p = |W¥) (V| la matriz de densidad del estado puro |¥) en H = H Q@ Hp, dim(H4) >
dim(Hp). Entonces:

1. S(pa) =0 <= |VU) es separable
2. S(pa) >0 < |¥) estd entrelazado.
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3. dim(H) = dy S(p) = logy(d) = p = %, p pertencce a un estado maximamente
entrelazado.

4. p en Ha ® Hp pertenece a un estado puro = S(pa) = S(pp).

1.3. Efecto Kondo

El efecto Kondo descubierto en 1930 es un fenémeno bien conocido y ampliamente es-
tudiado en la fisica de la materia condensada. Se manifiesta mediante comportamientos
andémalos en las propiedades de transporte de metales a bajas temperaturas, por ejem-
plo, en la resistividad y en la potencia termoeléctrica. Estos comportamientos se deben
a la presencia de impurezas magnéticas que interactuan con el mar de electrones de

conduccion del metal.

Una de las manifestaciones del efecto de las impurezas magnéticas, es la presencia
de un minimo en la resistencia de algunos metales. En muchos metales, la resistencia
decrece monétonamente al disminuir la temperatura porque el scattering de fonones
decrece rapidamente a bajas temperaturas. Para explicar el minimo en la resistividad,
Kondo se basé se en un modelo simple que fija un momento magnético local en el sitio
de la impureza y este se acopla via interacciéon de intercambio J con los electrones
de conduccién. Usando la teoria de perturbaciones a tercer orden en el acoplamiento
J, encontré una contribucion del tipo In7T" en la resistividad. Este término incrementa
a bajas temperaturas para un acoplamiento antiferromagnético y al incluirse junto a
la contribucién de fonones se puede describir el minimo. Sin embargo, In7T" diverge
para T — 0, por tanto, los calculos perturbativos de Kondo no serian validos a bajas

temperaturas, conocido como el “Problema de Kondo*“.

Dos sistemas fuertemente correlacionados permitieron encontrar soluciones exactas a
este problema, el modelo de Kondo y el modelo de una sola impureza de Anderson. Son

bésicos arquetipos de modelos que describen las impurezas magnéticas en un metal.

1.3.1. Modelo de Anderson

La presencia de impurezas magnéticas en un bano de electrones libres, puede generar
un potencial lo suficientemente atractivo como para inducir estados virtuales ligados
resonantes, es decir, un electrén de conduccién en un estado localizado en la vecindad de
la impureza debido al scattering resonante en el sitio de la impureza, por tanto, tendré
una funcién de onda que decae exponencialmente con la distancia a la impureza. La
resonancia en este caso, se puede calcular usando funciones atémicas (orbitales tipo
f) para una impureza aislada y considerar como se modifican con la presencia de los

electrones de conduccién. Habrd un término de hibridacion V), entre el orbital de la
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impureza y los estados de Bloch de los electrones de conduccién. Los estados en una
impureza se parecen a los estados tipo d o f, porque al tener un momento angular
grande, el potencial efectivo debido al momento angular tiene el efecto de localizar

dichos estados.

El hamiltoniano de Anderson considera un unico nivel en la impureza con repulsién

coulombiana U > 0 y para el metal se supone un bano de electrones de conduccién no

Interactuantes:
H = Z ekac,tackg + Z ka(CLO_CfO- +h.c.)+Unpng + Z efgc}acfg. (1.4)
k,O’ kj,a’ o

Donde, denotamos el estado localizado como el nivel f, €7, (€xy) es la energla del estado
localizado (bafio de conduccion), el cual, en ausencia de campo magnético se denota e
(€x). Los operadores CLU V Cro crean y destruyen un electrén en la banda de conduccion
con vector de onda k y proyecciéon de espin o y c}g Y cfo 1o hacen en el nivel de la

impureza.

El parametro ¢ =7, indica la proyeccion de espin del electron a lo largo del eje Z,
Ny = c,Twc;m es el operador de niimero de electrones en la banda de conduccion, Vi el
término d hibridizacién y el pardmetro U representa el costo energético de una doble

ocupacion en el estado localizado.

La relacién entre los pardmetros ey, U y Vj, determinan la fisica del modelo, permitiendo

clasificarlo en 3 regimenes segin los valores de los pardmetros:

= V. = 0: Se presenta un desacople entre el gas de electrones y la impureza, aparece
un momento magnético local cuando, €5 < e (ep nivel de Fermi) con —e; < U
y 2¢; + U > e para penalizar la doble ocupacién que no resulta en un momento

magnético. Esto no afecta a las propiedades de transporte del metal.

= U=0: Caso no interactuante, la suceptibilidad se comporta como Pauli y para

€y < ep aparecen resonancias de Fano.

» Vi #0y U > 0: Para €5 < €p se tiene la presencia de dos procesos importantes,
la aparicion de un momento magnético local debido a los valores altos que sue-
le tener la repulsion coulombiana, favoreciendo la simple ocupacién del nivel de
la impureza y por ende estados magnéticos. El segundo proceso es el apantalla-
miento de este momento magnético debido a la hibridizacién con los electrones
de conduccién. La temperatura a la que aparece este apantallamiento es la tem-
peratura de Kondo, Tk, la escala de energia caracteristica del problema. Ademas,

a bajas temperaturas estos procesos combinados modifican el espectro de energia



1.3 Efecto Kondo 7

y aparece una resonancia en el nivel de Fermi que modifica las propiedades de

transporte (resonancia de Kondo).

1.3.2. Modelo de Kondo

El modelo de Kondo fue introducido por J. Kondo [7] a fin de explicar el minimo en la
resistividad que presentaban metales con impurezas magnéticas diluidas. Este modelo
describe la interaccién de un momento magnético local y los electrones de conduccién
de un metal con una dispersién ¢, mediante la interacciéon de intercambio espin-espin.

Este modelo representa muy bien el sector de baja energia del sistema.

A partir del modelo de Anderson, en el régimen de parametros que permiten la presencia
de un momento magnético local (para Vir < U, Viy < —€ry €7 < epy —ep < U ) se
puede realizar una transformacién candnica para simplificar el hamiltoniano. Ademas,
despreciamos las fluctuaciones de carga considerando el subespacio de baja energia,
el cual, posee un solo espin 1 o | en la impureza. Esta transformacion da lugar al

hamiltoniano de Kondo [5]

H = ecl,ceo+ IS 40, (1.5)

k,o

donde S es el espin localizado asociado a la impureza, 3, es la densidad de espin en
el sitio de la impureza de los electrones de la banda de conduccion y J representa al
acoplamiento espin-espin entre el espin de la impureza y del bano de conduccién. J

esta dado por la expresion

U

J=2V————
er(ep+U)

> 0, (1.6)

siendo un acoplamiento antiferromagnético.






Capitulo 2

Entrelazamiento en los modelos de

impureza cuantica de Anderson y
Kondo

“What we observe is not nature itself, but nature exposed to
our method of questioning.”

— Werner Heisenberg

En este capitulo, se obtienen analiticamente expresiones para la entropia de entre-
lazamiento, utilizando aproximaciones para el estado fundamental de los modelos de
impureza de Anderson y Kondo. Se considera, por un lado, el llamado limite de banda
angosta [9] y por otro una funcién de onda variacional de Varma-Yafet [10] para el caso
de degeneraciéon N = 2 en el momento angular iénico. Asimismo, se obtuvo el estado

fundamental con el método de expansién variacional de Ngrande.

2.1. Aproximacion de banda angosta para el mode-

lo de una sola impureza de Anderson (SIAM):

Esta aproximacién, también conocida como “limite molecular”, remplaza el continuo
de la banda de conduccién por un tnico nivel “0” en el nivel de fermi con energia
ep = 0. Esto es equivalente a tomar €, — 0 en el hamiltoniano (1.4) y el nivel de la

banda de conduccién que se acopla a la impureza corresponde a
1
Cooc — V Z kac;w. (21)
k

9
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El hamiltoniano en la aproximacién de banda angosta se puede escribir como
7‘20 = ZV(Clach +h.c.) —|—UTLanf¢—|—€fZC}UCfU, (2.2)

donde no se consideran los estados de la banda que no se hibridizan con la impureza.
A continuacién, obtenemos el estado fundamental considerando tanto el caso con si-
metria electrén-hueco €5 = —U/2 como el caso no-simétrico. El primero nos permite
simplificar el problema y obtener expresiones analiticas sencillas para la entropia de

entrelazamiento en funcién de los parametros del modelo.

2.1.1. Caso Simétrico

Tomando el modelo con simetria electrén-hueco tenemos: 2¢¢ + U = 0, por tanto, el
estado doblemente ocupado y vacio en la impureza son degenerados. Siendo el hamil-

toniano representado por:

. U
Ho = Z V(CLCfU + hC) + Unan]% — 5 ZC}UCJCG (23)

El espacio de Fock de este hamiltoniano de dos niveles se representa por una base de 16
estados posibles, los cuales pueden ser clasificados por el ntimero total de electrones N,
porque N, conmuta con H y de esta manera facilita el calculo de los autovalores y sus
autovectores correspondientes. Considerando nuestro estudio restrigindo a las propie-
dades del estado fundamental, podemos simplificar los calculos tomando el subespacio

de baja energfa, (N. = 2) con una base de 6 estados posibles. La matriz hamiltoniana

. Y av
Ho = 2 2.4
0 ( 2V 0 ) (2.4)

en la base { [S=0),,|5=0), }, donde |S=0), = \/%(]T,L) — [4,1)) es un estado

singlete entre los sitios de la impureza y el bafio, mientras que |S = 0), = \/%(|—, )+

para este subespacio es:

[T, —)) entre ambos sitios doblemente ocupados. Los dos sitios en cada ket |s1, s2)

W

corresponden al estado localizado o de impureza “f” y del nivel de conduccion “o

respectivamente.

Diagonalizando obtenemos la energia eqs = —% —y/(¥)? +4V?2 que corresponde al

estado fundamental con autovector de la forma

=

Was) = —=(10) =L 1) + Z=(=1H + 1, ) (2.5)

S
)

2
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En el régimen de correlaciéon fuerte V < U tenemos egs =~ —Q — 8V—2 y se obtiene

_4v
U

de manera que los estados doblemente ocupado y vacio en la impureza tienen poca

la relacién entre los coeficientes § = —%a. De esta relacién vemos que |o|> > [8]?

probabilidad de ocurrir, lo que se esperaba.

Energia Estados

I 0 k) — 1)

15D

: g L4

|¢T ) +6(|T¢, +|—,T¢>)

7<|T D+ 1)
34— () +4V2 | [Wes) = (™ -

2 — N —
4 _%+\/(%) LAV )\(IT,¢>\/§I¢,T>)+X(IN, =)

Tabla 2.1: Energfas de los 6 estados posibles de la base del subespacio para N, = 2 electrones
en el sistema molecular.

En la tabla 2.1 se presenta la base de 6 estados con sus respectivas energias. Para el

régimen de correlacion fuerte el estado de mas baja energia es el singlete \%(H, 1) -

4, 1).

1mpur1ty electron bath

Figura 2.1: Esquema del modelo de Anderson, para una impureza con degeneracién de Kram-
mers, incluyendo las dos particiones del espacio de Hilbert total H considerado para calcular la
entropia de entrelazamiento: a) H = H; @ Hpaen, b) H = Hs ® H. La repulsién coulombiana U
entre las proyecciones opuestas de espin de los electrones en la impureza y el acoplamiento de
hibridacién V' entre la impureza y los electrones de conduccidn, se indican en la figura.

A continuacién, se calculan las entropias de entrelazamiento para las siguientes par-

ticiones: H = H;+ ® H, (particién entre proyecciones opuestas de espin, para una
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degeneracién del momento angular N = 2 (5 = 1/2) Fig. 2.1(b). Para el caso de
degeneracion N, se realiza una particion entre los valores de proyecciones de espin
m=—j,—j+1,...,5 — 1, J. positivos y negativos, por tanto, H = H, <0 ® Hm>o- La
siguiente particion Fig. 2.1(a) H = H; ® Hpan divide el espacio de Hilbert total H en
dos subespacios, los estados con todas las posibles proyecciones de espin de la impureza

“i” y del bano de conduccién “bath”. Al trabajar con aproximacion de banda angosta,

[P

definimos un estado localizado “f” (impureza) y un solo nivel de conduccién “0” que

se acopla con la impureza, la particién serd H = H; @ H, .

Para la particién entre proyecciones de espin con una degeneracién de momento angular
N = 2 se calculd la entropia de entrelazamiento S} a partir de la matriz densidad
reducida py, la cual se obtiene realizando tnicamente la traza parcial “espin-|” sobre
la matriz densidad total p = |Uqs) (Uas|, pr = T p, los grados de libertad sobre los
cuales se realiza la traza son: { [{); ® |-),,|=); ® [{), }. Siendo a, B € R y teniendo

en cuenta la normalizacion de |Wgs), la matriz p; queda

1.2

O | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80

U
8V

Figura 2.2: Entropia de entrelazamiento Sy del estado fundamental del STAM en el limite de
banda angosta en funcién de %. V' corresponde al término de hibridacién.
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En el régimen de interaccién fuerte U — oo, la entropia Sy = 1, este valor corresponde
a un estado maximamente entrelazado (5 = 0 y o = 1), siendo una superposicién de

[Pl

estados singletes de los sitios “f” (impureza) y “o” (bano).

Para el caso general los autovalores son AL = % + af, la entropia de entrelazamiento

se puede expresar como:

1 0 1 0% 1 0 1 0
- (= log, ( = (- log, (= — 2.
51 (2+1+v2) °g2(2+1+72) (2 1+72> 0g2(2 1+72) 2.7)

con y = % — 4/ %2 + 1. Su gréfica se observa en Fig.2.2 donde S} incrementa mondéto-

namente hasta alcanzar su maximo valor S} = 1.

Para la segunda particion ‘H; ® H, (ver Figura 2.1(a)), la matriz densidad del bano de
conduccién se obtiene realizando la traza en la base de estados posibles de la impureza
{19510, (1) }. La matriz densidad resulta

182
R 2 0 O
0 & o0 o
Po = 2 o (2:8)
0 0 5 0
182
0 0 0 5
con autovalores @ y % de multiplicidad 2. La entropia de entrelazamiento respectiva

S} 9

2
gl gl 1 1
= - 1 - 1 S — 2.
5= T o (2(1+72)> 14192 Og2<2(1+72))’ (2.9)

o , [U2 .
tomando V' = 1 para simplificar los calculos, tenemos v = % — % + 1. En la Fig
2.3 se observa como la entropia disminuye tendiendo a 1 y adquiere su maximo valor
2 cuando la interaccién coulombiana es nula considerando que tenemos un espacio de

Hilbert de dimensién 4.

Vemos que para caracterizar el rol de las interacciones en el entrelazamiento del proble-
ma de Kondo, es conveniente realizar la particion Hy ® H,, que da un entrelazamiento

nulo para el caso no interactuante.
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3
25 i
2 _

w5 1.5 f .

O | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80

U
8V
Figura 2.3: Entropia de entrelazamiento en la particién impureza-mar de electrones S, vs. 8%

y simetria electrén-hueco.

Modelo de Kondo

A continuacion, se considera el limite de correlacién fuerte U — oo del modelo de
Anderson para describir el Modelo de Kondo en el limite de banda angosta. La parte

de interaccion espin-espin del hamiltoniano 3.10 se describe como

Hi =JS - s, = g[(5+30)2—52—502] (2.10)

En este limite el estado fundamental corresponde al estado singlete \%(H, =141
Aplicando el hamiltoniano 2.10 a este estado se obtiene la energia fundamental Fgg =
—%. El término de interaccién J se puede determinar de la diferencia de energia entre
los estados de méas baja energia y asignando un término de hibridacién V' — oo para
obtener un J constante. Siendo J = Eyipiete — Finglete = % (de acuerdo con el valor
encontrado de la transformacién de Schrieffer-Wolff [3] que resulta de una perturbacién
en el término de hibridacién entre la impureza y el bano), obteniéndose asi una relacién

entre los términos de interaccién de los modelos de Anderson y Kondo.
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En este limite, el valor de  — 0 y la matriz densidad se representa por:

pr = ( o ) 2.11)

lo cual corresponde a un estado maximamente entrelazado, por tanto la entropia del

DO [

N =

sistema siempre serd 1, sin importar el valor de J > 0. Como veremos en la secciéon 2.4
Sy supera 1. Los resultados de Sy = 1 de esta seccién son unicamente consecuencia de

la aproximacion de banda angosta.

2.1.2. Caso no-simétrico

El hamiltoniano de Anderson corresponde a 2.2, por tanto, la matriz del hamiltoniano

en el subespacio de més baja energia (N, = 2) es la matriz de 3 x 3

Ef 2V 0
Hasymm =12V €r + % €f + % y (212)
0 €f—|—% €f+%

en la base {|S=0),,|5=0),,[5=0).} con un estado singlete de simple ocupacién
1S =0), = % y dos de doble ocupacién |S =0), = w y [S=0), =
w . La no-simetria del problema rompe la degeneracién y aparece una mezcla

con el estado singlete |[S = 0), a diferencia del caso simétrico.

De diagonalizar la matriz 2.12, el estado fundamental corresponde al autovector

N (L (L RS W (L E )
los valores «, B y v son los componentes del autovector asociado al autovalor de més
baja energia. A diferencia del caso simétrico, no se puede expresar facilmente estos
valores en funcién de los parametros del hamiltoniano. Se podria aplicar teoria de
perturbaciones para V' — 0 y asi determinar expresiones aproximadas que aplican en

el limite de Kondo.

La matriz densidad reducida en la particién de espin p; del estado fundamental |¥) 4

€S

(2.14)

pr = Tr [ Weas)(Vas| = (é b op )

af 53-8
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y la entropia de entrelazamiento de espin S; se puede expresar como

1 1 1 1
Sy =—5=BV7* +a?log, (5 + BV + 042)—5%\/72 + a?log, (5 - BV + 042)

(2.15)
1.0 1
0.8 1
oy 0.6
0.4 1
0.2 — . . : .
—40.0 —30.0 —20.0 —10.0 0.0
—+— U/V =8.0 —— U/V =32.0
—v— U/V =160 —— U/V =40.0
04 T T T T T
—40.0 —30.0 —20.0 —10.0 0.0

er/V

Figura 2.4: S;(arriba) y ocupacién (n4 +ny) en la impureza (abajo) vs. la energfa del estado
localizado €y para diferentes valores del parametro de interaccién U con V' = 0,25 fijo.

A partir de esta expresion, se determiné numéricamente el valor de la entropia de espin
Sy en funcién de los pardmetros del hamiltoniano U, €; y tomando como escala de
energfa el término de hibridacién V' = 0,25 fijo. En la Fig. (2.4) se fija el término de

interaccién U y se varia la energia del estado localizado. La entropia Sy es simétrica
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bajo la transformacién e; — —U — €y y adquiere su méaximo valor Sy 0, €n €5 = —U/2
(simetria electrén-hueco). La regién con S e, aumenta cuando incrementamos Uy
Stmaz — 1 en el limite de interacciéon fuerte U — oo. Analizando a partir de la
ocupacién en la impureza, esta regién corresponde a la zona con ny = 1 (un electrén
en la impureza), lo que favorece la formacién del estado singlete con un momento

magnético local en la impureza.

También, se puede ver que S; empieza a decaer para ny < 1, esto ocurre porque
nos encontramos en una zona donde incrementa la probabilidad de encontrar el estado
localizado vacio y no actiia el término de interaccién U. Se observa el mismo decaimiento

para ny > 1 debido a la simetria electrén-hueco. En la Fig. (2.5) se fija el nivel de la

1.0

0.8 1

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0

UV

Figura 2.5: Entropia de entrelazamiento Sy (arriba) y doble ocupacién i+t (abajo) en funcién
de U y V = 0,25 fijo, variando la energia del estado localizado.

impureza € y se varia el término de interaccién U. Si € se hace mds negativo, extiende
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la regién donde Sy = 0 (sistema descorrelacionado), esta regién se amplia debido a un

incremento en la probabilidad de tener el nivel de la impureza doblemente ocupado.

2.0
1.6 1 Y TTUVUTTUUUTUUOTUN
1‘2_ y vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvva
)
0.8 1
0.4 o )V ==20  —»— e/V =—100
—%— €/V=-60 —e— €/V=-14.0
0.0 u u u | |
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
U/v

Figura 2.6: Entropia Sy vs. U interaccién coulombiana para valores del nivel de la impureza
er vy V =0,25 fijos.

Realizando la particién H ¢ ® H, impureza-bano de conduccion, la matriz de densidad
py trazando sobre los estados {|1),,[{),,|T4),,|—),} resulta

()42
< 0 0 0
0 2 0 0
Pr= 0 0 (/345'7)2 0 (2.16)
B_ 2
o o0 o U

Asimismo, se presentan figuras midiendo la entropia en esta particién en funcién de los
parametros del modelo. En la Fig. 2.6 se fijan distintos valores del nivel de la impureza
es y se varfa U. Para valores de €y cada vez mds negativos, la entropia Sy — 0 cuando
la interaccion coulombiana es nula U = 0, es decir, el estado fundamental tiende al
estado de doble ocupacion en el nivel de la impureza |1, ]) - Ademads, para U — oo la
entropia Sy — 1, siempre y cuando, €; < 0 sea lo suficientemente negativo, analogo si

se considera la particiéon de espin.

El maximo de las curvas se ubica en la regién e; = —U, este valor converge a S maz —
—logy(1/3) ~ 1,58 cuando U — oo. Esto en vista de que el estado vacio |—), se
vuelve inaccesible y por la presencia de un estado de muy baja energia con tres estados

posibles [1) e ) Py [T4) s- Considerando la particién de espin, tener la entropfa en
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su maximo valor, nos aseguraba la existencia de un momento magnético local en la
impureza y un estado maximamente entrelazado. Como vimos, esto no ocurre en la

particion impureza- bano de conduccion.

175 —— U/VZS.O —— U/V:32.0
’ —— U/V:16.0 —— U/V=40.0
1.60 A
1.45 4
oy
1.30 A
L1561 ey Ty
10 T T T T T
—40.0 —-30.0 —20.0 —10.0 0.0
er/V

Figura 2.7: Entropia Sy vs. €5 el nivel de la impureza para valores de interaccién U y V = 0,25
fijos.

En la Fig. 2.7 se fija U y se varia €;. En esta particién también se presenta una simetria
en la entropia de entrelazamiento bajo la transformaciéon e; — —e; — U, esto se debe
a la presencia de simetria electrén-hueco en el sistema. De igual manera, en el limite
de interaccién fuerte U — oo, tanto en el caso simétrico (e, = —U/2), como en los dos
maximos (e; = 0,ey = —U), la entropia Sy tienden a 1 y ~ 1,58 cuando €y se hace
mas negativo. Como ya mencionamos, no es conveniente realizar esta particion porque
independientemente del valor que tome € el entrelazamiento no se anula en el caso no

Interactuante.

A continuacién, trabajando en la particién de espin, se analiza la relaciéon de S} con la
suceptibilidad y en la impureza. Se define la suceptibilidad en la impureza a tempera-

tura cero, como
dmf
X= 77 .
dh

h—0

(2.17)

Esta mide el cambio en la polarizacién del espin de la impureza en el estado funda-
mental m; = ((7y —ny)) /2 cuando se aplica una separacién energética de Zeeman en
la impureza igual a 2h = gupB. La matriz asociada al hamiltoniano 3.10 aplicando un

campo magnético en el nivel de la impureza es



20 Entrelazamiento en los modelos de impureza cuantica de Anderson y Kondo

€f —% 2V 0
h
~ —5 0 0
Hcampo = 2 ¢f s (2 18)

2V 0 €f—|—% €f+%
0 0 €f+% Ef‘f‘%

en la base {|S=0),,]9=1),,]5=0),,]S=0).} con |[S=1), = % Corres-
ponde a la misma base obtenida sin aplicar campo mé&s un estado triplete de simple

ocupacioén.

1.01

0.8

0.6 1

0.4 1

0.21

0.0

01 10 10 100
1/Vx

Figura 2.8: La curva de color negro corresponde al caso simétrico (e = —U/2), Sy tiene
un comportamiento monétono con (xV)~!. La parte coloreada corresponde a valores de €f en
[—10, 0] con paso de 0,05 y U en [0,20] con paso de 1.

Se presentan calculos numéricos aplicando valores por debajo de una separacién energéti-
ca 0h lo suficientemente pequena, tal que la magnetizacién presente un comportamiento
lineal y nos permita obtener la suceptibilidad mediante la pendiente de la curva. En la
Fig. (2.8) se fija V' y se calcula la suceptibilidad x para cada valor de e; en [—10, 0] con
paso de 0,05 y U en [0,20] con paso de 1. Para el caso simétrico e; = —U/2 se tiene
una curva universal monétona en funcién de (xV)™!, independiente de la eleccién de
¢; y V. Ademds, se percibe que a partir de (xV)™! < 1 el caso no-simétrico y simétrico
empiezan a colapsar en una sola curva.

Debido al solapamiento de los datos no se puede apreciar con claridad aquellos, co-

rrespondientes a V' = 0,05, V = 0,15 y V = 0,45, que caen en la curva universal. Por
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— 09
300' b ﬁos
07
2 200 1 B%° 3
> i 05 =
0.4
100 1 B3
0.2
0.1
- T — 8 : : : : :
-200 -150 -100  -50 0 20 -15 -10 -5 0
&IV &V
(a) (b)

Figura 2.9: Mapa de la entropia de entrelazamiento de espin Sy para valores de interaccién U
en [0,20] y €; en [—10,0] con (a) V =10,05y (b) V = 0,45

\_/ — 450 i
3007 — 400 i mk
' 350 5
S 200 300 = 4
250
200 3
100 150 2
100
1
50
o EEERSERATE ] . . : : .
200 -150 -100  -50 0 20 -15  -10 -5 0
Ef/V &IV
(a) (b)

Figura 2.10: Mapa de Suceptibilidad x en la impureza para valores de interaccién U entre
0,20 y €y entre —10,0 con (a) V' =0,05y (b) V = 0,45
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tanto, se presentan mapas para x y St en funcién de los pardmetros U y €7 para una

mejor visualizacion.

En las Fig. 2.9a y 2.9b se exibe un incremento en la zona con Sy — 1y a la vez, en la
zona con valores de suceptibilidad grandes Fig. 2.10a y Fig. 2.10b al disminuir el valor
de hibridacién V.

2.2. Funcion de onda variacional de Varma-Yafet:

A continuacién, se considera la funcién de onda variacional de Varma-Yafet [10] :
Was) = ao Vo) + Y ar(cheir + chyery) [Wo) - (2.19)
k

Donde |¥gg) es una combinacion lineal de estados singlete. El primer término corres-
ponde a la esfera de Fermi llena |¥) = H:f CLTCL 110} v el segundo son estados con
un hueco en la energia €, de la banda de conduccién y un electrén en el nivel de
la impureza con espin o. Se espera que |Wgg) resulte una buena aproximacién para

U — oo dado que npnyg [Yag) = 0.

Aplicando el hamiltoniano de la Ec.(1.4) a la funcién de onda variacional, su energia

se puede expresar como

(Vas|H|Pas)
(Vas|Uas)

donde, E, corresponde a la energfa no perturbada de |Uy), €; la energfa del nivel de

E= =FEy+e€r+e (2.20)

la impureza y € la energia que gana el sistema al formar el singlete entre la impureza

y el bano de conduccién. Se define la energia del singlete de Kondo positiva ¢, =

Ey—€ep — (Vas|H|Vas) /(Vas| Pas)-

De la condicién de normalizacién de |Wggs), los coeficientes deben cumplir con la igual-
dad 1 =a2+2)", ai. Para determinar las ecuaciones variacionales que rigen los coefi-

cientes ay y ag, los cuales nos permiten construir |Wgg), se minimiza la funcién

(Wes|H[Vas) — A ((Yas|Pas) — 1), (2.21)

con A como multiplicador de Lagrange que nos asegura la normalizacién de |¥gs).
De la minimizacion de esta expresion en funcion de los coeficientes se encuentra que

A = €x con valor
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€x = +2 Z(ekaz + 2Viagag) — €rag. (2.22)
k

Las ecuaciones variacionales para los coeficientes son:
€ExQo = €rGp — 2 Z Vkak (223&)
k
€xay = €xa — Viag (2.23b)

Despejando ay, de la Ec.(2.23b) y obteniendo aq de la relacién de normalizacién, obte-

nemos expresiones para los coeficientes

o = k0 (2.24a)
€k — €K

1
g = . (2.24D)
L2k ey

Remplazando la Ec.(2.24a) en Ec.(2.23a) obtenemos la expresion que nos permite de-
terminar ey a partir de los parametros del hamiltoniano y de los niveles de energia de

los electrones de conduccién.

€k_€K.

V2
ex=e—2) (2.25)
k

Para determinar el término de hibridacién Vi y los respectivos niveles enegéticos de
los electrones de conduccién €, es tutil reformular el mar de electrones como de una

cadena lineal finita de orbitales tipo s (ver Apéndice A).

Posteriormente, para determinar la entropia de entrelazamiento en la particion de espin
S4, se encontré una expresion para la matriz de densidad reducida de |¥¢g) en funcién

de los coeficientes a;, los cuales, se pueden obtener mediante calculos numéricos.

Efioa? oo (=1 aga;

pr = a? (—1)*"aa, |- (2.26)
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Sin embargo, realizando un cambio de base especifico a los operadores solo es necesario
diagonalizar una matriz de 2 x 2, concidiendo los autovalores con los obtenidos mediante

la matriz 2.26. El cambio de base es:
! > (2.27)
Co = —(— QA Cr .
\/Z k,

siendo A una constante de normalizacion, este nuevo operador cumple con la propiedad

{ ¢o, ¢} } = 1. Entonces la funcién de onda variacional se puede expresar como:
[Wes) = ao [Wo) + bo(chycor + chycoy) [Wo) (2.28)
con A=, a2y b —\/A. La matriz de densidad reducida tiene la forma
2 12
CL()bo bO

Tenemos que by = Y, ai se puede obtener remplazando la sumatoria por una integral

by = a_g/o de (2.30)

T J_p (w—e€k)?

en €g,

donde I'(w) = 7", 6(w—€;)V;Z y D es el semiancho de la banda de conduccién. En el
régimen de Kondo (ex < D, |es|; —e; > T') la integral 2.30 esta dominada por energfas
cerca del nivel de Fermi (w ~ 0), lo cual permite aproximar I'(w) ~ T'(0) = T' = 7V?p(0)
con p(0) la densidad de estados en el nivel de Fermi. Tenemos,
r
R~ 20 (2.31)
TER
expresado en funcién de la relacién ex /. De manera similar resolvemos para ex de la

Ec.(2.25), donde se satisface aproximadamente
ex = De~<m/T, (2.32)

Utilizando la condicién de traza unitaria de la matriz densidad, 2.29 a2 + 262 = 1, se

puede expresar b2 univocamente en funcién de e /T.

1
by = ——.
1+ s

(2.33)

Remplazando (2.33) en (2.29), la matriz densidad queda completamente expresada en
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funcién de la relacion ex /I, asi como todos sus autovalores que luego se requieren
para calcular la entropia de entrelazamiento de espin S;. Primeramente, se obtuvo
numéricamente Sy en funcién de los pardmetros ex y €f de remplazar 2.31 y 2.32 en
la matriz densidad 2.29.

0.0 0.50 1.00 1.50 2.00
EK/D

Figura 2.11: Entropia de entrelazamiento Sy para la funcién de onda variacional de Varma-
Yafet vs. ex (energia que gana el sistema para formar el singlete) fijando diferentes valores del
término de hibridacién V' y D =1 el semiancho de banda.

En la Fig. (2.11) se presenta la entropfa de entrelazamiento St en funcién de la energia
que gana el sistema para formar el singlete e€x para diferentes valores del término de
hibridacién V. Todas las curvas tienen maximo entrelazamiento Sy = 1, independien-
temente del término de hibridacién V', cuando ex = 0. En estas condiciones b2 = 1 (ver
Eq. 2.33), entonces, se prohibe el estado vacio en la impureza y tenemos la formacién
del estado singlete entre la impureza y el bano. Por el contrario, al incrementar ey el
entrelazamiento Sy — 0 y se presenta mayor peso en el estado vacio de la impureza,

siendo asi, la probabilidad de formar el singlete entre impureza-bano disminuye.

En la Fig.(2.12) se fijan diferentes términos de hibridaciéon V' y se varia la energia
del estado localizado €. Las curvas tienden rdpidamente a un estado maximamente

entrelazado Sy — 1, siempre y cuando V < —¢5
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Figura 2.12: Entropia de entrelazamiento Sy para la funcién de onda variacional de Varma-
Yafet vs. €; (energia del estado localizado) fijando el término de hibridaciéon V. D = 1 es el
semiancho de banda.

Considerando la energia I' = 7V ?p(er), que ademds caracteriza la vida media de un
estado de la impureza (i/T") en el caso no interactuante (U = 0). La entropia se puede

describir como:
1 1 1 1
=—(= 1 — — (= - | - — 2.34
Sy (2+)\) 0g(2+)\) (2 )\) og<2 )\) (2.34)

5= VT z(zm — 4),
2(zm + 2)

con

los autovalores de la matriz densidad 2.29 escrita en funcién de z = . En la Fig.
2.13 se observa el comportamiento de la entropia en funcién de ex /T'. Esta funcién es
“universal”, ya que sistemas con diferentes valores de €, V' y densidad de estados en
el nivel de Fermi tienen una entropia que solo depende de los parametros a través de
ex/T. Algo similar ocurre en el problema de Kondo con otras cantidades fisicas como
la susceptibilidad magnética y el calor especifico que dan lugar a curvas universales
cuando la escala de energia utilizada es ex (de manera méas general, la temperatura de
Kondo Tk). En el problema de Kondo //ex cuantifica la vida media de un estado en la

impureza en el caso interactuante, por lo que la entropia de entrelazamiento solo depen-
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deria de la renormalizacién de dicho tiempo al encender las interacciones. El cociente
ex /T estd también asociado a la renormalizacién de la masa de las cuasiparticulas en el
problema de Kondo que es a su vez una medida muy utilizada, y que se puede obtener

experimentalmente, de las correlaciones electrénicas [11].
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I

Figura 2.13: Entropia de entrelazamiento Sy para la funcién de onda variacional de Varma-

Yafet en funcién de % Donde I' es el ancho medio de resonancia.

2.2.1. Modelo de Kondo

Considerando la funcién de onda variacional, de Varma-Yafet en el limite de Kondo
es — —oo. Por tanto, by = \/Li y agp = 0 para la funcién de onda variacional 2.28),
i.e., la probabilidad de que este vacio el estado localizado es nula. La matriz densidad
tiene la misma forma que en el limite molecular 2.11. Por tanto, la entropia del sistema

siempre es 1.
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2.3. Expansién variacional de N-grande para siste-
mas de impurezas magnéticas diluidas en un

metal.

En esta seccién se introduce un nuevo método variacional [12] que nos permite obtener
una aproximacion de la energia del estado fundamental de los sistemas que hemos veni-
do estudiando, mediante una expansiéon en 1/N, con N = 25+ 1 como la degeneracién
de los posibles grados de libertad m del momento angular total j. El hamiltoniano de

Anderson degenerado se puede escribir como:

0~ D~

Q e perm)
_® o O(1/N)
7/ — —o
| Exeltm) ‘(Efﬁz_l m')(Eretm))
O(1/N?) O(1/N?)

/ '
Figura 2.14: Esquema de los estados de la base usada en el calculo variacional de la energia
del estado fundamental (egg) [11]. Cada fila corresponde al érden en 1/N de la contribucién en

eas. Los circulos de color negro representan a los electrones, los blancos a los huecos en la banda
de conduccién y ey el estado localizado (linea horizontal).

H= Zekmck ckm—l—ZVk ckmfm—irhc )+ U Z T Tomy —|—Zefmf fm, (2.35)

k,m m>m/

m es el nimero ciantico magnético que varfa entre {—j, —j +1,....,5 — 1,7}, €xm(€fm)
las energias de los electrones de conduccién (impureza) con operadores de creacién

¢l (f1) y operadores nimero figy, (7).

En el limite de interaccién fuerte U — oo el hamiltoniano 2.35 se pude expresar sin el
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término de interaccién coulombiana,

H =" tmllonCim + > Vil 10) (m] + hc) + Y €pm [m) (m] (2.36)

k,m k,m

asi las unicas posibles configuraciones en la impureza son el vacio |—) s v el ocupado

por un solo electrén con proyeccion del momento angular m.

A continuacién, mediante teoria de perturbaciones detallamos algunos calculos nece-
sarios para poder entender el motivo por el cual se consideré 1/N como pardmetro de
expansion, lo cual no es obvio porque N no aparece explicitamente en el hamiltoniano
2.36.

Se sabe a ciencia cierta que el estado fundamental exacto para el hamiltoniano de
Anderson es un singlete [13], por tanto, se puede tomar la esfera de Fermi llena [Q2)
(estado singlete con el estado localizado vacio, ver Fig. 2.14) como punto de arranque
del célculo variacional. El siguiente estado singlete es producto de aplicar el término
de hibridacién en |Q), resultando en estados de la forma |efel'm) (estado localizado
ocupado por un electrén y un hueco en la esfera de Fermi). La combinacién lineal de

estos estados corresponde a la funcién variacional de Varma Yafet 2.19 para N = 2.

Luego, calculando la contribucion para cada uno de estos estados a segundo orden en
la energia del estado fundamental egg del hamiltoniano de Anderson degenerado en
el limite de U — oo, podemos determinar el orden en 1/N al que corresponde cada

contribucion.

La correccién a segundo orden en la energia por el estado [€2) se calcula via

AEO _ Z <Q| Hmiz |M> <M| Hmix |Q>

—F ’
N M

donde H,,;, es el término de hibridacion y M todos los estados del sistema distintos de

|Q2). Las tinicas contribuciones vienen de los estados electrén-hueco |erefm) (Fig. 2.14).

Qf (10) (ml e, ) legeim) (egeim] (m) (0] &) 12

—(er — €x)

{
AEy =Y Vil
km

2
ap =3 UL P D
Pl T e

Suponiendo la banda de conduccién con un semiancho D > |ef| y una hibridacién
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constante. La correccion resulta proporcional a NI'. Del mismo modo, la contribucién

de los estados |efepm) es

I D
AE, = ——1In =
T eyl

para este caso los estados M que presentan una contribucién son de la forma |Exem)
(ver Fig.2.14).

En el limite de N — o0, se fija ['N para evitar la divergencia de la contribucién
del estado |Q2) en la energia, por tanto, la contribucién del estado |Exepm) se vuelve
despreciable. La funcién de onda exacta del estado fundamental a orden O(1) (2.37)

en la expansion 1/N se escribe como

occ

1
|\I/(1)> AllQ) —i—\/—_ Zakl lerer ) |- (2.37)

kim

Este estado coincide con la funcién de onda variacional de Varma Yafet para degene-
raciéon N = 2.

Los estados de mayor orden construidos a partir de la aplicacion del término de hibrida-
cién en |2) ademés del primero son de mayor orden en 1/N. Estos estados se muestran
de manera esquemadtica en (ver Fig. 2.14), y también se indica el orden en 1/N al cual
contribuyen en la energia del estado fundamental. Por ejemplo, los estados que deben
ser incluidos para el orden O(1/N) son |Exefm) y |(esef m')(Egelm)), corresponden
a la segunda fila de la Fig. 2.14.

2.3.1. Entropia de entrelazamiento de la funcién variacional

del estado fundamental |\I/g)5>

Aplicando el cambio de base Com = 5 > Uk Chrim ¥ by = Y, @, como factor de

normalizacion. La funcién de onda (2.37) se puede escribir como
U64) = ag (m Z Ehnéom |2) ) (2.38)

Para la particién del espacio total de Hilbert H = H,,,—1 ® Hpmz1. La matriz densidad
reducida p,,—1 = Tr, _, p se calcula trazando sobre los estados con momento angular
iénico m = 1. La base de estados con m = 1 es { |1),|0)} con |I) = Crm=110); ¥
0) = él,m:l |0), donde |0), es el estado vacio de la impureza o bafio con proyeccién

m = 1. La matriz de densidad tiene la forma
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1 4 % bov/ N—1

_ 2 VN
Pm=1 = Qg bom b%(N_l) s (239)
VN N

para N — oo, tenemos S,,—;1 = 0, por tanto, la contribucién de un tnico momento

angular m es despreciable para el limite de N grande.

Considerando la particién H = H,,<o @ Hmso y reescribiendo la funcién de onda (2.37)

nos queda

1 aobo A A
’\IJ(GA)9> = Qo |Qm§0> ® ’Qm>0> + \/_N (’Qm<0> ® n;)cjcmcom ’Qm>0> +

(32 o o)) @ !Qm>o>)

m<0

(2.40)

Donde, la esfera de Fermi llena se puede escribir como el producto tensorial de la
parte de la esfera con momento angular estrictamente negativo (incluyendo al cero)
y positivo, |2) = Q<o) @ |Qn=0) con [Qp<o) = HGkSGF ngo éLm\O) Y |Qms0) =
[e,<er T & 10)-

Aplicamos el cambio de base con w = \/% como factor de normalizacion, |0,,<¢) =

w ngo é}méom Q<o) ¥ [0m>0) = W s0 é}méom |Q~0). La funcién (2.40) se puede
escribir como

aob
) = 0 1nce) 12501 + 22 (9nca) & sl + o) © o) ). (241

La paridad de N es irrelevante en el limite de N grande debido a la contribucién nula
de un estado con un tnico momento angular m’ en la entropia de entrelazamiento.
Por tanto la supresion de los estados con m = 0 se justifica. Para calcular la matriz

densidad reducida p;,~0, usamos los estados |€2,,<0) ¥ |dm<o) como base ortonormal.

1 + ﬁ bo
2 2

Pms0 = Treo [UEL) (L] = a2 b \b/%_ : (2.42)
V2 2

coincide con el caso de degeneracién N = 2. Como podemos notar, pese a considerar la
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solucién exacta del estado fundamental a orden O(1), la entropia de entralazamiento

aun nos sigue dando 5,9 < 1.

Se realiz6 el mismo célculo variacional de la energia del singlete 2.38, como en la seccién
de Varma-Yafet. Las ecuaciones variacionales que permiten obtener los coeficientes ag,

bi. v la energia de Kondo ex son:

VNV,
= Tk (2.43)
—EK —|— €k

€ — e — N/ (2.44)

—€K+w

Como se puede ver, la tinica diferencia con los calculos a partir de la funcién variacional
de Varma-Yafet es el término de degeneracién del momento angular N. Definiendo Z =
mex /NT, tenemos b2 = NFf e 5K+w)2 ~ % ~ % y de la relacién de normalizacién
de la funcién de onda se tiene af = (1 4 b%)~!, los cuales nos permitirdn escribir la
matriz densidad p,,~o univocamente en funcién de Z. Para Z < 1 la funcién de S; se

puede escribir en funcién de Z* como:

Z4

Ty

(2.45)

2.3.2. Funcidn variacional del estado fundamental a orden O(1/N)

La funcién variacional del estado fundamental a orden O(1/N) se puede representar

tomando los estados de la primera y segunda fila (ver Fig. 2.14) como,

unocc

1 occ
klm k2

\/—§7k1k2k3 |(€p€rsm) (B, €x,m )))))

ksm/

(2.46)

Donde, las sumatorias son unicamente para los estados con eg,, €x, ocupados y €,
desocupados del bano de conduccion. Los nuevos estados que se incorporaron son,
|Epyef m) = &) érm [Q) (estado electrén-hueco) y |(esef,m)(Ep,er m')) (estado con
dos huecos en el bano de conduccién, un electréon en el nivel de la impureza y el otro en
la regién con energia positiva del bafio de conduccién) con Ey, > €p. Los parametros
variacionales au,, Bkik, Y Vkikoks PermMiten construir completamente el estado funda-

mental. Estos estan determinados por la minimizacién de la funcién
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(TN a |\IIE)1/N)> _ EO<<\P(()1/N)|\I/E)1/N)> - 1>’ (2.47)

donde E° es un multiplicador de Lagrange que permite asegurar la normalizacién.
Minimizando con respecto a A encontramos que E° es la energfa del estado fundametal,
1N)| ¢ (v (/N
o (we M H ™)

E° = T (2.48)

Para simplificar el problema, tomamos el pardmetro v, gk, = 0, el nivel de Fermiep = 0
y el término de hibridacién Vi, = V independiente de k. Por tanto, al evaluar (2.48)
usando (2.46) y (2.47) encontramos la energia del estado fundamental considerando el

primer término de orden O(1/N),

occ occ unocc occ occ unocc

E° = ZO&%I <€f—€k1> +Z Z 51311@ (Ek2_6k1)+2v\/ﬁz Ay +VZ Z akl/Bklk2'
k1 k1

k1 ko k1 ko
(2.49)

Por tultimo, minimizando 2.47 con respecto a ay, y Sk, Obtenemos sus ecuaciones

variacionales,

unocc

(Ef — €y, — /\)Oékl —I—\/NV +V Z Bkle =0 (250&)
ko
(Bk, — €k — ) Bruh, + Ve, = 0. (2.50b)

Despejando los pardametros del sistema de ecuaciones anterior, se pueden determinar

numéricamente los pardmetros ax, vy Bkk, @ partir de las siguientes expresiones.

Oy, = VNV (2.51)

unocc
2 1

€ €y — €f — — _
K = 4kz2%+eK—Ek2

VCYkl
Z(Ekl + €K — EkQ)

/Bk‘lk‘Z - (252)

2.3.3. Entropia de entrelazamiento de la funcién variacional

del estado fundamental |\IfgéN)>

Determinamos una expresién analitica para la entropia de entrelazamiento descartando
los estados que acompanan al pardmetro 7, k,ks, dado que nos impedian realizar un

cambio de base apropiado que nos facilitara los calculos.
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Reescribiendo la funcién variacional 2.46 y despreciando el pardmetro ~y

1 occ . A
wGg") = A<|Qm§0> ® |Qnso) + N Zakl <|ngo> ® (Z & Cim |Qm>o>>+
ki

m>0
(Z é}mékzm |Qm<0>> & |Qm>0 ) Z Z ﬁ]ﬁ]@ (lQm<0>
m<0 ko
(5 hntran o)) + (2 i mm<o>) 10,00} )
m>0 m<0

(2.53)

. .7 . _ A 2 2
A continuacion, se define un cambio de base con £ = ﬁ/zkl O T D ks Bk Y

1 = A2 + 2¢2 condiciones necesarias de normalizacién.

o) = (z o S )+ s 3 |Qm<o>> (2,50

m<0 ki1kso m<0

|Pm>0) = (Z g, Z Cfmcklm |Qs0) + Z By ks Z ChymChim |Qm>0>> (2.55)

m>0 k1ko m>0

La nueva base permite reescribir |V a/ N)>

|\I/(1/N ) = AlQns0) @ [Qm<o) +§<|Qm>o> ® [om<o) + |Pm>0) @ |Qm<0>) (2.56)

Esto permite escribir la matriz densidad p,,<o en una base més reducida {|Q,<0) » |Yim<o) },

[ 1-¢ g2
Pm>0 = <€\/1_72§2 52 ) (257)

Cuando & — \%, ocasiona que A — 0 y la matriz densidad p,,~¢ se vuelve una matriz
diagonal con términos igual a 1/2, por tanto, resulta en un estado maximamente en-
trelazado S,,~o — 1. Esto también se puede ver a partir de 2.56, donde, A — 0 implica

mayor peso en el estado entrelazado que involucra los estados del cambio de base |¢)

Como veremos en el siguiente capitulo, los datos numéricos presentan valores de en-

trelazamiento, usando la particion de espin, mayores que 1. Los célculos realizados en
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esta seccién (v = 0) y las anteriores no nos permiten explicar los resultados numéricos
para el entrelazamiento. Pero, incluyendo los términos con « # 0, se calcularon valo-
res mayores que 1 en el entrelazamiento considerando un sistema finito. Entonces, las
correlaciones que faltaban para explicar los resultados numéricos de Sy corresponden a
considerar una funcién variacional del estado fundamental a partir del orden O(1/N)

en adelante.

Hasta el momento, solo se realizaron calculos para determinar el estado fundamental del
modelo de Anderson y Kondo realizando aproximaciones de banda angosta en la banda
de conduccién. También se empleo un método perturbativo en 1/N para el modelo de
Anderson, obteniendo funciones variacionales para el estado fundamental, que hasta
un cierto orden en 1/N nos permitia mediante un cambio de base adecuado, obtener
una expresion analitica para S;. En el modelo de Kondo no se pueden realizar célculos
perturbativos en .J, debido a la presencia de una singularidad en su temperatura de
Kondo Ty oc e”'/77 [14]y esto dificulta la medicién de las propiedades termodindmicas
y de transporte porque presentan una dependencia con la temperatura de la forma

In(T/Txk) [15].

Para determinar el estado fundamental mediante métodos perturbativos en el modelo
de Kondo, comviene hacerlo para 1/.J, lo que nos permitird determinar analiticamente
una funcién de la entropia de entrelazamiento S; en funcién del pardmetro de interac-
cién de acoplamiento J del modelo. En el siguiente y ultimo capitulo se muestra detalle

de los cédlculos realizados.

2.4. Entrelazamiento en el modelo de Kondo a par-

tir de teoria de perturbaciones para J grande

En esta seccién, se obtiene una expresion para la entropia de entrelazamiento en la
particién de espin, aplicando teoria de perturbaciones para J grande. De esta manera,
se puede determinar la funcién de onda para el estado fundamental del hamiltoniano

de Kondo.

Primeramente, modelamos el bano de conducciéon como una cadena tight-binding de
L sitios, en el limite de J grande la impureza y el primer sitio de la cadena forman
un estado singlete desacoplado de la cadena. El estado fundamental del sistema es un
producto directo del estado singlete |S) y del mar de Fermi lleno para el resto de la
cadena |Q2). En este caso, el entrelazamiento de espin estd dado por el estado singlete,
siendo St(J — o0) = 1.

Para obtener el estado fundamental mediante teoria de perturbaciones dado un t/J
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finito, es conveniente escribir el hamiltoniano como H = Hy + H, + H', donde

Hyx = JS;- S, (2.58)
:_tz Z (zcr z+1a+HC> (259)
i=2 o={1,4}

y considerar

=—t Z (cl +Co o + Heoc. ) (2.60)

o={T.{}

como una perturbacion.

Realizando la transformacion al espacio k, la perturbacién Eq.(2.60) se puede reescribir

como

\/_ S sin(ka) (c}(,ck,oJrH.c.), (2.61)

(14} K
con k = 2% para n = {1,2,...,L — 1}. A primer orden en ¢/J la funcién de onda del

estado fundamental es

unocc

sin(ka)
[Was) ) = [Weg)© \/_ Z 7 F, (c}Tc,Tw — C}¢CLT> Q)

(ka) (2.62)
sin(ka) P fot oy )
c ¢y cir + ¢ cy\C Q),
\/_Z 3T + By (fTClT LCk +cpenenycr ) 1)
Es conveniente realizar el siguiente cambio de base
. 1 2 Z sin(ka) 2,69
Cao = T 1B Ck,o .
Ao VI P37
y
~ 1 2 unocc Sin(ka)
f t
B0 = N T ¢ 2.64
B, )\ﬂ 7 Zk: 1+ % ko ( )

con A\, ¥ Ag constantes de normalizacion. Para el caso de banda semi-llena (simetria

electrén- hueco) A\,, Ag — 1 para el orden mdas bajo en ¢/.J.

Por tanto, la funcién de onda Eq. (2.62) se escribe
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T — A Gy ® _ 2 (s fofota Q
[Was) = Al [Was) 37 [ \CrtCa1 = €pular )+ { Cprncr Car + chyelpel B ) | 1))

(2.65)
con A = W por condicién de normalizacién. La matriz de densidad resulta
37
1, 482 y2 V21
2t 4 t2
5 7 972 0 ¥ (2.66)
pr = 2 2 ) .
4L\ 1, 4242 V2t
1+(ﬁ) 0 0 ;oA A
0 0 V2t 4 2
37 972

37 2 37
més bajo no-trivial en ¢/ 7. Dado que empezamos con una correcién a primer orden en la

el cual tiene autovalores doblemente degenerados: {2 (21)4, 1_9 (21)4}, al orden

funcion de onda, esto indica que necesitamos considerar un mayor orden de correcciones
en la funcion de onda para obtener las expresiones exactas para los autovalores de cuarto

orden. Sin embargo, la siguiente expresion deducida de estos autovalores
J\4
Sy =14 cology(J/t)/ (;) : (2.67)

describe adecuadamente la entropia de entrelazamiento en el régimen de J grande. Mas
adelante, utilizaremos esta funcion para ajustar los datos numéricos en el régimen de

J/D grande obtenidos por el grupo de renormalizacién de matriz densidad DMRG.






Capitulo 3

Calculos numéricos de DMRG para
los modelos de la impureza de

Anderson y Kondo

“A method is more important than a discovery, since the right
method will lead to new and even more important discoveries”

— Lev Landau

En este capitulo, comparamos los resultados analiticos aproximados obtenidos en el
capitulo anterior con los resultados numéricos del Grupo de Renormalizacién de Matriz
Densidad (DMRG) [16]. Se calcula la entropia de entrelazamiento de espin S; en los
modelos de Anderson y Kondo. En el primero, se utilizé el DMRG implementando el
algoritmo de sistema finito para calcular Sy en funcién del término de interacciéon U
y fijando simetria electron-hueco, este algoritmo permite calculos mas precisos en la
entropia de entrelazamiento. Se realizé un anélisis del error asociado a estos calculos
y se determind la presencia de universalidad de S; en funcién de la renormalizacién
de la masa de las cuasiparticulas. Por ltimo, para el modelo de Kondo, se utilizé el
algoritmo de DMRG para sistema infinito y finito para calcular la entropia de espin Sy

en funcién del término de acoplamiento de interaccion J.

3.1. Grupo de renormalizacion de la matriz densi-

dad DMRG

El método DMRG fue desarrollado por S.White [16] con la idea de solucionar las limita-

ciones numéricas que aparecian aplicando el método de renormalizacién RG a sistemas

39
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fuertemente correlacionados en 1D. Se ha convertido en uno de los métodos més eficien-
tes, basandose de la diagonalizacién exacta, para calcular de manera precisa el estado
fundamental y sus propiedades fisicas. Por ejemplo, una cadena de espin 1/2 de tamano
N, posee 2V grados de libertad, en consecuencia, su espacio de Hilbert crece exponen-
cialmente con el tamano y resulta desfavorable para el proceso de diagonalizar, siendo
esta la parte del algoritmo que consume mas tiempo. Por este motivo, se introduce el
concepto de renormalizacion, que nos permite reducir los grados de libertad efectivos
y considerar solo los mas importantes para el estado fundamental. De esta manera, el
concepto de renormalizacién convierte un problema de complejidad exponencial en uno

de complejidad lineal con el tamano del sistema.

Sistema Infinito Sistema Finito

Blogue

: o | R —
| @5 [0 10 (@ | | ;

I —0-8— |

Figura 3.1: Esquema de los algoritmos de DMRG. A la derecha se tiene el algoritmo de sistema
infinito. En la primera iteraciéon se crece el bloque S; y E1, se forma el superbloque, se determina
el estado fundamental y se renormalizan los operadores de cada nuevo Bloque considerando los
m autoestados de mas baja energia. En la izquierda se presenta el algoritmo de sistema finito, se
realizan barridos tanto a la derecha como izquierda partiendo del estado final del algoritmo de
sistema infinito.

El método de RG [ 7] parte de una pequena parte de un sistema cuantico bloque B,
tamano L que vive en un espacio de Hilbert m-dimensional) que se pueda resolver
de manera exacta, en cada iteraciéon se agrega un bloque y uno obtiene un sistema
compuesto de 2 bloques (tamano 2L) a partir de un hamiltoniano que describe la
interaccion entre dos bloques idénticos. Entonces, uno proyecta la representacion del
nuevo sistema (dimensién m?) al subespacio generado por los m-autoestados de mds
baja energia, en consecuencia, cada operador se debe proyectar a la nueva base m-
dimensional y se obtiene una nueva representacion truncada. Se repite hasta llegar
al tamano deseado del sistema. DMRG sigue la misma idea, pero, empieza con dos

bloques S; (sistema) y Fj (entorno) Fig. 3.1 y se agregan dos sitios intermedios en
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cada iteracion. Se anade un sitio a cada bloque y se construye un bloque alargado,
luego, agregando el hamiltoniano de interaccién entre bloques se forma un superblogque
con su respectivo hamiltoniano total que describe el sistema global. Finalmente, esta
matriz global es la que se debe diagonalizar para encontrar el estado fundamental.
El bloque E, actia como el entorno, que permite llegar al limite termodinamico del

sistema.

El tnico precio de usar DMRG, implica un incremento en la demora del crecimiento del
sistema con el nimero de iteraciones del algoritmo. Existen dos algoritmos DMRG de
sistema infinito y finito Fig. 3.1 [1&]. El primero coincide con lo explicado anteriormente,
se crece el sistema hasta el tamano deseado y finaliza el algoritmo. Entre tanto el
algoritmo de sistema-finito realiza barridos manteniendo fijo el tamano del sistema.
Toma como punto de partida el dltimo superbloque seleccionado de longitud L,,qz,
obtenido de aplicar el algoritmo de sistema infinito. Los barridos se referieren a aplicar
los pasos del DMRG de sistema-infinito, donde, un solo bloque incrementa su tamano
y el otro lo reduce, estos a la vez permiten mayor precision en los resultados. Es
importante recalcar que valores grandes de m nos permiten obtener resultados exactos,

pero eso compromete a un incremento del costo computacional [19].

A continuacién, se implementé el DMRG (proporcionado por Daniel Garcia) para tra-
bajar con modelos de impureza magnética de Anderson y Kondo. Para el modelo de
Anderson se mapearon los modelos a una cadena de tight-binding lineal, con la impu-
reza en un extremo. Se modelé el bano electréonico considerando una cadena semi-llena
de tamano L, con hamiltoniano A.1, con un término de hopping a primeros vecinos
t = 0,5, por tanto, un semi-ancho de banda de conduccion D = 1. Se obtuvo la energia
y la entropia de entrelazamiento del estado fundamental para la particion H = H4+QH,
usando dos configuraciones que nos permitieron obtener mayor precisiéon en el célculo

de correspondientes propiedades fisicas del estado fundamental.

t t t t ¢t ttttt
00 OQOVUQVQQ ) @ @

U V h y /\
000000
Figura 3.2: Esquema de las configuraciones utilizadas para determinar la energia del estado
fundamental por medio de una cadena normal (esquema inferior) y la entropia de entrelazamien-
toconsiderando la cadena desdoblada con los estados espin-| a la izquierda y los estados espin-1

a la derecha (esquema superior). Los circulos de color rojo y celeste representan a la impureza y
los niveles del bano de conduccién.

La configuracién de “cadena uniforme” mantiene la longitud de la cadena de tight-
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binding Fig. 3.2 (inferior), el color rojo y azul corresponden a la impureza y el bano,
respectivamente, U es la energia de repulsiéon coulombiana entre los electrones espin-1
y espin-} en la impureza y V el término de hibridacién entre la impureza y el primer
sitio de la cadena del bano de conduccion. Esta forma permite determinar de una
manera mas precisa la energia del estado fundamental. Para determinar la entropia de
entrelazamiento se empleo la configuracién de “cadena separada por espin” Fig. 3.2
(superior). Es una cadena desdoblada, la zona izquierda admite electrones con espin |
y el lado derecho con espin 1. Igualmente, los sitios de la impureza interactuan a través
del potencial de interaccién U sin considerar un término de hopping entre ellos que
asegura una separacion de espin, i.e., las particulas del lado izquierdo no van a pasar
al lado derecho. Todo esto fue implementado para el modelo de Anderson utilizando el
algoritmo de sistema finito de DMRG

Para el modelo de Kondo a un principio se tenia un cédigo para el algoritmo de sistema
infinito, esto nos permitié llegar a tamanos mucho mas pequenos del sistema. En el
transcurso de la Maestria, se elaboré un algoritmo para sistema-finito con ayuda de
Daniel J. Garcia. Similarmente, se implement6 una cadena de tight-binding rempla-
zando el término de hibridaciéon V' por el término de acoplamiento espin-espin J y se
elimina la interacciéon coulombiana U, porque este modelo prohibe la doble ocupacion

en el nivel de la impureza.

3.2. Calculos de DMRG para el modelo de Ander-

son con U finito

Utilizamos el DMRG implementado para el modelo de Anderson con simetria electron
-hueco €y = —U/2 y el nivel de fermi e = 0. En las Figuras. 3.4 y 3.3 presentamos
la entropia de entrelazamiento de espin Sy calculada a partir de la configuracion de
“cadena desdoblada” de tamano L = 2N;;,s que se obtiene de la cadena thight-binding
de Ngitios- Un valor de L/2 par o impar significa tener un nimero impar y par de

electrones N, en el bano de conduccion respectivamente.

Para un nimero impar de electrones de conduccion Fig. 3.3 se observa un aumento mo-
notonico de la entropia mientras se incrementa el término de interaccion U o el tamano
del sistema. Se encontré que para tamanos del sistema y valores de U suficientemente
grandes la entropia supera el valor de 1 y esto no coincide con los resultados analiticos
obtenidos en base a aproximar el estado fundamental. Tener un espectro de energias
en la banda de conduccién y un nimero de electrones de conduccién N, impar (ver
Fig. 3.5) favorece a inducir un estado singlete entre el estado del bano de conduccién

con energia cero en el nivel de Fermi (que tiene una ocupacién 1) y la impureza.



3.2 Célculos de DMRG para el modelo de Anderson con U finito 43
12 T T T T
peeeeeesscensss .
LyRRARRRRRRRRRAARaNNRL,,
+++++++ ¥%%05A
ST L=12 -
0.8 | R, 1 L=20
| T L=28 =
I L )
o SR +28 L=36 °
%) 0.6 [ T 7 B
s ol ) N L= 44
il o o . | +% . L= 52
04 r , y 9 1 L=60 .
* "8 L= 68 -
T
1 ®
- + —
0.2 5 -4.75 4.5 :
]
. ~U/2D | '
-5 -4 -3 -2 -1 0
—U/2D
Figura 3.3: Entropia de entrelazamiento S; calculada por DMRG en funcién de % para
diferentes tamanos de la cadena desdoblada con un numero de sitios par, siendo D = 1 el
semiancho de banda. Se trabajé con un parametro m = 512.
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Figura 3.4: Entropfa de entrelazamiento S; calculada por DMRG en funcién de % para

diferentes tamanos de la cadena desdoblada con un numero de sitios impar, siendo D = 1 el

semiancho de banda. Se trabajé con un parametro m = 512.

Para un ntimero par de electrones de conduccién Fig. 3.4, no se observa la formacién

del singlete “molecular”para valores de interaccion U grandes. En este caso, la cadena
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de conduccién tiene todos los niveles doblemente ocupados hasta el nivel de Fermi
Fig.3.5 y para valores de U grande no es energéticamente favorable formar un singlete
con la impureza ya que esto requiere al menos una excitacién electrén-hueco en la
cadena, un costo de energia A que se vuelve un impedimento para la formacién del
singlete. En este caso el valor de la entropia adquiere un maximo que incrementa a
medida que trabajamos con sistemas de tamano méas grande, entonces A o 1/L se
hace lo suficientemente pequeno para permitir una excitacién electrén-hueco y asi la
formacion del siglete. El maximo de la curva tiene valores de Sy — 1 para L — oo. Falta
aclarar que solo para los sistemas con L/2 impar se anadio una pequena perturbacién
(campo magnético en la direccién 2), en el nivel de la impureza, dando lugar a una
ruptura de la degeneracion del estado fundamental que de otro modo genera problemas

numeéricos.

N, Impar N, par

Figura 3.5: Esquema de un sistema finito con una impureza de Anderson. (Izquierda) nimero
par de electrones en el bano y un estado en el nivel de Fermi. (Derecha) ndmero impar de
electrones con un nivel de Fermi a mitad de la banda.

En el limite termodindamico L — oo los resultados no deben depender de la paridad de
la cadena. Al aumentar U con el resto de los parametros fijos, la energia caracteristica
ex en el problema de Kondo se reduce exponencialmente, lo que hace necesario aumen-
tar el tamano del sistema de manera tal que € > D/L para poder describir la fisica

adecuadamente. Si esto no es asi, se observan marcados efectos de tamano y de paridad
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de sitios del baflo. Esto dificulta llegar a limite de Kondo (U grande).

En los siguientes calculos numéricos consideramos tamanos de L mucho més gran-
des con un numero N, impar de electrones de conduccién. En la Fig. 3.6, los puntos
representan los datos de la entropia de entrelazamiento calculados (se trabajé hasta
L = 8192 con m = 256) en funcién del inverso de U. Se comprobé para todos los
valores de U, presentados en la figura, que la entropia estaba convergida al limite ter-
modinamico. Esto es, que los valores de L y m eran suficientemente grandes de manera
tal que el error, debido al tamano finito y al descarte de estados en el proceso de re-
normalizacion, sea menor al tamano de cada punto en la grafica. Se puede apreciar
que, para valores de U grandes, la entropia supera 1 adquiriendo el valor de ~ 1,5 si se
extrapola linealmente en 1/U para U — co. El ajuste lineal es fenomenolégico y tiene
como ecuacién la recta —1,98/U + 1,54 . También, se puede ver que para valores de
U <1 los datos se pueden describir con el modelo de la molécula [Ec. (2.7)] utilizando
una interaccién efectiva U/5,15. La entropia molecular tiende, sin embargo, a un valor

Sy =1 para U — oc.

: DMRG o |
141 ~1.982 + 154 -+
: Snon (5.15/U) ——

DU

Figura 3.6: Entropia de entrelazamiento S; calculada por DMRG en funcién de % con D=1
el semiancho de banda. La recta punteada corresponde a la extrapolacion lineal de los datos para
tamanos grandes (se trabajé hasta L = 8192). La curva corresponde al ajuste de los datos con la
funcién 2.7 obtenida del modelo de Anderson a en el limite de banda angosta (la molécula) con
Sy =1 para U — oo.
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3.2.1. Analisis de error asociado a la entropia obtenida me-
diante el calculo de DMRG

En los calculos del grupo de renormalizacién de la matriz densidad DMRG;,se encuen-
tran dos parametros relevantes a considerar: el tamano final L del sistema y el maximo
numero de m estados con los que nos quedamos en cada iteracion. Es importante hacer
un analisis previo para determinar los valores de m y L a partir de los cuales aseguramos

precision en los calculos de la entropia de entrelazamiento.

En la Fig. 3.7,se trabajé con un sistema de tamano finito L = 512 e interaccién coulom-
biana U = 4D; se calculé la diferencia de entropia dS; = |St(m = 600) — St(m)| para
diferentes valores de m. La disminucion de esta diferencia corresponde a la convergen-
cia de la entropia (figura superior derecha) al incrementar el valor de m. En la misma
gréafica se incluye la polarizacién 0n = |ny — n | en el estado localizado, cuya diferencia

deberia dar cero para la solucion exacta.
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Figura 3.7: Polarizacién del estado localizado [ny — ny| y diferencia de entropias de entrelaza-
miento |Sy(m = 600) — S;(m)| en funcién de m para un valor fijo de U = 4 y tamaio L = 512.
La figura pequenia muestra la convergencia de la entropia al incrementar m.



3.2 Célculos de DMRG para el modelo de Anderson con U finito 47

1

0.98
0.96 §
« 094 r .
0.92 ]
0.9
0.88
0.86

0 100 200 300 400 500 600 700 800
m
Figura 3.8: Entralazamiento de espin Sy en el modelo de Anderson con degeneracién N =
2 en funciéon del nimero de estados m que retenemos en cada iteraciéon para el proceso de

renormalizacién. Los parametros de los célculos son U = 3D,I" = 0,32D, donde D es el ancho de
la banda de conduccion.

Estos resultados confirman el valor mayor a 1 obtenido en la entropia. Vemos que parte
del error que tenemos en el calculo de la entropia podria estar asociado a la existencia
de una pequena polarizacién en la impureza que se puede contrarrestar si trabajamos
con valores més grandes de m. Al mismo tiempo, incrementar m implica diagonalizar

una matriz cada vez mas grande lo que incrementa como m? los tiempos de célculo.

A continuacién se presenta el proceso para obtener los valores de Sy convergidos en el
limite termodindamico. En la Fig. 3.8 se muestran calculos de la entropia de entrelaza-
miento de espin S; para el modelo de Anderson en funcién de m para diferentes valores
de L. Los puntos corresponden a los datos numéricos, se puede notar que al incrementar
el tamano L aparece una dependencia cada vez mas notoria de Sy con m. Las lineas
son el ajuste usando una funcién de la forma Sy(m) = S — cre”™/e2 con Sy,
1y co pardmetros del ajuste. En la Fig. 3.9 podemos ver como Sy converge a ST al
incrementar m. Una vez obtenidos estos valores m-extrapolados de S{"™> para cada
sistema de tamano L son a continuacion extrapolados en el limite L — oo suponiendo
correciones polinomiales finitas en 1/L Fig. 3.10. Estas correcciones de extrapolacién

ascendieron hasta un 2 %.
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Figura 3.9: Diferencia entre el valor de la entropia para un dado m y el valor obtenido mediante
extrapolacién en m — oo. Los pardmetros de los célculos son N =2, U = 4D, I" = 0,405D, y
L =512.
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Figura 3.10: Los puntos corresponden a los valores de la entropia de entrelazamiento de espin
S117°°, obtenida mediante extrapolacién en m — oo en funcién del inverso del tamaio del sistema
1/L. Las curvas sélidas representan el ajuste de los datos mediante la funcién S(1/L) = S(0) +
a/L +b/L?. Los pardmetros del modelo de Anderson para estos datos son N =2, ' = 0,32D, y
L =512.

S
I

%
ST




3.2 Célculos de DMRG para el modelo de Anderson con U finito 49

3.2.2. Calculos de DMRG para determinar la universalidad
de la Entropia en funciéon de la renormalizacién de la

masa de las cuasiparticulas en el problema de Kondo

Se analiz6 la validez de la universalidad entre la entropia de entrelazamiento de espin
Sy y la renormalizacién de la masa de las cuasiparticulas Z = mex /NT en el problema
de Kondo (obtenido en la seccién Funcién de onda variacional de Varma-Yafet: y en
Expansion variacional de N-grande para sistemas de impurezas magnéticas diluidas en
un metal). Realizamos los célculos numéricos tomando una degeneraciéon N = 2. El
término de hibridacién en el nivel de Fermi (e = 0) es ' = 7p(0)V? = 2V%/D. En
nuestro caso, el término de hopping es t = 0,5 por tanto, I' = 2V2. A continuacién,
se presentan los valores de la entropia de espin S; previamente convergidos al limite

termodinamico en funcion de los parametros del modelo.
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Figura 3.11: Entropia de entrelazamiento de espin St vs. ¢4 y U para I' fijo. (a) Sy vs.
el término de interaccién U bajo una disposicién con simetria electrén-hueco ey = —U/2. El
recuadro muestra la probabilidad de doble ocupacién en el nivel de la impureza. (b) Sy vs. €
para valores de interaccién U fijo como se indica en la figura. La entropia es simétrica bajo la
transformacién € — —U — €4 debido a la simetria electrén-hueco del bano de conduccién. El
recuadro muestra la ocupacién en el nivel de la impureza.

En la Fig. 3.11, S} decrece mondtonamente cuando el sistema se encuentra, dado los
parametros del modelo, en un estado fundamental menos correlacionado, i.e. disminu-

yendo la interaccion coulombiana U, incrementado el acoplamiento impureza-bano de
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conduccién I' o alejando el nivel de la impureza €; del régimen con simetria electrén-
hueco ey = —U/2. En la Fig. 3.11 (a) el sistema se encuentra en el régimen de simetria
electron-hueco y la ocupaciéon media en el nivel de la impureza es ny = 1. Incrementar
la relaciéon U/V conduce a una reduccién de la doble ocupacién media en el nivel de la
impureza, lo cual es sefial de un incremento en las correlaciones entre las proyecciones

de los espines opuestos de los electrones en la impureza.

En la Fig. 3.11(b) se fijan la interaccién U, la hibridacién I' y se varfa el nivel de la
impureza €. Los valores mds grandes de S; se obtienen en condiciones de simetria
electrén-hueco, esta region se extiende cuando incrementamos U/I". Tener una ocupa-
ciéon ny < 1 implica, mayor probabilidad de encontrar el nivel de la impurea vacio y
la interaccién es menos efectiva creando correlaciones entre las proyecciones de espin

opuestas entre los electrones, similarmente para ny > 1.
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Figura 3.12: Entropia de entrelazamiento de espin Sy vs. Z para una variedad de parametros
del modelo. En el régimen de Z chico, los datos caen dentro de la curva universal. La linea sélida
es un ajuste considerando una aproximacioén logaritmica en el limite de Z — 0.

Para determinar la masa renormalizada de las cuasi-particulas Z = ey /T" | calculamos
la energia de Kondo ex que, dentro del régimen de Kondo, cumple la relacion ex ~
1/x. Entonces la masa de las cuasi-particulas se puede estimar como Z = (I'y)~'.
La suceptibilidad de espin en el nivel de la impureza a temperatura cero se calcula

mediante 2.17, el cual mide el cambio de la polarizaciéon de la impureza en el estado
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fundamental m; = ((ny —ny)) /2 considerando una separacion energética de Zeeman
2h = gupB. En los calculos numéricos presentados a continuacién, se aplicé un splitting

dh lo suficientemente pequenio de manera que la respuesta de my sea lineal.

La Fig. 3.12 presenta la entropia de entrelazamiento de espin S; como una funcién de
la renormalizacion de la masa de las cuasi-particulas Z. Para valores de Z < 0,3 los
datos de la Fig. 3.11 caen dentro de la curva universal como se esperaba en el analisis
de N-grande. Este comportamiento monétono universal indica que el entrelazamiento
de espin se determina univocamente por la renormalizaciéon de la masa de las cua-
siparticulas Z. La linea es un ajuste usando una funcién del tipo 1/In(Z) en lugar
de la dependencia esperada de Z* en el limite de Z — 0 para N grande, porque la

aproximacién al valor STZHO = 1 es mas lenta para N = 2.

La renormalizaciéon de la masa de las cuasiparticulas se puede obtener de mediciones
de espectrocopia de transporte de la resonancia de Kondo [20] [21]. Ademés, esta juega
un rol importante al momento de caracterizar correlaciones electrénicas fuertes en

materiales con fermiones pesados.

3.3. Calculos de DMRG para el modelo de Kondo

Como en el modelo anterior los célculos por DMRG se realizan usando las configuracio-
nes de cadena uniforme y desdoblada para calcular la energia y la entropia del estado
fundamental respectivamente. En este caso el término de interaccién de acoplamiento
espin- espin J se considera solo entre la impureza y el primer sitio de la cadena. Los
resultados de la primera subseccion se adquieren empleando el algoritmo de DMRG
para sistema infinito, como se menciond, la ausencia de barridos no permite una alta
precision en los resultados. En la tltima subseccién si se elaboré un algoritmo para

sistema finito con ayuda de Daniel J. Garcia.

Algoritmo de sistema infinito de DMRG

Se evidencia el mismo comportamiento en la entropia dado el niimero de electrones de
conduccién N.. En la Fig. 3.13 con N, impar, la entropia incrementa con el tamano del
sistema para valores pequenos de J y para valores grandes S; — 1 reduciendose a la
formacion del singlete. La entropia resulta siempre mayor a la unidad debido al espectro
de energia de los electrones de conduccion que presenta, dando lugar a la existencia
de un estado en la energia de fermi ez = 0 el cual puede acoplarse al estado de la
impureza y formar el singlete. En la Fig. 3.14 para N, par, no se tienen correlaciones
Sy = 0 cuando el término de interacciéon J — 0 independientemente del tamano del

sistema. También se puede notar que la entropia aumenta mas rapidamente con J
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%; el gap del espectro de

energia de los electrones de conduccion; disminuye. En ambos casos, la entropia de

al incrementar el tamano L, lo que se espera porque A

entrelazamiento Sy supera 1.
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Figura 3.13: Entropia de entrelazamiento Sy calculada por DMRG en funcién de % para
diferentes tamanos de la cadena desdoblada con un ntmero de sitios impar.
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Figura 3.14: Entropia de entrelazamiento Sy calculada por DMRG en funcién de % para
diferentes tamanos de la cadena desdoblada con un ntmero de sitios par.
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Figura 3.15: Error asociado a al energia obtenida mediante la configuracién de cadena separada
por espin en funcién del nimero de sitios.

A continuacion, se compara la energia del estado fundamental obtenida en la configu-
racién de la cadena desdoblada Ecg con la obtenida al usar la cadena uniforme Ecopy
cuyo valor tomamos como referencia, debido a la precisién que nos brinda para calcular
valores de la energia del estado fundamental. En la Fig. 3.18 se presenta el valor abso-
luto de la diferencia de energia §F = |Ecy — Ecog| en funcién de la cantidad de sitios
en el sistema para diferentes valores del término de interaccién J. Se observa que las
energias coinciden, i.e. , el 0 F es bastante pequeno hasta un tamano de L = 40 a partir
del cual incrementa tanto para L y J grandes. El ruido que aparece en la entropia
se puede asociar a este incremento. Efectivamente, el algoritmo de sistema infinito no
nos permite llegar a tamanos mas grandes del sistema y al mismo tiempo tener mayor

precision en los resultados.

Algoritmo de sistema finito de DMRG

Los calculos en adelante se realizaron usando el algoritmo de sistema finito. En la
Fig. 3.16 se presentan los célculos de S} en funcién del término de acoplamiento de
intercambio .J para diferentes tamanos L de la cadena. Obtenemos una entropia siempre
mayor o igual a 1, debido al espectro de energias del banio de conduccién que favorece
a la formacién del singlete. La tunica diferencia importante a considerar es, mayor
precision en los calculos de la entropia S; usando el algoritmo finito de DMRG y el

ruido presente en la Fig. 3.13 no se observa, al menos hasta el tamano L = 64.
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Figura 3.16: Entropia de entrelazamiento de espin Sy vs. el término de acoplamiento de
intercambio J/D en el modelo de Kondo, para diferentes tamatios L de la cadena y con D como
el ancho de la banda de conducciéon. El nimero de estados que se retiene para el proceso de
renormalizaciéon es m = 512.
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Figura 3.17: Entropia de entrelazamiento de espin S; vs. la temperatura de Kondo Tk para
diferentes tamafos de la cadena L.
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Con el modelo de Kondo implementado en DMRG, se determiné la temperatura de
Kondo Tk, mediante célculos de la suceptibilidad aplicando una separacién energética
de Zeeman en la impureza a temperatura cero. En la Fig. 3.17 se presenta Sy vs. Tk
para diferentes tamanos de la cadena L. Se observa una correspondencia directa entre
Tk y Sy con un poco de ruido para L = 800 debido a errores del célculo numérico.
Ademss, se presenta un ligero cambio de S} con L cuando Tk tiene valores chicos,
tiene sentido porque aun se encuentra en la zona de J, donde S; es sensible frente a
cambios del tamano de la cadena L. Por iltimo, utilizamos la expresién 2.67, obtenida
mediante teorfa de perturbaciones en D/.J, para ajustar los datos de entropia S; en
la regién de J grande. Esta funcién de ajuste nos asegura Si(J — oo) = 1 con una
correccién positiva o< ’3—: log(J/D). En el zoom podemos ver como la funcién ajusta
bastante bien los valores de S} cuando J es grande. Ademas, se observa un incremento

monoétono de la entropia cuando J decrece.
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Figura 3.18: Entropia de entrelazamiento de espin S; como funcién del término de acopla-
miento de intercambio J en el modelo de Kondo calculados usando DMRG. La linea sélida es un
ajuste con la forma funcional esperada por teoria de perturbaciones en D/J.






Capitulo 4

Conclusiones

“Imagination is more important than knowledge. Knowledge
15 limited. Imagination encircles the world”
— Albert Einstein

En la primera parte de esta tesis, determinamos expresiones analiticas aproximadas
para la entropia de entrelazamiento via la medida de Von-Neumann para el estado
fundamental en funciéon de las interacciones de los modelos de Anderson y Kondo,
los cuales utilizamos para describir sistemas que presentan efecto de Kondo. Para la
aproximacién de banda angosta con simetria electron-hueco y con degeneracion de
momento angular, encontramos expresiones para la entropia de entrelazamiento entre
proyecciones de spin Sy < 1, la cual no supera el valor de 1 en el modelo de Anderson.
Mientras, para el modelo de Kondo, se encontré valores de entropia siempre igual a 1,
sin importar los valores del término de interaccién. Posteriormente, usamos una base de
estados; cada una con su respectiva contribucién en la energia del estado fundamental
al orden en 1/N; para determinar el estado fundamental del hamiltoniano de Anderson
en el limite de interaccion fuerte. Mediante un cambio de base apropiado se obtuvieron
expresiones para el entrelazamiento de espin al orden mas bajo y incluyendo un término
del siguiente orden en 1/N, estos seguian dando valores de entrelazamiento Sy < 1.
Para un sistema pequeno, se determinaron numéricamente valores de entrelazamiento

Sy > 1 a partir de considerar la base completa de estados a segundo orden en 1/N.

Adicionalmente, se encontré que Sy es una funcién universal de Z = mex /NT a través de
célculos variacionales del estado fundamental al orden més bajo en 1/N. Esta cantidad
Z aparece en teorfas de liquido de Fermi local asociada a la renormalizacién de la
masa de las cuasiparticulas en el problema de Kondo. Por 1ltimo, para el modelo de

Kondo se obtuvo una expresién para la entropia de entrelazamiento a través de teoria
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de perturbaciones en 1/.J.

En la udltima seccion se determiné la entropia de entrelazamiento de espin mediante
el método del Grupo de Renormalizacion de Matriz Densidad (DMRG). Tanto para
el modelo de Anderson y Kondo se encontré la presencia de efectos de tamano finito
y paridad del nimero de electrones del bano, lo que hace necesario aumentar el ta-
mano del sistema de manera tal que la energia caracteristica ex sea lo suficientemente
grande con respecto a la separacion de niveles energéticos del bano de conduccién y
asi poder describir la fisica adecuadamente. Ademds, se encontré que la entropia de
entrelazamiento supera el valor de 1 para cada uno de los modelos estudiados. Se pudo
verificar numéricamente que el entrelazamiento cuantico entre proyecciones de espin es
una funcién universal de la renormalizacién de la masa de las cuasiparticulas Z, asi
proveyendo una nueva interpretacion para Z y la posibilidad de obtener experimental-

mente la entropia de entrelazamiento de espin.



Apéndice A
Representacion de cadena lineal

“De vez en cuando conviene sacar a pasear el instinto”
— Mafalda

El hamiltoniano para la cadena finita se expresa como:

H=—t) (chej+chyic)) (A1)

J=0

donde N denota el niimero de sitios y ¢ el término de hopping entre primeros vecinos.

Para poder usar condiciones periddicas tomamos el sitio 0 con amplitud cero, de esta
manera podemos extender la suma hasta N. Hacemos la transformaciéon al espacio k

de modo que el operador adquiere la forma:

: N
cj = S — Z(eikj — e ey (A.2)
k=

V2(N +1) =

De la Ec. (A.2) se puede ver que ¢y = 0 y por condiciones periddicas se debe cumplir

cnt+1 =0, de manera que k = 35 paran =1,2..N.

Reemplazando la Ec. (A.2) en la Ec. (??7) tenemos:

N
H = —2t Z cos(k)clep (A.3)
k=1

Entonces el valor de la energia para los electrones de conduccion es de la forma ¢, =

—2tcos(k). El estado de la impureza hibridiza con el primer sitio de la cadena y de la
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siguiente expresién se puede obtener el valor de Vj;.

2
chcl = cy Z iV sin(k (A.4)

V2 N+1

de donde 0i
iV sin(k
Vi = Z (A.5)

JT

El valor de V se obtiene de la normalizacién { ¢1, ¢} } =1

= >V (A.6)
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