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3.1. Modelo de sólido 1D con desorden quı́mico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2. Método de la matriz de transferencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.3. Normalización y cálculo de la densidad de probabilidad y flujo electrónico . . . . 20

4. Resultados y discusión 25

4.1. Influencia del desorden sobre los estados electrónicos . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.2. Análisis de los efectos del desorden quı́mico sobre el transporte electrónico . . . 27

5. Conclusiones y perspectivas 33

A. Conservación de la corriente de probabilidad 35

B. Propiedades de la matriz de transferencia 37
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naturales de la tabla periódica. Las lı́neas punteadas corresponden a los gases

nobles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.6. Medida estadı́stica de complejidad, C = eHD, entropı́a de Shanon, H , y des-

equilibrio, D, en función del número de onda adimensional, ka, correspondiente

a las seis primeras bandas del modelo de Kronig-Penney para una cadena de

longitud L/a = 400 con Ω = 4, 0 Å
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Abstract

In the present work the chemical disorder effects on electron transport properties in a crystal

model of solid are evaluated. The Kronig-Penney model as a delta potentials chain representa-

tion is considered in order to include the chemical-type disorder. The chemical disorder in the

model is produced as a random variation of the succesive delta potential intensities which act as

dispersion centers for the electron represented by a combination of plane waves. The disorder

effects on electron transport properties in the model are evaluated by means of electron flux and

the statistical measure of complexity proposed by López-Ruiz, Mancini y Calbet. The results

indicate that chemical disorder produces the diminishing of the quantity of allowed states and

the growth of band gaps. As a reference, the evaluation of disorder effects on a representative

electronic state such as the center of third-band is realized. The results show a correspondence

between the electron transport inhition and the maximization of the complexity measure. This

correlation allows to consider the complexity measure as a good indicator of electron transport

properties.
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Resumen

En el presente trabajo se evalúa la influencia del desorden quı́mico sobre las propiedades de

transporte electrónico en un modelo de sólido cristalino. Con la finalidad de incorporar el des-

orden de tipo quı́mico se considera el modelo de Kronig-Penney en su representación mediante

una cadena de potenciales de tipo delta. El desorden quı́mico en el modelo se genera mediante la

variación aleatoria de las intensidades de los potenciales sucesivos que actúan como centros de

dispersión del electrón, el cual es representado mediante una combinación de ondas planas. La

evaluación de los efectos del desorden sobre las propiedades de transporte electrónico se realiza

mediante el flujo electrónico y la medida estadı́stica de complejidad propuesta por López-Ruiz,

Mancini y Calbet. Los resultados indican que el desorden quı́mico conlleva a la reducción de las

bandas de estados permitidos y al crecimiento de los gaps de energı́a. A modo de referencia, se

evalúan los efectos del desorden sobre un estado electrónico representativo de un sistema metáli-

co, especı́ficamente el correspondiente al centro de la tercera banda. Los resultados muestran

una correspondencia entre la inhición del tranporte electrónico y la maximización de la medida

de complejidad. Esta correlación permite considerar a la medida de complejidad como un buen

indicador de las propiedades de transporte electrónico.
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Capı́tulo 1

Introducción

Lo último que uno sabe cuando escribe un libro, es qué poner primero.

Blaise Pascal

Desde su formulación, a mediados del siglo pasado, la teorı́a de la información [1],[2], [3] ha

incursionado en distintas áreas del conocimiento (fı́sica, biologı́a, economı́a, entre otras), fuera

de su ámbito original referido al estudio de los aspectos técnicos de la comunicación. El estudio

de sistemas fı́sicos 1 (e.g., átomo, molécula, sólido) no ha sido ajeno a tal proceso [4],[5] y la

aplicación de las herramientas (conceptos y formulaciones) propias de dicha teorı́a han brindado

el soporte para el desarrollo a su vez de otros conceptos como por ejemplo el de complejidad.

Aunque aún no se tiene un consenso sobre su definición, sı́ se dispone de un conjunto amplio de

caracterı́sticas asociadas al sistema fı́sico (objeto de estudio) que hacen referencia a: comporta-

mientos difı́ciles de explicar a partir de sus componentes, cantidad de recursos para su formación,

variedad en su estructura, entre otros, y que depende también del enfoque de la correspondiente

disciplina. Esto justamente ha motivado el desarrollo de cantidades orientadas a resaltar tales

caracterı́sticas y que han sido denominadas medidas de complejidad. Algunas de dichas medidas

provienen del ámbito de las ciencias de la computación, como por ejemplo la complejidad al-

gorı́tmica [6] 2, la complejidad de Lempel-Ziv [7], por indicar algunas; y otras se han originado

en el área de la fı́sica, como por ejemplo la profundidad termodinámica [8] 3, la medida efectiva

de complejidad [9], entre otras.

1Se denomina sistema fı́sico al conjunto de elementos que al interaccionar entre sı́ dan lugar a un objeto de

interés caracterizado mediante sus propiedades fı́sicas.
2La complejidad algorı́tmica está definida como el tamaño del programa más corto que generarı́a una descripción

completa del sistema.
3Esta medida se basa en la idea que los sistemas con complejidad son aquellos que resultan más difı́ciles de

generar.



2 1. Introducción

Una de tales formulaciones, basada en un enfoque intuitivo, con relativa facilidad de imple-

mentación computacional y que ha brindado información relevante sobre propiedades conforma-

cionales de sistemas de muchos cuerpos, es la medida estadı́stica de complejidad (C) propuesta

por R. López-Ruiz, H.L. Mancini y X. Calbet [10]. Al igual que M. Gell-Mann [11], López-Ruiz

et al. consideran que los sistemas con complejidad deben estar en la región intermedia entre

los sistemas completamente ordenados y desordenados. Tomando como extremos de referencia

a los sistemas idealizados del cristal (sistema completamente ordenado) y el gas ideal (sistema

completamente desordenado) postulan que los sistemas con complejidad deben encontrarse en-

tre estos sistemas extremos de complejidad cero. Su formulación intuitiva, basada en un enfoque

probabilı́stico, ha permitido que C sea aplicado al estudio de diversos sistemas y situaciones,

como por ejemplo, para caracterizar regı́menes de transición en sistemas dinámicos caóticos

[12],[13], evolución dinámica de un modelo de gas ideal [14], propiedades conformacionales de

sistemas de muchos cuerpos como núcleos [15],átomos [16], [17], cluster metálicos [18], estruc-

tura de bandas en sistemas cristalinos [19], entre otros.

Siguiendo el enfoque de utilizar la medida estadı́stica de complejidad para caracterizar las

propiedades de los sistemas fı́sicos y establecer correspondencias con otras cantidades fı́sicas

relevantes, en el presente trabajo se realiza el cálculo de C para el estudio de las propiedades de

transporte electrónico en el modelo de Kronig-Penney [20] con desorden quı́mico. El modelo de

Kronig-Penney aunque simple en su planteamiento es representativo en el estudio de las propie-

dades de sistemas más reales. Por ejemplo, dicho modelo permite entender la distribución de las

energı́as permitidas en las denominadas bandas, que constituye un ingrediente fundamental en

la clasificación de los materiales como conductores, aislantes o semiconductores [21]. También

ha sido utilizado en el estudio del transporte electrónico en sistemas cuasiperiódicos [22], con

desorden correlacionado [23], con desorden estructural [24], entre otros.

Aunque en la evolución del estudio de los materiales sólidos se ha priorizado el estudio de los

materiales cristalinos (sin desorden), el estudio de sistemas con algún tipo de desorden [25] ha ad-

quirido relevancia debido a la gran variedad de formas en que se presenta (e.g. vidrios metálicos,

de espı́n, calcogenoides, plásticos, semiconductores amorfos) y a sus potenciales aplicaciones

(e.g. silicio amorfo en celdas solares). Resulta de interés entonces profundizar en el estudio y

caracterización de las propiedades mecánicas, electricas y magnéticas de los materiales con des-

orden. Es por ello que en el presente trabajo se plantea el estudio de la influencia del desorden

de tipo quı́mico sobre las propiedades de transporte electrónico en un sistema unidimensional.



1.1 Objetivo general 3

Para conseguir lo mencionado, el trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el capı́tu-

lo 2 se presenta una recopilación sucinta sobre los conceptos básicos de la tesis para luego pre-

sentar el modelo de sólido con desorden quı́mico y la metodologı́a para el cálculo de la función

de onda electrónica en el capı́tulo 3. En el capı́tulo 4 se evalúan los efectos del desorden sobre

los estados electrónicos y se caracteriza las propiedades de transporte electrónico mediante el

cálculo del flujo electrónico y la medida estadı́stica de complejidad. Finalmente, en el capı́tulo 5

se plantean las conclusiones y perspectivas del trabajo.

1.1. Objetivo general

Evaluar los efectos del desorden quı́mico en el modelo de Kronig-Penney mediante el flujo

electrónico y la medida estadı́stica de complejidad propuesta por López-Ruiz, Mancini y Calbet.

1.2. Objetivos especı́ficos

Plantear un modelo de sólido con desorden quı́mico a partir del modelo de Kronig-Penney.

Aplicar el método de la matriz de transferencia para el cálculo de la función de onda

electrónica y de su correspondiente función de densidad de probabilidad.

Caracterizar los efectos del desorden quı́mico en el sistema mediante su influencia en el

flujo electrónico y la medida estadı́stica de complejidad.
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Capı́tulo 2

Conceptos básicos

En la vida, rara vez se construye algo

con piedras que no provengan de otra parte.

R.D. Precht

En el presente capı́tulo se realiza una recopilación concisa de los conceptos primarios asocia-

dos al trabajo desarrollado. Tomando como punto de partida la noción de sistema cristalino se va

a proceder a plantear algunos tipos de desorden, los cuales afectan en alguna medida las propie-

dades de transporte electrónico. Con la finalidad de caracterizar estos efectos se van a plantear

las formulaciones del flujo electrónico y de la medida estadı́stica de complejidad.

2.1. Sistema cristalino y tipos de desorden

Los primeros estudios realizados para develar el interior de los sólidos datan de los experi-

mentos realizados en 1912 por Friedrich, Kniping y Laue mediante difracción de rayos X [27] y

que conllevaron a la noción de cristal o sistema cristalino 1. Convencionalmente, se denomina

sistema cristalino a aquel que está definido mediante una red subyacente (estructura geométrica

infinita correspondiente a alguna de las redes de Bravais) y una base (especie quı́mica constituida

por un átomo o conjunto de átomos) asociada a cada punto de la red 2. Estos dos componentes

van a generar que los sistemas cristalinos tengan simetrı́a de traslación (y por consiguiente, orden

de largo alcance) y de rotación, haciendo posible definir una estructura elemental representativa

del sistema cristalino denominada celda unitaria. Como ejemplo de sistema cristalino, se puede

mencionar al cuarzo (SiO2).

1Aunque, a partir de 1991 la Unión Cristalográfica Internacional reconoce a los cuasicristales como cristales

aperiódicos, tales sistemas no serán tomados en cuenta en las consideraciones del presente trabajo.
2El sistema cristalino está definido intrı́nsecamente a T = 0K (se ignora el movimiento de punto cero).
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Justamente, las desviaciones del prototipo ideal de sistema cristalino, a consecuencia de los

defectos (intersticios, dislocaciones), vacancias y/o impurezas en el sólido, van a dar origen a

una variedad de tipos de desorden [25], algunos de los cuales serán comentados a continuación.

Figura 2.1: Representación esquemática bidimensional del sistema: (a) cristalino, (b) con desor-

den estructural, y (c) con desorden quı́mico.

Tomando como referencia al sistema cristalino bidimensional mostrado en la figura 2.1-(a),

se pueden distinguir los siguientes tipos de desorden:

Desorden estructural: también denominado desorden topológico, geométrico o posicio-

nal, es aquel en el que las posiciones de la especie quı́mica no tienen asociada ninguna red

subyacente, como se muestra en la figura 2.1-(b). Aunque en este caso no se tiene orden

de largo alcance, sı́ se puede presentar ordenamiento local (o de corto alcance), como por

ejemplo en el vidrio (SiO2).

Desorden quı́mico: también conocido como desorden sustitucional o composicional, se

debe a la aleatoriedad en el tipo de especie quı́mica asociada a los puntos de la red subya-

cente, tal como se puede ver en la figura 2.1-(c). El desorden quı́mico se puede presentar

naturalmente como impurezas o se puede producir mediante el proceso de dopaje. Es-

te tipo de desorden se puede encontrar en aleaciones (e.g. AuCu), mezclas, composites,

materiales porosos.

Otros tipos de desorden que se pueden considerar son: el desorden magnético (o de spin),

en el que la orientación de los momentos magnéticos de las especies quı́micas es aleatoria, aún

cuando se disponen en una red subyacente; y el desorden vibracional que toma en cuenta las

posiciones instantáneas de vibración que tienen las especies quı́micas y cuyas posiciones de

equilibrio corresponden a una red subyacente.
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Como ya se mencionó, el desorden quı́mico en los materiales se puede conseguir a partir

de la incorporación de cantidades controladas de impurezas. A este proceso se le conoce como

dopaje y es aplicado usualmente con la finalidad de modificar las propiedades eléctricas de los

materiales como en el caso de los semiconductores. A continuación, y en base a la referencia [26],

se comentará sobre las dos técnicas principales de dopaje como son la difusión y la implantación

iónica.

Difusión

En esta técnica, utilizada con mayor frecuencia hasta finales de 1960 y que requiere de altas

temperaturas, los átomos de la sustancia dopante se colocan sobre o cerca de la superficie del wa-

fer (sustrato) por deposición a partir de su fase gaseosa. La concentración del dopante disminuye

monotonamente a partir de la superficie (ver figura 2.2-(a)), y su perfil depende de la temperatura

y el tiempo de difusión. Por ejemplo, la difusión se utiliza en la manufactura de junturas profun-

das como las requeridas en los semiconductores complementarios de óxido metálico (CMOS)

empleados en la fabricación de circuitos integrados.

La difusión de impurezas se consigue al colocar wafers de material semiconductor en una

atmósfera controlada dentro de un tubo de cuarzo a través del cual circula una mezcla gaseosa

que contiene a la sustancia dopante, y en el interior de un horno a alta temperatura. Por ejemplo,

mediante esta técnica se puede introducir impurezas tipo-p (e.g. B) o tipo-n (e.g. As, P) en

sustratos de Si. Estos dopantes pueden introducirse a partir de fuentes sólidas (e.g. BN para

boro, As2O3 para arsénico, y P2O5 para fósforo), lı́quidas (BBr3, AsCl3, y POCl3), y gaseosas

(B2H6, AsH3, y PH3). Sin embargo, las fuentes lı́quidas son las más comunes. En la figura 2.2-(b)

se puede observar un esquema del horno y del flujo de gas a partir de una fuente lı́quida.

Figura 2.2: Representación del: (a) perfil de concentración del dopante, (b) sistema de difusión a

partir de una fuente lı́quida (figura adaptada de la Ref. [26]).
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Implantación iónica

Desde la década de 1970, el dopaje se ha realizado principalmente por implantación iónica.

En esta técnica los átomos dopantes son implantados en el semiconductor usando un haz de iones.

La concentración del dopante presenta un pico en la distribución en el interior del semiconductor

(ver figura 2.3-(a)), y su perfil es determinado por la masa y energı́a de los iones implantados.

En la figura 2.3-(b) se muestra un esquema del dispositivo de implantación iónica. La fuente

de iones consiste de un filamento que se calienta hasta producir, a partir de un gas (e.g. BF3 o

AsH3), los iones que van a ser implantados (e.g. B+ o As+). Mediante la aplicación de un voltaje

de extracción (∼ 40 kV) se produce el desplazamiento de los iones hacia el analizador de masa.

El campo magnético aplicado en el analizador de masa permite filtrar solo a aquellos iones que

tengan la relación masa-carga adecuada. Los iones seleccionados son entonces energizados en el

tubo de aceleración donde alcanzan la energı́a de implantación requerida. Las aperturas aseguran

la colimación del haz de iones. La presión en el dispositivo de implantación se mantiene lo menor

posible (∼ 10−4 Pa) para minimizar la posibilidad de dispersión con las moléculas del gas. El haz

de iones se direcciona mediante las placas de deflección hacia la superficie del wafer logrando

finalmente la implantación en el sustrato semiconductor.

Figura 2.3: Representación del: (a) perfil de concentración del dopante, (b) sistema de implanta-

ción iónica (figura adaptada de la Ref. [26]).
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2.2. Flujo electrónico

La ecuación fundamental de la mecánica cuántica no relativista que gobierna el comporta-

miento de los sistemas cuánticos es la ecuación de Schrödinger. Para el caso de una partı́cula de

masa m que se propaga a lo largo del eje x sometida a un potencial de interacción V (x, t) ∈ R,

la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo se expresa como:

− ~
2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) + V (x, t)Ψ(x, t) = i~

∂

∂t
Ψ(x, t) (2.1)

donde Ψ(x, t) es la función de onda asociada a la partı́cula, también llamada amplitud de proba-

bilidad debido a la interpretación probabilı́stica propuesta por M. Born. En caso el potencial de

interacción sea dependiente solo de la posición (i.e., V (x, t) = V (x)) y asumiendo que siempre

es posible expresar la función de onda como producto de dos funciones (Ψ(x, t) = ψ(x)φ(t)), se

obtienen como soluciones de la ecuación (2.1) las denominadas funciones de onda de estado es-

tacionario de la forma Ψ(x, t) = ψ(x)e−iωt, tal que la parte espacial ψ(x) se obtiene al resolver

la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo 3:

[

− ~
2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]

ψ(x) = Eψ(x) (2.2)

Como se observa, la ecuación (2.2) constituye un problema de valor propio, cuya solución

analı́tica solo es posible en algunas situaciones, como por ejemplo, el caso del pozo de poten-

cial, oscilador armónico, entre otros [28], [29]. Por otro lado, en el formalismo de la mecánica

cuántica se define una cantidad caracterı́stica denominada corriente de probabilidad, j(x), que

se expresa por:

j(x) ≡ ~

2mi

[

Ψ∗
∂Ψ

∂x
−Ψ

∂Ψ∗

∂x

]

(2.3)

Justamente, j(x) se torna relevante en situaciones como el que se aborda en el presente tra-

bajo, donde se verifica la conservación de la corriente de probabilidad, i.e. dadas las posiciones

xa, xb ∈ R se cumple que: j(xb) = j(xa) (ver Apéndice A para una deducción detallada). Para

fines del presente trabajo se evalúa brevemente las implicancias de representar al electrón me-

diante una onda plana. Sea Ψ(x, t) = Ae+i(kx−wt) la función de onda que representa al electrón

propagándose en dirección +x. Al evaluar dicha función de onda electrónica en la ecuación (2.3)

resulta: j(x) = ~k
m
|A|2 = vΨ∗Ψ = vρ. Si se considera además el producto de esta última ex-

presión con la carga eléctrica elemental (i.e., qj(x) = vρq), la conservación de j(x) se puede

reinterpretar como la conservación del flujo electrónico.

3A partir de ahora se hará referencia a la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo simplemente como

ecuación de Schrödinger.
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2.3. Medida estadı́stica de complejidad

La medida estadı́stica de complejidad propuesta por R. López-Ruiz, H. Mancini y X. Cal-

bet (C) [10] parte de la idea intuitiva que los sistemas idealizados, como el cristal (sistema

completamente ordenado) y el gas ideal (sistema completamente desordenado), son sistemas sin

complejidad alguna (i.e. C = 0), por consiguiente los sistemas con algun nivel de complejidad

deben encontrarse en la región entre estos sistemas extremo idealizados [11].

Con la finalidad de caracterizar estos sistemas, López-Ruiz et al. consideran dos cantidades:

la entropı́a Shannon (H) [30], que consituye una medida de la cantidad de información contenida

en el sistema, y el desequilibrio (D), definida como una métrica 4 en el espacio de probabilidades

respecto a la distribución equiprobable [31]. Aunque ninguna de estas cantidades por sı́ sola

muestra el comportamiento esperado de la complejidad en los casos extremo (pues al ir del

cristal al gas ideal la cantidad de información requerida para describir al sistema correspondiente

aumenta mientras que su respectivo desequilibrio disminuye), López-Ruiz et al. observan que el

producto de dichas cantidades, i.e. C = HD, sı́ reproduce el comportamiento esperado en una

medida de complejidad, asignando complejidad mı́nima a los sistemas extremo y destacando un

sistema con una complejidad máxima en la región intermedia, tal como sugiere la evaluación del

comportamiento esperado de C mostrado en la figura 2.4.

Figura 2.4: Comportamiento esperado de la medida de la información, H , el desequilibrio, D, y

la medida estadı́stica de complejidad, C, propuesta por López-Ruiz et al. (figura adaptada de la

Ref. [10]).

4Una métrica es una función que define una distancia entre cada par de elementos de un conjunto.
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La cantidad caracterı́stica y fundamental en la formulación de la medida de complejidad es

la función de distribución de estados, que para una distribución discreta de estados está dada por

la función de probabilidad p(xj) y para una distribución continua de estados, por la función de

densidad de probabilidad ρ(x). El estado podrı́a corresponder por ejemplo, al spin de un átomo

(sistema discreto) o a la posición de un electrón (sistema continuo). A continuación se plantea la

formulación de la medida estadı́stica de complejidad C para ambos casos.

2.3.1. Distribución discreta de estados

Para un sistema caracterizado mediante una distribución discreta con N estados accesibles

{x1, x2, ..., xN} y con su correspondiente distribución de probabilidades {p1, p2, ..., pN}, tal que
∑N

j=1 pj = 1, la medida estadı́stica de complejidad [10], C, se define por:

C = HD (2.4)

donde la entropı́a de Shannon, H 5, y el desequilibrio, D, se expresan como:

H = −K
N
∑

j=1

pj ln pj D =
N
∑

j=1

(

pj −
1

N

)2

(2.5)

La entropı́a de Shannon es una cantidad que cumple las siguientes propiedades: (i) positi-

vidad, i.e. H ≥ 0 para cualquier conjunto arbitrario {pj}; (ii) concavidad, alcanzando su valor

extremo para la distribución equiprobable; (iii) aditividad, i.e. H(A∪B) = H(A) +H(B), con

A y B sistemas independientes. La evaluación de la entropı́a de Shannon para el caso de una

distribución equiprobable, con pj = 1/N ∀j ∈ N, resulta en H = K ln N , que coincide con la

formulación de la entropı́a termodinámica para un sistema aislado si se considera K igual a la

constante de Boltzmann (i.e, K = kB). El desequilibrio, D, constituye una especie de distancia

en el espacio de probabilidades respecto a la distribución equiprobable, estableciendo asi una

jerarquı́a probabilı́stica cuyo máximo corresponde al sistema completamente ordenado. Justa-

mente para el caso de un sistema completamente desordenado, con todos sus estados igualmente

probables, resulta Dmin = 0.

La evaluación de estas cantidades para los sistemas extremo (cristal y gas ideal) permite pro-

fundizar en las caracterı́sticas de la medida estadı́stica de complejidad C. En el caso del cristal,

que corresponde al sistema completamente ordenado, se tiene un estado preferencial (xc), tal

que pc = 1 y pj = 0 ∀xj 6= xc, de manera que Hcristal = 0 con Dcristal > 0 máximo y finito

(Dcristal → 1 para N → ∞), resultando Ccristal = 0. Asimismo, el gas ideal, que corresponde al

5La definición original de la entropı́a de Shannon es HShannon = −K
∑N

j=1
pj log2 pj . Sin embargo, para el

presente trabajo se determina H = (ln 2) HShannon y se considera ln 2 = 1.
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sistema completamente desordenado, se caracteriza por sus estados equiprobables, i.e. pj = 1/N

∀xj y por consiguiente la entropı́a de Shannon alcanza su valor máximo H = K lnN y D = 0,

resultando Cgas = 0. El análisis precedente permite comprobar la formulación propuesta por

López-Ruiz et. al que asigna complejidad nula a los sistemas extremo del cristal y gas ideal.

Asimismo, cabe destacar que la definición operacional, expresada en la ecuación (2.4), garantiza

la positividad de C, i.e. C > 0.

Esta formulación deC ha sido aplicada con éxito en: la caracterización de regı́menes caóticos

en sistemas dinámicos (e.g. mapa logı́stico, mapa de Lorenz) [10], [12], el estudio de la dinámica

de un modelo de gas ideal fuera del equilibrio [14], y la caracterización de atributos estadı́sticos

en secuencias de ADN [32]. Se muestra a continuación la aplicación de la medida estadı́stica de

complejidad en la caracterización de los elementos de la tabla periódica.

Complejidad en los elementos de la tabla periódica

Como se ha indicado previamente, la medida estadı́stica de complejidad aplicado a sistemas

de muchos cuerpos ha mostrado correspondencias con la distribución de sus elementos consti-

tuyentes brindando información sobre sus propiedades conformacionales. Este es el caso de los

átomos de los elementos quı́micos de la tabla periódica donde la distribución de probabilidad co-

rrespondiente se puede obtener a partir de la fracción de población electrónica (también utilizado

en [33]) asociado a cada estado, el cual está representado como (nl)w, con n el número cuántico

principal, l, el número cuántico orbital, y w el número de electrones. En la figura 2.5 se observa

que la mayorı́a de los gases nobles (Z=2,10,18,36,54,86) tienen una complejidad mı́nima local

(excepto en los casos Z=10,18) y dado que son sistemas con su última capa completa, se puede

afirmar que la medida de complejidad caracteriza la estructura en capas de los átomos de los

elementos quı́micos. Por otro lado, el crecimiento casi continuo de la entropı́a se justifica por el

progresivo aumento en la cantidad de estados de los elementos a medida que se incrementa Z.

Este comportamiento contrasta con el comportamiento irregular del desequilibrio debido tanto a

la población electrónica como a la cantidad de estados que para algunos elementos es común.
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Figura 2.5: Medida estadı́stica de complejidad, C = HD, entropı́a de Shannon, H , y desequi-

librio, D, en función del número atómico, Z, de los elementos quı́micos naturales de la tabla

periódica. Las lı́neas punteadas corresponden a los gases nobles.

2.3.2. Distribución continua de estados

La extensión de la formulación de C del caso discreto (ecuación (2.4)) al caso de un sistema

con una distribución continua de estados caracterizado por una densidad de probabilidad ρ(x)

definida en el soporte Λ 6 y tal que
∫

Λ
ρ(x)dx = 1, considera H = −K

∫

Λ
ρ(x) ln ρ(x)dx y D =

∫

Λ
ρ2(x)dx, de manera que la medida de complejidad vendrı́a dada por el producto respectivo,

i.e. C = HD. Aunque esta extensión se ha aplicado en la caracterización del régimen de emisión

estimulada en un modelo de láser [13], se han encontrado ciertas inconsistencias, como por

ejemplo la falta de positividad de C [12]. Esto derivó en la reformulación de C por parte de R.

Catalán et al. [34], tomando en cuenta el producto de la exponencial simple de H y D, es decir:

C = eHD (2.6)

La reformulación de C mostrada en la ecuación (2.6), y que es la que se utiliza en el presente

6Se denomina soporte al intervalo de valores donde la densidad de probabilidad no es nula.



14 2. Conceptos básicos

trabajo, recupera la positividad de C además de presentar propiedades interesantes, como por

ejemplo la de ser invariante bajo transformaciones de traslación y cambios de escala asi como

la invariancia bajo replicaciones. Esta última propiedad es considerada un requisito indispensa-

ble de toda medida de complejidad según Lloyd & Pagels [8]. Asimismo, se determina que el

mı́nimo de complejidad corresponde a Cmin = 1 y está asociado a una distribución de estados

equiprobable (uniforme o rectangular); sin embargo, C no tiene máximo especı́fico y puede al-

canzar un valor muy grande. A manera de ejemplo, se expone a continuación la aplicación de

la medida estadı́stica de complejidad C en la caracterización de los estados electrónicos en el

modelo de Kronig-Penney.

Complejidad en el modelo de Kronig-Penney

Como se ha visto en el caso de una distribución discreta, el ingrediente esencial para el cálcu-

lo de la medida de complejidad es la función que caracteriza la distribución de los estados del

sistema, que para el caso continuo viene especificado en la función de densidad de probabilidad

ρ(x). Un sistema donde dicha función se puede determinar de forma exacta y con relativa fa-

cilidad, es en el caso del modelo de Kronig-Penney. Dicho modelo, paradigmático de la fı́sica

del estado sólido, consiste en una sucesión infinita de barreras de potencial de ancho y alturas

finitas, que en el caso lı́mite (ancho de barrera infinitesimal y altura infinita) se puede represen-

tar por una cadena de potenciales delta, tal que el potencial de interacción se puede expresar

como V (x) = (~2/m)Ω
∑n

j=1 δ(x − ja). Dado que en la región entre potenciales el electrón

es libre, la función de onda se puede representar como una combinación de ondas planas de

la forma: ψ(x) = A sen(kx) + B cos(kx), por ejemplo en la región 0 < x < a. Si se to-

ma en cuenta que el potencial es periódico, la aplicación del teorema de Bloch que establece

ψ(x + a) = eiQaψ(x), permite expresar la función de onda en la región a < x < 2a como:

ψ(x) = eiQa[A sen k(x − a) + B cos k(x − a)], con k =
√

2mE/~2. La aplicación de las con-

diciones de frontera pertinentes en x = a (que en este caso corresponden a la discontinuidad de
d
dx
ψ(x) y continuidad de ψ(x)) conducen a la siguiente relación:

(

sen ka cos ka− eiQa

(keiQa − k cos ka− 2Ω sen ka) (k sen ka− 2Ω cos ka)

)(

A

B

)

=

(

0

0

)

(2.7)

Si además se considera la condición de no trivialidad de soluciones (i.e. el determinante de

la matriz que acompaña al vector de coeficientes igual a cero) se puede obtener la siguiente

relación:

cosQa = cos ka+
Ω

k
sen ka (2.8)
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Evidentemente, sólo los estados electrónicos cuyos valores de k cumplan la ecuación (2.8)

constituyen estados electrónicos permitidos. Considerando además que a cada valor de k le co-

rresponde un valor de E, la ecuación (2.8) establece las regiones de energı́as permitidas (bandas)

y regiones de energı́as prohibidas (gaps).

Por otro lado, a partir de la ecuación (2.8) se obtiene la siguiente expresión:B = A sen ka
eiQa−cos ka

,

que establece una relación entre los coeficientes A y B. Si además se considera la condición de

normalización, se puede determinar completamente la función de onda (salvo un factor de fase) y

por consiguiente la función de densidad de probabilidad electrónica requerido para el cálculo de

la medidad de complejidad. Justamente, Sañudo et al. [19] realizaron el procedimiento descrito

procediendo a la normalización de la función de onda en el intervalo 0 < x < a. Sin embargo,

tal como se planteó en [41], la normalización de la función de onda correspondiente a la longitud

de onda más larga requiere considerar al menos el intervalo 0 < x < 3a. En el presente caso, la

normalización se realizó considerando la longitud completa de la cadena de potenciales.

El comportamiento de la entropı́a y del desequilibrio para el modelo de Kronig-Penney mues-

tran las tendencias consideradas en la formulación inicial de la medida de la complejidad, donde

se espera un comportamiento inverso entre ellos. En este caso mientras la entropı́a crece (dis-

minuye), el desequilibrio decrece (aumenta), como se muestra en la figura 2.6. Por otro lado, la

medida de complejidad caracteriza los estados electrónicos de los bordes de la banda con com-

plejidad máxima y los estados del centro correspondientes con complejidad mı́nima. Más aún, la

tendencia del mı́nimo de complejidad para bandas de ordenes mayores, corresponde adecuada-

mente al valor mı́nimo de complejidad planteado en [34].

Es importante comentar que en [19] se ha propuesto que, dado que los metales monovalentes,

como son por ejemplo los metales alcalinos (Li, Na, K, Rb, Cs) y metales nobles (Cu, Ag, Au),

son materiales con su última banda semillena y que además presentan una alta conductividad,

tales sistemas se podrı́an caracterizar también por tener sus estados electrónicos más energéticos

con complejidad mı́nima.
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Figura 2.6: Medida estadı́stica de complejidad, C = eHD, entropı́a de Shanon, H , y desequili-

brio, D, en función del número de onda adimensional, ka, correspondiente a las seis primeras

bandas del modelo de Kronig-Penney para una cadena de longitud L/a = 400 con Ω = 4, 0 Å
−1

y a = 1,0 Å.



Capı́tulo 3

Modelo y método

No importa si el gato es negro o blanco

con tal que pueda cazar ratones.

Deng Xiaoping

En el presente capı́tulo se introduce el modelo de sólido unidimensional (1D) con desorden

quı́mico y la metodologı́a de la matriz de transferencia que se utiliza para obtener la función de

onda electrónica y por consiguiente la densidad de probabilidad, que constituyen los ingredientes

esenciales para obtener el flujo electrónico y la medida estadı́stica de complejidad.

3.1. Modelo de sólido 1D con desorden quı́mico

Como se discutió en el capı́tulo 2, un sólido con desorden quı́mico se obtiene al variar las es-

pecies quı́micas asociadas a los puntos de la red subyacente. Justamente, la propuesta de modelo

de sólido 1D con desorden quı́mico del presente trabajo, parte de un modelo de sólido crista-

lino denominado modelo de Kronig-Penney (MKP) [20], al cual se le incorpora modificaciones

convenientes asociadas a la variabilidad de las especies quı́micas en los puntos de la red. El

MKP es un modelo paradigmático de la materia condensada y aunque simple permite reproducir

caracterı́sticas relevantes de sistemas reales, como por ejemplo la distribución de las energı́as

permitidas en las denominadas bandas de energı́a, que constituye un ingrediente esencial para

identificar a un material como metal, semiconductor o aislante [21]. Además, el MKP ha sido

utilizado con éxito en el estudio de sistemas cuasiperiódicos [22], con desorden correlacionado

[23], con desorden estructural [24], lı́quidos [35],[36], entre otros.
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Si bien el MKP original considera una sucesión at infinitum de barreras de potencial de ancho

y alto definidas separadas por una distancia constante, para fines del presente trabajo se utiliza la

representación mediante una sucesión finita de potenciales tipo delta, tal como se puede ver en

la figura 3.1-(a). El modelo de sólido con desorden quı́mico se obtiene al incorporar la variación

en las intensidades de los potenciales de interacción asociados a los puntos de la red subyacente,

tal como está representado en la figura 3.1-(b). P.W. Anderson abordó en [37] el estudio de los

efectos del desorden quı́mico), utilizando para ello la aproximación tight-binding e incorporando

el desorden mencionado mediante la variación en las energı́as de sitio.

Figura 3.1: Representación de: (a) modelo de Kronig-Penney, y (b) modelo de sólido 1D con

desorden quı́mico.

Tomando en cuenta lo indicado, en el presente trabajo se representa la energı́a potencial de

interacción de la onda electrónica con el sistema dispersor (conjunto de iones y electrones) 1,

mediante el siguiente potencial:

V (x) =
~
2

m

n
∑

j=1

Ωj δ(x− xj) (3.1)

con ~
2Ωj/m correspondiente al área de V (x) en torno del sitio xj en unidades de energı́a-

longitud, y con Ωj en unidades de inversa de la longitud. Se observa que el MKP (sin desorden)

se obtiene al considerar Ωj = Ω (∀j ∈ N), con a,Ω ∈ R
+.

1Esta representación toma en cuenta una aproximación de tipo campo medio.
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La inclusión de desorden quı́mico en el MKP se consigue al mantener los potenciales en sus

posiciones equidistantes (xj = ja) y permitiendo que las intensidades de los potenciales varı́en

de forma aleatoria, de manera que Ωj = Ω + ǫcΩ, con ǫc un número aleatorio entre [−W,+W ].

Cuando el nivel de desorden corresponde a W = 1, la intensidad de los potenciales varia tal que

0 < Ωj < 2Ω.

3.2. Método de la matriz de transferencia

Una metologı́a de amplio uso en el estudio de la propagación 1D de electrones, ondas electro-

magnéticas y sonido en medios estratificados es el método de la matriz de transferencia (MMT)

[28], [38],[39]. El MMT además de ser intuitivo constituye una herramienta cuya implementa-

ción computacional facilita el cálculo de cantidades asociadas al transporte como es el caso del

coeficiente de transmisión y reflexión, permitiendo asi el estudio de las propiedades de transporte

tanto en sistemas cristalinos como desordenados.

La matriz de transferencia permite estudiar las propiedades de la muestra a través de ex-

perimentos de dispersión. Experimentalmente se prepara un onda plana con un vector de onda

definido k y se mide la transmisión de la onda a través del potencial. Tanto el coeficiente de

transmisión como el de reflexión y los elementos de la matriz de transferencia son funciones de

k. Asi se puede estudiar las propiedades del sistema a partir de la dispersión de la onda plana.

Figura 3.2: Representación del potencial de interacción electrón-sistema dispersor definido en el

intervalo a < x < b y del electrón como un combinación de ondas planas.

Con la finalidad de presentar el planteamiento general del MMT considere el potencial de

interacción electrón-sistema dispersor, V (x), acotado y definido en el intervalo a < x < b, tal

como se muestra en la figura 3.2. Sea además el electrón en las regiones adyacentes representado

mediante una combinación de ondas planas expresadas como:
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ψ0(x) = A0e
+ikx +B0e

−ikx x < a

ψ1(x) = A1e
+ikx +B1e

−ikx b < x

con las amplitudes A0, A1 asociadas a la onda electrónica con dirección de propagación +x, y

las amplitudes B0, B1 correspondientes a la propagación en dirección −x. El MMT se basa en la

existencia de una matriz M de orden 2 × 2, denominada matriz de transferencia, que relaciona

las amplitudes de las ondas planas en las regiones adyacentes a la región donde se encuentra

definido el potencial, y que se obtiene a partir de la aplicación de las condiciones de frontera

pertinentes, tal que:

(

A1

B1

)

=M

(

A0

B0

)

(3.2)

La matriz de transferencia M tiene propiedades matemáticas interesantes: sus elementos dia-

gonales son complejos conjugados entre sı́ (i.e. M11 = M∗

22 y M12 = M∗

21), como consecuen-

cia de la invarianza por reversibilidad temporal de la ecuación de Schrödinger dependiente del

tiempo; y su determinante es la unidad (i.e. |M | = 1), como producto de la conservación de la

corriente de probabilidad (ver Apéndice B para mayor detalle).

En resumen, la estructura de M depende del potencial especı́fico que se analice y se obtiene

mediante la aplicación de las condiciones de frontera adecuadas y sus elementos cumplen las

propiedades indicadas anteriormente. La extensión del MMT a una sucesión de potenciales (ca-

dena) es directa y da origen a una matriz de transferencia global que viene a ser el producto de

las matrices de transferencia asociadas a cada potencial dispersor, como se verá a continuación.

3.3. Normalización y cálculo de la densidad de probabilidad

y flujo electrónico

Habiendo planteado en las secciones anteriores tanto el modelo de sólido 1D con desorden

quı́mico como la metodologı́a de la matriz de transferencia, en esta sección se abordará el cálculo

de la función de onda electrónica y de la función de densidad de probabilidad requeridas para

obtener la corriente de probabilidad y la medida estadı́stica de complejidad, respectivamente. Se

plantea a continuación el análisis que conduce a la matriz de transferencia local (en el intervalo

(j−1)a < x < ja) y la extensión respectiva para la matriz de transferencia global (0 < x < Na).
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Figura 3.3: Representación del potencial de interacción entre el electrón y sólido 1D con desor-

den quı́mico.

Sea el potencial de interacción, entre el electrón y el sólido 1D con desorden quı́mico, repre-

sentado por una cadena de potenciales de largo L = Na, como el mostrado en la figura 3.3. Dado

que la región entre potenciales corresponde a un potencial nulo se puede representar al electrón

como una combinación de ondas planas, tal que:

ψj(x) = Ãje
+ikx + B̃je

−ikx

ψj−1(x) = Ãj−1e
+ikx + B̃j−1e

−ikx
(3.3)

Aplicando las condiciones de contorno pertinentes en la posición x = ja y considerando que

Aj = Ãje
+ikxj , Bj = B̃je

−ikxj y xj − xj−1 = a (ver Apéndice C para mayores detalles), se

puede demostrar que:

(

Aj

Bj

)

=Mj

(

Aj−1

Bj−1

)

(3.4)

con Mj la matriz de transferencia local dada por:

Mj =

(

(1− i
Ωj

k
)e+ika −iΩj

k
e−ika

+i
Ωj

k
e+ika (1 + i

Ωj

k
)e−ika

)

(3.5)

De esta última relación, se puede comprobar que se cumplen las siguientes propiedades:

M11 = M∗

22, M12 = M∗

21 y |M | = 1. Asimismo, de la ecuación (3.4) se deduce que para la

cadena completa se cumple que:

(

AN

BN

)

= M̃

(

A0

B0

)

(3.6)

con M̃ = MNMN−1 . . .M2M1 la matriz de transferencia global que considera las múltiples

dispersiones que experimenta la onda electrónica a lo largo de la cadena. Con la finalidad de re-
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solver la ecuación (3.6) y obtener todas las posibles soluciones, se procede a plantear el problema

del valor propio:

(

M̃11 M̃12

M̃12 M̃22

)(

A0

B0

)

= λ

(

A0

B0

)

(3.7)

con λ ∈ C
2. La no trivialidad de soluciones (i.e. A0, B0 6= 0) conlleva al planteamiento

det(M̃ − Iλ) = 0, que resulta:

λ = s±
√
s2 − 1 (3.8)

donde se ha definido s ≡ 1
2
(M̃11 + M̃22) y se ha considerado la propiedad det(M̃) = 1. Consi-

derando además que AN = λA0, BN = λB0 (que se obtiene al comparar la ecuación (3.6) con

(3.7)), la conservación de la corriente de probabilidad (i.e. jN = j0) se puede expresar como:

|λ|2(|A0|2 − |B0|2) = (|A0|2 − |B0|2) → λ± = e±iθ (3.9)

Comparando las ecuaciones (3.8) y (3.9) se obtiene:

s2 ≤ 1 (3.10)

Dado que la matriz de transferencia global (M̃ ) se obtiene como el producto de las matrices

asociadas a los potenciales delta sucesivos y que cada una de dichas matrices (Mj) es función de

k (veáse la relación (3.5)), se deduce que la ecuación (3.10) conlleva a la estructura electrónica

de las bandas y gaps de energı́a, pues dicha ecuación restringe los posibles valores que puede

tener la energı́a del electrón, tal como puede verse para el caso del modelo de Kronig-Penney en

la figura 3.4. Tal relación (ecuación (3.10)) constituye el equivalente de | sen(ka)+Ω
a

cos(ka) | ≤
1, que se obtiene al evaluar analı́ticamente el modelo de Kronig-Penney mediante el teorema de

Bloch.

Por otro lado, se puede expresar B0 en función de A0 mediante la relación (3.7), con lo cual

se obtiene un par de de relaciones equivalentes. Una de ellas, y que es la que se utiliza en el

trabajo, se puede expresar como:

B0 =
λ− M̃11

M̃12

A0 ≡ uA0 (3.11)

2El caso en que λ = 1 corresponde al planteamiento de condiciones de frontera de Born-von Karman.
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Figura 3.4: Representación de la estructura de bandas electrónica para el MKP (cadena de poten-

ciales delta) con Ωj = 4,0 Å
−1

y a = 1,0 Å.

Tomando en cuenta la relación (3.11), donde u establece una relación entre las amplitudes de

las ondas reflejada e incidente (i.e. u = B0/A0), y considerando el flujo electrónico normalizado

como J(x) = j(x)
~k/m

, se deduce que:

J(x) = |A0|2[1− |u|2] (3.12)

Finalmente, al considerar la condición de normalización de la densidad de probabilidad a lo

largo de la cadena (i.e. en 0 < x < L = Na), se puede determinar (salvo un factor de fase) la

función de onda electrónica, ψ(x), y por consiguiente la función de densidad de probabilidad,

ρ(x) = |ψ(x)|2. Esto conduce a las siguientes expresiones:

ρ(x) = |A0|2{1 + |u|2 + 2ur cos(2kx) + 2ui sen(2kx)} (3.13)

con:

|A0|2 =
1

Na[1 + |u|2 + 2ur
sen(2kNa)

2kNa
+ 2ui

1−cos(2kNa)
2kNa

]
(3.14)

donde ur y ui representan la parte real e imaginaria de u (cociente de las amplitudes reflejada e

incidente, u = B0/A0), y que como se verá más adelante constituye una cantidad relevante para

el presente trabajo.
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Si se toma en cuenta que en el presente estudio se consideran cadenas de longitud larga

(L/a > 200) y que las funciones trigonométricas consideradas están acotadas en [−1, 1], se

puede realizar la siguiente aproximación a segundo orden en 1/(Na):

|A0|2 =
1

Na[1 + |u|2] (3.15)

Más aún, considerando esta aproximación junto con la ecuación (3.12), se obtiene una ex-

presión para el flujo electrónico normalizado en función del cuadrado del módulo de u y de la

longitud de la cadena:

J(x) =
1

Na

1− |u|2
1 + |u|2 (3.16)

De las ecuaciones (3.13) - (3.16), se observa que tanto la función de densidad de probabi-

lidad, ρ(x) (requerido para el cálculo de la medida de complejidad), como el flujo electrónico,

J(x), dependen del cociente de las amplitudes de la onda reflejada e incidente, u, definida en la

ecuación (3.11). Esta es una cantidad importante para definir el transporte electrónico, como se

verá en el siguiente capı́tulo.



Capı́tulo 4

Resultados y discusión

Lo importante en la ciencia no es tanto obtener nuevos datos,

sino descubrir nuevas formas de pensar sobre ellos.

W.L. Bragg

4.1. Influencia del desorden sobre los estados electrónicos

Como se ha comentado en el capı́tulo precedente y se ha podido visualizar en la figura 3.4,

la ecuación (3.10) permite evaluar la interacción del electrón (a modo de sonda) con el resto del

sólido y reproducir la distribución de energı́as permitidas en las denominadas bandas, utilizando

para el presente caso el potencial de interacción del tipo Kronig-Penney. Una forma alternati-

va de representación de la estructura de bandas, y que permite además considerar la evaluación

del efecto de la longitud de la cadena de potenciales, se puede obtener al graficar los valores

del número de onda adimensional (ka) que cumplen con la condición |s|2 ≤ 1 (i.e. estados

permitidos) para diferentes longitudes de la cadena o equivalentemente diferente cantidad de po-

tenciales.

Para el caso del modelo de Kronig-Penney sin desorden (caso periódico con W = 0), se

puede ver en la figura 4.1-(a) que el intervalo de valores permitidos de la energı́a es constante

e independiente de la longitud de la cadena. Sin embargo, al incluir el desorden quı́mico en la

cadena, se observa que tanto la longitud de la cadena como el desorden afectan a los intervalos

de energı́a permitidos, tal como se puede ver en las figuras 4.1 (b)-(d) para diferentes niveles de

desorden. Se puede observar que para una longitud de cadena dada, el desorden quı́mico en la

cadena conlleva a una reducción de las bandas de energı́a (o equivalentemente, el crecimiento de

los gaps). Este resultado es diferente al reportado para el efecto del desorden estructural donde
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la inclusión de este tipo de desorden en el sistema conlleva a la aparición de estados permitidos

adicionales en la regiones de los gaps [40],[41].

Figura 4.1: Representación de la estructura de bandas electrónica considerando los valores per-

mitidos del número de onda adimensional, ka para diferente número de potenciales en la cadena,

N , para los siguientes niveles de desorden: (a) W=0, (b) W=0,30, (c) W=0,60 y (d) W=0,90. Se

ha considerado a = 1,0 Å y Ω = 4,0 Å
−1

.
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4.2. Análisis de los efectos del desorden quı́mico sobre el trans-

porte electrónico

Debido al objetivo especı́fico del trabajo, se procederá a evaluar principalmente los efectos

del desorden quı́mico sobre algunos valores de longitud particulares (L/a = 200, 300, 400, 500)

y con la finalidad de evitar los efectos del borde de banda, el estudio se realiza sobre un estado

electrónico representativo del centro de una banda permitida del modelo de Kronig-Penney. Es-

pecı́ficamente, se evalúa el estado electrónico correspondiente a ka = 8, 36 (centro de la banda

3) y para que los resultados sean representativos del nivel de desorden evaluado, y no de una

configuración particular, se han considerado valores promedio en base a 400 configuraciones

válidas, i.e aquellas que cumplen con la condición expresada en la ecuación (3.10).

0 0,2 0,4 0,6 0,8
5,0

5,2

5,4

5,6

5,8

6,0

6,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8
0,002

0,003

0,004

0,005

0,006

0,007

0,008

<
H

>

<
D

>

W W

N=200
N=300
N=400
N=500

N=200
N=300
N=400
N=500

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Entropı́a de Shannon,H , y (b) desequilibrio, D, en función del nivel de desorden

quı́mico en el modelo, W , para cadenas de diferente longitud (L/a = N ).

Como puede verse en la figura 4.2-(a) para diferentes longitudes de la cadena, el desorden

quı́mico produce la reducción de la entropı́a de Shannon del estado electrónico correspondiente.

La tendencia de tipo asintótica, que se observa más nitidamente para la cadena de mayor longi-

tud, es hacia un valor mı́nimo de saturación que depende de la longitud de la cadena. Dado que en

general es de esperar que la inclusión de desorden en un sistema conlleve a un incremento en la

entropı́a del mismo, llama la atención el comportamiento producido por la inclusión del desorden

quı́mico en el modelo de Kronig-Penney. Al respecto, resulta importante tomar en cuenta que el
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sistema estudiado está constituido por dos subsistemas, uno correspondiente a los electrones y el

otro conformado por los potenciales desordenados (el desorden de tipo quı́mico se traduce en la

variabilidad de sus correspondientes intensidades). En el presente estudio lo que se evalúa son los

efectos sobre los electrones, por lo que la reducción observada en la entropı́a se puede interpretar

como un ordenamiento de alguna caracterı́stica asociada a los electrones. Tal ordenamiento no es

evidente al considerar la densidad de probabilidad electrónica puesto que la representación del

electrón como una combinación de ondas planas conlleva a que se disponga extendida a lo largo

de la longitud de la cadena. El origen del ordenamiento encontrado será discutido en detalle más

adelante al evaluar la relación entre las amplitudes de la onda incidente y la reflejada.

Por otro lado, como se puede observar en la figura 4.2-(b), el efecto del desorden en el des-

equilibrio es opuesto y complementario al caso anterior, pues si bien la inclusión de desorden

en el modelo conlleva al aumento del desequilibrio, tal comportamiento alcanza un valor finito

de saturación, el cual depende de la longitud de la cadena. Este comportamiento sugiere que el

ordenamiento evidenciado en la entropı́a de Shannon correspondiente al estado electrónico ana-

lizado también serı́a el responsable de la saturación del desequilibrio.

Aunque la distribución de probabilidad se obtiene como el cuadrado de la función de onda

electrónica (ingrediente principal tanto para la entropı́a de Shannon como para el desequilibrio)

y ésta a su vez resulta de la combinación de una onda plana incidente y otra reflejada, se puede

observar en las relaciones (3.13) y (3.15) una dependencia explı́cita de la densidad de probabili-

dad con el módulo de la relación de amplitudes incidente y reflejada (i.e. |u|).

Como se observa en la figura 4.3 (a)-(d), el cociente de amplitudes (u = B0/A0) se caracteri-

za por su fase aleatoria incluso para niveles de desorden bajos. Por otro lado, resulta interesante

evaluar la distribución de las componentes ui y ur que para un nivel de desorden W ≈ 0, 60 y

desordenes superiores (ver figura 4.3 (d)-(f)), muestran una disposición preferencial en torno a

una circunferencia de radio unitario.

Esta distribución preferencial se comprueba al analizar la probabilidad, p(|u|), con que se

presentan los posibles valores del módulo |u|, tal como se puede observar en la figura 4.4 (a)-(f).

Este análisis del cociente de amplitudes, u, indica que a pesar del desorden quı́mico en el siste-

ma, que se expresa mediante la variabilidad de las intensidades de los potenciales delta, surge un

ordenamiento en la relación de amplitudes, de manera que a medida que se incrementa el nivel

de desorden en el sistema, la distribución de valores de u tiende hacia un estado preferencial

caracterizado por |u| = 1, que implica a su vez la igualdad de los módulos de las amplitudes de
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Figura 4.3: Diagramas de dispersión de los valores de la parte imaginaria, ui, y parte real, ur,

para una cadena de longitud correspondiente a L/a = 400 y diferentes niveles de desorden: (a)

W=0,01, (b) W=0,20, (c) W=0,40, (d) W=0,60, (e) W=0,80, (f) W=0,90.
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Figura 4.4: Probabilidad, p(|u|), en función del módulo del cociente de amplitudes, |u|, para una

cadena de potenciales correspondiente a L/a = 400 y para diferentes niveles de desorden: (a)

W=0,01, (b) W=0,20, (c) W=0,40, (d) W=0,60, (e) W=0,80, (f) W=0,90.
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las ondas incidente y reflejada. Justamente esta tendencia al ordenamiento en la relación de am-

plitudes se refleja en la eventual reducción hacia un valor lı́mite tanto de la entropı́a de Shannon

como en el incremento y saturación del desequilibrio que se observaron en la figura 4.2.

La medida estadı́stica de complejidad que se observa en la figura 4.5-(a) muestra el aumento

de C, conforme se incrementa el desorden quı́mico en la cadena, hasta un valor de saturación

C ≈ 1, 104 que resulta aproximadamente independiente de la longitud de la cadena y que se

alcanza para W ≈ 0, 60. El comportamiento observado en el presente estudio resulta compatible

con lo previsto para los lı́mites de los valores de la medida de complejidad que establece un

mı́nimo C = 1 y un máximo que en principio puede ser cualquier valor [34].
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Figura 4.5: (a) Complejidad, C, y (b) flujo electrónico normalizado, J , en función del nivel de

desorden, W , para cadenas de diferente longitud (L/a = N ).

Por otro lado, como se puede observar en la figura 4.5-(b), el flujo electrónico normalizado

J(x) se reduce a medida que se incrementa el desorden quı́mico en el modelo de Kronig-Penney.

Tal reducción depende en cierta medida de la longitud de la cadena. Sin embargo, cabe men-

cionar que a partir de W ≈ 0, 60 el flujo electrónico es prácticamente despreciable, indicando

la inhibición del transporte electrónico en la cadena. Este comportamiento es compatible con el

ordenamiento en la relación de amplitudes u encontrado previamente al justificar la reducción de

la entropı́a del estado electrónico analizado, pues la igualdad de los módulos de las amplitudes

de las ondas incidente y reflejada que se evidencia en |u| = 1 conlleva, según la ecuación (3.12),
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a la anulación del flujo electrónico. Estudios análogos en sistemas con desorden quı́mico reali-

zados mediante otros métodos corroboran este efecto [37].

Resulta interesante observar que a medida que el desorden en el sistema aumenta, la me-

dida de complejidad alcanza un valor máximo de saturación y el flujo electrónico normalizado

se reduce hasta un nivel que resulta despreciable. Para los niveles de desorden estudiados en

el modelo, tal comportamiento ocurre a partir de un nivel de desorden W ≈ 0, 60. Esto per-

mite considerar a la medida estadı́stica de complejidad, C, como un indicador relevante en las

propiedades de transporte electrónico.



Capı́tulo 5

Conclusiones y perspectivas

La ciencia nunca resuelve un problema sin crear otros 10 más.

G.B.Shaw

Conclusiones

En el presente trabajo se realizó un estudio de la influencia del desorden quı́mico sobre la

complejidad electrónica en el modelo de Kronig-Penney. Los efectos del desorden quı́mico se

evaluaron mediante la entropı́a de Shannon, el desequilibrio, una medida estadı́stica de com-

plejidad y el flujo electrónico. La función de onda y la densidad de probabilidad electrónica se

obtuvieron mediante la metodologı́a de la matriz de transferencia.

La evaluación de los efectos del desorden quı́mico sobre el estado electrónico asociado al

centro de la banda 3 indican que, aunque la inclusión de desorden en un sistema corresponde

en general a un aumento de la entropı́a del sistema total, la inclusión de desorden quı́mico en el

subsistema de los electrones en el modelo de Kronig-Penney resultó en la disminución de la en-

tropı́a de Shannon y el aumento del desequilibrio del estado electrónico correspondiente. Ambos

comportamientos son consecuencia del ordenamiento en el módulo de la relación de amplitudes

de las ondas reflejada e incidente (|u|), tal como se evidenció en la tendencia de dicho módulo

hacia un valor preferencial (|u| = 1).

Por otro lado, la inclusión de desorden quı́mico en el modelo de Kronig-Penney para una lon-

gitud de cadena dada, resulta en una maximización de la medida de complejidad hasta un valor

de saturación que muestra una clara correspondencia con la la minimización del flujo electróni-

co, lo cual implica la inhibición del transporte electrónico para un desorden umbral W ≈ 0, 60,
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indicando asi que la medida de complejidad constituye un buen indicador de las propiedades de

transporte electrónico.

A diferencia de lo reportado para el caso del desorden estructural [41] donde el desorden

incluido en el sistema produce la ampliación de los intervalos de energı́as permitidos (a conse-

cuencia de la aparición de estados permitidos adicionales en las zonas inicialmente prohibidas),

la inclusión de desorden quı́mico conlleva a la reducción de los intervalos de estados inicialmen-

te permitidos del caso periódico (sin desorden, W = 0). Tal reducción en el conjunto de estados

permitidos es consecuencia de la longitud de la cadena (i.e de la cantidad de potenciales disper-

sores) y del nivel de desorden. Esto implica que tanto la longitud de la cadena como el nivel de

desorden afectan el espectro de energı́as permitidas generando la reducción de las bandas y por

consiguiente el aumento de los gaps.

Perspectivas

A continuación se comentan algunas de las posibles extensiones del presente estudio que

pueden ser considerados en trabajos posteriores.

Debido a las limitaciones técnicas que presenta el proceso de miniaturización (aproximación

top-down), la nanoelectrónica está considerando el uso de nanoestructuras biológicas como el

ADN para ser utilizados en nanocircuitos, donde dicha molécula desempeñarı́a el papel de alam-

bre conector. Justamente, debido a la alternancia aleatoria de los nucleótidos y a la regularidad

en sus espaciamientos, el ADN constituye una estructura natural con desorden quı́mico cuyas

propiedades conductoras pueden evaluarse siguiendo la metodologı́a utilizada en el presente tra-

bajo y asi profundizar en el estudio de las propiedades de transporte electrónico en tales sistemas.

Otra posible extensión del presente estudio, es realizar la evaluación de los efectos combina-

dos de la inclusión de desorden estructural (que se puede incorporar mediante la variación alea-

toria en las distancias entre potenciales) y desorden quı́mico sobre las propiedades del transporte

electrónico en el modelo de Kronig-Penney, caracterizando los mismos mediante el coeficiente

de transmisión, el flujo electrónico, y la medida estadı́stica de complejidad.



Apéndice A

Conservación de la corriente de

probabilidad

Debido a la importancia que tiene la corriente de probabilidad en el presente trabajo, pa-

saremos a detallar las condiciones que hacen posible su conservación. Para ello se parte de la

ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (ESDT) tomando en cuenta el caso donde el

potencial depende únicamente de la posición, es decir V (x, t) = V (x).

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = − ~

2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) + V (x)Ψ(x, t) (A.1)

Multiplicando la ecuación (A.1) por Ψ∗ e integrando en el intervalo (xa, xb) obtenemos:

i~

∫ xb

xa

Ψ∗
∂Ψ

∂t
dx = − ~

2

2m

∫ xb

xa

Ψ∗
∂2Ψ

∂x2
dx+

∫ xb

xa

Ψ∗VΨdx (A.2)

Tomando el complejo conjugado de la ESDT:

− i~
∂

∂t
Ψ∗(x, t) = − ~

2

2m

∂2

∂x2
Ψ∗(x, t) + V (x)∗Ψ∗(x, t) (A.3)

Multiplicando la ecuación (A.3) por Ψ e integrando en (xa, xb):

− i~

∫ xb

xa

Ψ
∂Ψ∗

∂t
dx = − ~

2

2m

∫ xb

xa

Ψ
∂2Ψ∗

∂x2
dx+

∫ xb

xa

ΨV ∗Ψ∗dx (A.4)

Restando la ecuación (A.4) de (A.2) se obtiene:

i~

∫ xb

xa

[

Ψ∗
∂Ψ

∂t
+Ψ

∂Ψ∗

∂t

]

dx = − ~
2

2m

∫ xb

xa

[

Ψ∗
∂2Ψ

∂x2
−Ψ

∂2Ψ∗

∂x2

]

dx+

∫ xb

xa

[

Ψ∗VΨ−ΨV ∗Ψ∗

]

dx

(A.5)
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Se puede verificar que se cumplen las siguientes identidades:

Ψ
∂Ψ∗

∂t
+Ψ∗

∂Ψ

∂t
=

∂

∂t
[Ψ∗Ψ] (A.6)

Ψ
∂2Ψ∗

∂x2
−Ψ∗

∂2Ψ

∂x2
=

∂

∂x

[

Ψ
∂Ψ∗

∂x
−Ψ∗

∂Ψ

∂x

]

=
2m

~i

∂

∂x
j(x) (A.7)

con la corriente de probabilidad, j(x), definida como:

j(x) ≡ ~i

2m

[

Ψ
∂Ψ∗

∂x
−Ψ∗

∂Ψ

∂x

]

(A.8)

Reemplazando las identidades en la ecuación (A.5):

i~

∫ xb

xa

[

∂[Ψ∗Ψ]

∂t

]

dx = − ~
2

2m

∫ xb

xa

[

− 2m

~i

∂

∂x
j(x)

]

dx+

∫ xb

xa

[

Ψ∗VΨ−ΨV ∗Ψ∗

]

dx (A.9)

Esta expresión es equivalente a:

∂

∂t

∫ xb

xa

[Ψ∗Ψ]dx = −[j(xb)− j(xa)] +
1

i~

∫ xb

xa

[

Ψ∗VΨ−ΨV ∗Ψ∗

]

dx (A.10)

En esta última ecuación, el término de la izquierda nos indica la razón de cambio (respecto al

tiempo) de la probabilidad o equivalentemente de la carga en la región (xa, xb). Este cambio se

debe al flujo de partı́culas que ingresa y sale de la región (primer término de la derecha) y/o de la

creación y aniquilación de partı́culas en dicha región (segundo término de la derecha). Justamente

los potenciales de tipo complejo están asociados a la absorción o ganancia de partı́culas. Puesto

que únicamente consideramos potenciales reales tenemos que V (x) = V ∗(x), lo cual anula el

último término de la ecuación (A.10).

∂

∂t

∫ xb

xa

[Ψ∗Ψ]dx = −[j(xb)− j(xa)] (A.11)

Para el caso en que busquemos soluciones de tipo estacionario se sabe que la densidad de

probabilidad es independiente del tiempo y por consiguiente el primer término se hace cero.

Finalmente y para las condiciones antes indicadas se obtiene la conservación de la corriente de

probabilidad:

j(xa) = j(xb) (A.12)



Apéndice B

Propiedades de la matriz de transferencia

Como se indicó en la sección 3.2, los elementos de la matriz de transferencia tienen res-

tricciones como consecuencia de una propiedad matemática y otra fı́sica. En este apartado se

brindará detalles de tales restricciones.

Invarianza por reversibilidad temporal

Partimos de la ESDT, que viene expresada como:

− ~
2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) + V (x, t)Ψ(x, t) = i~

∂

∂t
Ψ(x, t) (B.1)

Considerando que el potencial V (x, t) esta definido en el intervalo a < x < b y es constante (e.g.

nulo) fuera del mismo, es posible expresar la eigenfunción como:

ψ(x) =











Ae+ikx +Be−ikx x < a

αf(x) + βg(x) a < x < b

Ce+ikx +De−ikx b < x

(B.2)

El MMT plantea que existe una matriz M que relaciona las amplitudes de las ondas planas de las

regiones adyacentes al potencial, que expresado en forma matricial viene dado por:

(

C

D

)

=

(

M11 M12

M21 M22

)(

A

B

)

(B.3)

Si tomamos el complejo conjugado de la ecuación (B.1) y hacemos el cambio t→ −t, obtenemos

lo siguiente:

− ~
2

2m

∂2

∂x2
Ψ∗(x,−t) + V (x,−t)Ψ∗(x,−t) = i~

∂

∂t
Ψ∗(x,−t) (B.4)
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Puesto que la forma de la ecuación obtenida (ecuación (B.4) es invariante respecto a la ex-

presión original (ecuación (B.1)), concluimos que si Ψ(x, t) es solución, entonces Ψ∗(x,−t) es

también solución. En este último caso tendremos:

ψ∗(x) =











A∗e−ikx +B∗e+ikx x < a

α∗f(x)∗ + β∗g(x)∗ a < x < b

C∗e−ikx +D∗e+ikx b < x

(B.5)

Nótese que la dirección inicial de propagación de las ondas planas asociadas se han invertido

(e.g. A → B∗). Tomando en cuenta la nueva forma de la solución (relación (B.5) y la matriz M

podemos establecer la siguiente relación:

(

D∗

C∗

)

=

(

M11 M12

M21 M22

)(

B∗

A∗

)

(B.6)

Comparando las ecuaciones (B.3) y (B.6) deducimos la primera restricción para los elementos de

M:

M11 =M∗

22 , M21 =M∗

12 (B.7)

Conservación de la corriente de probabilidad

En sistemas 1D la corriente de probabilidad j(x, t) está definida tal que la densidad de pro-

babilidad, (Pab), cumple que:

dPab
dt

= j(a, t)− j(b, t) (B.8)

Tomando en cuenta que trataremos únicamente con potenciales reales y dependientes única-

mente de la posición, observamos que Pab es independiente del tiempo. Por lo tanto se cumple la

conservación de j(x, t), con lo cual tendremos que jx<a = jx>b, es decir:

|A|2 − |B|2 = |C|2 − |D|2 (B.9)

Utilizando la ecuación anterior, junto con las relaciones (B.7) y (B.9), se demuestra que:

det(M) = 1 (B.10)
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Matriz de transferencia local del modelo de

sólido 1D con desorden quı́mico

El análisis del intervalo (j − 1)a < x < ja parte de la consideración de las siguientes

funciones de onda y sus respectivas derivadas:

ψj(x) = Ãje
+ikx + B̃je

−ikx → ψj−1(x) = Ãj−1e
+ikx + B̃j−1e

−ikx (C.1)

ψj−1(x) = Ãj−1e
+ikx + B̃j−1e

−ikx → dψj−1

dx
= ikÃj−1e

+ikx − ikB̃j−1e
−ikx (C.2)

Las condiciones de frontera en x = ja requieren considerar tanto la continuidad de la

función de onda como la discontinuidad de su primera deriva, es decir:

ψj−1(x) = ψj(x)
dψj

dx
− dψj−1

dx
= 2Ωjψj(x)

(C.3)

Reemplazando las relaciones (C.1), (C.2) y (C.3), resulta:

Ãj−1e
+ikxj + B̃j−1e

−ikxj = Ãje
+ikxj + B̃je

−ikxj

(ikÃje
+ikxj − ikB̃je

−ikxj)− (ikÃj−1e
+ikxj − ikB̃j−1e

−ikxj) = 2Ωj(Ãje
+ikxj + B̃je

−ikxj)

La factorización de las amplitudes conduce a:

Ãje
+ikxj + B̃je

−ikxj = Ãj−1e
+ikxj + B̃j−1e

−ikxj

Ãje
+ikxj(ik − 2Ωj) + B̃je

−ikxj(−ik − 2Ωj) = ikÃj−1e
+ikxj − ikB̃j−1e

−ikxj
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Definiendo: Aj = Ãje
+ikxj , Bj = B̃je

−ikxj y ∆j = xj − xj−1, se obtiene:

Aj +Bj = Aj−1e
+ik∆j +Bj−1e

−ik∆j

Aj(ik − 2Ωj) + Bj(−ik − 2Ωj) = ikAj−1e
+ik∆j − ikBj−1e

−ik∆j

que se pueden expresar en forma matricial como:

(

1 1

ik − 2Ωj −ik − 2Ωj

)(

Aj

Bj

)

=
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1 1

ik −ik

)(

e+ik∆j 0

0 e−ik∆j

)(

Aj−1

Bj−1

)

Además:

(
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1 1
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)−1(

1 1

ik −ik
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)

es decir:
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1
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entonces:

(

Aj
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(

1− i
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k

i
Ωj

k
1 + i

Ωj

k

)(

e+ik∆j 0

0 e−ik∆j

)(

Aj−1

Bj−1

)

Tomando en consideración que ∆j = a y realizando el producto de matrices, finalmente se

obtiene:

(

Aj

Bj

)

=

(

(1− i
Ωj

k
)e+ika −iΩj

k
e−ika

i
Ωj

k
e+ika (1 + i
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k
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)

(C.4)



Bibliografı́a

[1] Fisher, R.A. (1925). Theory of statistical estimation. Mathematical Procee-

dings of the Cambridge Philosophical Society, 22, 700-725.

[2] Shannon, C.E. and Weaver, W. (1949) The Mathematical Theory of Commu-

nication, Urbana, EUA: University of Illinois Press.

[3] Jaynes, E.T. (1957). Information theory and statistical mechanics. Physical

Review, 106, 620-631.

[4] Lopez-Rosa, S., Manzano, D., and Dehesa, J.S. (2009). Complexity of d-

dimensional hydrogenic systems in position and momentum spaces. Physica

A, 388, 3273-3281.

[5] Sen, K.D. (2011). Statistical Complexity: Applications in Electronic Structure,

London, UK: Springer.

[6] Cover, T.M. and Thomas, J.A. (1991) Elements of Information Theory, New

York, EUA: John Wiley & Sons.

[7] Lempel, A. and Ziv, J. (1976). On the complexity of finite sequences. IEEE

Transactions on Information Theory, 22, 75-81.

[8] Lloyd, S. and Pagels, H. (1988). Complexity as thermodynamic depth. Annals

of Physics, 188, 186-213.

[9] Grassberger, P. (1986). Toward a quantitative theory of self-generated com-

plexity. International Journal of Theoretical Physics, 25, 907-938.
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[19] Sañudo, J. and López-Ruiz, R. (2012). Calculation of statistical entropic mea-

sures in a model of solids. Physics Letters A, 376, 2288-2291.

[20] Kronig, R. de L., and Penney, W.G. (1930). Quantum Mechanics of Electrons

in Crystal Lattices. Proceedings of the Royal Society A, 130, 499-513.

[21] Ashcroft, N.W. and Mermin, N.D. (1976). Solid State Physics. New York,

EUA: Saunders College.

[22] Hennig, D., Tsironis, G.P., Molina, M.I., and Gabriel, H. (1994). A nonlinear

quasiperiodic Kronig-Penney model. Physics Letters A, 190, 259-263.
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