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Eloszo

Egy felnott ember szdmara természetes dolog nap, mint nap dontéseket
hozni, bizva a dontés helyességében. Azonban vannak olyan dontési problé-
mak, melyek méretiik, komplexitasuk, bonyolult szempontrendszeriik, vagy
mas tulajdonsaguk miatt, nagyon pontosan elokészitett és indokolhatd dontési
eljarast igényelnek. A cél megfogalmazasatol, a végsé dontésig mindennek
indokolhaténak és atlathatonak kell lennie. A kilonféle médszerek egyik
kritikus pontja az emberi kovetkezetlenség, melynek okai lehetnek példaul
a megfelel6 szaktudas hidanya, vagy a szubjektiv adatok jelenléte. Ezt a
nem kivant tulajdonsdgot nevezik inkonzisztencidnak. Altaldban a valds
problémaknal létezik valamilyen foka inkonzisztencia, tehat ezt kizarni,

semmisnek tekinteni nem lehet.

A disszertacié célja az, hogy jellemezze a paros Osszehasonlitds matrixok-
ban fellépo inkonzisztenciat, és definidljon lehetséges inkonzisztencia csok-
kent6 eljarasokat. A bemutatott mddszerek lehetOséget teremtenek a "hiba
helyének" meghatarozasara, ami a dontéshozoval valé konzultaciot kovetden

lehetové teszi a javitast.

A sziikséges vizsgalatokhoz elengedhetetlen volt olyan adatbazisok létreho-
zasa, amelyek az eddig széles korben elfogadott generdlt véletlen matrixokkal
szemben valédi matrixokat tartalmaznak. A kutatdshoz Osszegytijtottem és
felhasznaltam a 2. fejezetben leirt valédi problémakbol szarmazé matrixokat,
amelyek ramutatnak a véletlen generalt és a val6di matrixok kozotti eltérésre.
Az eredmények hatasara egyértelmiivé valt, hogy az inkonzisztencia tovabbi
vizsgalatat kontrollalt kisérleti koriilmények kozott kitoltott matrixokon sziik-

séges elvégezni.



Az értekezés felépitése

Az 1. fejezetben bemutatasra keriilnek a tobbszempontt dontési problé-
mak és a megoldasukhoz hasznalt, paros 6sszehasonlitasok modszere. Mivel a
dolgozat nagy mértékben épit a valodi esetekre, ezért itt egy publikdlt valos
probléma is szerepel szemléltetés céljabol.

A disszertacio 2. fejezete tartalmazza a tapasztalati paros Osszehasonlitas
matrixokbdl felépiilé minta Osszegytijtésének menetét, illetve altalanos tulaj-
donsagait (példaul az dsszehasonlitési elemek eloszlasa).

A 3. fejezet a Budapesti Corvinus Egyetem hallgatoival végzett kisérleten
alapszik és ramutat, hogy milyen tényezdk befolyasoljak a paros 6sszehason-
litds matrix inkonzisztencidjanak szintjét.

A 4. fejezetben bemutatasra keriil kétféle megkozelités az 1-3 elem megval-
toztatasaval konzisztenssé alakithaté matrixok vizsgalatara. Az elsd eljaras
egy vegyes 0-1 linearis programozasi feladat, amelynek optimalis megoldasa
megadja a moédositandod elemek szamat. A masodik megoldasnal grafelméleti
alapon keriil jellemzésre az 1-3 elemmel konzisztenssé alakithatd matrix.

A konzisztenssé alakithaté matrixok mellett fontos szerepet kapnak az in-
konzisztencia szempontjabdl elfogadhatd matrixok, amelyeknek részletes vizs-
gélata az 5. fejezetben olvashato.

A 6. fejezet a stlyozdsi mddszerek szamara eléirt rangsor megtartasi (COP)

feltétel szitkségességét vizsgalja.

Koszonetnyilvanitas

Koszonetemet szeretném kifejezni témavezetomnek, Temesi Joézsefnek,
aki rendkiviil sokat tett kutatasom iranyanak meghatarozasaval és folya-
matos tamogatasaval. Koszonettel tartozom Rapcsak Tamasnak, amiért az
egyetemi éveim alatt felkeltette érdeklédésemet a téma irant és batoritott a

tudoméanyos munka elkezdésében.

Halas vagyok Bozoéki Sandornak, Dezs6 Lindénak, Filop Janosnak
és Pekka Korhonennek a kozos kutatémunkaért, valamint a benyujtott
cikkek elkészitésében nyujtott segitségért. Nagyon hasznos észrevételeket és

tanacsokat kaptam Farkas Andrastél, Kéri Gerzsontol, Solymosi Tamastol,



amelyek szintén hozzajarultak az értekezés szinvonaldanak noveléséhez.

Nagyon koszonom feleségemnek a mérhetetlen tiirelmet és tamogatast, ami

lehetOséget teremtett a kutatashoz.






1. fejezet

Kutatasi teriillet bemutatasa

A disszertacio ezen részében a vizsgalati eredmények megértéséhez elenged-
hetetlen fogalmakat vezetem be. Eldszor a tobbszempontt dontési feladatokat

ismertetem roviden, majd az ezek megoldasara szolgaldé modszertant.

1.1. Tobbszempontili dontési modellek

A tébbszempontt dontési feladat célja véges sok alternativa véges sok
szempont szerinti rangsorolasa, esetenként elegendo6 az Osszességében legjobb
alternativa kivalasztdasa. A megoldéas soran sziikség van a szempontok fontos-
sdganak szamszerisitésére (sulyozdsdra) és az alternativik pontozasara (ér-
tékelésére) minden egyes szempont szerint. Csoportos dontési szituaciokban
felmeriilhet még a dontéshozokhoz rendelt szavazderdk megaddsa is.

A dontési modelleket felépito alapegységek a kovetkezok: cél, alternativak,

szempontok.

e A célban jelenik meg az az allapot, amit a dontéshozok el szeretnének
érni, példaul az alternativak rangsorolasa, a legjobb alternativa kiva-

lasztasa.

e Az alternativak halmazat az adott dontési helyzetben relevans va-
lasztasi lehet6ségek alkotjak. Ezek lehetnek példaul mobil és immobil

eszkozok, lehetdségek, megvalositando tervek stb.

e A szempontok az alternativak kilonféle objektiv, illetve szubjektiv

tulajdonsagainak részhalmaza. Az alternativdkat ezen tulajdonsdgok
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figyelembevételével hasonlitjuk ossze. Gyakran az attekinthetoség ér-
dekében szempontfaba rendezetten jelennek meg. Minél komplexebb a
probléma, annal tobb szempont megadésa sziikséges, amivel természe-

tesen a feladat mérete és bonyolultsaga is né.

A megfogalmazott tobbszemponti dontési problémék megoldasara szamos
modszer létezik, azonban kizardlag a paros 6sszehasonlitasokra éptilé modszer-
osztalyt mutatom be részletesen, mivel a disszertacié kézponti témaja ehhez

kapcsolodik.

1.2. Paros osszehasonlitas

A paros Osszehasonlitds a személyes preferencidkat titkr6zo, két objektum
viszonyat leird értékelés, ezért a tobbszemponti dontési modellek megoldasa

soran a paros Osszehasonlitasok modszere alkalmazhaté mind
e a szempontok sulyozasara,
e az egyes szempontok szerinti alternativak értékelésére,

e illetve csoportos dontéseknél a dontéshozdkhoz rendelt szavazoerck meg-

adasdandl is.

A felsorolt harom lépésnél a dontéshozok az alabbi tipusi kérdésekkel szembe-
siilnek: ,, Két szempontot Osszehasonlitva melyik a fontosabb és az hanyszor
fontosabb?  Egy adott szempont szerint két alternativat Osszehasonlitva
melyik a jobb és az hanyszor jobb? Egy adott szempont szerinti pontozasban
hanyszor akkora stllyal vegyiik figyelembe az egyik dontéshozd véleményét,

mint a masikét?”

A paros Osszehasonlitasok soran az értékelésekhez hasznalt skdla modszeren-

ként valtozhat:
e ordindlis (rangsor)
e hanyados

Az ordindlis skdla hasznalata esetén kizardlag a szempont szerinti rangsor ér-

tékek, paronkénti 0sszehasonlitasnal a jobb objektum megadéasa sziikséges.

12



A paros Osszehasonlitas korai alkalmazasai, amelyek kozel 230 éve alakul-
tak ki, szintén ordindlis értékelésen alapulnak. Elséként Jean-Charles Borda
1781-ben megjelent [3] publikdciéjaban illetve, kortarsa Marquis de Condor-
cet 1785-0s [16] irasaban jelenik meg a paronkénti 6sszehasonlitds, a szavazasi
feladatok megoldasara. Ismert, hogy a két moddszer nem mindig szolgaltat
azonos eredményt.

A péaros 6sszehasonlitds modszertananak nagy elénye, hogy a konnyen el-
végezhetod paronkénti osszehasonlitasokra épil, igy minden alkalommal csak
két alternativat sziikséges az adott szempont szerint 6sszemérnie a dontésho-
zonak/ szakembernek és nem sziikséges globédlis preferencidkkal rendelkeznie
a teljes alternativa halmazon. Hatranya is éppen ebbdl fakad, mivel megfelel
szaktudds, tapasztalat hianyaban, illetve figyelmetlenség esetén a paronkénti
értékeket nézve mar ordinalis értékeléseknél is jelentosen sériilhet a tranziti-

vitas, akar korbeverés is lehetséges.

1.1. Definicié Legyen i, j,k € {1,...n}, ahol n az dsszehasonlitando elemek

szama, és vezessik be a kovetkezd preferencia reldciot :
A > B, ha ”A jobb, mint B”.
A korbeverésrél akkor beszélink, ha A;, A;, Ay alternativikra
A - Ay = Ay és Ap = A;.

Dontéselméleti szempontbdl 1éteznek olyan problémak, ahol elfogadhato a
korbeverés az alternativak kozott, azonban példaul mérnoki és orvosi esetek-
ben ez elfogadhatatlan.

Hdnyados skdla alkalmazasandl a paronkénti preferencia iranyan tul, a két
objektum értékelésbeli kiilonbségének relativ mértékérdl is informaciot kell
szolgaltatni. Ezeket az egyes Osszehasonlitdsokat matrixba rendezve kaphaté
meg az adott szempont szerinti alternativakra vonatkozé paros 6sszehasonlités

matrix.

1.2.1. Paros Osszehasonlitas matrix

Ezek a specialis pozitiv reciprok méatrixok az 6sszehasonlitandé objektu-

mok paronkénti osszehasonlitasaibél épithetok fel és dltalanos alakjuk:

13



1 a192 a3 ... QA

1/&12 1 923 ... Qop
A = 1/a13 1/&23 1 ..o Qazp | € Rﬁxn,
1/a1n 1/a2n 1/a3n 1

ahol a;; megmutatja, hogy a i-edik objektum hanyszor fonto-
sabb/jobb/nagyobb a j-ediknél egy adott szempont szerint. Més szdval
az a;; a dontéshozo i és j alternativak paros oOsszehasonlitasabol kapott
értékelése a megadott szempont szerint. A Osszehasonlitasokhoz hasznalatos
skalarol megoszlanak a vélemények, vannak, akik csak 5 — illetve 1/5 — maxi-
malis értékeket engednek meg [27], ezzel szemben az AHP médszertanban [38]
az a;; € {1/9,1/8,...,1,2,...,9} hanyados skala értékeket lehet haszndlni.

Az értékek jelentése ennél a skdlanal az 1.1. tablazatban olvashato.

egyforman fontos / elényos
mérsékelten fontosabb / elényosebb
sokkal fontosabb / elényosebb
nagyon sokkal fontosabb / el6nyosebb
9 rendkiviili mértékben fontosabb / elényosebb
2,4,6,8 | koztes értékek is felhasznalhatok

~J Ot W

1.1. tablazat. Az AHP hanyados skéla egész értékei

Az a;; paros Osszehasonlitasi értékekbél felépitett A matrix a kovetkezo

fontos tulajdonsagokkal rendelkezik:

Q5 = 1/CLJ’Z‘, V’L,j =1...n (12)

Az (1.1) szerint minden objektumnak az énmagaval valé 6sszehasonlitasa tri-
vidlis modon 1-et ad, tehdt a f64tl6 minden eleme 1. Az (1.2) tulajdonséig
kimondja, hogy ha az i-edik objektum tulajdonsaganak értéke a,j-szer akko-

ra, mint a j-ediké, akkor a j-ediké 1/a;;-szerese i értékének.
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1.2. Definicié Az A pdros dsszehasonlitdis mdtrix konzisztens, ha teljesiti

az
Qify = QijQjk (1.3)

tranzitivitdsi feltételt minden i, 5,k = 1,2,...,n esetén.

A doktori értekezés egyik kozponti fogalma, az inkonzisztencia éppen ennek

a tulajdonsagnak a hianyat jelenti.

1.3. Definicié Az A pdros dsszehasonlitds matriz inkonzisztens , ha létezik

legalabb egy i,j,k € (1...n),i # j # k indezhdrmas, amelyre
ik 7 Qi (1.4)

teljestil.

Tehat az inkonzisztenciat az 1.2. definiciébdl kiindulva tagadassal értel-
mezhetjik, vagyis amelyik matrix nem konzisztens, az inkonzisztens. A leg-
kedvez6bb természetesen az lenne, ha ilyen nem fordulna eld, azonban az
életben a dontéshozék nagyon ritkan tudnak tranzitiv paros osszehasonlitasi
értékeket megadni, amit az Osszegylijtott tapasztalati paros osszehasonlités

matrixokbol all6 minta is alatamaszt (2. fejezet).

1.3. Inkonzisztencia mérése

A valés élet dontési feladatainal a paros Osszehasonlitds matrixok ritkan
konzisztensek. A dontési folyamat eredménye szempontjabdél sem mindegy
azonban, hogy a dontéshozok altal megadott Osszehasonlitasok milyen mér-
tékben allnak 6sszhangban, vagy éppen ellentmondasban egymassal. Ezért a
paros Osszehasonlitas matrixokat hasznalé moédszereknél kiemelked6 szerepe
van a inkonzisztencia mérésének. Sajndlatos médon azonban ezt a nehezen
megfoghatd jelenséget egyelére matematikai eszkozokkel is csak tagadassal

lehet megadni.

Az 1.2. definiciéban ismertetett médon azokat a paros dsszehasonlitds mat-

rixokat, amelyekben minden 7, j, k € {1,...n} esetén teljesiil a
Aif = QiQAjk, Vi,j, k=1...n (15)
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tranzitivitasi feltételt konzisztensnek nevezziik.
Az (1.5) tulajdonsag hidnydban inkonzisztens matrixokrél beszéliink, ahol
felmeriil az inkonzisztencia mérésének a kérdése.

Ha az inkonzisztencia index értéke 0 akkor a matrix konzisztens, ha pozitiv
akkor az a paros Osszehasonlitas matrix inkonzisztencidjara utal. A gyakor-
latban hasznalt inkonzisztencia indexek folytonosak is, igy az indexek pozitiv
értéke tobbé-kevésbé azt is jelzi, hogy az inkonzisztens matrix mennyire tér el
egy konzisztenstol.

Mivel a valédi helyzetekben kapott, tapasztalati paros Osszehasonlités
matrixok esetén a konzisztencia nehezen biztosithatd, bizonyos szintl in-
konzisztenciat altaldban még elfogadnak a dontéshozok. Gyakorlatilag ez
azt jelenti, hogy egy adott inkonzisztencia indexhez létezik egy elfogadasi
szint. Egy A matrixot csak akkor tartanak meg tovabbi felhasznélas céljabdl,
ha a matrix inkonzisztenciaja az elfogadasi szint ald esik, illetve til magas
inkonzisztencia esetén elvetik a matrixot, vagy ujbdl elvégeztetik a sziikséges

paros Osszehasonlitasokat.

1.3.1. Saaty-féle inkonzisztencia index (C'R)

A Saaty [38] altal javasolt inkonzisztencia mérészam azon alapszik, hogy
a paros Osszehasonlitds maximélis sajatértéke (Anax) legaldbb akkora, mint a
méatrix dimenzidja (n), tovabba pontosan akkor teljesiil az egyenléség, ha a
matrix konzisztens. Az alapotletet, miszerint minél messzebb van a maximaélis
sajatérték a matrix méretétol, anndal inkonzisztensebbnek tekinthetd a matrix,

az aldbbi modon lehet formalizalni:

Amax — 1

cl, = 1 (1.6)

tehat C'I,, egy pozitiv linearis transzformaltja \..-nak, és az emlitett A\ >
n egyenl6tlenség miatt CI, > 0. A CI, értékét azonban 6nmagaban nem
lehet kezelni, hiszen nincs mihez viszonyitani, nem lehet megmondani, hogy
mely érték szamit nagynak és mely kicsinek. Az inkonzisztencia mérésének
eredeti célja szerint ez annak felel meg, hogy mikor lehet elfogadhatatlannak
vagy elfogadhaténak tekinteni a matrixot. Saaty — azota szamos alkalommal

kritizalt — javaslata szerint jo viszonyitasi alap a generalt véletlen n X n-es
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péaros Osszehasonlitds méatrixok (elemeit az 1/9,1/8,1/7,...,1/2,1,2,...,8,9,
aranyskalardl egyenld valésziniiséggel védlasztva) dtlagos C1,, értéke, jeldlje
RI,. Ekkor egy konkrét, dontéshozé altal kitoltott paros osszehasonlitas mat-
rix C'R inkonzisztencidja a CR,, = %Z arannyal definialt és az elfogadhatdsag
feltételeként a 10%-os szabalyként ismert C'R,, < 0.1 egyenlStlenség adhato.
A 10%-o0s szabdllyal kapcsolatos kritikdk egy részére valaszol a [48] cikk, illet-
ve a kisebb méretli matrixokra vonatkoz6 modositéas [39]. Fontos megjegyezni,
hogy az inkonzisztencia mérésére szamos tovabbi javaslat adhaté [12], azon-
ban az elfogadhatdsagi kiiszobérték megadasa a legtobb mdodszernél még nem

tortént meg.

CR kritikaja:

e globalis: az inkonzisztencia érték a teljes matrixra jellemzd, igy nem

mutat ra a probléma helyére,

e dimenzio fliggd: a méret novekedésével a véletlen generalt matrixok ko-
ziill egyre kevesebb esik az elfogaddsi tartomanyba. Bozokindl [4] 107
generalt véletlen matrixbol 7 dimenzi6 f6lott nem taldlhaté C'R szem-

pontbdl elfogadhato.

e a 10%-os kritikus érték meghatarozasa is kérdéseket vet fel: a szamito-
gépes kisérletek mennyiben fedik a valésagot, illetve az emberi sajatos-

sagokat?

e nincs mogottes tartalom: az értéke csupan egy szam, ami 10% és alatt

a jo, egyébként nem.

Példa

Tekintsiik az egyik valés problémahoz tartozé matrixot:

1 9 1
/3 1 9 [9] 1/3
A=11/9 1/9 1 1 1/9
1/5 1/9 1 1 1/7

1 3 9 7 1
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Az Ay, Ay, A, alternativakat osszehasonlitd paros 6sszehasonlitasi értékek
nem tranzitivek, tehat a madtrix inkonzisztens. A CR index 7.11% értéket
mutat, ami még elfogadhato. Masfelol az inkonzisztencia elég nagy a 3% 9 =
27 > 5 relacié tekintetében.

1.3.2. Koczkodaj inkonzisztencia index (C'M)

A CR-t tekintve tobbletjelentést hordozé mutaté megalkotasdhoz vissza
kellett térni az alapokhoz. Az 1.2. definiciobdl lathatd, hogy paros 6sszehason-
litasi érték harmasokra koveteljiik meg a tranzitivitast konzisztencia esetén.
Ez az oka, hogy a teljes paros Osszehasonlitds matrixokat 3-3 objektumot

Osszemér6é matrixokra lehet bontani, majd igy vizsgalni az Gsszefliggéseket.

1.4. Definicié A I' € R tridd olyan pdros dsszehasonlitds mdtrix, ame-
lyik az A € R"™™, n > 3 objektum dsszehasonlitasabol feléptilé mdtriz része.
Tetszoleges harom kiilonbozo dsszehasonlitott elem kivdlasztdsdval megalkot-
hato egy triad, melynek elemei az A — ban megadottal eqyeznek meg. Tehdt,
minden (i, j, k) indexhdrmas (1 <1i < j < k <n) mellett a

1 Qi (0733
Pi,j,k = 1/aij 1 Ajk (1-7)
1/aik 1/a]k 1

/7”7

tridd, ahol a fodtloban szerepld egyesek sorra a;;, ajj, agp €s minden
aij, @i, ajx € A A fentickbél adédéan egy A € R mitriznak (}) triddja

van.

Koczkodaj cikkében [27] az inkonzisztencia index bevezetésével ebbdl az
1j iranybol kozeliti meg a kérdést: a 3 x 3-as esetben a matrixokat egy dontési
vektorral jellemzi és a konzisztens matrixok dontési vektoraitol vett legkisebb
relativ eltérésként értelmezi az inkonzisztenciat. A dontési vektor a dontés-
hozok altal paros Osszehasonlitdas révén meghatarozott — a, b, ¢ — elemekbdl
all,

1 a b
Asys=|1/a 1 c|=abdeR3.
1/b 1/c 1
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Az A € R*3 maétrixoknal az 1.2. definicié 1.3 tranzitivitds egyenletébdl
kovetkezik, hogy a konzisztens matrixok szdama harom és a hozzajuk tartozéd

dontési vektorok,
{%bc}, la ac ], {abﬂ.

Ez alapjan a C M, mint a legkdzelebbitdl vett relativ eltérés :

1 b 1

1 b
M(Agys) = min(=|a — 2|, = |b — ac|, ~|c —
CM(Azx3) mln(a|a C| b|b ac| C|c

"

). (1.8)

1.5. Definicié (Altaldnos CM formula) Az A € R™™, n > 3 esetre vald ki-
terjesztéskor, az inkonzisztencidt az A mazimdlis CM értéki triadja jellemzi,

vagyis a kovetkezd formula irja le:

COM(Apsn) = max {CM(Tijp), i k=1...n, i#£j#k}.  (19)
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Triadokra épiilé index el6nyei
e ramutat a probléma helyére — pontosabban mindig a legnagyobbra

e az értéke jelentést hordoz — relativ eltérés a legkozelebbi konzisztens
triadtol, lasd az 1.2. tablazat. A tabldzatban a I'y; példa tridd szerepel
és azok a tagok, aminek minimumaként megkaphat6 az inkonzisztencia
index, tehat a CM(T',;) = min(CM,, CM,, CM.) egyenléség hatarozza

meg.

El6tte azonban a példa matrixnak kiemelném egy triadjat, specidlisan azt,

amelyik megfelel6 szemlélteto eszkoz lesz a méroszamoknal:
Cl Al A2 A3 A4 A5

A1 3 3 [ A A A

Ay 1/5 1 1/5 1/5 |17 Ay 105
Apl— :>Fpl:

A; 1/3 5 1 1 1/3 A, 1/5 1 17

Ay 1/3 5 1 1 1/3 As 1/3 7 1

As 1/3 7 3 3 1

A T, triddban lathatéan nem teljesiil az (1.3) tranzitivitasi feltétel, vagyis

nem konzisztens, amint azt a a;3 = 3 > % = a12a93 relacio is mutatja.

A Ay A
| 1 3 CM, = 1|21 — 5] = 3.2

A |1/5 1 17
As|1/3 7 1

‘Al Ay Az Al Ay As
A1 5 3 4|1 5
A |15 1 1/T Ayl 1/5 1 17
As |13 7 1 A3 1/3 7

Iy

CM, = 3|3 —5/7] = 0.7619

A Ay Ay
A1 5 3
A |1/5 1 [3/5
Ay (1/3 7 1

CM, =1/7|7—5/3| = 0.7619

1.2. tdblazat. C'M inkonzisztencia index értelmezése

A T, esetében a képletbe valé behelyettesités utan a CM =0.7619.

Egyszerti szamitédssal ellenorizhetd, hogy a maximélis C'M -el rendelkez6

20



tridad éppen a I'y;, tehdt a CM(A,) = CM(T,) = 0.7619. Ez a CM érték
Ugy szamithat6, hogy a tridd jelolt 3-as elemét 5/7-re kell médositani,
ami 16/7-del val6 csokkentés révén érheté el. Ekkor a relativ valtozas

CM () = 2% = 0.7619.

1.4. Tobbszemponti dontési probléma megol-
dasa

A péros 6sszehasonlitds matrixokat hasznalé modszerek megoldasanal a
dontéshozé az egyes szempontok szerint paronként értékeli a kivalasztott al-
ternativakat, igy minden szempontnal felépitheto egy paros Osszehasonlitéds
matrix. A paros Osszehasonlitds matrixbdl ki lehet szamitani a teljes alter-
nativa halmazra vonatkozd fontossagi értékeket, tehat azt a wq, wo, ..., w,

pozitiv szamokbdl all6 silyvektort, amelyre teljestil
> w; =1 (1.10)

A szakirodalomban szamos moédszer létezik egy A paros osszehasonlitas mat-
rixbol torténd sulyvektor meghatarozasara. Az egyik legelterjedtebb eljaras
az 1.4.1. fejezetben bemutatott AHP altal hasznalt sajatvektor modszer [38].
A széles korben hasznalt sulyozasi eljarasok kozé sorolhaté a szingularis érték
felbontéds [22], a célprogramozas [13], illetve az tgynevezett tavolsdg mini-
malizdl6 modszerek, mint a silyozott [15], logaritmikus [18] és dltalanos [15]
legkisebb négyzetek elve. A stlyozasi modszerekrdl jo attekintést ad Bozoki
[4] Ph.D. értekezése.

A kilonféle modszerek konzisztens matrixoknal azonos sulyvektort adnak
eredménytl, mig azokban az esetekben amikor fellép az inkonzisztencia, a

szamitott fontossagi értékek eltérdek.

1.4.1. Analytic Hierarchy Process (AHP)

A Saaty altal 1980-ban [38] ismertetett paros Osszehasonlitasokra épiilé
eljaras, amely az 1.1. részben megfogalmazott tobbszemponti dontési problé-
mak megoldasara szolgal. A szempontokat a konnyebb kezelhetdség és atte-

kinthetdség érdekében szempontfaba rendezi, ahol a szempontok tobb szinten,
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hierarchikusan helyezkednek el. Kozvetlentl a cél alatt talalhatok a fdszem-
pontok, alattuk az alszempontok, majd az alternativak. Egy adott ag legal-
s6 szintjén elhelyezked6 szempontot /alszempontot szokas levélszempontnak is
nevezni. A levélszempontok nem feltétleniil keriilnek a szempontfa azonos

szintjeire, mint ahogy az 1.1. abra is mutatja.

_ cél
0.szint

1.szint
Fészempontok

2.szint | | | | | | | |

4 szint | | | Levé | | Levé | | |

Alszempontok

5. szint
Alternativak © O © ©
1.1. a&bra. AHP - Szempontfa

A szempontok stlyozasa és az alternativak szempont szerinti értékeléseinek
kiszamitasa egyarant a paros Osszehasonlitas modszerével torténik. A paros
osszehasonlitds részben leirtak szerint, értékelésre az {1/9,1/8,...,1,2,...,9}

hanyados skalat hasznélja.

Az AHP médszertant az elmult években nagyon széles korben hasznaltak a
legkiilonfélébb tobbszemponti dontési problémak megoldasara, amelyek koziil
egyet, az egyszerlibb attekinthetoség érdekében a kovetkezdkben részletesen

ismertetek.

Hong-Kong-i felhékarcolé épitése

A European Journal of Operational Research (EJOR) folyéiratban
megjelent cikk [46] egy felhOkarcolé épitési munkélatait megel6z6 dontési
folyamatrdl szamol be, melynek célja a 40 emeletes épitmény épitési mod-

janak kivdlasztdsa. Az 1600 m?-es alapteriilet és a 120 méteres magassig
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mutatja a beruhazas nagysagat. Pontosan ilyen esetekben elengedhetetlen,
hogy a dontések atlathatok és lehetoség szerint megkérdéjelezhetetlenek
legyenek. A megbizott kivitelezék, épitészek stb.  csoportja alkotja a
dontéshozo szakembereket, ahol természetesen mindenki a sajat szakteriiletén
rendelkezik dontési jogkorrel. Az épitési munkélatokért felelos dontéshozok
és a szakemberek kozosen megjeloltek 8 jelentés szempontot, amik kozott
talalhatok egymasnak ellentmondék is, mint példaul mindség «+— koltség.
Az alternativak kivalasztasa soran 5 lehetséges épitési modot jeloltek meg.
A fent leirtakat strukturalt formaban, szempontfaba rendezve az 1.2. abran
jelenitettem meg.

A dontési modell felallitdsa utan a megfelel6 médszertan kivalasztasa és a
modell megoldasa kovetkezett. A felirt dontési problémat tovabb nehezitik a

szubjektiv szempontok, mint példaul az épitési ido.

A varhato6 épitési id6 megbecsléséhez figyelembe kell venni tobb kiilso té-

nyezot példaul:
e kornyezet — idéjaras, talaj, szél sth

e beszallito — megfelel¢ idében jon-e minden.

/////

sokkal, mert rendelkezik szakmai tapasztalattal. Ez a felbecsiilhetetlen tobb-
let informacié sziikséges a cél eléréséhez, vagyis a megfelel6 épitési mod ki-
valasztasahoz. Ilyen jellegi adatok kinyerésére alkalmas eszkoz az AHP és a

paros Osszehasonlitas matrixok médszere.

Alternativak
Aq: acél szerkezet
As: megerositett beton, fa allvannyal
As: megerositett beton, 'proprietary’ allvannyal
Ay: elore gyartott betonelemekbdl épiil6 homlokzat

As: beton mag merevitve

Szempontok

23



C: épitési ido Cs: eréforras
Cs: koltség Cg: minGség
C5: projekt komplexitasa Cy: épitési szempontok

C}: biztonsag Cg: piaci szempontok

Toronyhaz épitésének maodja

C G, G5 Cy Cs Ce G, Cs

1.2. dbra. Szempontfa a toronyhaz épités modjanak kivalasztasahoz
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Tekintsiik a koltség szemponthoz — Cy — tartozd paros 6sszehasonlitas mat-

rixot a példa matrixnak és jelolje A,;:

Cz Al Ag Ag A4 A5

A1 [5] 3 3 [3]

A, 1/5 1 1/5 1/5 |1/7

Ay =
Ay 1/3 5 1 1 1/3
A 1/3 5 1 1 1/3
Ay 1/3 7 3 3 1

Az (1,2) elem azt fejezi ki, hogy az A; alternativa 5-szor jobb a koltsé-
gek terén, mint az A;. Egyértelmi kovetkezmény, hogy az A alternativa
6tod olyan jo, mint az A;. A maétrix konzisztencidjat egyetlen intranzitiv
Osszehasonlitds harmas megtaldlasaval el lehet vetni. Az A, példa matrixban
ilyenek tobbek kozott az Ay, A,, As alternativakat egymaéssal osszehasonlitd

értékelések, mivel:
1. Ay 5-szor jobb, mint As, és
2. A; 3-szor jobb, mint As, de

3. Ay T-szer rosszabb, mint A5, mikozben az (1), (2) pontok kovetkezménye

kellene, hogy legyen az, hogy Ay 3/5-sz6r rosszabb, mint az As.

Ez pontosan a tranzitivitas megsértését jelenti, ezért az 2. definici6 szerint ez
a matrix nem konzisztens, vagyis inkonzisztens. A dontési feladathoz tartozo
tovabbi nyolc matrixnal szintén fellép inkonzisztencia. Ennek ellenére az ezek-
bol a matrixokbdl szamitott értékeket felhasznaltak, mert az AHP-hez tartozo

C'R inkonzisztencia mutaté még elfogadhaté inkonzisztencia szintet jelzett.
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2. fejezet

Tapasztalati paros

osszehasonlitas matrixok

Az értekezés ezen részében ratérek a tapasztalati paros osszehasonlitas
matrixok vizsgdlatara.  Valés alkalmazasok soran felmeriilé nehézségek
kezelésére tapasztalati titon létrehozott matrixok analizédlasa nem volt eddig
jellemz6 az irodalomban. Leginkdbb véletleniil generalt matrixok hasznalata
terjedt el a konnyli és gyors eldallitds miatt. Az ilyen mintakban azon-
ban pusztan matematikai tulajdonsagokat lehet keresni, illetve felfedezni.
Barmely dontéshozo akarva, akaratlanul is képez a rendszerben némi inkon-
zisztenciat. Pontosan ennek megismerése a célom.

Nagyon fontos a tapasztalatisag a vizsgalat szempontjabol, ezért tapasztalati
matrixok egy mintajat hozom létre, ami mindenki szaméra elérheté lesz az

interneten, igy tovabbi ilyen kérdések megvalaszolasahoz adhat segitséget.

2.1. Minta gytujtése

A tobbszemponti dontési problémakbdl Osszegylijtott 153 tapasztalati
paros Osszehasonlitas matrix alkotja a mintat. Ezeknek pontos forrasa
megtaldlhaté korabbi dolgozatomban [33]. A gy(ijtd munka nagy része az
interneten tortént, az egyetemrodl elérheté tudomanyos adatbazisokban ,mint
példaul a ScienceDirect, SpringerLink, EISZ, illetve az internetes keresok
csatorndin keresztil az AHP 'case study” kulcsszéval. Tobb mint szaz cikk

attanulmanyozasa és néhany internetes link utdn kaptam meg azt a 23
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feladatot, amiben az itt vizsgalt matrixok szerepeltek.

Tarolas és azonositas

A maétrixok Osszegyiijtését kovette a digitalizdlas, amikor a cikkekben ko-
z0lt a tapasztalati paros 0sszehasonlitas matrixokat, eloszor egy tablazatkeze-
16be irtam be, majd innen a MATLAB szoftverbe tltettem at. A MATLAB
tobb matrix egymas-utani ciklus alapt vizsgalatat egy 3 dimenziés tombbel
sikeriilt megoldani. Ez egy rétegekbdl allé M (i, j, k) méatrix , amelynek min-
den rétege egy éaltaldnos A(i, j) matrix. Tehat a 23-as matrix (2, 5)-s elemét
az M(2,5,23) helyen taroltam el. Az M matrix minden rétegének azonos di-
menzioju kellett, hogy legyen, ezért a legnagyobb matrixnél kisebb méretiieket
0-val toltottem fel. A kutatas folyaman sziikségessé valt a kiillonféle ismérvek
szerint szlirt és csoportokba rendezett matrixok egyértelmii azonositas, ezért
minden rétegben egy tjabb sor kertilt bevezetésre, ami cikk és matrix azono-
sitot is tartalmazott. A 23. matrix, amely a 4. cikkben szerepelt a kovetkezo
alakban tarolodott:

1 1/3 1/5 0 0 0

3 1 1/2 0 0

5 2 1 0 0
Ag=]0 0 0 0

0

0 4

00 0 0 -3 23

Pontositas

A tényleges vizsgalatokat megel6zte egy pontositasi fazis, mely lényegében
abbol allt, hogy a matrixokat teljesen reciprokka alakitottam. Ezt abban
az esetben lehetett végrehajtani, ha adott (i,j) esetén A(i, ) vagy féatléra
szimmetrikus reciprok parja A(j,i) egész volt, hiszen ellenkezd esetben nem
tudhatd, hogy a dontéshozo milyen értéket adott eredetileg. A segédprogram

futasa soran kidertlt, hogy

e volt néhany matrix, amelyek nem pontos értékekkel lettek digitalizalva,
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e cgy cikkben voltak 0 matrix elemek [29]. A kérdéses helyeken mindig
csak 1 alatti értékek hidanyoztak, mivel a reciprok értékek egészek voltak,
ezért ide is az egész dontési értékek reciprokai kertiltek. Az altalam ki-
szamitott fontossagi vektorok megegyeztek a cikkben publikalttal, ezért

az igy modositott matrixot bennhagytam a mintaban.

A 153 tapasztalati paros osszehasonlitdas matrix kozil végiil 6sszesen 16
métrixot eliminaltam: elséként 8 db A € R?**? métrixot, mert 2 dimenzi-
6ban csak egy paros Osszehasonlitasi értéket kell meghatarozni és ekkor az
inkonzisztencia kizarhaté. Ezt kévetéen tjabb 8 matrix bizonyult a dolgo-
zat szempontjabol irrelevansnak, mert ezek 5 dontéshozo geometriai kozéppel
aggregalt matrixai és igy se A(i,7), se f6atlora szimmetrikus reciprok parja
A(7,1) nem volt egész, vagyis a fent leirt javitasi eljarast nem lehetett végre-
hajtani.

Az aldbbi eredményeket 137 tapasztalati paros Osszehasonlitas matrixbol
all6 mintabol kaptam, ahol minden matrix kielégiti az (1.1)-(1.2) tulajdonsé-

gokat.

2.2. Altalanos tulajdonsigok

2.2.1. A hanyados skala elemeinek eloszlasa

Els6ként a matrixokban a Saaty altal javasolt héanyados skala
1/9,1/8,...,1,...,9 elemeinek gyakorisagat szamoltam ki.

A 2.1 dbrabdl lathatd, hogy az elemek eloszlasa nem egyenletes. A doén-
téshozok az 1, 3, 5, 7, 9 értékeket gyakrabban hasznaltdk, mint a tobbit. A

« /ey

egyforman fontos / elényos
mérsékelten fontosabb / elényosebb
sokkal fontosabb / elényosebb
nagyon sokkal fontosabb / el6nytsebb
9 rendkiviili mértékben fontosabb / elényosebb
2,4,6,8 | koztes értékek is felhasznalhatok

~ Ot W

2.1. tablazat. Az AHP hanyados skala egész elemeinek meghatarozasa

Lathaté a 2.1. tablazatban, hogy nem minden egész skala értékhez tartozik

széban vagy irasban magyarazat, hanem csak a paratlanokhoz. A maradék
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2.1. dbra. A 137 tapasztalati paros 0sszehasonlitasi matrixban az egész elemek
eloszlasa

paros szamok csak egyiittesen lettek értelmezve, mint koztes értékek. Ossze-
vetve a kiugré elemek és a pontosan megfogalmazott skala értékek csoportjat,
lathato az egyezés.

Gass és Standard [23] 384 tapasztalati Osszehasonlitds matrixot vizsgélt
meg és hasonld eredményt kaptak. A 2.2 abra 6sszehasonlité hisztogramjarol
leolvashatd, hogy mind a két mintdban megtalalhaté a fent kifejtett értékelési

probléma.

2.2.2. Matrix sorainak, illetve oszlopainak fiiggetlensége

A péros Osszehasonlitasokra vonatkozo aranyskala elemeinek eloszlasa
utan a matrix oszlopait, illetve sorait figyeltem meg. A 137 matrix koziil
43-nak volt legalabb 2 azonos sora, illetve ebbdl kévetkezben 2 azonos
oszlopa, ami 37%-os ardnyt jelent. A teljes rangi matrixok ! szdma 82 volt.
Konzisztensnek bizonyult 16, azonban itt volt 10 atfedés a "legalabb 2 sora
azonos" matrixokkal. A fenti szamokat Osszegezve 43 + 82 4+ 6 = 131, tehat
csak 6 matrix nem lett kivalasztva. Azonos lépéseket kovetve, a CR < 0.1
esetben a legaldbb 2 azonos sorral/oszloppal rendelkezé matrixok szama 37,
a teljes ranguaké 41, mig a konzisztensek természetesen itt is 16-an voltak 10
atfedéssel. Lathatd, hogy most minddssze 5 matrixot nem valasztottunk ki.

Az eredményeket a 2.3 dbra szemlélteti.

I Teljes rangt egy métrix, ha rangja megegyezik a dimenziéjival.
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2.2. abra. Paros o6sszehasonlitasi értékek empirikus eloszlasanak 6sszehasonli-
tasa Gass és Standard eredményével

Teljes minta Rész minta
CR<0.1 OLegalabb 2
sora/oszlopa
4% 6% megegyezik
B Csak

31% konzisztens

42%

OTeljes rangu

45%
61% 4% Egyéb

7%

2.3. dbra. Matrixok sorainak/oszlopainak vizsgalata







3. fejezet

Inkonzisztencia szintjét

befolyasol6é tényezok

3.1. Kutatasi célok

A disszertacio kovetkezo fejezete egy tudoméanyos kisérleten alapszik,
amelynek célja a paros 0sszehasonlitas matrix tulajdonsagainak feltarasa. Ko-
rabban mar szamos kutatas érvelt a nagyszami, jol dokumentalt, ellenérzott
koriilmények kozott eléallitott matrixok mellett, azonban csak néhany cikk, il-
letve kutatéasi eredmény latott napvilagot ebben a témaban. Ezek koziil fontos
kiemelni a 2.2.1 fejezetben mar bemutatott Gass és Standard [23] szerz6paros
kutatasat, amely ramutatott a véletlen generalt matrixok és a valods, tapaszta-
lati matrixok kozotti 1ényeges kiilonbségekre. Racz Anett és Racz Tibor Istvan
[35] kontrollalt koriilmények kozott elvégzett, empirikus kisérletben vizsgélta

a dontéshozot éré kiilso és belso ingerek hatasat az inkonzisztenciara.

A kutatas {6 célja volt, hogy feltarja a tapasztalati paros Osszehasonlitas
matrixok karakterisztikajat és az inkonzisztencidaval valé kapcsolatat. A
vizsgalat kiterjedt a matrixok kitoltése soran tapasztalt inkonzisztencia
elemzésére, igy indirekt médon a nem teljesen kitoltott paros dsszehasonlitéds
matrixokra is. A nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitas matrixok hasz-
nalata akkor kap fontos szerepet, ha a kérdezési folyamat megszakad és nincs
lehetOség a befejezésére, illetve ha egy-egy matrixelem hianyzik és pétlasukra
mar nincs lehet6ség. Tobb kutatas is sziiletett ebben a témaban, példaul Har-
ker [24], valamint a Bozdki, Fulop és Rényai [9] szerz6harmas cikkei. A nem

teljesen kitoltott paros osszehasonlitas matrix optimalis kitoltése és inkonzisz-
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tencidjanak kiszamitésa relevans a kovetkezd téma bemutatasa soran. Fontos
kutatasi kérdés, hogy lehet-e nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitas mat-

rixot hasznalni az dsszehasonlitando elemek szamanak csokkentése érdekében.

A kisérlet lebonyolitasat és a kutatémunkat Temesi Jozsef témavezetém-
mel, Bozéki Sandorral, illetve Dezsé Lindaval kozosen végeztik. A kapott
eredményeket az Annals of Operations Research-ben [5] publikdltuk és a meg-
jelenés 6ta 8 darab cikkben hivatkoztak ra [P2.1] — [P2.8]. Sajat hozzajarula-

som a kozos kutatashoz,

e a 454 darab paros 6sszehasonlitas matrix elemeinek és azok sorrendjének

rogzitése olyan strukturalt formaba, amely minél szélesebb elemzéseket
tesz lehetévé (MATLAB és SPSS formatum),

a digitalizalt adathalmaz tisztitasa, elirasok kisziirése,

e a szamitasokhoz sziikséges programok elkészitése, tesztelése, illetve a

bemutatott eredmények kiszamitasa,

a statisztikai elemzések tervezésében, elkészitésében és az eredmények

kiértékelésében meghatarozé szerep (Dezsé Linddval kozosen),

a kitoltési folyamat soran megfigyelhetd rangsorvaltozasok vizsgalatara

szolgal6 rangsor matrix definidldsa, kivitelezése és elemezése.

3.2. Kisérlet felépitése

A kisérlet a Budapesti Corvinus Egyetem 227 hallgatojanak bevonasaval
zajlott, akiknek az atlagos életkor 22 év volt. A didkok kozott 39%-a férfi és
61%-a né volt, ez az ardany megfelel a Corvinus egyetem teljes hallgat6inél

tapasztalt aranynak.

Minden kisérlet az egyetem termeiben zajlott, az eléaddval tortént
elézetes egyeztetést kovetGen. A kisérlet soran az eléaddé bemutatta a
kisérletvezetoket és kiemelte, hogy a részvétel onkéntes alapon torténik, igy
barmikor megszakithat6. Fontos kiemelni, hogy a kisérletsorozat soran senki

sem utasitotta el a részvételt.
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A résztvevok a kisérlet soran egyedi azonositéval és hitelesité pecséttel
ellatott flizetet kaptak. A fiizet minden lapja egy-egy péaros Osszehasonlitdst
tartalmazott, amelyben nem lehetett visszalapozni, azaz eltérni az elére
rogzitett sorrendtdl. Az elsé oldalon egy gyakorld példa szerepelt, amely
attekintése utdan a résztvevd didkok kérdéseket tehettek fel a feladattal
kapcsolatban. Ha valaki befejezte a kitoltést, akkor az ismertetett szabalyok
szerint meg kellett varni, amig mindenki mas is elkésziil. A kisérletsorozatban

valé kozremiikodés egy résztvevo szamara atlagosan 25 percet vett igénybe.

A teszt kialakitasa és a kisérleti kortilmények a kovetkezo négy, inkonzisz-

tenciara hato tényez6 vizsgalata koré épiiltek:
e probléma tipusa (szubjektiv, objektiv),
e paros Osszehasonlitas matrix mérete (4 x 4, 6 x 6, 8 x 8),
e kérdezési sorrend (szekvencialis, véletlen, Ross),
e kitoltési folyamat (nem teljes kitoltés) elemzése.

Probléma tipusa

Annak érdekében, hogy a probléma tipusanak hatasat vizsgalni lehessen,
két, eltérd tulajdonsagu osszehasonlitasi elemeket tartalmazo csoport kertilt
kialakitasra: szubjektiv és objektiv.

Az objektivnek tekintett feladatban a résztvevoknek egy fiktiv vaktérképen,
kitaldlt orszagok teriiletét kellett Osszehasonlitaniuk. Az Osszehasonlitds
els6 1épéseként a kiosztott flizetben két orszdg koziil a didkok megjelolték
a nagyobb teriilettel rendelkezé orszagot, majd ezutan numerikus skalan
értékelték a becsiilt eltérés mértékét. A szubjektiv feladatnak tekintett
alternativak vizsgalata szintén a fent leirt kétlépcesés modszerrel tortént,
annyi kiilonbséggel, hogy itt nyaralok paronkénti 0sszehasonlitasa volt a cél.
Tehat a résztvevoknek két darab, egy szubjektiv és egy objektiv paros
Osszehasonlitas sorozatot készitettek el, vagyis indirekt moédon két matrixot
toltottek ki. Az elvégzends feladatok sorrendje véletlenszertien valtozott

minden csoportnal.

Matrizmeéret

A kisérlet soran vizsgalt masodik tényezd a métrix mérete, amelynél a 4,
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6 és 8 alternativat Osszehasonlitdé matrixokat vizsgaltam. Az Osszehason-
litand6 elemek szaménak novekedésével a dontéshozd szamara sziikséges
Osszehasonlitasok szama is exponencialisan n6, igy tobb idot és energiat
igényel azok elvégzése, amely feltételezésiink szerint indirekt médon noveli az

inkonzisztenciat

Kérdezési sorrend

A kérdezési sorrend, a paros Osszehasonlitas matrix elemeinek el6re meg-
hatarozott sorrendben torténd kitoltését jelenti. A kisérletben felallitott
hipotézisek teszteléséhez kutatocsoportunk harom kiillonbozd kitoltési sor-
rendet alkalmazott. Az elsé kérdezési sorrend a szekvencidlis (sor-folytonos)
kitoltés, ahol az adott szubjektiv vagy objektiv alternativakat szekvencidlis
sorrendben hasonlitunk Ossze. A masodik esetben egy korabban generalt
véletlen sorrendben tortént a kitoltés. Az utolsé kitoltési eljaras a Ross [36]
altal 1934-ben publikalt szabdaly, amely teljesiti az optimalis kiegyensulyozott
Osszehasonlitasok két feltételét. Ez a szabaly egyfelol maximalizélja egy
elem ismételt Osszehasonlitasainak tavolsagat, masfel6l minden elem a lehet6
legkiegyenstlyozottabban szerepel az Osszehasonlitasok elsé és mésodik
felében is.

A bevezetett kérdezési, kitoltési sorrendek altal a 6 x 6 esetben egyméashoz
rendelt 6sszehasonlitandé péarokat mutatja a 3.1. tdbldzat. Osszevetve a
Ross-féle és a szekvencialis kitoltést, lathato, hogy a szekvencialis szabélyt
kovetve az 1. elem szerepel az els6 5 darab ¢sszehasonlitdsban és minden alka-

lommal az els6 helyen, amig Ross-nal teljesiil az optimalis kiegyensilyozottsag.

Sorszdm . . 2 5
Kitéltés 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15.
szekvencialis A-B|A-C|A-D|A-E|AF |B-C|B-D|B-E|BF|CD|CE|CF|D-E| D-F | E-F
véletlen A-F | B-E|A-C | F-E|CD|BD|BF|AE|CE|AD|ED|C-F|B-C|A-D]|B-A
Ross A-B|F-D|EA|CB|EF|AC|BD|F-A|DC|EB|AD|C-E]|B-F|D-E | C-F

3.1. tablazat. A kitoltési sorrendek szemléltetése

A bemutatott 3 tényezd alapjan, a kisérlet felépitése 18-féle (az egyes
alcsoportok alapjan 2(tipus)x 3(méret)x3(kitoltési sorrend) ) eltéré karak-
terisztikdju paros Osszehasonlitas matrixcsoport vizsgalatat tette lehetové.
Osszesen 9 alkalommal végeztiink kisérletet, egyenként atlagosan 25 résztve-
vovel, ahol mindenki egy objektiv és egy szubjektiv tipusu feladatot kapott.

A kisérletsorozat végére Osszesen 454 darab teljesen kitoltott paros osszeha-
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sonlitds matrix sziletett. A kapott matrixokbol all6 adatbazis felépitését

a 3.2. tablazat mutatja.

objektiv szubjektiv | teljes

Méret 230 224 454

4 x4 68 69 137

6 x 6 80 7 157

8 x 8 82 78 160
Kitoltési sorrend | 230 224 | 454 |

szekvencialis 75 75 150

véletlen 7 74 151

Ross 78 75 153

3.2. tablazat. A kisérletsorozatban résztvevd hallgatdk szama az egyes szem-
pontok és matrix méretek szerint

A péaros 6sszehasonlitdas matrixok ellenérzését kovetéen 9 darab matrixrél
egyértelmiien kideriilt, hogy hibas vagy hidanyzé Osszehasonlitdsokat tartal-
mazott. Ezek a matrixok a tovabbi elemzésekbe nem keriiltek be, igy 445

paros Osszehasonlitas matrix képezte az elemzés alapjat.

3.3. Eredmények

3.3.1. Inkonzisztencia elemzése teljes kitoltés mellett

A tapasztalati paros 6sszehasonlitds matrixok csak nagyon ritkan teljesitik
a konzisztencia feltételt, azonban a megfelel eredmény (stlyvektor, prefe-
rencia) szamitasahoz elengedhetetlen, hogy a paros Osszehasonlitds matrix
inkonzisztencidja elfogadhaté legyen. Az eredmények robosztussagéanak vizs-
gélata érdekében az 1.3.1 részben bemutatott Saaty-féle C'R, illetve az 1.3.2

fejezetben targyalt Kockodaj-féle C'M inkonzisztencia indexeket alkalmaztam.

Szubjektivitas hatdsa
Az els6 felallitott hipotézis arra vonatkozik, hogy az inkonzisztencia szintje
fiigg a dontési probléma jellegétol. A kezdeti feltevéstink szerint a szubjektiv

értékelések esetében magasabb az inkonzisztencia, mint a hasonlé méretii
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objektivebbnek tekintheté elemeknél (alternativaknal). Jelen kisérletben a
nyaralék (szubjektiv) osszehasonlitdsdnal magasabb C'R és C'M inkonzisz-

tencia varhatd, mint az objektivnek tekinthetd térképeknél.

A varakozasokat teljes mértékben alatamasztjak a 3.3. tablazatban lathato
CR és a 3.4. tablazatban bemutatott C'M eredmények, amelyeknél min-

den egyes mez06 értéke 22-27 matrix atlagos inkonzisztenciaja alapjan adodott.

nyaralé térkép
4x4 6x6 8x8|4x4 6x6 8x8
szekvencialis | 8,10 10,75 12,46 | 0,67 0,81 1,31

véletlen 10,38 947 1310 0,78 086 2,51
Ross 8,75 10,63 1331[ 0,70 094 1,73
| Osszes | 906 10,28 1296 || 0,71 087 186 |

3.3. tablazat. Teljesen kitoltott paros Osszehasonlitas matrixok atlagos C'R
inkonzisztencidja %-ban mérve

A 3.3. tablazatban lathaté, hogy a szubjektiv feladat (nyaraldk) esetében
a C'R index &tlagos értéke a Saaty-féle index 10%-s kiiszobérték kornyékén
szorodott, ezzel szemben az objektiv probléméanal (orszagok tertiletének
osszevetése) 1% kortli atlagos C'R inkonzisztencia szint volt jellemz6. Ezt a
jelentos eltérést tamasztja ala az egyes matrixok inkonzisztencidjanak értékeit
szemléltetd 3.1 abra is.
Tehat a C'R index a varakozasnak megfeleloen adott méret és kitoltési
sorrend esetén szignifikinsan magasabb inkonzisztenciat mutat a nyaralok
Osszehasonlitdsanal, mint a térképes feladatnal, amit a Mann-Whitney U
teszt [30] is alatamaszt (tesztstatisztika értéke 2285, 00, p < 0,001).

Az objektiv és szubjektiv feladatoknal az inkonzisztencia szinteknek a ki-
toltés soran tapasztalt dinamikéja is eltérd, amit a teljesen kitoltott és az egy
hidnyz6 elemii 4 x 4-es, 6 x 6-0s és 8 X 8-as matrixok vizsgalataval kapott
3.1 abra is szemléltet. A nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitas méatri-
xok inkonzisztenciajanak, illetve egyéb tulajdonsiagainak részletes vizsgalatat
a 3.3.3 fejezet tartalmazza.

A Koczkodaj-féle CM indexnél a Saaty-féle indexhez hasonlé eredményt
kaptunk, amelyet a 3.4. tablazat szemléltet. A CM-nél csak néhany,
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C'R inkonzisztencidja, méret és kitoltési sorrend szerint megbontva
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nagyon specidlis esetben [28] beszélhetiink elfogadott kritikus kiiszobértékrol,

azonban a CM 1.5. definicidja alapjan ismert, hogy a mutaté névekedése az

inkonzisztencia emelkedését jelenti.

nyaralo térkép
4x4 6x6 8x8|4x4 6x6 8x8
szekvencialis | 0,62 0,79 0,87 0,29 0,45 0,54
véletlen 0,68 0,77 086 || 0,31 046 0,57
Ross 0,60 082 090 || 0,28 046 0,58
| Osszes | 063 0,79 088 ] 029 046 0,56 |

3.4. tablazat. Teljesen kitoltott paros sszehasonlitas matrixok atlagos C'M
inkonzisztenciaja

Matrizméret

A legtobb kutaté és gyakorlati szakember egyetért abban, hogy a paros
Osszehasonlitas matrix méretének novekedésével az inkonzisztencia szintje
is novekszik. Egyes kutatok szerint a ,magikus 7-s szabdly” ([31], [40])
kovetése az idealis megoldas. A szabdly értelmében a 7 x 7 dimenzional
nagyobb matrixok hasznédlata egyértelmiien az elfogadhato szint folé emeli
az inkonzisztenciat. FEnnek egyik egyszerii magyarazata, hogy az Osszeha-
sonlitdsok szamanak ilyen mértékii novekedése jelentos szellemi megterhelést
jelent a dontéshozénak, példaul egy 8 x 8 paros Osszehasonlitds méatrix
kitoltése Osszesen 28 Osszehasonlitds elvégzését igényli.  Azonban igaz,
hogy minden lépésben kizardlag két alternativa oOsszehasonlitasat végzi a
dontéshozo, azonban az Osszehasonlitando elemek noévelése exponencialisan
emeli az Osszehasonlitasok szamat és ezzel az egész folyamat idGigényesebbé
és kimeritébbé valik, ami csokkenti a teljesitményt.

A fenti érvelés vezetett a kovetkezd kutatasi kérdéshez: A matrix méretének
(6sszehasonlitandé elemek szaménak) novekedése magasabb inkonzisztenciat

okoz?

A korabban bemutatott 3.3 tablazatban is lathato, hogy a névekvo méret
hatasara a C'R inkonzisztencia emelkedik. Ezzel teljesen azonos képet kap-
tunk a C'M indexnél is, amelynek eredményeit a 3.4. tablazat foglalja Ossze.
A statisztikai Osszefliggés feltarasahoz a Logcgr index értékeire illesztettiink

linearis regressziot tipus, kitoltési sorrend és a méret valtozdk bevonasaval. A
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regresszié eredményébdl (3.5 tabldzat) leolvashat6, hogy a szubjektiv 6sszeha-
sonlitdsokndl (nyaraldk) szignifikdnsan magasabb a C'R index értéke, illetve a
méret novekedése szignifikdnsan magasabb C'R inkonzisztencia indexet ered-
ményez mind a két tipus esetében. A regresszids analizist elvégezve a C'M
indexre hasonl6 kovetkeztetéseket lehet levonni a 3.6. tablazatbol. Egyediili
eltérés, hogy a (tipus x méret) valtozo szignifikdns az egyenletben. Tehat a
C'M index esetén a méret novekedésével minden tipusnal szignifikansan nove-
kedik az inkonzisztencia, de a szubjektiv feladattipusok esetében a novekedés

kisebb mérték.

| | Becslés | Std error | Wald chi-sq (df) | P-érték |

tipus
térkép 0,00 n.a. n.a. n.a.
nyaralo 2,34 0,32 53,13 (1) 0,00
kitoltés
véletlen 0,00 n.a. n.a. n.a.
szekvencidlis | -0,02 0,1 0,05 (1) 0,83
Ross 0,04 0,10 0,15 (1) 0,70
méret 0,15 0,04 16,51 (1) 0,00
nyaralé x méret | 0,00 0,05 0,00 (1) 0,95

Teljes likelihood ardny x*(5) tesztstatisztika
értéke 477,01, p-érték< 0,001

3.5. tablazat. A logogr index linedris regresszids becslésének eredménye

| | Beeslés | Std error | Wald chi-sq (df) | P-érték |

tipus
térkép 0,00 n.a. n.a. n.a.
nyarald 1,06 0,11 85,09 (1) 0,00
kitoltés
véletlen 0,00 n.a. n.a. n.a.
szekvencialis | -0,01 0,04 0,03 (1) 0,86
Ross 0,01 0,04 0,04 (1) 0,84
méret 0,16 0,01 162,63 (1) 0,00
nyaralé x méret | -0,07 0,02 16,51 (1) 0,00

Teljes likelihood arany x?(5) tesztstatisztika
értéke 392,66 , p-érték< 0,001

3.6. tablazat. A logcys index linedris regresszios becslésének eredménye
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A kapott eredmények ismeretében a kovetkezo két allitas fogalmazhatd

meg.

3.1. Allitas Az inkonzisztencia szintje szignifikinsan magasabb a szubjektiv

feladatokndl, mint az objektiveknél.

3.2. Allitas Az dsszehasonlitandd elemek névekedése szignifikdnsan emeli pd-

ros osszehasonlitas matrizok inkonzisztencidjainak szintjét.

Kitoltési sorrend

A kutatas kezdetén alapvetd hipotézis volt, hogy a vizsgalt 3 eltérd kitoltési
sorrendben kitoltott paros osszehasonlitds métrixok inkonzisztencia szintjei
kilonbozni fognak. A kisérlet soran azonban kideriilt, hogy a gytjtott matri-
xokban nem volt tapasztalhato hatasa a kitoltési sorrendnek. Fzt tamasztjak
alda a CR-nél a 3.3. és 3.5., valamint C'M indexnél a 3.4. és 3.6. tablazatok

1S.

3.3. Allitas A kitéltési sorrendnek nincs szignifikins hatdsa a pdros ésszeha-

sonlitas mdtrix inkonzisztencidajara.

A kovetkezo részben kiterjesztjik vizsgalatunkat a paros Osszehasonlitas
matrix egyik alosztalyara, a nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitas mat-

rixokra.

3.3.2. Inkonzisztencia a kérdezési folyamat soran

A kisérlet gondos felépitése és az alkalmazott eszkozok révén rogzitésre
keriilt a kitoltési folyamat minden fazisa, amely lehetové tette, hogy figyelem-
mel kisérjiikk és elemezziik paros Osszehasonlitds matrixok tulajdonsigait a
kitoltés soran. A nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitas matrix fogalmat
elsoként Harker vezette be 1987-ben, amely szerint ide tartozik minden olyan
paros Osszehasonlitas méatrix, amelynek legalabb egy eleme hianyzik. Fontos
megjegyzés, hogy minden teljesen kitoltott paros oOsszehasonlitds matrix
valéjaban nem teljesen kitoltott paros oOsszehasonlitas matrix sorozatabol
épiil fel.

Bozoki, Filop és Koczkodaj [6] és [9] szerzék nevéhez flizédik a CM és CR
inkonzisztencia indexek, valamint a sajatérték modszer Kkiterjesztése nem

teljesen kitoltott paros 0sszehasonlitas matrixra.
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Legyen A egy nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitds matrix, ahol a

hidnyzo, illetve ismeretlen elemeket jelolje .

1/&12 1 923 e *
A= * 1/&23 1 ... Aa3zp
1/ay, * 1/az, ... 1
Jelolje x1,x9,...,24 > 0 az A felsé haromszog matrix hidnyzé méatrix
elemeit, illetve a 1/z1,1/x9,...,1/x4 jelolje ezen elemek reciprokat az alsd

haromszog matrixban, tovabba az ismert elemeket jeldlje a;;. Ekkor az

Ay, 2, ..., xq) matrix egy teljesen kitoltott paros Osszehasonlitds matrix
minden (z1,xs,...,2q) > 0 vektor esetén.
1 a12 T ... Ap
1/&12 1 23 oo Xg
A(Z’l,l'g,...,l’d): 1/.131 1/&23 1 oo Qzp |,
1ay, 1/zq 1/ag, ... 1

Tekintve a paros Osszehasonlitdas matrix C'R inkonzisztencia indexe
és a maximalis sajatvektorahoz tartozd \,,.. sajatértéke kozott fennalld
kapcsolatra, a nem teljesen kitoltott matrixokra megfogalmazott Sajatvektor
modszer a kovetkez6 sajatérték minimalizalo feladat optimélis megoldasaként

all el6

Amaz (X)) = min{ 00 (A(21, 29, . .., 2g)) |21, T2, . .. 24 > 0}. (3.1)

A CR index kiterjeszthet6 a nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitas mat-

rixokra is, alkalmazva az 1.3.1 részben bemutatott egyenletet

Amaz(X) —n

CRIAC)) = FE

(3.2)

A Koczkodaj-féle C'M index kiterjesztése C'R indexhez hasonlé médon torté-
nik

CM(A(X)) = min{CM(A(xy,z2,...,24))|71, 22, ...24 > 0}. (3.3)

43



A kisérlet felépitése lehetévé tette !, hogy utélag reprodukalhaté legyen a
kitoltés folyamata és ezzel parhuzamosan a kitoltés soran dinamikusan valtozo
inkonzisztencia. A dinamikusan valtoz6 inkonzisztencia elemzésére alkalmas
az egyes osztalyokba sorolt matrixok lépésenkénti atlagos inkonzisztencia
szintje. Ezt mutatjdk be a 3.7. és a 3.8. tablazatok. A tablazatok oszlopaiban
az ,elemek szama,, a matrixban mar megadott paros 0sszehasonlitas elemekre
utal, amig a sorok a kiilonb6zo kitoltési sorrendek szerinti bontast mutatjak.
A 6 x 6 matrixoknal az elemek szama a minimalisan sziikséges elemszamtol
(n — 1 =5) a teljes kitoltésig (@ = 15) terjed. A 3.7. és a 3.8. tdblazatok
a lépésenkénti atlagos inkonzisztenciat mutatjak be a nyaralds és a térképes
feladatoknal.

oy clemek szama |6 b ol gl g |10 |11 | 12 |13 | 14 | 15
kitoltés

szekvencialis 0,00 | 0,96 | 1,82 | 3,71 | 4,74 | 5,66 | 6,61 | 7,33 | 8,35 | 9.21 | 10,75
véletlen 0,00 | 1,38 | 2,77 | 3,49 | 4,42 | 4,97 | 6,25 | 6,91 | 8,17 | 8,19 | 9.47
Ross 0,00 | 1,37 | 2.5 | 3,84 | 4,93 | 5,45 | 6,27 | 7,24 | 7,85 | 9,52 | 10,63

3.7. tablazat. Nem teljesen kitoltott 6 x 6 paros Osszehasonlitas matrixok
atlagos C'R inkonzisztencidja, nyaralok osszehasonlitasanal

o demekszdma 5 ol o g | g [0 |1 |2 | 13| 14| 15
kitoltés

szekvencidlis 0,00 { 0,13 10,18 | 0,25 0,32 | 0,4 | 0,48 | 0,55 | 0,64 | 0,72 | 0,81
véletlen 0,00 | 0,06 | 0,11 | 0,2 | 04 | 0,5 |0,57]0,65|0,71|0,72| 0,8
Ross 0,00 | 0,07 | 0,14 | 0,23 | 0,31 | 0,37 | 0,51 | 0,69 | 0,73 | 0,83 | 0,88

3.8. tablazat. Nem teljesen kitoltott 6 x 6 paros oOsszehasonlitas matrixok
atlagos C'R inkonzisztencidja, orszagok teriiletének Osszehasonlitasanal

A tablazatokbdl leolvashatd, hogy mind a két tipusi probléméanal a CR
inkonzisztencia a kitoltés soran a 0-t6l linedrisan né egészen a teljesen kitol-
tott matrix inkonzisztencia szintjéig. Az inkonzisztencia statisztikai elemzése
érdekében linearis kevert modellt illesztettiink a kitoltés soran megérzott C'R
inkonzisztencia adatokra, amelynek outputjat a 3.9. tablazat tartalmazza. A
kevert regressziés modellben C'R inkonzisztencidat magyarazé szisztematikus
hatas az ismert matrix elemek szama, véletlen hatds a probléma tipusa, a
kitoltési sorrend, a méret valamint ezek kereszthatasai. A kevert modellbe

bevont véletlen hatdsok szignifikdnsak a x? tesztstatisztika ( x*(3) = 2895,

IMivel a kiosztott fiizetben nem volt lehet8ség visszalapozni, igy a matrixelemek kitol-
tésének sorrendjét elére rogziteni lehetett.
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p-érték< 0,001 ) alapjan.A 3.9. tédblazat alapjan elmondhaté, hogy a C'R
inkonzisztencia linedrisan né a kitoltés sordn ( a négyzetes valtozd a p-értéke
alapjan nem szignifikdns). A kitoltott elemek szaménak hatdsdra a CR
index értéke nagyobb mértékben emelkedik a nyarald tipusu feladatoknal,
azonban ez a hatas nem mutathaté ki sem a szekvencidlis kitoltés esetében,
sem a matrix méretének novekedésével. Az eredménybol az is kitlinik, hogy
az objektiv (térképek) Osszehasonlitasanal a véletlen sorrendhez magasabb
C'R inkonzisztencia szint tartozik. Ez a kitoltési hatds a nyaraloknal viszont
mar nem figyelheté meg. A matrix méretet tekintve, a regresszidos modellbol
kideriil, hogy a vartnak megfeleléen a nagyobb méret magasabb inkonzisz-
tenciaval jar. Ez a mérettel Osszefiiggd hatas azonban a nyaralok esetében

mar kisebb mértékben jelentkezik.

Statisztikai érték .

) i Becslés | Std hiba | T-érték (df) P-érték
Valtozé
Szisztematikus hatas
sorszém 0,02 0,00 | 10,23 (5463) 0,00
sorszém? 0,00 0,00 | 0,32 (5463) 0,75
Véletlen hatas
T=tipus

T(térkép) 000 | N/A N/A N/A

T(nyarald) 007 | 000 | 1563 (5463) 0,00
K=kitoltés

K(véletlen) 0,00 N/A N/A N/A

K(szekvencialis) -0,001 0,00 -2,71 (5463) 0,01

K(Ross) 001 | 000 | -512 (5463) 0,00
M=méret 0,01 0,00 | 7,04 (5163) 0,00
sorszam x T (nyarald) 0,001 0,00 39,74 (5463) 0,00
sorszdm x K(Ross) 0,00 0,00 0,86 (5463) 0,40
sorszdm x K(szekvencidlis) -0,00 0,00 -2,77 (5463) 0,01
T(nyarald) x K(Ross) 0,02 0,00 | 7,08 (5463) 0,00
T(nyarald) x K(szekvencialis) 0,00 0,00 3,50 (5463) 0,00
sorszam x M -0,00 0,00 -8,66 (5463) 0,00
T(nyarals) x M 20,02 | 0,00 | -2051 (5463) 0,00

Véletlen hatdsok szignifikanciajat teszteld teljes likelihood arany tesztstatisztika értéke
2 (3) = 2895, p-érték< 0,001

3.9. tablazat. Nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitas matrix C'R inkon-
zisztencidjanak elemzése linearis kevert regresszidval

Az el6z6ekben bemutatott tablazatok az egyes alcsoportok atlagos inkon-

zisztencidjarol és annak a Kkitoltés soran bekovetkezett valtozasardl adnak
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CR: 6x6 dimenzids matrixok, véletlen sorrend, nyaral6 tipus
T T T T T T T

25

20

74

5 & 7 8 E] 10 11 1z 13 14 15
matrixelemek szama

3.2. dbra. Az egyéni 6x6 paros Osszehasonlitas matrixok C'R inkonzisztencidja
véletlen kitoltési sorrendnél

képet, de az alcsoportba tartozé egyedi elemekrél nem adnak informaciot.
A 3.2. dbra az egyes személyek egyéni inkonzisztenciajat grafikusan mutatja
be, amelynél a vizszintes tengelyen a matrixban kitoltott elemek szama,
fugglleges tengelyen a C'R inkonzisztencia értéke szerepel. Az abran a
nyaralok osszehasonlitdasanal véletlen kérdezési sorrendben kitoltott, 6 x 6
méretlt matrixok inkonzisztencidja lathatd. Egy matrix kitoltés soran mért
lépésenkénti inkonzisztenciajat egy-egy vonal reprezentalja. Mivel ebben
az alcsoportba (nyaral, 6 x 6 méret, véletlen kitoltés) Osszesen 26 matrix

sorolhatd, ezért az abran 26 darab vonalat lathato.

Tekintettel a disszertacié méretére a nem teljesen kitoltott paros osszeha-
sonlitds matrixok elemzése soran kapott tovabbi tablazatok és abrak a dolgo-

zat mellékletében érhetdk el.

3.3.3. Sulyvektorok elemzése

A kitoltés soran fellépo inkonzisztencia vizsgalatanak egy masik formaja
a matrix kitoltése soran szamitott sulyvektor és a teljesen kitoltott matrix
sulyvektoranak Osszevetése.
Az elemzéshez elséként az egyes kitoltési fazisokban a C'R vagy a C'M indexet

minimalizalé matrixelemek kiszamitasa tortént. Ezt kovetden az optimalisan
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kitoltott matrixbél meghataroztuk a sulyvektort, amelyet a teljesen kitoltott
matrix silyvektoraval vetettiik Ossze.

A sulyvektorok 6sszehasonlitasa két szinten tortént:
e kardinalisan
e ordindlisan.

A kardinalis eltérések kimutatésa az n dimenziés Euklideszi térben dbra-
zolt sulyvektorok hasonlésaganak és kozelségének mérésén alapszik, amelynek
egyik kivalo eszkoze az Fuklideszi tavolsag. A 3.10. tablazat a nyaraloknédl,
a 3.11. tablazat a térképes feladatnal mutatja a 8 x 8 méretii matrixok esetén
sajatvektor modszerrel szamitott atlagos Euklideszi tavolsagokat az adott ki-
toltési lépésben. A tablazatokban a miniméalisan sziikséges elemszamtol (n—1)
a teljesen kitoltott matrixig (@) nyomon kovethetd a kitoltési folyamat
soran kapott lépésenkénti és a végso sulyvektorok tavolsaga. A tobbi mat-
rix mérethez hasonléan itt is megfigyelhetd az atlagos tavolsagok monoton

csokkenése, ami kizdrélag néhany alkalommal sériil?.

o clemek szama | 1o b g g | 1 |12 |13 | 14 | 15 | 16 | 17
kitoltés

szekvencialis 0,17 | 0,16 | 0,16 | 0,15 | 0,13 | 0,12 | 0,11 | 0,10 | 0,09 | 0,08 | 0,06
véletlen 0,22 0,22 0,20 | 0,20 | 0,18 | 0,17 | 0,13 | 0,11 | 0,10 | 0,10 | 0,09
Ross 0,23 0,20 | 0,16 | 0,15 | 0,13 | 0,13 | 0,12 | 0,11 | 0,10 | 0,09 | 0,08
iy clemek szama | o | g | 99 | 91 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28
kitoltés

szekvencialis 0,06 | 0,06 | 0,05 | 0,04 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,02 | 0,01 | 0,00
véletlen 0,08 | 0,08 | 0,06 | 0,06 | 0,05 ] 0,05 | 0,05 | 0,03 | 0,03 | 0,02 | 0,00
Ross 0,07 | 0,07 | 0,06 | 0,05 | 0,05 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,02 | 0,02 | 0,00

3.10. tablazat. A lépésenként becsiilt silyvektor és a teljes kitoltésbdl szarma-
z6 sulyvektor atlagos Euklideszi tavolsaga, nyaralok esetén, 8 x 8 matrixoknal

A dontési probléma jellegének hatasa ebben az elemzésben is vilagosan
kimutathatd, mivel a szubjektiv feladatnal az atlagos tavolsag 2-3 szorosa az
azonos tulajdonsagokkal rendelkez6 objektiv feladatndl. A kapott eredmények
alapjan az is kitiinik, hogy a kitoltési sorrendnek nincs hatasa, mindazonéltal
a lépésenkénti atlagos tavolsagokat tekintve, maximadlis érték legtobb alka-
lommal a véletlen kitoltésnél szerepel. A sulyvektorok 1épésenkénti kardinalis

vizsgalatabol levont kévetkeztetést a 3.4. allitas foglalja Ossze:

2Az Euklideszi tavolsdgok monoton cstkkenés sériil a 3.11. tablazat véletlen kitoltéséhez
tartozo soranak 11 és 12 szamokkal jelzett oszlopaban.
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o clemek szdma | 8 9 0 | 11| 12| 13| 14| 15 16| 17
kitoltés

szekvencialis 0.054 | 0.054 | 0.047 | 0.044 | 0.043 | 0,04 | 0.039 | 0.035 | 0.033 | 0.031 | 0,03
véletlen 0.059 | 0.062 | 0.057 | 0.043 | 0.045 | 0.046 | 0.044 | 0.035 | 0.033 | 0.032 | 0.029
Ross 0.091 | 0.081 | 0.053 | 0.048 | 0.042 | 0.033 | 0.032 | 0,03 | 0.028 | 0.026 | 0.025
clemel szama | o1 49 | 99 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | o8
kitoltés

szekvencialis 0.029 | 0.021 | 0.015 | 0.015 | 0,010 | 0.010 | 0.007 | 0.006 | 0.003 | 0.003 | 0,000
véletlen 0.028 | 0.023 | 0,020 | 0.017 | 0.015 | 0.010 | 0.010 | 0.008 | 0.008 | 0.006 | 0,000
Ross 0.024 | 0.021 | 0.017 | 0.016 | 0.015 | 0.014 | 0.011 | 0.009 | 0.009 | 0.005 | 0,000

3.11. tablazat. A lépésenként becsiilt sulyvektor és a teljes kitoltésbol szarma-
z6 sulyvektor atlagos Euklideszi tavolsaga, térképek esetén,8 x 8 matrixoknal

3.4. Allitas A pdros dsszehasonlitds mdtrivok kitéltése sordn a dontéshozdk

tobbsége kvdzi-konzisztens modon viselkedik.

A stlyvektorok ordinalis vizsgalata a lépésenkénti stulyvektorok kisza-
mitasa utan kapott alternativa sorrendekkel lehetséges. Az elemzés soran
az el6zé részben leirtakkal azonos modon a végsd (teljesen kitoltott paros
Osszehasonlitds métrix) és a kitoltési folyamat koztes 1épéseinél szamitott
sorrendek Osszevetése torténik. A nem teljesen kitoltott paros osszehason-
litds matrixokbdl és a teljesen kitoltott paros osszehasonlitas matrixokbol
szamitott stlyvektorok ordinalis 6sszevetését Spearman-fél rangkorreldcioval,
illetve a bevezetett rangsor matrixszal is elvégeztitk. A 3.3. allitdsban meg-
fogalmazottak alapjan a sorrendnek nincs hatasa az inkonzisztenciara ezért
az ordinalis elemzésénél ezen tulajdonsidg szerinti megbontést nem vettiik
figyelembe és kizardlag a méret, illetve probléma tipus alapjan bontottuk

szét a mintat.

A 3.12. tdblazat foglalja Ossze a 6 alternativat osszehasonlité matrixok at-
lagos Spearman-féle rangkorreldciojat megkiilonboztetve a probléma jellegét.
A Spearman-féle egytitthato értéke 41, ha a sorrend azonos és -1, ha a sorrend

teljesen ellentétes.

) clemek szama || 6l o2 | g | g |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
tipus

nyarald 0.82 | 0,88 | 0.90 [ 0,92 | 0,93 | 0,94 | 0.96 | 0,97 | 0,97 | 0,98 | 100
térkép 0.99 [ 0.99 [ 0.99 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00

3.12. tablazat. A lépésenként becstilt és a teljes kitoltésbol szarmazé alterna-
tiva rangsorok atlagos rangkorrelacidja 6 x 6 matrixoknal
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Az objektiv problémanak tekintett térképes feladatnal mar néhany
matrixelem megadéasa utan kapott nagyon magas rangkorrelacié jelzi, hogy
a par elemmel részlegesen kitoltott paros osszehasonlitas matrixbol kozel
azonos rangsor adodik, mint a teljes kitoltésnél. Ezt az eredményt tamasztjak
ald az egyéni matrixoknal végzett vizsgalatok is. A rangkorrelacié kivaldan
alkalmas a teljes rangsorra vonatkozé tulajdonsagok feltardsara azonban
a legtobb dontési problémanal a rangsor elején elhelyezked6 alternativak
sorrendje fontosabb a rangsor végén elhelyezked6kénél. A rangsorfordulasok
helyének pontosabb vizsgalata céljabol vezettiikk be a rangsor, illetve az

atlagos rangsor matrixot.

3.1. Definicié Az R" rangsor mdtriz a; eleme 1, ha a pdros dsszehasonlitds
matrix teljes kitoltése mellett szamitott i-dik, illetve az n-dik lépésnél kapott

j-dik rangsor elem azonos, ellenkezo esetben 0.

A 3.1. definiciébdl kovetkezik, hogy a rangsor matrix minden sordban,

valamint oszlopaban egyetlen nullatol eltérd elem szerepel.

3.1. Példa Egy 4 x 4 pdros dsszehasonlitis mdtrizndl az 5. dsszehasonlitds

utdn képzett rangsor mdtriz

R5

I
o~ o o
o o o
o o — o
—_ o o o

amely szerint a nem teljes kitoltésbol szamitott rangsorndl a végsé rang-
sorban 1. és a 2. helyen szerepld alternativikat megeldzi a végso rangsor 3.

helyén allo alternativa.

Ha az R"™ egy egységmatrix akkor az n-dik osszehasonlitas elvégzését ko-
vetden szamitott rangsor azonos a végso alternativa rangsorral (teljes kitoltés
mellett).

3.2. Definicié Az R" dtlagos rangsor mdtrix a;; eleme megmutatja, hogy a
vizsqdlt paros dsszehasonlitas mdtrizok hdny szdzalékandl azonos a teljes kitol-

tés mellett szamitott i-dik, illetve az n-dik lépésnél kapott j-dik rangsor elem.
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Az atlagos rangsor matrixnal definicié szerint minden sor-, illetve oszlop-
Osszeg 1.

A kisérlet soran gyiijtott matrixok elemzésénél fontos tudomanyos kérdés,
hogy lehet-e csokkenteni a sziikséges paros Osszehasonlitasok szamat a végsod
rangsor megtartasa mellett. Erre a kérdésre ad valaszt az atlagos rangsor mat-
rix, amely hasznédlataval az alternativa rangsorok valtozasai lépésrol-1épésre
nyomon kévetheték. A 3.13. és a 3.14. tablazatok tartalmazzak a 6 x 6 mat-

rixok atlagos rangsor matrixait a 10-dik és a 14-dik 1épésben.

(a) 10 6sszehasonlitds utdn az R (b) 14 6sszehasonlitas utdn az R

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5) 6
1199 1 0O 0 0 O 11100 O 0 0 0 0
211 9 0 0 0 0 2 0 100 0O 0 0 0
310 0 99 1 0 0 31 0 0 100 O 0 0
410 0 1 99 0 0 41 0 0 0 100 0O 0
50 0 0 0 99 1 5) 0 0 0 0 100 0O
60 0 0 O 1 99 61 0 0 0 0 0 100

3.13. tabldzat. Atlagos rangsor méatrix 6 x 6 méatrixok esetében, térképes
problémanal

(a) 10 Gsszehasonlitas az R (b) 14 bsszehasonlitas az R'

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
118 16 0 1 0 O 1192 7 1 0 0 0
2115 65 18 1 0 1 21 7 84 8 0 0 1
311 17 73 9 0 0 31 1 9 90 0 0 0
410 2 8 8 8 1 41 0 0 1 98 1 0
511 0 1 8 73 17 51 0 0 0 2 95 3
60 O 0 0 19 &1 6] 0 0 0 0 4 96

3.14. tabldzat. Atlagos rangsor méatrix 6 x 6 méatrixok esetében, nyaralds
problémanal

A térképes problémédhoz tartozé 10 Osszehasonlitds utan kapott atlagos
rangsor matrix els6 sora a 3.13. tablazat (a) részében j6l mutatja, hogy a
teljes kitoltés alapjan elsé helyre rangsorolt alternativa az esetek 99%-ban
méar 10 6sszehasonlitas utdn is az elsd helyre kertil, valamint a maradék 1% a

masodik helyre sorolodott.
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Hasonl6 modon az el6zohoz, a végsé rangsorban mésodik helyen szerepld
alternativa az esetek 99%-ban mar 10 oGsszehasonlitdst kovetéen megfeleld
helyen szerepel, amelyet az atlagos rangsor matrix masodik sorabdl lehet
leolvasni.

A 3.14. (a) részben szerepl6 nyaral6khoz tartozé atlagos rangsor matrix elsé
sora alapjan a végso rangsorban els6 helyen all6 alternativa 10 6sszehasonlités
utan az esetek 83%-ban keriil a rangsor elejére, a fennmaradd 17%-ban a
masodik (16%), illetve a negyedik (1%) helyen végez . A kapott eredménybél
le lehet vonni azt a kovetkeztetést, hogy a szubjektiv feladatnal (nyaraldk)
15-bél 10 osszehasonlitas elvégzése utan kevésbé jol kozelitheto a végso
alternativa rangsor, mint az objektiv feladatoknal.

A 3.13. és a 3.14. tdblazatok (b) része a 14 elem (egyetlen hidnyz6 6sszeha-
sonlitds) kitoltése utdn kapott atlagos rangsor matrixokat mutatja, amelybdl
azonnal latszik, hogy az objektiv feladatnal teljes mértékben egyezik rangsor
(féatloban 100% szerepel). Ezzel ellentétben a szubjektiv probléméanal még
az utols6 elem is képes megvaltoztatni az alternativak rangsorat. A tobbi
matrix méret és kitoltési szint mellett kapott atlagos rangsor matrixok is

alatamasztjak a kapott eredményeket.

Osszességében elmondhaté, hogy a nem teljesen kitoltott paros dsszeha-
sonlitas matrixok hasznalhatoak a végso rangsor egy elfogadhatd kozelitésére,
igy sok esetben a kérdezési/ kitoltési folyamat a teljes kitoltés elétt megszakit-
haté. Azonban a szamitasok alapjan az objektiv problémaknal szignifikansan
kevesebb paros 0sszehasonlitas elvégzése is jo kozelitést ad, mint a szubjektiv
feladatokndl. Ez az eredmény kivalé kutatéasi alapot szolgaltat a jovore nézve,
a minimalisan sziikséges paros osszehasonlitasok szamanak meghatarozasa-

hoz, amellyel megbizhaté becslés adhato az alternativak rangsorara.

3.5. Allitas A nem teljesen kitoltott piros dsszehasonlitds mdtrizok haszndl-

hatoak a végsd alternativa rangsor becslésére.

A kisérlet soran gytijtott tapasztalati paros 6sszehasonlitas matrixok lehe-
tOséget biztositanak az inkonzisztencia karakterisztikajanak vizsgalatara is. A
matrixokban el6fordulé intranzitiv triddok informaciot adnak a paros ossze-

hasonlitdas matrixok strukturalis problémajarél. Egy paros Osszehasonlités
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matrix ugyanis nem lehet konzisztens amennyiben legalabb egy intranzitiv
triadja van.

Az inkonzisztens triadok szaméat legalabb két fontos értékkel érdemes Ossze-
n(n—1)(n—2)
s

érték az inkonzisztens triddok maximalis szama az adott méretii paros Ossze-
hasonlitds matrixban.Az erre vonatkozé tételt Kendhal és Smith 1940-ben [25]

bizonyitottak, amely szerint

vetni. Az els6 a matrix triddjainak a szama, A masik relevans

n3—n
24

e ha n paros, akkor

n3—4n

e ha n pdratlan, akkor *—;

fels6 korlatot ad az inkonzisztens triadok szamaéra.

A 3.15. tablazat tartalmazza a 454 eleml mintaban talalt 38 darab, intran-
zitiv tridadokat tartalmazé matrixok bontasat C'R inkonzisztencia és az intran-
zitiv triddok szdma szerint. A varakozasoknak megfelel6en a legtobb matrix
a CR mutaté 10%-os hatérértékénél magasabb inkonzisztenciaval rendelke-
zik (tdlnyomérészt a 3-nal tobb intranzitiv tridd esetén). Azonban szerepel a
mintaban 10 olyan, a C'R inkonzisztencia szerint elfogadhato paros 6sszeha-

sonlitds matrix, amelyben van intranzitiv triad.

CR (%) Intranzitiv triddok Osszesen
1|2|3|4|5]|6]|7
0-5 3|1 4
5-10 4 11 1 6
10 - 20 9 12 2 13
20 - 40 4 111211 3 11
- 40 2 1]1 4

| Osszesen [[20 [ 7[2[3 |1 ]4[1] 38 |

3.15. tablazat. Intranzitiv tridadokat tartalmazd métrixok
darabszama
a triadok és a C'R inkonzisztencia mutato alapjan

A disszertacio kovetkezo fejezeteiben a paros osszehasonlitds métrixok in-
konzisztencidjanak csokkentésére szolgaldé modszereket mutatok be. A ki-

valasztott optimalizalasi feladat megadja azokat a méatrixelemeket, amelyek
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megvaltoztatasa utan a matrix konzisztens (4. fejezet), vagy elfogadhat6 in-
konzisztencidval rendelkezé (5. fejezet) lesz. A jelenlegi adatbézisban 45 mat-
rix tehetd konzisztenssé legfeljebb 2 elem moddositasaval. Fontos kiemelni,
hogy az inkonzisztencia ilyen mdédon torténé csokkentése, illetve teljes eli-
mindlasa téves eredményre is vezethet, példaul ha a moédositas utdn kapott
sulyvektorok nem felelnek meg a dontéshozé eredeti preferencidjanak. Ezért a
korrekciés folyamat elengedhetetlen része a dontéshozoval torténd egyeztetés,

a modszer altal javasolt modositasok jovahagyésa.
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4. fejezet

K lépésben konzisztenssé

alakithato matrixok

A 3. fejezetben bemutattam, hogy a paros Osszehasonlitds matrix inkon-
zisztencidjat tobb tényezd is befolyasolja, amelyeknek hatasat a kontrollalt
kisérleti keretek kozott sikeriilt szamszertisiteni. Létezik azonban olyan té-
nyez0 , amelyet nem vizsgaltunk, pedig szinte minden esetben noéveli a paros
Osszehasonlitas matrix inkonzisztenciajat: a téves adat. A tévedés szarmazhat
példaul adatrogzitési hibabol, véletlen elirasbol, faradtsag vagy leterheltség
okozta figyelmetlenségbél. Egy ilyen apré tévedés képes jelentésen (széls6sé-
ges esetben az elfogadasi szint f61é) novelni egy gondosan megalkotott matrix
inkonzisztenciajat.

A kovetkezo fejezet a néhany elem megvaltoztatasaval konzisztenssé alakithato
matrixokat vizsgalja. A kapott eredmények tobbek kozott lehetdséget biztosi-
tanak a tévesen megadott paros Osszehasonlitas matrixelemek detektalaséra,
illetve azok optimadlis értékének kiszdmitdsara (lehetséges javitdsi irdny).

Az értekezés ezen fejezetében targyalt kutatason Bozoki Sandorral és Filop
Jénossal kozosen dolgoztunk és a kapott eredményeket angol nyelven publi-
kaltuk [7]. A megjelenés 6ta 19 cikkben [P1.1] — [P1.19] hivatkoztak a kézos
eredményeinket.

Egyéni hozzajarulasaim a kozos kutatasi eredmények eléréséhez:

e paros Osszehasonlitas métrix inkonzisztencidjanak vizsgalata logaritmi-

zalt térben

e graf reprezentacio Otlete és kialakitasa
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e inkonzisztens tridadok szamanak meghatarozasa.

4.1. Matrixok a logaritmizalt térben

Egy A n X n-es pozitiv métrix esetén legyen A = log A az az n x n-es

matrix, amelynek elemeire
&ij = IOgCLZ’j, Z,j = 1, Lo

teljesiil. Ekkor az 1.2. definicié 1.3 tranzitivitasi egyenlete alapjan az A paros

Osszehasonlitas matrix pontosan akkor konzisztens, ha
d”—l—&]kjtd;ﬂ:O, \V/Z,],k‘:]_,,n (41)

Jelolje G = {N, A} azt az irdnyitott grafot, aminek csicsait N =
{1,...,n}, valamint irdnyitott éleit A = {(¢,7) | i,7 € N,i # j} halmaz
tartalmazza. A G irdnyitott graf i csicsdbol j csticsdba vezetd (i,7) éléhez
rendelt stlyt jelolje a;;.

Legyen az (i,7), (j, k), (k,i) a G irdnyitott graf harom kilénboz6 cstcsa
és jeloljik (4,7, k)-val ezen csicsok egymashoz kapcsol6do éleibél kialakult
korharmast. Az A péaros Osszehasonlitds matrixhoz tartozo G irdnyitott graf
korharmasaihoz egyértelmiien megfeleltethetok az 1.4. definicioban megadott
triadok, ezért tovabbiakban a kérharmasra is a triad kifejezést hasznaljuk.

Az (i, 7, k) tridd w(i, j, k) stlya az egyes élek sulyainak 6sszegeként adodik:
w(i, j, k) = aij + ae + ag. (4.2)

grafban egy triad sulya fiigg a csicsok bejardsanak sorrendjétol, tehat

'LU(i,j, k) = w(]> k‘,’l) = ’LU(]{?,Z,]) = _w(k>j> Z) = _w(jaiak) = —ZU(i, k>j)>
(4.3)

teljesiil. Tovabba egy A métrix pontosan akkor konzisztens, ha minden triddja
konzisztens, vagyis a (4.1) Osszefliggés alapjan az A-hoz tartozé G irdanyitott
graf minden korharmasanal az élek Osszsilya nulla. Az inkonzisztens tria-

dok szdmandl az azonos cstcsok permutaciéi soran el6allé (i, 7, k), (7, k, 1),
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4.1. abra. A 4.1. allitas bizonyitasaban hasznalt részgraf

(k,i,7), (k,j,i), (4,i,k), (i,k,j) triddokat azonosnak tekintjiikk és pontosan
egyszer vesszilk figyelembe.

Els6ként megmutatjuk, hogy ha A € R ™*™ inkonzisztens, akkor a hozza tar-
toz6 G irdnyitott grafban legalabb n — 2 darab inkonzisztens tridd (nem nulla

Osszsulyu kérharmas) szerepel.

4.1. Allitas Legyen (i,j, k) egy inkonzisztens tridd a G = {N, A} |N| > 3
irdnyitott grafban. Ekkor tetszéleges £ € N\ {i, ], k} csiics esetén az (¢,1,7),
(0,7, k) és (£, k,i) triadok kozil legaldbb az egyik inkonzisztens.

Bizonyitds: A 4.1. abran lathato a G irdanyitott graf egy 4 cstcsu részgrafja,
amelyrol leolvashato, hogy a 4 cstucs alkotta 4 triad silya kozott fenndll a

kovetkezo Osszefiiggés:
w(l,i,7) +wl, j, k) +wl, ki) =w(ijk).

A w(i, g, k) # 0 teljesiil, mivel feltettiik, hogy az (i, j, k) inkonzisztens, igy a
masik harom triad kozil legalabb egynek nem nulla az éleinek osszstulya, tehéat

inkonzisztens.

0

Mivel a 4.1. allitasban szerepld ¢ € N\ {4, j, k} csicsot (n — 3)-féleképpen
lehet kivalasztani és feltettiik, hogy az (i, j, k) inkonzisztens, ezért az allitasbol

két kovetkezmény fogalmazhatd meg.
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4.1. Kovetkezmény Ha az A pdros 6sszehasonlitas matrix inkonzisztens, ak-
kor a hozzd tartozo G irdnyitott grafban legaldbb n—2 darab inkonzisztens tridd

van. U

4.2. Kovetkezmény Ha az A paros dsszehasonlitds matrixz inkonzisztens, ak-
kor a hozzd tartozd G irdnyitott grifban tetszdleges i € N esetén létezik (i, j, k)

inkonzisztens triad. O

A 4.2. kévetkezmény gyakorlati haszna példaul, hogy ha egy paros 6ssze-
hasonlitas matrixrél el szeretnénk donteni, hogy konzisztens-e, akkor az (g‘)

tridd helyett elegendd (";1) triadra elvégezni a konzisztencia ellenérzését.

4.2. Megvaltoztatandé elemek minimalis sza-

ma

A tapasztalati paros Osszehasonlitdas matrixokon végzett elemzéseim [33] is
alatamasztjak, hogy a valodi dontési helyzetekben létrehozott matrixok csak
ritkan konzisztensek. A disszertacié ezen részében azon matrixokat vizsgaljuk,
amelyek 1-3 elem és azok reciprokainak (a tovabbiakban egy elem megvaltoz-
tatdsa alatt a matrixelem és annak foatlora szimmetrikus reciprokdanak atira-
sat értjitk) megvaltoztatdsaval konzisztenssé alakithatéak. Az ilyen matrixok
a gyakorlatban is elofordulhatnak, ha egy kévetkezetes dontéshozd véletlentil
elir vagy eltéveszt egy paros Osszehasonlitas értéket és ezzel inkonzisztenciat
visz a dontési eljarasba. A téves elem koévetkeztében a matrixbdl szamitott
sulyvektor mar nem titkrozi a dontéshozo valodi preferenciajat az alternativak
terén, ezért az igy kapott dontés helyessége is megkérddjelezheto.

A kovetkezo6 részben két olyan megkozelitést mutatunk be, amelyek képe-
sek a legfeljebb K elem megvaltoztatasaval konzisztenssé teheté matrixokat
detektalni. A mddszerek optimalis megoldasanak részeként megkapjuk a meg-
valtoztatandé elemeket és azok optimaélis értékeit. Ezen informécié birtokaban
a dontéshozonak elegendo a kérdéses paros Osszehasonlitasokat felillvizsgalnia
és nem sziikséges a teljes paros Osszehasonlitasi folyamat megismétlése.

Az els6 médszer egy vegyes 0 — 1 programozasi feladat, ami megadja az
A matrixnak azt a legfeljebb K elemét, amelyek alkalmas megvéltoztatasaval

az A matrix konzisztenssé alakithato. A masodik megkozelités a korabban
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definidlt G irdnyitott graf triddjainak elemzésén alapszik.

Tegyiik fel, hogy az M > 1 egy fels6 korlatja az eredeti A és a mdédositott

matrix elemeinek, azaz
CLUSM, i,jzl,...,n. (44)

Egy ilyen M fels6 korlat konnyen megadhaté, példaul az AHP mddszertanban
a Saaty féle ardanyskalabol adodik az M = 9 korlat. Ha egy elméleti M fels6
korlat nem meghatarozhaté, akkor konkrét paros 0sszehasonlitas feladatoknal
altalaban természetesen adodik egy észszeri M korlat.

Jelolje M = log M az eredeti és a médositott matrixelemekhez rendelt felsé
korlat logaritmusat, aminek segitségével felirhato a kovetkez6 optimalizalasi
feladat:

min "z—: z": Yij (4.5)

i=1 j=i+1
f.h. Tij + T + x =0, V{i,j,k} C N, |{i,j,k}|=3

Tij = —Tj;, 1<i1<j<n,

—MSSL’USM, I<i<y<n,

—2Myij§1'z’j—5ij§2]\_4yija I1<i<j<n,

vi; € {0, 1}, 1<i<j<n,
ahol z;;, 4,7 = 1,...,n, © # j, folytonos valtozok és a mdédositandé matrix-
elemeinek a logaritmusat jelolik, y;;, ¢ =1,...,n—1, j =14+1,...,n, bindris

valtozdk, amelyek megadjdk az optimumban modositandé (i, j) elemeket (ha

yi; = 1), illetve a valtozatlan métrixelemeket (ha y;; = 0).

4.2. Allitas A (4.5) optimumértéke megadja, hogy legaldbb hdny elemet kell
megudltoztatni az A n X n-es pdros dsszehasonlitds matriz felsé (és alsé) ha-
romszog pozicioiban gy, hogy a modositott paros dsszehasonlitas matrix kon-

zisztens legyen feltéve, hogy az eredeti és a maodositott mdtrix elemeire egyardant

teljestil a (4.4) feltétel.

Annak a kérdésnek a megvalaszolasahoz, hogy az A matrix legfeljebb K

elem (és azok reciprokainak) megvaltoztatdsaval konzisztenssé alakithaté-e, a
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kovetkezd feltétel csatoldsa szitkséges a (4.5) programozési feladathoz

111 j:i:;i-l yij < K (4.6)
feltétel csatolasa szitkséges. Ekkor elegend6 egy lehetséges megoldas keresése
a felvetett kérdés megvalaszolasahoz.

A fenti megkozelités gyakorlati alkalmazdsandl elengedhetetlen egy megoldo
szoftver, amely a dontéstamogatési folyamat sordn képes kezelni a (4.5) vagy
a (4.5)-(4.6) problémdkat. Az egészértékli programozasi feladat megoldd
modszerek (g) darab binaris valtozéval, exponencialis lépésben tudjak
megoldani a fenti (4.5), (4.5)-(4.6) feladatokat.

A kovetkezOkben részletesen bemutatasra keriilo grafelméleti megkoze-
litésnek az elénye, hogy nem igényel optimalizdlasi eszkoztarat és egyszeri

implementélni.

4.3. Graf reprezentacio

4.3.1. Egy elem megvaltoztatasa

A (4.5) programozasi feladat egy specidlis esete, amikor egyetlen elem

megvaltoztatasaval konzisztens matrix kaphato.

4.3. Allitas Egy A € R™" inkonzisztens pdros dsszehasonlitds mdtriz ponto-
san akkor teheto konzisztenssé eqy elem megualtoztatdsdval, ha a hozzd tartozo
G irdnyitott graf pontosan n — 2 darab inkonzisztens triddot tartalmaz. Ha

n >4, akkor ez a maodositds egyértelmd.

Bizonyitds: A szikségesség bizonyitasahoz tegytik fel, hogy az A egy
konzisztens matrix egyetlen elemének megvaltoztatasa révén kaphat6. Ha egy
konzisztens matrix a;; elemét megvaltoztatjuk, akkor a hozza tartozé G ira-
nyitott grafban a megfelel (i, j) irdnyitott él (és az ellentétes iranyitdsi (7, 1)
él) stlya is megvaltozik. Eltekintve az élek irdnyitasatol, az (i, 7) él pontosan
n — 2 darab triadban szerepel, tehat ezen él mdédositasa kovetkeztében n — 2
darab tridd stlya véaltozik meg és lesz nullatdl kiillonboz6. A médositott (i, 5)

¢élt nem tartalmazoé tridadok sulya valtozatlanul 0, kdvetkezésképpen pontosan
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4.2. dbra. Részgraf a 4.3. allitas bizonyitasahoz, n = 4 esetben

n — 2 darab inkonzisztens triad jott létre az (i, j) él stlyanak megvaltoztatasa

utan.

Az elégségesség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy a G iranyitott graf n — 2
darab inkonzisztens triadot tartalmaz.
Ha n = 3, akkor az allitas trivialis, mivel egy harom elemi paros 6sszehason-
litds matrix (tridd) tetszéleges, f6atlon kiviili elemének optimalis megvaltoz-
tatasaval konzisztenssé alakithato.
Az n = 4 esetben a G irdnyitott grafnak négy csicsa (N = {1,2,3,4}) és
négy triddja van, amelyekbol a kezdeti feltevés alapjan ketto inkonzisztens.
Legyenek az (1,2, 3) és az (1, 3, 4) triddok inkonzisztensek, valamint a (2,4, 1)
és a (2,3,4) triddok konzisztensek (4.2. dbra). A konzisztens triddok éleinek

sulyara felirva a konzisztencia egyenleteket adddnak az

dg4 + ag1 +a;2 =0 (4.7)
a23 + a3y + age =0 (4.8)
Osszefiiggések. A (4.7) és a (4.8) egyenletek Osszeadasa és az a;; = —aj;,

1,7 =1,...,4, helyettesitése utan
a1+ Q23 = Q14 + A43. (4.9)

Bevezetve a f = G190+ G23 = G4 + Gq 3 jelolést, modositsuk az (1,3) él sulyat

a grafban [-ra:
6173 = 5, 5,3’1 = —6 (410)
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4.3. abra. Részgraf a 4.3. allitas bizonyitasahoz az n > 5 esetben

A médositassal biztositott az (1,2,3) és az (1,3, 4) triddok konzisztencidja:
12+ Qo3+ (=B) =0, B+azs+ a2 =0, (4.11)

mikozben az eredetileg is konzisztens (2,4, 1) és (2,3,4) triddok éleinek 6ssz-
siulya nem valtozott.

Az n > 5 esetben jelolje « = w(i, j, k) az (i, j, k) inkonzisztens tridd sulyat.
A kezdeti feltevés értelmében a G iranyitott graf n — 2 darab inkonzisztens
triddot tartalmaz, ezért a 4.1. 4llitdsbol kovetkezik, hogy az £ € N\ {4, j, k}
esetén az ((,1,7), (¢, 7, k) és (¢, k, i) triddok kézil pontosan egy inkonzisztens.
A kovetkezokben megmutatjuk, hogy ezen triad éleinek oOsszsulya szintén a-
val egyenlé.
Legyen az (¢,1, ) tridad inkonzisztens, ahol £ € N\ {i, j,k} (4.3. dbra). Ek-
kor a 4.1. allitds miatt az (¢, 5, k) és (¢, k,1) triddok konzisztensek, amelyekre

felirva az

ayj + G+ ap = 0, (4.12)
ai + ap; + a; = 0, (4.13)

konzisztencia egyenletet, majd a (4.12) és a (4.13) egyenleteket Osszeadva és

atrendezve
ajh + Qi = g+ a (4.14)
adodik. Mind a két oldalhoz hozzdadva a;;-t
a=w(i,j, k) =a;+ ajp + Qg = a;; + a;; + a; = w(l,i,j) (4.15)
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4.4. dbra. Részgraf, amely szemlélteti az (i, j, k) tridd és a vele azonos éllel
rendelkez6 triddok kapcsolatat az n > 5 esetben

kaphat6, hogy az (¢,1,j) inkonzisztens tridd silya azonos az (i, 7, k) tridd
salyaval.

Eddig megmutattuk, hogy ha az inkonzisztens triddok egy kozos éllel
kapcsolédnak egymashoz, akkor a kapcsolodd triadok silya azonos. A
kovetkezokben belatjuk, hogy ha a matrixban n — 2 darab inkonzisztens triad

szerepel akkor az inkonzisztens tridadoknak egy kozos élitk van.

Indirekt médon feltessziik, hogy létezik ¢; € N\ {4, j,k} cstcs, amelyre
az ({1,1,7) tridd inkonzisztens, és egy mésik lo € N\ {i, j, k, 1} cstics, amely
esetén az ({5, k, 1) tridd szintén inkonzisztens (4.4. 4bra). A 4.1. llitds alapjan,
az (09, k,1) inkonzisztencidja kovetkeztében az (¢, j, k) konzisztens, tovabba
a (j, 0, 01) tridd is konzisztens, mivel nincs kézos éle az (i, 7, k) tridddal. Az

(la, 7, k) és (j, (s, 1) konzisztens triddok éleinek stlyat sszegezve kaphatd
Qj + Age, + Qgpe, + g j =0 (4.16)

Az (i, 05, (1) tridd konzisztens, ezért w(i, 2, (1) = 0, tovdbba korabban feltet-
titk, hogy w(i, j, k) = « és ezért a 4.1. allitds miatt w(lq,j,1) = w(lo, 1, k) =
—a. Osszeadva az (i, 0y, 01), ({1, 7,4), (i,7,k) és (la,4, k) triddok silyait,

Qjk + Qkiy + Qpyo, + Qg5 = —Q, (4.17)

ami ellentmond a (4.16) egyenletnek, mivel o # 0.
Az altaldnossdg megsértése nélkiil feltehetd, hogy az (¢,14,75), £ € N\ {4, j, k}

tridd inkonzisztens. Legyen az (¢,1,j) tridd silya egyenld w(i, j, k) = a-val.
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Ekkor az (i,j) él a;; sulyat (a;; — a)-ra csokkentve, az Osszes (i,7) élt
tartalmazé inkonzisztens tridd silya 0 lesz, mikozben a tobbi konzisztens

triad sulya nem valtozik.

Az n > 4 esetben a modositand6 él és annak optimalis médositasanak
mértéke is egyértelmii, mert kizarélag az (i, 7) él szerepel minden inkonzisztens
triadban. Ha barmely mas él silya valtozna, akkor legalabb egy inkonzisztens

tridd valtozatlan maradna.
O

4.4. Allitas Legyen az A € R™" eqy inkonzisztens mdtriz, amely eqy konzisz-
tens mdtriz K darab elemének (és reciprokanak) meguvdltoztatisdval kaphato.
Ekkor az A-hoz tartozé G iranyitott graf legfeljebb K(n — 2) darab inkonzisz-

tens triddot tartalmaz.

Bizonyitds: Egy konzisztens matrixhoz tartozd gratbol kiindulva 1épésenként
egy iranyitott él silya valtozik, igy n—2 darab triad silya médosul. Természe-
tesen nem zarhaté ki, hogy egy tridd silya egynél tobbszor is megvaltozzon,
azonban legfeljebb K (n — 2) tridd silya médosulhat. A kezdeti konzisztens
matrixban minden tridd konzisztens, ezért K szamu modositas utan legfeljebb

K (n — 2) inkonzisztens tridd keletkezhet a G irdnyitott grafban.
U

Egy elem megvaltoztatasa (K = 1) esetén pontosan n — 2 darab inkonzisz-
tens triad jon létre a grafban. Ezzel ellentétben, ha feltessziik, hogy K > 1,
akkor az inkonzisztens triddok szama fiigg a moddositott élek kapcsolatatol.
Ko6nnyti 1atni, hogy ha a megvaltoztatott élek fiiggetlenek (az éleknek nincsen
koz0s csicsa, akkor az inkonzisztens triddok szdma K (n — 2). Azonban, ha a
modositott élek kozott vannak csatlakozok, akkor ezen élek sulyanak modo-
sitasa képes kioltani egymast, igy végiil egyes modositott triadok stlya ismét
nulla lehet. A 4.1. tabldzat bemutatja, hogy K = 2 esetben az inkonzisztens
triddok szdma K(n —2) — 2 és K(n — 2), illetve K = 3-ndl K(n —2) — 6
és K(n — 2) kozott mozog, tovabba szemlélteti a valtozasra kijelolt elemek

Az el6z6ekbol kovetkezik, hogy széls6séges esetben az is elofordulhat, hogy
K matrixelem médositdsa utdn a matrix konzisztens marad. Ezt a ritka esetet

szemlélteti a 4.1 példa.
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(a) Inkonzisztens triddok szdma

Esetek K | 3 elem kozos 2 elem kozos konzisztens inkonzisztens
triddban triddban kozos triadok  tridadok
I 1]- - - n—2
i 2 |- 0 0 2(n — 2)
/A |2 |- 1 0 2(n—2)—1
/B |2 |- 1 1 2(n—2)—2
v 300 0 0 3(n —2)
V/A |30 1 0 3(n—2)—1
V/B 310 1 1 3(n— 2) —2
VI/A |30 2 0 3(n—2)—2
VI/B |3 |0 2 1 3(n—2)—3
VI/C |30 2 2 3(n—2)—4
VII/A | 3]0 3 0 3(n—2)—3
VII/B |3 |0 3 1 3(n—2)—4
VII/C |3 |0 3 2 3(n—2)—5
VII/D |3 |0 3 3 3(n—2)—6
VIII/A |3 |1 0 0 3(n—2)—2
VIII/B | 3 | 1 0 1 3(n—2)—3
(b) Megvaltoztatandé elemek (c) Példa matrix
Esetek | K | megvaltoztatott dimenzio
matrixelemek log(A) = [aij]
I 1 19 n Z 3
II 2 12, Q3g n Z 4 0 12 13 16
I 2 | ai, a3 n >4 —app 0 o3 (g6
v 3 | iz, azq, g n > 6 —Q13  —Q3 0 Qsg
V 3 19, (X13, Giu5 T Z 5 .
VI 3 19, (X13, Gigg T Z 4
VII 3 12, (13, (14 N Z 4 M6 Tl TAse 0
VIII 3 12, (X13, Qg3 N Z 4

4.1. tablazat. Inkonzisztens triadok szama a megvaltoztatandé métrixelemek
szaméanak (K) és helyzetének fiiggvényében
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4.1. Példa Legyen A egy n X n pdros dsszehasonlitis mdtriz, ahol n > 3 és

elemeire teljestil, hogy

Q, 1=1; 7=2,...,n,
Q5 = 1/0(, ]:1,’&:2,,77,,

1, eqyébként,

ahol o > 0 tetszdleges. Egyszert beldtni, hogy A konzisztens és barmely mds
tetszdlegesen valasztott o > O értékre is az marad, amely pontosan az (n — 1)

darab ay; = o elemének modositdasdt jelenti.

A 4.3. és a 4.4. allitasok ismeretében felmertl a kérdés, hogy egy A inkon-
zisztens paros Osszehasonlitas matrix K elem megvaltoztatasaval pontosan
akkor teheto konzisztenssé, ha a hozza tartozdé G iranyitott graf legfeljebb
K(n — 2) inkonzisztens triddot tartalmaz. Azonban ez a sejtés nem igaz,

ahogy azt a 4.2. példa is szemlélteti.

4.2. Példa Legyen n =4 és

11 1 1
1 1 3 5
A—
1 1/3 1 71
1 1/5 1/7 1

Az A matrizhoz tartozo G irdnyitott grafban mind a négy tridd inkonzisztens,
gy eltérd sullyal rendelkeznek, amit a 4.5. abra szemléltet. A 4.53. dllitast al-
kalmazva az A mdtriz nem tehetd konzisztenssé egyetlen elemének megudltoz-
tatasdval. Mivel K = 2 esetén fenndll a K(n—2) < 4 egyenlétlenség, ezért ha
a fent megfogalmazott sejtés igaz, akkor az A mdtriz két elemmel konzisztenssé
alakithato. Azonban barmely G iranyitott grafbeli €l sulydnak médositdsa utdn
legalabb hdrom inkonzisztens tridd marad, amelyeket nem lehet konzisztenssé

alakitani egyetlen tovdbbi él sulyanak optimdlis meguvdlasztdsaval.

A 4.2. példa is ramutat, hogy csupan az inkonzisztens triadok szama nem
ad elégséges feltételt a legfeljebb K elem modositasaval konzisztenssé ala-
kithatdo matrixok azonositasara. Ehhez sziikséges az inkonzisztens triadok

kapcsolatanak, azok silyainak és a silyok aranyainak figyelembevétele is.
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4.5. dbra. A 4.2. példa szemléltetése

4.5. Allitas Egy A inkonzisztens pdros dsszehasonlitds mdtriz eqy elem md-
dositasaval pontosan akkor tehetd konzisztenssé, ha a mdtrizhoz tartozo G
irdnyitott grafban létezik olyan (i,j) iranyitott él, amelyre minden (¢,1i,7),
(e N\ {i,j} tridd silya azonos, nulldtdl kilonbozd, valamint minden mds
tridd konzisztens. Az ilyen tulajdonsdgi (i,7) irdnyitott éleknél a mdodositds
irdnya és mértéke egyértelmi. Az n > 4 esetben legfeljebb egy ilyen (i,7) €l

létezik.

4.3.2. Két elem modositasa

A két elem megvaltoztatasaval konzisztenssé teheté matrixokra megfo-
galmazhat6 allitas sok elemében hasonlit a 4.5. allitasra, azonban itt mar a
két él kapcsolatanak elemzése is sziikségessé valik. A két él lehet egymastol

fiiggetlen (4.6.a dbra), illetve kozos csucs esetén csatlakozd (4.6.b abra).

Konnyti belatni, hogy n = 3 esetén az élek kizardlag a 4.6.b abran ab-
razolt médon helyezkedhetnek el, tovdbba azt is, hogy tetszéleges A € R3*3
inkonzisztens paros Osszehasonlitas matrix két elem modositasaval végtelen

sok modon konzisztenssé alakithato.

4.6. Allitas Eqy A inkonzisztens pdros dsszehasonlitds mdtriz pontosan ak-
kor tehetd két elemének megudltoztatisaval konzisztenssé, ha a megfeleld G

iranyitott grafban az aldbbi két eset valamelyike teljestil:

1. 3 (i1, 71) és (i2,72) flggetlen élek, valamint nem nulla oy és ag, hogy
minden ({,i1,71), € € V\ {i1, 1} tridd silya oy és minden ({,is,72),
0 € V\{ia, jo} tridd silya as, valamint az dsszes tobbi triddra teljesil a

konzisztencia feltétel.
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(a) (b)

4.6. abra. Két él lehetséges kapcsolata, fiiggetlen (a) és csatlakozd (b)

2. Léteznek az (i,j) €s (j, k) csatlakozo élek, valamint nem nulla oy és s,
hogy minden (£,i,7), € € V\ {i,J,k} tridad silya oy, minden (¢,7,k),
e V\{i,j,k} tridd silya o, tovdbbd az (i, 7, k) tridd silya oy + g, és

az 0sszes tobbi triadra teljestil a konzisztencia feltétel.

Ha n > 4, akkor az élek sulydnak megvaltoztatasa egyértelmii barmely
olyan G iranyitott grafbeli élparnal, amely kielégiti az 1. vagy a 2. feltételt.
Ha n > 5, akkor legfeljebb egy G iranyitott grafbeli élpar létezik, amely
eleget tesz az 1. feltételnek. Tovabba n > 6 esetén legfeljebb egy G grafbeli

élpar 1étezik, amely megfelel a 2. feltételnek.

Bizonyitds: Tegytuk fel, hogy az A paros 6sszehasonlitds matrix két elemének
megvaltoztatasaval konzisztenssé teheté. A megfeleld két él lehet fliggetlen
(i1,71) és (i2, jo) a 4.6.a dbra szerint, vagy csatlakozo (i, 7) és (j, k) a 4.6.b ab-
ra szerint.

Legyenek (1 és 2 olyan nem nulla szamok, hogy az elso feltétel esetében
Bi-t az a;;,, valamint [o-t az a;,;, stlyhoz hozzdadva biztositjdk az A
matrix konzisztencidjat. Az (i1, 1) él médositdsa miatt minden (¢, i1, 1),
¢ € N\ {i1, 71} tridd stlya mddosul, hasonléképpen a (is, j2) él korrekcidja
kovetkeztében minden (¢,is,72), ¢ € N \ {iz,j2} tridd silya valtozik. A

konzisztencidja miatt az érintett tridadok sulya 0 lesz.

A masodik feltétel esetében a nem nulla (-t az a@;; és nem nulla [-t
az aj sulyokhoz hozzdadva az A métrix konzisztenssé teheté. Az (¢,1,j)
triddok sulya [; -vel, illetve a (¢, j, k) triddok silya fs-vel valtozik minden
¢ € N\ {i,j,k} esetén. Tovabbd megvaltozik az (i,7) és (j, k) éleket
tartalmazoé (i, j, k) tridd sulya is 31 + Sa-vel.
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Mivel a fentiek alapjan a médositott paros dsszehasonlitdas méatrixban min-
den triad konzisztens, ezért trividlisan adodik az oy = —f;1 és ap = — [ va-
lasztas, igy biztosithatd az elso feltétel teljestilése az els6 esetben, illetve a

masodik feltétel teljesiil a masodik részben leirtak alapjan.

Az elégségesség trividlisan adodik, mivel ha az els6 feltétel teljesiil, akkor
(—aq)-t hozzdadva az a;, ;, —hez, valamint (—as)-t hozzdadva a;,,-h6z minden
tridd konzisztens lesz. Hasonlé mdédon, a masodik feltétel fennallasakor a
matrix konzisztenssé alakithatd, az a;; él stlyanak (—oy)-gyel, illetve az a;y,

él stulyanak (—asq)-vel torténé médositasaval.

Megmutatjuk, hogy az elsé és a masodik feltétel kozil legfeljebb egy tel-
jesiilhet. Indirekt modon feltessziik, hogy mindkét feltétel egyszerre all fenn.
Ekkor a G irdnyitott graf konzisztenssé alakithat6 az (i1, 1) és (iz,jo) flig-
getlen élek silydnak moédositdsaval, valamint az (i,7) és (j, k) élek stulyanak
megvaltoztatasaval is. Azonban a 4 darab triad, amelyek az iy, ji, 72, valamint
a jo csucsokra épilnek, nem tehetok konzisztenssé a két kapcsolddo él sulya-
nak modositasaval.

A fenti bizonyitasbél egyszertien kovetkezik, hogy n > 4 esetén az elsé vagy a
masodik feltétel teljesiilésekor a G iranyitott graf konzisztenssé alakitasdhoz
sziikséges élek sulyanak modositasa egyértelmii.

Legyen n > 5, ekkor feltehetd, hogy létezik 2 darab olyan élpar, ami teljesiti
az elso feltételt. Az elsd élpar éleit az eléz6kben hasznélt (i1, 71), (is, j2) jelol-
je (lasd a 4.6.a dbran). Tegytiik fel, hogy az (i1, j1) él nincs benne a masodik
élparban, tovabba az n > 5 miatt 1étezik ¢ € N\ {i;, iz, j1, jo} cstcs. Az
(0,11, 41), (i2,41,71) és (j2,71,71) inkonzisztensek. Ezt a harom triddot nem
lehet konzisztenssé alakitani a masodik élpar sulyainak megvaltoztatasaval,
mivel az (i1, j1) él nem része a méasodik élparnak.

Legyen n > 6, ekkor ismét feltehetd, hogy létezik 2 darab olyan élpar, ami
teljesiti a masodik feltételt. Az els6 élpar éleit szintén a korabban hasznalt
(1,7), (J,k) mbédon jeloljik (lasd a 4.6.b abran). Tegytik fel, hogy az (i, )
él nincs benne a masodik élparban, tovabba az n > 6 miatt 1éteznek az /1,
Uy és U3 € N\ {i,],k} cstcsok. Az ({1,4,7), (la,4,5) és (¢3,i,7) triddok in-
konzisztensek és nem lehet konzisztenssé alakitani a masodik élpar sulyainak

megvaltoztatasaval, mivel a masodik élpar nem tartalmazza az (i, j) élt.
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4.1. Megjegyzés Ha n = 4 és az €élparok szdma kielégiti a 4.6. dllitas elsd
vagy mdsodik feltételét, akkor a megudltoztatds nem egyértelmi. Ez azt jelen-
ti, hogy az inkonzisztens A pdros dsszehasonlitas matrizot eltérd konzisztens

matrixszd lehet alakitani két elem megudltoztatdsdval.

A kovetkez6 paros 0sszehasonlitas matrixhoz tartozé G irdanyitott grafban

teljesiil az elso feltétel:

1 a1 1
1/a 1 1 1 (4.18)
1 11 1/a |’ '
1 1 a 1

ahol a # {0, 1}. Ekkor a (4.18) inkonzisztens matrixbdl két elem megvéltoz-

tatdasaval eltéro konzisztens matrixok nyerhetok:

1111 1 a a 1
1111 , 1/a 1 1 1/a
1111 ® 1/a 1 1 1/a
1111 1 a a 1

Hasonlban, a kévetkezo paros ¢sszehasonlitds matrixhoz tartozé G iranyi-

tott grafban teljestil a méasodik feltétel:

1 a 1 0
a1 11
/a , (4.19)
1 111
b 111

ahol a # {0, 1}, b # {0,1}, a # b, ekkor a (4.19) matrixbol két elem megval-

toztatasaval eltéré konzisztens matrixok nyerhetdk:

1111 1 a a a 1 b b b
1111 l/a 1 1 1 /b1 1 1
111 1] 1/a 1 1 1 /b 111
1111 1/a 1 1 1 1/b 11 1

Mivel a (4.18) méatrixban harom inkonzisztens tridd, a (4.19) matrixban
négy inkonzisztens tridd szerepel, igy a 4.3. allitds alapjan egyiket se lehet

konzisztenssé alakitani egy elem (és reciprokdnak) megvaltoztatasaval.
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Egyszertt megmutatni, hogy n = 4 esetén legfeljebb két eltér6 élpar létezik,
amelyik teljesiti az elso feltételt, valamint legfeljebb harom eltérd élpar képes

teljesiteni a masodik feltételt.

4.2. Megjegyzés Ha n = 5, akkor a masodik feltételt teljesité élpdar nem
feltétleniil egyértelmi. Ezt szemlélteti a (4.20) mdtriz, amelyhez tartozé G

irdnyitott graf eleget tesz a mdsodik feltételnek:

1
1/a
1/a
1
1

(4.20)

—_ = = e
—_ = = e

—_ = = = Q
— = = = Q

ahol a # {0, 1}, ekkor a (4.20) matrixbél két elem megvaltoztatdsaval eltérd

konzisztens matrixok nyerhetok:

111 11 1 a a a a
11111 I/a 1 1 1 1
11111 és /a1 1 1 1
111 11 /a1 1 1 1
11111 I/a 1 1 1 1

Mivel a (4.20) matrix négy inkonzisztens triddot tartalmaz, ezért nem lehet
egy elemmel és a reciprokanak modositasaval konzisztenssé alakitani. Az
n = 5 esetén legfeljebb két eltérd élpar létezik, amelyik teljesiti a masodik
feltételt.

4.3.3. Harom elem moddositasa

A hérom elem megvéltoztatasaval (K = 3) konzisztenssé alakithaté matri-
xok vizsgalata a novekvo elemszam és igy ezek kapcsolatanak vizsgalata miatt
joval Osszetettebb, mint az egy, illetve két elemmel bemutatott elemzés. A G
irdnyitott grafban a harom él 6t kiillonb6z6 moédon kapcsolédhat egymashoz,
ahogy azt a 4.7. dbra is mutatja. Ezért a kovetkezo allitas ezt az ot lehetséges

esetet vizsgalja.
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(a) (b) (c)
k s k
i
i J °J
(d) (e)

4.7. dbra. A héarom él lehetséges elhelyezkedései

4.7. Allitas Egy A inkonzisztens pdros ésszehasonlitds mdtriz pontosan akkor
tehetd harom elemének megudltoztatasaval konzisztenssé, ha a megfelelo G

iranyitott grafban az alabbi ot eset valamelyike teljestil:

1. Léteznek az (iy, ji) figgetlen élek és nem nulla oy, t = 1,2, 3, amelyekre
fenndll a w(l,is,5;) = oy minden £ € N \ {is,j:}, t = 1,2,3 esetén,

valamint az dsszes tobbi triad konzisztens.

2. Léteznek az (iy, j1), (i2, j2), (Jo, ko) €lek, ahol |{i1, j1,i2, 2, k2}| = 5, és
nem nulla oy, o, az, amelyekre fenndll a w(l,i1,71) = o1 minden
e N\ {ir, 1} mellett, w(l,iz, jo) = g és w(l,jo, ka) = ag minden
e N\ {ig, jo, ko} esetén, w(ia, ja, ko) = o + a3, valamint az dsszes

tobbi triad konzisztens.

3. Léteznek az (i,7), (4, k), (k,s) élek, ahol |{i,j,k,s}| = 4, és nem nulla
ai, g, ag, amelyekre fenndll a w(l,i,7) = ay minden € N\ {i,J,k}
mellett, w(l, j, k) = o minden £ € N'\{i,j,k, s} esetén, w(l,k,s) = az
minden { € N\{j, k, s} mellett, w(i, j, k) = ay+as, w(j, k, s) = as+as,

valamint az 0sszes tobbi triad konzisztens.
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4. Létezik az (i,7,k) tridd és nem nulla oy, g, «az, amelyekre fenndll
aw(l,i,j) = ay, wl,j,k) = ag és w(l, ki) = ag minden { € N\
{1, 7, k} mellett, w(i, j, k) = a1 + as + as, valamint az dsszes tobbi tridd

konzisztens.

5. Léteznek az (i,7), (i, k), (i,8) egymastol kiilonbozé élek és mem nulla
aq, g, ag, amelyekre fenndll a w(l,i,7) = ay, w(l,i, k) = ag, valamint
w(l,i,s) = az minden £ € N\ {4, j, k, s} mellett, w(i,j, k) = a3 — ag,
w(i, k,s) = ay — as, w(i, s, j) = ag — ai, valamint az dsszes tobbi tridd

konzisztens.

A G irdnyitott grafot konzisztenssé alakito élek sulyai eqyértelmiiek minden
olyan élhdrmasndl, amely az 1.-5. feltételek kozil egyet teljesit, kivéve n = 3
esetén a 4. feltételt, illetve n = 4 mellett az 5. feltételt, ahol véges szami

lehetséges modositdas létezik.

Bizonyitds: A tétel bizonyitasat részletesen targyaljuk a 2011-ben megjelent
cikkben [7].
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5. fejezet

Az inkonzisztencia csokkentése

az elfogadasi szint ala

Az el6z6 fejezetben kulcskérdés a paros osszehasonlitas matrixok kon-
zisztenssé tétele volt. Ebben a fejezetben a néhany elem megvaltoztatasaval
elfogadhat6 inkonzisztencidjuva alakithaté matrixokat mutatom be. A
vizsgalt matrixosztaly fontossagat az adja, hogy a valédi doéntési problé-
maknal mar a matrixok inkonzisztencidjanak alacsony szintje elegendd (nem

sziikséges a konzisztencia) a dontési modellben torténé alkalmazashoz.

A koévetkezékben bemutatasra kertilé eredményeket egy részét Bozoki San-
dorral és Fiulop Janossal kozosen egyiittmiikodve dolgoztuk ki, illetve publi-
kaltuk a Central European Journal of Operations Research [8] foly6iratban.
A megjelenés 6ta Siraj, Mikhailov és Keane [P3.1] hivatkoztak a kozolt allita-

sokat. Az értekezés szerzdjének sajat hozzajarulasa:

e a logaritmizalt alak bevezetése,

a Saaty-féle C'R indexhez kapcsolodd NLP feladat felirasaban meghata-

rozé szerep,

a Peldez és Lamata-féle C'I index kapcsolédd NLP feladat felirasa,

e az Aguarén és Moreno-Jiménez-féle GC'I NLP feladatainak és a hozza-

juk kapcsolodé allitasok felirasa,

® a c3 és a p inkonzisztencia mutatokhoz kapcsolddd dsszefliggések bemu-

tatasa,
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e a konvex nemlinedaris vegyes 0-1-es optimalizalasi feladatok MATLAB-

ban torténo implementalasa és megoldasa.

A fejezetben bemutatdsra kertilé nemlinedris vegyes 0-1-es optimalizala-
si feladatok valaszt adnak arra a kérdésre, hogy adott paros Gsszehasonlitas
matrix, inkonzisztencia index, valamint elfogadasi szint esetén mi az A matrix

azon elemeinek a minimdlis szama, amelyek (és reciprokaik) megvéltoztatdsa-

« 7o

« /e

kevésbé konzisztens modon értékelé ennél a néhany elemnél kevésbé volt
figyelmes, esetleg adatrogzitési hiba tortént. Erdemes tehét wjra kiértékelni
ezeket az elemeket. Ha az értékel6 ragaszkodik a korabbi értékekhez, vagy az
1j értékekkel sem érjiik el az elfogadhaté inkonzisztencia szintjét, akkor ez a
megkozelités nem jart sikerrel, az 6sszes paros Osszehasonlitast 1jbol el kell
végezni. Ha azonban a kritikus elemek feliilvizsgalata utan kapott matrix

mar elfogadhato inkonzisztenciaju, akkor vele folytathatjuk a dontési eljarast.

A fenti vizsgalatokkal kapcsolatban megoldandé nemlineéris vegyes 0-1-es
optimalizalasi feladatokndal elényos, ha a binaris valtozok relaxalasaval kapott
nemlinedris programozasi feladatok konvex optimalizalasi feladatok. Ebben
az esetben ugyanis szamos hatékony maédszer és szoftver all rendelkezésiinkre,
mig nemkonvexitas esetén modszertani és implementacidés nehézségek is
adddhatnak. Megmutatjuk, hogy az irodalomboél ismert harom alapvetd
inkonzisztencia index, a [10] dolgozatban is kiemelten vizsgalt Saaty-féle CR
[38], a Koczkodaj-féle C'M [27, 19], illetve a Peldez és Lamata-féle C'I [32]
inkonzisztencia mérdszamok, tovabba az Aguaréon és Moreno-Jiménez-féle
GC1T [1], Shiraishi és szerzotarsai cs [42, 43, 44] és a Fedrizzi és Giove p
[20] inkonzisztencia indexek esetén a nemlinearis vegyes 0-1-es optimalizdlasi
feladatok a logaritmizalt térben is megfogalmazhatdak, és ott mar teljesiil

rajuk a konvexitasi tulajdonsag.
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5.1. Inkonzisztencia indexek formalizalasa lo-

garitmizalt térben

A 4.1 részben leirtakhoz hasonléan, itt is sziikséges bevezetni a matrix
elemeinek logaritmuséat. Egy A nxn-es pozitiv matrix esetén legyen A = log A

az az n X n-es matrix, amelynek elemeire
&ij = loga,-j, Z,] = 1, oo, n

teljesiil. Ekkor az 1.2. definici6 1.3 tranzitivitasi egyenlete alapjan az A paros

osszehasonlitas matrix pontosan akkor konzisztens, ha
dw—f—djk—i—d]ﬂ:o, \V/Z,],k‘:l,,n (51)

Az (5.1) homogén linedris egyenletrendszernek eleget tevé A maétrixok egy
linearis alteret alkotnak R"*"-ben.

Jelolje P, az n x n-es paros 0sszehasonlitas matrixok halmazat és C, C P,
a konzisztens matrixok halmazat. Mivel a logaritmizélt térben az (1.2) recip-
rocitasi feltételnek az

Ajj = —0aj;

feltétel felel meg, log P, = {logA | A € P,} az n x n méretli ferdén szim-
metrikus matrixok halmazaval azonos, amely R™*" egy n(n — 1)/2 dimenzids
linedris alterét alkotja. A logC, = {logA | A € C,} halmaz az (5.1)-nek
eleget tevo matrixok halmaza, amelyrol megmutathaté6, hogy R"*" egy n — 1
dimenziés linearis altere [14]. A definiciokbdl kévetkezéen logC,, C log P,,.

Egy ¢, @ P, — R fiiggvényt inkonzisztencia indexnek neveziink, ha
®n(A) = 0 minden konzisztens és ¢,(A) > 0 minden inkonzisztens paros
Osszehasonlitds matrix esetén. A gyakorlatban hasznalt inkonzisztencia inde-
xek folytonosak is, igy a ¢,(A) > 0 érték tobbé-kevésbé azt is jelzi, hogy az
inkonzisztens matrix mennyire tér el egy konzisztenstol.

Mivel gyakorlati paros 6sszehasonlitdas matrixok esetén a konzisztencia ne-
hezen biztosithatd, bizonyos szintii inkonzisztenciat még elfogadnak a dontés-
hozok. Ez a gyakorlatban gy mikodik, hogy egy adott ¢, inkonzisztencia
indexhez véalasztanak egy «, > 0 elfogadasi szintet, és egy A € P, matrixot
csak akkor tartanak meg tovabbi felhasznélds céljabdl, ha ¢, (A) < v, teljestl,

kiilonben pedig elvetik azt, vagy pedig ujbdl elvégeztetik a paros 6sszehason-
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litasokat. A méatrix kitoltéséhez sziikséges Osszes paros Osszehasonlitas ajboli
elvégzése gyakran idGigényes feladat. Ezért egy eldirt elfogadasi szint feletti
inkonzisztenciaju matrix teljes elvetése elott érdemes megvizsgalni, hogy van-

e esély kevesebb szamu paros Osszehasonlitas tjboli elvégzésével elfogadhato

R

5.2. Optimalizalasi feladat altalanos alakja

Adott ¢, inkonzisztencia index és «,, elfogadési szint esetén jelolje
An(dn, an) = {A € Py | pn(A) < an} (5.2)

azaz azonh n X n-es paros osszehasonlitds matrixok halmazat, amelyek ¢, sze-
rinti inkonzisztencia értéke nem haladja meg az «,, elfogadési szintet. Legyen
A A e P, és jeldlje

d(A,A) = {(i,§) : 1 < i < j < n,ai; 7 iy} (5.3)

azon elemek szamat a felsé haromszog poziciokban, ahol a két matrix eltér
egymastol. Nyilvan ugyanennyi az eltéré elemek szama az alsé6 haromszog

pozicidkban is, ezért elegendd egyszer szamolni.

Tekintstink egy A € P, paros Osszehasonlitds matrixot, amelyre ¢, (A) >
a,, teljesil, azaz nem elfogadhaté. Arra vagyunk kivancsiak, hogy legalabb
hény elemet kell megvaltoztatni a fels§ haromszog (és vele egyiitt az alsd
haromszog) poziciokban gy, hogy a médositott paros ésszehasonlitds matrix

mar elfogadhato legyen. Matematikai alakban ez a

min d(A4, A)

R (5.4)
fh. Ae A (dn,an)

optimalizalasi feladat megoldéasat jelenti, ahol A elemei a valtozok.

Feltehetjiik azt a kérdést is, hogy mi az a minimalis inkonzisztencia szint,

amit az A € P, matrix legfeljebb K szamu elemének (és azok reciprokainak)
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megvaltoztatasaval elérhetiink. Ez a feladat matematikai alakban

min o
fh dA A <K, (5.5)
A€ A (¢, ),

ahol o és A elemei a valtozo.

Az (5.4) és az (5.5) feladatokat a logaritmizalt térben is megfogalmazhat-
juk.

log Ay (¢n, o) = {X €log Py | dn(exp X) < an}, (5.6)
ezért az (5.4) feladat a

min d(log A, X)
f.h. X €logP,, (5.7)
On(exp X) < ay

feladattal ekvivalens, ahol X elemei a valtozok, a d eltérésfliggvény pe-
dig az (5.3) szerint van értelmezve ferdén szimmetrikus matrixok esetén is.
Az (5.7) els6 feltétele azt jelenti, hogy X a ferdén szimmetrikus matrixok
alterébdl van, a méasodik pedig egy nemlinearis egyenlotlenség feltétel. A dol-
gozatban megmutatjuk, hogy ez egy konvex feltétel a Saaty-féle C'R [38] és
Koczkodaj-féle C'M [19, 27] inkonzisztencia indexek esetén.

Az (5.5) feladat ekvivalens alakjat is hasonlé médon kaphatjuk:

min o

f.h. dllogA X)< K
(log A, X) < K, (5.8)
X €logP,,

odn(exp X) < a,
ahol « és X elemei a valtozok.

Az optimalizalasi feladatokban nehezen kezelhet6 d eltérésfiiggvényt ki-
valthatjuk az egészértékii modellezésben jol ismert nagy M modszer alkal-
mazasaval. Ehhez feltételezni kell, hogy ismert egy M > 1 fels6 korlat az
A € P, és az (5.4), illetve (5.5) feladatok optimélis megolddsaként széba
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joheto A € P, matrixok elemeire vonatkozéan, azaz

Egy ilyen M fels6 korlatot kaphatunk akkor, ha a konkrét ¢, ismeretében
meg tudunk hatarozni egy korlatos tartoméanyt, amely biztosan tartalmazza
az (5.4), illetve (5.5) feladat legalabb egy optimalis megoldasat. De ha elméleti
M korlatot nem is tudunk konnyen meghatarozni, konkrét paros 6sszehason-
litasi feladatoknal altalaban természetesen adddik egy észszeri M korlat.

Az (5.9) feltételt az

A, A e [1/M, M) (5.10)

métrixalakban is felirhatjuk, és az (5.10) A-ra vonatkozé korlatozasét az (5.4),

illetve az (5.5) feladathoz csatolva a

min  d(A, A) (5.11)
fh. A€ A, (én, ) N[1/M, M
illetve a
min o
fh. d(A A) <K, (5.12)

A€ Ay(dn,a) N [1/M, M]™<"
feladatokat kapjuk.

Bevezetve az M = log M jelolést, a logaritmizalt térben az (5.11), illetve

az (5.12) feladat ekvivalens alakja a kovetkezéképpen irhaté fel:

min d(log A, X)
fh. X €logP,N[—M,M™ " (5.13)
Pn(exp X) < ap,

illetve
min  «
fh. d(logA, X) <K,
X €logP, N [—M, M|,
on(exp X) < a.

(5.14)

Az (5.13) és (5.14) feladatra mér kozvetleniil alkalmazhatjuk a nagy-M
technikat. Legyen A = log A, és vezessiik be az yi; € {0,1}, 1 <1< j <n,
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binaris valtozokat. Felhasznalva, hogy A € [—M, M]"*" az (5.13) feladat az

alabbi ekvivalens, vegyes 0-1 programozasi alakban is megfogalmazhato:

n—1 n
min Y >y (5.15)

i=1 j=it1
f.h. On(exp X) < ay,

Tij = —Tj;, 1< <y <n,

~M < < M, 1<i<j<mn,

—2My;; < wy; — G < 2My;, 1<i<j<n,

vy € {01}, 1<i<j<n

Az (5.15) optimumértéke megadja, hogy legaldbb hany elemet kell megval-
toztatni az A n X n-es paros Osszehasonlitas matrix fels6 (és alsd) hdromszog
poziciéiban ugy, hogy a moddositott paros Osszehasonlitds matrix ¢, inkon-
zisztenciaja ne haladja meg az «,, elfogadasi szintet. Az optimadlis megoldas
yi; = 1 értékei kijelolik a médositandé elemeket, az exp x;; értékek pedig egy
modositasi lehetdséget mutatnak be, de azt a megfelelé paros 0sszehasonlita-
sokat esetleg 11jbdl elvégzoknek nem kell feltétlentil figyelembe venniiik.

Az (5.15) feladatnak a bindris valtozok szerint tobb optimalis megolddsa
is lehet, és ezeket kiilon-kiilon is érdemes lehet megvizsgalni. Az optimaliza-
16 szoftverek azonban altalaban csak egy optimalis megoldast szolgaltatnak,
igy a binaris valtozok szerinti Osszes optimalis megoldas eloallitasardl sajat
magunknak kell gondoskodni.

Legyen L* az (5.15) feladat optimumértéke, yi;, 1 < i < j < n, egy
optimalis megolddsa és Iy = {(7,7) | y5; = 0,1 <i<j<n} A

n—1 n
i=1 j=i+1

feltétel (5.15)-hoz vald csatolasaval azt biztositjuk, hogy a tovabbiakban csak
(5.15) optimalis megolddsai lehetnek (5.15)-(5.16) megengedett megoldésai.
A

Z yij > 1 (5.17)

(i.g)ely
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feltétel csatolasaval pedig egy mar megtalalt optimalis megoldast zarunk ki
a tovabbi keresésb6l. Amennyiben az deril ki, hogy az (5.15)-(5.16)-(5.17) fel-
adatnak nincs megengedett megoldasa, az azt jelenti, hogy megtalaltuk (5.15)
Osszes optimalis megoldasat. Kiilonben pedig az 1j optimélis megoldashoz is
készitiink egy (5.17)-hez hasonlé kizaré feltételt, csatoljuk azt is (5.17)-hez, és
jbdl megoldjuk az (5.15)-(5.16)-(5.17) feladatot. Véges szamu iteracié utan
el6all (5.15) bindris valtozok szerinti Osszes optimalis megoldasa.

Az (5.14) feladat az (5.15)-hoz hasonléan irhaté at ekvivalens alakra:

min o (5.18)
£.h. Pn(exp X) < a,
n—1 n
Z Z vij < K,
i=1 j—it1
xij:_xjia 1§Z§j§n,
~M <y <M, 1<i<j<n,
—2My;; < x5 — ag; < 2My;, 1<i<j<n,

Ha ¢,(exp X) az X maétrix elemeinek konvex fiiggvénye, az (5.15) és
az (5.18) feladat relaxdltjai konvex optimalizalasi feladatok, igy (5.15), illetve

(5.18) vegyes 0-1-es konvex programozasi feladat.

5.3. Inkonzisztencia csokkentése

5.3.1. A Saaty-féle C'R index

Az 1.3.1 részben bemutatott Saaty-féle C'R inkonzisztencia index szami-

tasanak lépései roviden a kovetkezok:
1. CT : alegnagyobb sajatértékbdl szarmaztatott inkonzisztencia index

A -n
cl, ="~ 5.19
n—1 ( )

2. RI, : generalt véletlen paros sszehasonlitds matrixok C'I,, indexeinek

atlaga,
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3. CR, : a ClI, és a RI, aranybdl szamitott inkonzisztencia index:

cl,
RI,’

CR, = (5.20)

A CR,, mutatéhoz tartozik egy 10 %-os elfogadasi szint, igy az (5.20)-at fel-
hasznalva az 5.2 fejezetben altalanosan targyalt ¢, inkonzisztencia index spe-
cialis eseteként kaphatok a kovetkezo allitasok.

Egy X € log P, esetén jelolje Apax(exp X) az A = exp X matrix maximalis
sajatértékét. Ekkor

Amax(exp X) — n

Onlexp X) = = =)

(5.21)

Az (5.21) osszefiiggésbdl 1atszik, hogy ¢, (exp X) pontosan akkor konvex fiigg-
vénye az X matrix elemeinek, ha Ay..(exp X) is az, ez utébbi tulajdonsag
pedig bizonyitast nyert a [9] dolgozatban. Nevezetesen, Apmax(exp X') nemcsak
a ferdén szimmetrikus matrixok alterén konvex, hanem az n x n-es matrixok
halmaza felett is.

A fentiek alapjan bizonyitottuk, hogy (5.21) esetén (5.15), illetve (5.18)
vegyes 0-1-es konvex optimalizalasi feladat. Numerikus szempontbél azonban
nehézséget okoz, hogy ¢, (exp X) nem adhaté meg explicit alakban, mivel a
Amax értékek maguk is iterdciés modszerrel szamitodnak [38]. Ez a tény meg-
neheziti a standard megoldo6 szoftverek alkalmazasat. Megmutatjuk azonban,
hogy a Anax érték el6dll egy konvex optimalizalasi feladat optimumaként is,
ezért a bedgyazott optimalizalasi feladat 6sszevonhatd a beagyazé feladattal.

A Frobenius tétel egy specialis esetét fogjuk alkalmazni [38, 41]:

5.1. Allitas (Frobenius-tétel) Legyen A egy n x n-es irreducibilis nemnegativ

matriz, Amax(A) pedig az A legnagyobb sajatértéke. Ekkor

n
W, > QijW;

. . j=1
max min = Amax(A) = min max
w>0 i=1,...,n w; w>0 i=1,....,n w;

n
J=1

(5.22)

Mivel a paros oOsszehasonlitds matrixok pozitiv, irreducibilis matrixok,

az 5.1. allitas kozvetleniil alkalmazhato rajuk.
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Az a;; =loga;;,i,7 =1,...,n, mellé bevezetve a z; = logw;,t = 1,...,n,
jeloléseket is, (5.22) jobb oldali egyenlGségét a

n

— mi dij+2—2
Amax(A4) = mzmlir%axn;e T (5.23)

alakra frhatjuk at. Az (5.23) jobb oldalan szerepl6 konvex exponencidlis figg-
vények Osszegei és azok maximuma szintén konvex, An.. tehat egy konvex
optimalizalasi feladat optimumaként is eléall. Az (5.23) ésszefiiggést abban a

formaban is megfogalmazhatjuk, hogy Apax(A) a

min A
fh. Y etu=s <N\ i=1,...,n, (5.24)
j=1
konvex optimalizalasi feladat optimumértéke, ahol A és z;,i = 1,...,n a val-

tozok.

Legyen «,, adott elfogadési szint a ¢,, = C'R,, inkonzisztencia index esetén.
Ekkor az (5.15) feladatban szerepld

On(exp X) < ay, (5.25)
feltétel (5.21) alapjan Ayax(exp X) segitségével is kifejezheto:
Amax(exp X) < n+ Rl,(n — 1)a,. (5.26)

Legyen o) = n + RI,(n — 1)a,. Ekkor (5.23) alapjan, az a;; helyébe most
x;;-t frva, (5.26) a

n
Yot <o i=1,...,n (5.27)
j=1

feltételrendszerrel ekvivalens.
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Az (5.15) feladatban az (5.25) feltétel helyett az (5.27) osszefiiggést irva a

kovetkezd konvex vegyes 0-1-es optimalizalasi feladatot kapjuk:

n—1 n

i=1 j=it1
n
f.h. Zexiﬁzﬂ'_z" <a, 1=1,...,n,
j=1
Tij = —Tji, I<i<j<mn,
~M <@y < M, 1<i<j<n,
—2Myw§$2]—d2]§2Myw, 1§Z<]§n,
yijE{O,l}, 1§Z<j§n

5.2. Allitas Az (5.28) optimumértéke megadja, hogy legaldbb hdny elemet
kell megudltoztatni az A n X n-es pdros dsszehasonlitas matriz felsé (és alsd)
hdromszog pozicioiban gy, hogy a modositott paros osszehasonlitds matrix

CR,, inkonzisztencidja ne haladja meg az «, elfogaddsi szintet, ahol o, =

RIp(n—1)"

Az (5.18) feladatot is specializdlhatjuk a ¢,, = C'R,, inkonzisztencia index
esetére. A (5.21) Osszefiiggés alapjan ¢,, minimalizdlasa ekvivalens Ap,x mini-
malizdlasaval. A A.c-ra vonatkozd (5.24)-et is figyelembe véve tekintsiik az

alabbi konvex vegyes 0-1-es optimalizalasi feladatot:

min A (5.29)
f.h. N etutaTE ) i=1,...,n,
j=1
n—1 n
Z Z vij < K,
i=1 j=i+1
~M < < M, 1<i<j<n,
_2Myij§xij_dij§2Myija I<i<j<n,
yijE{O,l}, 1_Z<j§’n,
5.3. Allitas Jelolie \* az (5.29) optimumértékét, és legyen o = %.

FEkkor o a CR,, inkonzisztencia index minimalisan elérhetd szintje olyan pd-

ros 0sszehasonlitds mdtrizok esetén, amelyeket ugy kapunk, hogy az A nxn-es
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paros dsszehasonlitdas matriz felsé (és alsé) hdromszdg pozicidiban legfeljebb K

elemet wvdltoztatunk meg.

5.3.2. A Koczkodaj-féle C'M index

Koczkodaj [19, 27| altal bevezetett inkonzisztencia index a 3 x 3-as rész-

matrixokra, triddokra épiil. Az

1 a b
lJa 1 ¢
1/b 1/c 1

kitoltésti 3 x 3-as paros Osszehasonlitds matrix esetén legyen

1

CM/(a,b,c) :min{— b
a

a — —
C

1

1 b
,g|b—aC|,E

C— —
a

b

Az index n > 3 esetén kiterjeszthetd tetszoleges A n X n-es paros Osszehason-

litas matrixras:
CM(A) =max {CM(a;;, air, aj;)| 1 <i<j<k<n}. (5.30)

A Saaty-féle C'R,, indextél eltéréen itt nem jelennek meg n-tél fiiggd para-
méterek a konstrukcidban, ezért itt eltekintiink a C'M,, alak hasznalatatol.
Koénnyen lathato, hogy C'M inkonzisztencia index, mivel tetszoleges A € P,
esetén C'M(A) >0, és CM(A) = 0 pontosan akkor, ha A konzisztens.

Egy altalanos (a, b, ¢) tridd esetén legyen

ac b

T(a,b,¢) = max {?, Q} . (5.31)

Megmutathatd, hogy a C'M index és a T kozott fliggvényszeri kapcesolat all
fenn [10]:

1 1
T(a,b,c) = .
(a,b,¢) 1—CM(a,b,c)

CM(abe) =1 = (5.32)

(a,b,¢)’

Mivel T'(a,b,c) > 1, ezért 0 < CM(a,b,c) < 1,igy 0 < CM(A) < 1.

Jelolje (@, b, ¢) az (a,b,c) tridd logaritmizalt értékeit, és legyen

T(a,b,¢) =max{a+c—b, —(a+c—b)}.
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Ekkor

T(a,b,c) = exp(T(a,b,c)) (5.33)

1
CM(a,b,c) =1— m. (5.34)

Egyszertien ellendrizheto, hogy C'M mar triddok esetén sem konvex fligg-
vénye a logaritmizalt matrixértékeknek, ezért a ¢, = C'M inkonzisztencia
index vélasztds esetén az (5.15) és az (5.18) feladatban megjelend ¢, (exp X)
az X matrix elemeinek nem konvex fiiggvénye. Megmutatjuk azonban, hogy
a (—oo, 1) intervallumon szigortian monoton névekvo egyvaltozds

f(t) = (5.35)

1
1—t¢

f(CM(exp X)) az X maétrix eleme-
inek mar konvex fiiggvénye. Ekkor az (5.15) feladat

fiiggvény alkalmazédsaval f (¢, (exp X))

On(exp X) < a,
feltételét felcserélhetjiik az

S (@n(exp X)) < f (o)

konvex feltételre. Az (5.18) feladatban szereplé ¢, (exp X) matrixfiiggvény
helyett irhatunk kozvetlenil f(¢,(exp X))-et, és a mbdositott feladat a* op-
timumértékével szamolt f~1(a*) érték lesz az eredeti (5.18) feladat optimum-

értéke.

Terjessziik ki az (5.31) altal definidlt 7" mutatét tetszileges A n x n-es

paros Osszehasonlitas matrixra:
T(A) = max {T'(a;j, a,aj;)| 1 <i<j<k<n}. (5.36)

Mivel (5.32) alapjan triddok esetén szigorian monoton névekvo figgvénykap-

csolat van CM és T kozott, ezért
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ahol f az (5.35)-ben definidlt fiiggvény.
A T mutatét a logaritmizalt térben kifejezve azt kapjuk, hogy

T(exp X) = max {max{em””ﬂ“”’”, e tuTTkTIL | ] <j<j<k< n} :
(5.38)

Mivel (5.38) jobb oldalan konvex fiiggvények maximumat képezziik, T'(exp X)
az X matrix elemeinek konvex fiiggvénye. Tehat a ¢, = C'M inkonzisztencia
index valasztés esetén f(¢p,(exp X)) mar konvex fliggvény, és a fent elmondot-
tak szerint médositott (5.15) és (5.18) mar konvex vegyes 0-1-es optimalizalasi
feladat.

Bar C'M (exp X ) nem konvex, de kvazikonvex. Ehhez azt kell ellendriz-
niink, hogy C'M (exp X) alsé szinthalmazai konvexek. Legyen g € [0, 1) tet-
sz6legesen vélasztott lehetséges értéke C'M (exp X)-nek. Mivel f szigortian

monoton novekvo, ezért
{X eR"™ [CM(exp X) < B} ={X e R"™" | f(CM(exp X)) < f(B)}-

Viszont T'(exp X) = f(CM (exp X)) konvexitdsa miatt a fenti szinthalmazok

konvexek, ez pedig T'(exp X ) kvazikonvexitasat jelenti.

5.4. Allitdas CM(exp X) kvdzikonver az n x n-es mdtrizok halmazdn,
T(expX) = f(CM(exp X)) pedig konvex, ahol f (5.35) szerint van értel-

mezve.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy az (5.15) és (5.18) feladat még egy-
szeribb modon is megoldhatd, nevezetesen megfeleld linearis vegyes 0-1-es
optimalizalasi feladatok segitségével. Kihasznédlva az exponencialis fiiggvény

szigortian monoton névekvé voltat, (5.38) az alabbi formaban is felirhat6:

T(eXp X) _ 6max{max{xij+mjk+:vki,—mij—xjk—mik}\1§i<j<k§n}‘ (539)

Az (5.39) osszefiiggés azt is jelenti, hogy C'M(A) meghatarozhaté az
A = log A matrix elemeivel képzett lineéris kifejezések maximuméanak megha-
tarozasaval, valamint az exponencialis és az f fliggvény egyszeri alkalmazasa-

val.
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5.5. Allitas ( [6]) Egy nxn-es A pdros dsszehasonlitds mdtriz Koczkodaj-féle
CM inkonzisztencidja a kévetkezd egyvdltozos linedris programozdsi feladat

optimalis megolddsdbol szamithato:

min z
_(&ij+&jk+&ki)§2 1<i<yi<k<n.

Legyen zop: az (5.40) optimumértéke. Ekkor CM(A) =1 — —1

exp(zopt) *

A kévetkezékben jelolje a,, = CM* a ¢, = CM inkonzisztencia indexhez

tartozo elfogadasi szintet és legyen

2* =log (1 ! ) . (5.41)

- QG

Tekintsiik a kovetkezo linearis kevert 0-1 programozasi feladatot:

n—-1 n
min > Yy (5.42)

i=1 j=it1
f.h. Tij + Tjp + T < 27, 1<i<y<k<n,
—(zij + i + vg) < 27, 1<i<j<k<n,

Tij = —Tji, 1<i<j<n,

—MﬁfijSM, I<i<j<mn,

—2My;; < x5 — a;; < 2My;j, I<i<jy<n,

vi; € {0,1}, 1<i<j<n.

Az eddig targyaltak alapjan kozvetlentil adédnak a kovetkezo allitasok.

5.6. Allitas Az (5.42) optimumértéke megadja, hogy legaldbb hdny elemet
kell meguvdltoztatni az A n X n-es pdros dsszehasonlitas mdtriz felsé (és also)
hdaromszog pozicioiban gy, hogy a modositott paros osszehasonlitds matrix

CM inkonzisztencidja ne haladja meg az o, elfogaddsi szintet.
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Az (5.42) némi atalakitdsdval az alabbi linedris kevert 0-1 programozasi
feladatot irhatjuk fel:

min 2 (5.43)
f.h. I’Z]‘l'l’]k—f—l'kléz, 1§Z<]</{?§7’L,
—(xij—i—xjkjoki)gz, 1§Z<j<k§n,
n—1 n
Z Z vi; < K,
i=1 j=i+1
Tij = —Tji, I1<i<jg<mn,
—M<:)5,]<]\7[, 1 <1<y <n,
—2My;; < xi; — a; < 2My;;, 1 <i<j<n,
yijE{O,l}, 1<i<j<n.

5.7. Allitas Jelolje 2oy az (5.43) optimumértékét. Ekkor 1 — ﬁ a CM
inkonzisztencia index minimdlisan elérhetd szintje olyan pdros dsszehasonlitds
matrizok esetén, amelyeket gy kapunk, hogy az A n X n-es pdros dsszehason-
litds matriz felsé (és alsé) haromszog poziciciban legfeljebb K elemet vdltoz-

tatunk meg.

5.3.3. Peldez és Lamata-féle C'] index

Peldez és Lamata [32] dltal javasolt C'I inkonzisztencia index, a Koczkodaj-
féle C'M indexhez hasonléan, a triddokra épiil. Az index azon alapszik, hogy
az (1.7) szerint definialt tridd determindnsa nemnegativ és pontosan akkor 0,
ha a triad konzisztens. A tridd ezen tulajdonsagat kihaszndlva, a szerzék az
A € P, paros osszehasonlitds matrix inkonzisztencidjat a matrix triddjainak

atlagos determinansaval jellemezték:

det(A), ha n =3,
CI,(A) = NT(n

1
NT(n)

) (5.44)
det(I';), han > 3,

i=1

ahol NT'(n) = (g) az A matrix tridadjainak a szamat, I';; i = 1,..., NT'(n) az
A matrix triddjait, jeloli.
Megmutatjuk, hogy CI a logaritmizalt matrixelemek konvex fiiggvénye,

igy ¢, = C1, inkonzisztencia index véilasztdsa esetén az (5.15) és az (5.18)
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feladatban megjelend ¢, (exp X) az X matrix elemeinek konvex fiiggvénye.

(€232 Q5 A
+

det(T") = —2 (5.45)

Q5 G Qi
Osszefiiggést. Bevezetve az X = logl' € log Ps, illetve I' = exp X jelolést,

az (5.45) egyenlet atirhaté az X elemeinek konvex fiiggvényére:
det(exp X) = e®ik™ %~ Tk 4 i TPk Tik 9, (5.46)

Legyen «,, adott elfogadasi szint a ¢,, = C'I,, inkonzisztencia index esetén.
Ekkor az (5.15) feladatban szereplé

bn(exp X) < o

feltétel az (5.44) és az (5.46) alapjan kifejezheto:

n—2 n—1 n
%Z S 3 (e g e 9) <o (5.47)
3) i=

i=1 j=i+1k=j+1

Legyen o = (a, + 2) (g), ekkor az (5.47) egyenlet egyszertibb alakjat

n—2 n—1 n

§ S ) <o, (o

i=1 j=i+1 k=j+1

beirva az (5.15) feladatba, a kovetkez6 vegyes 0-1 konvex optimalizalasi
feladatot kapjuk:

n—1 n
min Y >y (5.49)
i=1 j=i+1

n—2 n—1 n

Y Y3 (e o) < o,

i=1 j=i+1 k=j+1

Tij = —Tj;, 1<i<y<n,

—M <y < M, 1<i<j<n,
—2My;; < xij — ai; < 2My;j, I1<i<y<n,
vy €101}, 1<i<j<n.

5.8. Allitas Jelolje o, az inkonzisztencia elfogaddsi szintet és legyen

o = (o, + 2)(2) Az (5.49) optimumértéke megadja, hogy legalabb hdny

n
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elemet kell megudltoztatni az A n X n-es pdros dsszehasonlitds mdtriz felsd
(és alsé) haromszog pozicidiban gy, hogy a mdédositott pdros ésszehasonlitas

matriz CI inkonzisztencidja ne haladja meg az o, kiiszobértéket (C1 < au,).

A t6bbi inkonzisztencia indexhez hasonléan, tekintsiik a kovetkezd vegyes

0-1 konvex optimalizalasi feladatot:
min o (5.50)

f.h. nz2 "Zl Z ( k_xij_xjk+exij+xjk—xik) < a,

i=1 j=i+1k=j+1
Tij = —Tj;, 1<i<jy <n,

~M <y <M, 1<i<j<mn,
—2My;; < @y — ag; < 2My;;, 1<i<j<n,

yi; €10,1}, 1<i<j<mn,

Z Zyw—

i=1 j=i+1

5.9. Allitas Jelolje cope az (5.50) optimumértékét. Ekkor 2 —2 o CT inkon-

3
zisztencia index minimdlisan elérhetd szintje olyan pdros ésszehasonlitas mdt-

rizok esetén, amelyeket ugy kapunk, hogy az A n x n-es pdros dsszehasonlitds
matriz felsé (és alsé) haromszog poziciciban legfeljebb K elemet vdltoztatunk

megq.

5.3.4. Aguarén és Moreno-Jiménez GC'I indexe

Az A € C, konzisztens paros Osszehasonlitas matrixbol szamitott W sily-
vektor w; és w; komponenseinek hanyadosa egyenl6é a matrix (i, ) elemével,

vagyis a kovetkezo egyenlet teljesiil

wj a J ( )
Aguarén és Moreno-Jiménez altal definialt Geometriai konzisztencia in-
dex, GCI [1] az (5.51) tulajdonsagra épiil és az egyenlet két oldalanak relativ

eltérésének négyzetes logaritmikus 0sszegeként irhato fel

GOL(A, W) = (n—1)2(n 3 log? (a2 > (5.52)

i=1 j=i+1
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Bevezetve az X = log A € logP,, és a Z = logW jeloléseket a logaritmizalt
méatrixra, illetve a logaritmizdlt sulyvektorra, az (5.52) egyenletben szerepld

GC1, felirhat6 az X és a Z elemeinek konvex fliggvényeként:

2 n—1
(n—1)(n—2)

i (LL’Z']' + Zj = Zi)2. (553)

i=1 j=i+1

GCI,(exp X,exp Z) =

Legyen «,, a ¢, = GCI, inkonzisztencia indexhez tartozé elfogadasi szint.
Az (5.15) feladatban szerepld

bn(exp X) < oy

feltétel az (5.53) alapjan kifejezheto:

2 n—1
(n—1)(n—2)

S (wijtz—z)<a (5.54)

A GC1T inkonzisztencia index szamitasahoz sziikséges a W silyvektor isme-
rete. Szamtalan médszer létezik egy A € P,, paros Osszehasonlitas matrixbol
kinyerhetd sulyok meghatarozasara. Ebben a részben az AHP-ben hasznalt
sajatvektor modszer alapjan irjuk fel a GCT inkonzisztencia indexre az (5.15)
és az (5.18) optimalizalasi feladatokat.

A Peron tétel szerint, amely specidlisan igaz minden A € P, paros dsszeha-
sonlitds matrixra is, létezik A > 0 maximdlis sajatérték és W > 0 sajatvektor,

amelyre teljesiil az AW = AW egyenlet,

wy

=\, 1=1,...,n (5.55)
tovabba bevezetve az X = log A, Z = log W jeloléseket

S et E = ) i=1,...,n (5.56)
j=1

Az (5.15) feladatban az (5.25) feltétel helyett az (5.54) osszefliggést irva, vala-

mint csatolva az (5.56) feltételt a kovetkez6 konvex vegyes 0-1-es optimalizalasi
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feladatot kapjuk:

n—1 n
min Y >y (5.57)

i=1 j=i+1
f.h. 2 nil i (235 + 25 — 2)? < g,
(n—=1)(n—-2) = j=i+1 T
znjewij“j—% =\, 1<i<n,
j=1
Tij = —Tj;, 1<i<jy<n,
—MﬁfijSM, I<i<y<n,
—2My;; < @y — @i < 2My;;, 1<i<j<n,
yi; € {0, 1}, 1<i<j<mn,
21=0, A>0

5.10. Allitas Az (5.57) optimumértéke megadja, hogy legaldbb hdny elemet
kell meguvaltoztatni az A n X n-es pdros dsszehasonlitas mdtriz felsd (és also)
hdromszég pozicioiban gy, hogy a modositott paros dsszehasonlitds matrix
sajatvektor modszerrel kapott sulyvektordval szamitott, GCI,, inkonzisztencidja

ne haladja meg az cv, elfogaddsi szintet.

Az (5.18) feladatot is specializalhatjuk a ¢, = GC1,, inkonzisztencia index

esetére.
min 2 nil zn: (zs; + 2, — 2)* (5.58)
(n—1)(n—-2) = S J J
f.h. Z eritE T = )\ 1 <9 <n,
j=1
—M <z < M, 1<i<j<n,
_QMyijSIij_aij§2Myij> 1<i<j<n,
yije{ovl}v 1§7;<j§n,
n—1 n
Z Z Yij < K,
i=1 j=i+1
2 =0, A>0

5.11. Allitas Jeldlje Qopt 02 (5.58) optimumértékét. Ekkor aqp a sajdatvektor
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maodszerrel kapott sulyvektorral szamitott GCI,, inkonzisztencia index minimd-
lisan elérhetd szintje olyan pdros osszehasonlitas mdatrixok esetén, amelyeket
ugy kapunk, hogy az A n X n-es pdros dsszehasonlitas matriz felsé (és also)

hdromszog pozicioiban legfeljebb K elemet vdltoztatunk meg.

5.3.5. c¢3 index

Shiraishi és szerzotarsai [42, 43, 44] altal bevezetett inkonzisztencia index a
paros O0sszehasonlitas matrix karakterisztikus polinomjanak c3 egytitthatojaval

egyenlo.
Pi, AN = A"+ A" A" 2 4 g\ P 4 oA F oy (5.59)

A szerzok belattdk, hogy a c3 egyutthatd értéke a paros Osszehasonlitas
matrixok halmazaban nem pozitiv, illetve kizarélag konzisztens matrixoknal
vesz fel 0 értéket. Az 5.1 részben altalanosan megfogalmazottak szerint, egy
inkonzisztencia index minden paros 6sszehasonlitds matrix esetén kielégiti a
on(A) > 0 egyenl6tlenséget, igy a tovabbiakban bevezetjik a Cs = —c3 inde-

xet, amelyre teljesiil a

C3(A) >0, Y AeP,,
C3(A) =0, ha A€C, C P,

A (5 index a logaritmizalt matrixelemek konvex fiiggvénye, mivel a Brunelli

és tarsai [11] altal belatottak szerint

Cy(A) = <’;> CI(A), (5.60)

minden n > 3 esetén. Az (5.47) egyenl6tlenség alapjan a C'I,, inkonzisztencia

index felirhat6 az X = log A € log P, elemeinek konvex fiiggvényeként
n—2 n—1 n
ChiewX) = oe X 3 3 (emmmmmn f emtmnmi 9} (5.61)
( ) i=1 j=i+1k=j+1

, ahol n > 3.
A kapott eredménybd6l mar konnyen felirhatéak az (5.15) és az (5.18) feladatok

specidlis esetei a ¢,, = C'3 indexre és a hozza tartozé «, elfogadasi szintre.
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5.3.6. Fedrizzi és Giove p indexe

Fedrizzi és Giove [20] p inkonzisztencia indexe a Tanin [47] dltal definialt

[735] Fuzzy preferencia relaciokra épiil

n—2 n—1 n

Z (’l"ij — Tk — Tkj + 0, 5)2
i=1 j=i4+1 k=j+1

" ()

,ahol ri; = (1 4 logg(aj;).

(5.62)

Brunelli és tarsai [11] megmutatték, hogy p index a GCT inkonzisztencia

index skalar szorosa n > 3 esetén

3
n = —5—GCI. 5.63
A p,, inkonzisztencia index az (5.53)-as GC,(exp X, exp Z) egyenlet, valamint
az (5.63) alapjan felirhaté az X = log A € log P, és a Z = log W elemeinek

konvex fiiggvényeként,

3 n—1

SO 2 2 2,0 T (00

j=it1

pn(exp X, exp Z) =

Az 5.64 alapjan méar megfogalmazhatoak az (5.15) és az (5.18) vegyes 0-1
konvex optimalizalasi feladatok specidlis esetei a ¢,, = p indexre és a hozza

tartozo «,, elfogadasi szintre.

5.4. Egy szampélda

A javasolt médszert egy Saaty [38] konyvébdl szarmazé klasszikus numeri-
kus példan is bemutatjuk, mégpedig a C'R inkonzisztencia mérészam esetére.
Az 5.1. tablazat 6 nagyvaros Philadelphiatél valé tavolsaganak paros 6sszeha-
sonlitési értékeit tartalmazza. Példaul az as 3 = 5 azt jelenti, hogy a dontésho-
z6 becslése szerint London 6tszor nagyobb tavolsagra fekszik Philadelphiatol,
mint Chicago.

Jelolje A az 5.1. tablazat paros 6sszehasonlitas matrixat. Azt kapjuk, hogy
Amax(A) = 6.4536, és mivel Rl = 1.24, igy CR(A) = 0.0732. Mivel CR(A)
értéke joval a Saaty-féle 10%-os kiiszob alatt van, az A matrixot elfogadhato

inkonzisztencidjunak tekinthetjiik.
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Kairé Toki6 Chicago San Francisco London Montreal

Kaird 1 1/3 8 3 3 7
Tokio 3 1 9 3 3 9
Chicago 1/8 1/9 1 1/6 1/5 2
San Francisco  1/3 1/3 6 1 1/3 6
London 1/3 1/3 5 3 1 6
Montreal 1/7 1/9 1/2 1/6 1/6 1

5.1. tablazat. Philadelphiatol mért tavolsdgok Osszehasonlitasa

Jelolje AW azt a matrixot, amelyet tigy kapunk, hogy felcseréljitk az A
matrix a; o és ag; elemeit. Ez egy gyakori tévesztés paros osszehasonlitds
méatrixok kitoltésénél. Az AM) matrixra azt kapjuk, hogy C R(A™M) = 0.0811.
Tehét az adatrogzitési hiba kovetkeztében ugyan emelkedett A" inkonzisz-
tencia szintje, de még a 10%-os elfogadési szint alatt marad. Ebben az esetben
tehdt a javasolt médszertan nem tudja detektdlni a hibat, az AM) maétrixot
elfogadja.

Nézziik meg most azt az esetet, amikor nem az a;9 és as;, hanem az
a3 és as; elemek cserélédnek fel az A métrixban. Jelolje A® az {gy kapott
métrixot. Ekkor CR(A®) = 0.5800, amely joval a 10%-os elfogadési szint
felett van, és durva inkonzisztenciara utal. A megfelel6 (5.28) megoldasaként
azt kapjuk, hogy az A maétrix inkonzisztencidja egy elem (és a reciproka)
megvaltoztatasaval a kritikus 10% ald hozhat6. Ez az elem éppen az elrontott
ay 3 poziciéban van, és megmutathatd, hogy az (5.28) feladatnak ez az egyetlen
optimalis megoldésa van a binaris valtozok szerint. Tehat a javasolt modszer
felderitette az egy pozicioban torténé javitds egyetlen lehetséges helyét, ami
pont a véletleniil rossz helyre irt kiértékelés pozicidja.

Az el6z6 példanal olyan durva inkonzisztencia emelkedést okozott a matrix
elrontasa, hogy nem meglepd, hogy a modszer az egyértelmii visszajavitas
lehetdségét kinalta fel. Kisebb mértéki inkonzisztencia emelkedésnél azonban
mar nem ilyen egyértelmii a helyzet.

Tegytik fel, hogy az A matrix a; 3 eleme most 2-re valtozik az el6z6 példa
1/8 értéke helyett. Ez az eredeti 8 értékhez képest kisebb eltérés, a mddo-
sitott és A®)-mal jelolt matrix matrix inkonzisztencidja is kevésbé nétt meg:
CR(A®)) = 0.1078. Az A® inkonzisztencidja alig haladja meg a kritikus
10%-os szintet, ezért varhaté, hogy egy elem mddositasaval is 10% ald hozha-
t0 az inkonzisztencia, de az is, hogy erre tobb pozicié is kinalkozik. Valoban, a

megfelel6 (5.28) feladat optimumértéke 1, és az (5.16) és (5.17) csatoldsa uta-
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ni Gjrafuttatasokkal kiderithet6, hogy az (5.28) feladatnak a bindris valtozdk
szerint 6 optiméalis megoldasa van. Nevezetesen, az A® matrix inkonzisz-
tencidja 10% ald viheté az a; 3 mellett az a4, a15, a6, ass és ass elemek
kiillon-kiilon torténé modositasaval is. Jobb esetben az értékeld rogton észre-
veszi, hogy az a;3 poziciéban elirds tortént. Ha nem, akkor esetleg mind a
6 pozicio értékelését ujra kell gondolnia, de ezek szama még mindig kisebb a

fels6é haromszogben levé 15 elem szaméanal.
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6. fejezet

Condition of Order
Preservation (COP)

Az értekezés eddigi részeiben inkonzisztencia indexek, valamint teljesen,
illetve nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitas matrixok tulajdonsagait
mutattam be. A vazolt eredmények mind arra iranyultak, hogy megismerjiik
és csokkentsiik egy paros Osszehasonlitas matrix inkonzisztenciajat. Ettdl a
gondolatmenettol valamelyest eltérve a kovetkezd részben egy, a silyozasi

modszerektol megkovetelt feltételt vizsgalok.

Konzisztens paros 6sszehasonlitds matrixoknal minden stlyozasi modszer
azonos sulyvektort eredményez, ezzel ellentétben inkonzisztens matrixoknal a
végso sulyvektor a valasztott silyozasi eljaras fliggvényében mas és méas. Ha
egy inkonzisztens matrixbol kinyert sulyvektor jobban tiikrozi a dontéshozéd
preferenciarendezését (példaul kevesebb a rangsorforduldsok szama), akkor
az inkonzisztencia végso sulyvektorokra gyakorolt torzité hatésa kisebb.
Ebben a fejezetben az tgynevezett COP feltétel alkalmazédsa esetén elérheto

sulyvektorokban torténé valtozast vizsgalom.

A COP feltétellel kapcsolatos eredményeim kidolgozasaban nyujtott
segitségéért halas vagyok Pekka Korhonen professzornak, aki a finnorszagi
tanulmanyutam soran témavezetomként segitette kutatomunkamat. FEzen
ujdonsagokat a Vilniusban megrendezésre keriilt EURO konferencian mutat-
tam be 2012-ben [P10].
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6.1. COP bemutatasa

Bana e Costa és Vasnick 2008-ban [2| bevezették a Condition of Order
Preservation (COP) feltételt, amit véleményiik szerint egy rangsorol6 eljaras-
bdl kapott sulyvektornak feltétlentl teljesitenie kell. A COP feltétel pontos

definicidoja a kovetkezo.

6.1. Definicié Legyen A € R™ ™ pdros dsszehasonlitds matriz, ekkor az A-bol
szdmitott w sulyvektor teljesiti a COP feltételt, ha -+ > ﬁ—’l‘ teljesil minden
J

1,7, k, 1 esetén ahol a;; > ay.

A szerzok nem adtak modszert, amely el6 tud allitani COP-t teljesito
sulyvektort. Ezért ha numerikus tton szeretnénk vizsgalni a COP feltételt,

akkor elsoként a mddszert kell definidlni.

« sz

repelnek. Ez a hanyados alak mind az analitikus, mind a numerikus vizsgala-
tokat neheziti, ezért a feltétel logaritmusat véve és bevezetve a z; = log w; 1j

valtozot, kaphato a kovetkezo linearis alak:

2i— 25 > 2 — 2 ., ha a;; > ay
2 — 2 < zp — 2 ., ha a;; < ay
—Zi‘l'Zj—l—Zk—Zl <0 (61)

—(—zi+zj+zm—2)<0

A paros Osszehasonlitas matrix elemei alapjan felépithet6 az 1 és —1 ele-
mekbdl all6 Cj;; métrix, amelynek segitségével a COP feltételt leir6 egyen-

16tlenségrendszer felirhato a kovetkezd linearis alakban.

C'Z-jkl(—zi + 2+ 2 — Zl) <0 (62)
1, haa; > ay,
Cijrt =
—1, haay; <ap

Felhasznalva a COP linedris alakjat, a kovetkezokben bemutatok harom

stulyozasi modszert és azok COP kiterjesztését.
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6.2. Silyozasi mdédszerek és a COP kiterjeszté-
sek

A fejezetben 3 moédszert fogok réviden bemutatni és megmutatom, hogy
milyen modositasokkal képesek olyan sulyvektort meghatarozni, ami teljesiti
a COP feltételt. A tovabbiakban a logaritmizalt paros 6sszehasonlitas matrix
elemeit fogom felhaszndlni, hasonléan mint a 4.1. fejezetben. Legyen A egy
n X n-es paros Osszehasonlitds matrix, és jelolie A = log A azt az n X n-es

matrixot, ahol a;; = loga;;, 1,5 =1,...,n.

6.2.1. Logaritmikus legkisebb négyzetek moddszere
(LLS)

Az LLS technikat De Jong [18], valamint Chu [15] vezette be. A mddszer
elénye, hogy statisztikaban is széles korben hasznaljak. Felirdsa szintén a
logaritmizalt matrix elemekkel torténik, igy lehetoség nyilik a linedris COP
feltétel alkalmazasara.

A médszer 1ényege, hogy a keresett silyvektor és a megfelel6 matrixelemek

kiilonbségének négyzetes eltérését minimalizalja.

3

min 3 A?j
i=1j=1
f.h. dij - (Zi - Zj) = Aij7 Vi,j
R (6.3)

COP : Cijkl(—zi—FZj"‘Zk_Zl) < 07 Vi,j, ]{Z,l

6.2.2. Logaritmikus legkisebb abszolit hiba (LLAE)

Az LLAE [17] az el6z6 mddszerhez nagyon hasonlit, azonban itt a cél-
fiiggvény is linearis. Masfeldl viszont az LLAE korlatozé feltételeinek a szama
kétszerese az LLS-ben alkalmazottakndl. Mivel ez a modszer is a logaritmizalt
matrix elemekre épiil, ezért itt is hasznalhato a linearis COP feltétel. A line-

aris feltétel csatolasat kovetGen egy olyan modositott feladat kaphatd, amely
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a COP feltételt teljesito stulyvektorok felett minimalizalja a végso stulyvektor

és a megfelel6 matrixelemek kiilonbségének abszolut eltérését.

i=1j5=1
fh —&ij + (Zz — Zj) S Aij> VZ,]
a;; — (zi—z;) < Ay, Vi, j

COP : Cijkl(_zi -+ Zj + 2k — Zl) < 07 Vi,j, ]{Z,l

6.2.3. Sajatvektor médszer (EM)

A sajatvektor médszer az AHP moddszertan szerves része, amelyet Saaty
1980-ban [38] vezetett be. Az elmilt években az AHP az egyik legnépszertibb
modszerré valt, szamos teriileten hasznaljak tobbszemponti problémak

megoldasara, illetve jovobeli események valdszintiségének becslésére.

A sajatvektor médszer a paros Osszehasonlitdsi matrix maximélis sajat-
értékéhez tartozo sajatvektorbdl hatarozza meg a végso sulyvektort. Az EM
modszer COP kiterjesztéséhez el6szor sziikséges a Frobénius tétel alternativ

felirasa.

Frobenius-tétel

Sekitani és Yamaka [41] tanulmanyukban felirtdk a Frobenius-tétel egy
alternativ formajat. A szerzok megmutattak, hogy egy nemnegativ és irre-
ducibilis matrix maximalis (minden péaros 6sszehasonlitds matrix nemnegativ
és irreducibilis ) sajatértékére (\,..) és a hozza tartozé pozitiv sajatvektorra

(w > 0) teljesiilnek a kovetkez6 egyenléségek:

n n
. =11 * . =11 %
max min <37> = Apae = Min max <]7> , (6.5)

w>0 1 w; w>0 1
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Az egyenloség jobb oldalanak a logaritmusat véve a maximalis sajatérték
(optimdlis megolddsban a t) és a hozza tartozé sajatvektor (optimélis megol-

désban a z) meghatdrozhat6 egy konvex nemlinedris programozasi feladattal.

min A

f.h. S etutaE <V (6.6)

J=1

szigortian konvex

A feltétel nemlinedris, de szigorian konvex, ami biztositja, hogy a talalt

lokélis optimum egyben globalis optimum is.

EM + COP

A (6.6) alapban felirt NLP forméhoz csatolva a linedris COP feltételt, a
feladat tovabbra is rendelkezni fog a konvexitas tulajdonsaggal, tehat a talalt

optimalis megoldas globalitasa biztositott.

min A

f h. S etutuTE <N Vi
(6.7)

COP C’ijkl(—zi + Z; + 2 — Zl) < O, V'é,j, k‘,l

A médositott EM modszer a COP-t teljesito sulyvektorok kézott keresi
azt, amelyik a célfiiggvényt minimalizalja. Fontos megjegyezni, hogy az
optimalis megoldasban a silyvektor nem feltétleniil sajatvektor és a célfiige-
vény érték se feltétleniil sajatérték. Ez csak abban a specidlis esetben fog
teljesiilni, ha az A paros Osszehasonlitdas matrix maximalis sajatértékéhez
tartozo sajatvektor is teljesiti a COP feltételt.

A bemutatott modszerek ismeretében mar lehetséges a COP feltétel vizs-

galata numerikus eszkozokkel.
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6.3. Szimulacios modellkeret

Az eléz6 részben bemutatott elméleti modellek lehetéséget biztositanak
annak elemzésére, hogy a COP feltételt kielégité eljarasok (moddositott
modszerek) képesek-e jobb eredményt szolgaltatni, mint az alap mddszerek.

A megoldas josagat két kiulonb6z6 moédon mérjik:

e az eredeti silyvektortol vald eltérés norméjaval és

e ay eredeti, valamint a adott modszerbol kapott stlyvektor kozott fellépd

rangsorfordulasok szamaval.

A vizsgalatokhoz sziikségesek a kévetkezo 1épések.

e Konzisztens matrixok generalasa. Tegyitik fel, hogy ez a paros osszeha-
sonlitas matrix létezik a dontéshozo fejében, igy az eredeti stulyvektor

definici6 szerint az ebbol a matrixbol szamitott sulyvektor.

e Inkonzisztencia modellezése. Az inkonzisztenciat egy lognormalis elosz-
last paraméterrel viszem be a modellbe, tehat a;; = Zj—; exp(e), ahol
€ ~ N(0,0%). A véltoz6 szérdsa o, ami ebben az esetben szintén tobb
értéket vehet fel.

e Inkonzisztens matrixok generdlasa. A konzisztens matrixok foatlo feletti
elemeit (a f6atlé alatti elemek a reciprocitds szerint adédnak) megszo-
rozzuk a fenti inkonzisztencia valtozéval, igy kapunk egy inkonzisztens

matrixot.

e Elemzések elvégzése.

A vizsgalatokat 3, 4, 5, 6 és 7 dimenzids paros Osszehasonlitdas matrixokra
végeztem el. Tovabbi kérdés, hogy milyen inkonzisztencia szint mellett ér-
demes elvégezni az elemzéseket. A bemutatott mddszerek kozil a CR-hez
tartoz6 C'R = 10% hatarértékkel szamoltunk. Kezdeti lépésként elvégeztem
egy szimulaciot, ahol minden dimenziéban 500 inkonzisztens matrixot generdl-
tam, adott szordsok (o az inkonzisztencia paraméter) mellett, majd kiszami-
tottam az atlagos C'R értéket. Tiz ismétlés utan a futtatasok atlagat mutatja
a 6.1. abra, amely alapjan a vizsgalatokat o = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 értékek mellett

végeztem el.
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03— 4x4

0.25—

02—

0.15—

atlagos CR (500 x 10 futas)

0.1

6.1. abra. Véletlen generalt matrixok atlagos C'R inkonzisztencia értékei a o

paraméter fiiggvényében

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
szigma

6.4. Analitikus eredmények

Az el6z6 részben bemutatott megfontolasok alapjan 5 kiilonb6z6 dimen-
zibban és 4 kilonbozo o érték mellett végeztem el vizsgalatokat, igy Osszesen
20 alcsoport jott létre, amihez minden esetben 250 db konzisztens (ebbél

kaphat6 az eredeti stlyvektor), illetve inkonzisztens matrix tartozott.

A médositott LLS, LLAE és EM moddszernek csak akkor van megoldasa,
ha a matrixhoz létezik COP-t teljesito sulyvektor, ezért az egyes alcsoporto-

kon belill vettem azokat a métrixokat, amelyekre ez a feltétel teljesiil (ldsd

a 6.1. tdblazatot).

Matrixméret | c =02 0c=04 0c=06 o0c=0.8
3x3 250 247 234 225
4 x4 242 202 161 111
5% 5 190 105 48 28
6 %6 86 36 10 4
TxT7 24 8 1 1

6.1. tdblazat. Azon matrixok szama, amelyekre 1étezik a COP-t teljesito stuly-

vektor

A 6.1. tablazatban is lathato, hogy a méret és az inkonzisztencia no-

vekedésével csokken azoknak a matrixoknak a szama, ahol létezik olyan
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sulyvektor, amely teljesiti a COP feltételt. A tovabbiakban ezeket a métri-

xokat vizsgalom részletesebben.

A eltérés normék vizsgilatat a 6 modszerre és az Osszes alcsoportra
a 6.2 tablazat tartalmazza. Lathat6, hogy 3 dimenziéban az alap- és a
COP modszerek eredményei kozel azonosak, amit a Wilcoxon rank-sum
test is alatamaszt, mert nem mutat szignifikins kiilonbséget p=5% mellett.
Kizardlag 0 = 0.6 és 0 = 0.8 mellett van szignifikdns eltérés a LLAE és
LLAE+COP moédszerek eredménye kozott. Tehat itt a COP-t teljesito
sulyvektorok jobban eltértek az eredeti silyvektortol, mint az azt nem

teljesitok.

Az 5 dimenziés méatrixoknal minden esetben az alap stlyozasi médszerek

bizonyultak jobbnak és ugyanez mondhato el a 4 és 6 dimenziés matrixokrol is.

Az egyetlen kivétel 7 dimenziéban talalhaté, ahol a ¢ = 0.6 és 0 = 0.8
esetében mar az egyes atlagok alacsonyabbak a moédositott médszereknél, itt
egyediil a 0 = 0.8 és EM+COP moédszernél volt az eltérés szignifikans. Fontos
megjegyezni, hogy ebbe az alcsoportba csak 1 matrix tartozik, igy ez erdsen

torzitja az eredményt.

| 3x3 | EM LLS LLAE | EM+COP LLS+COP LLAE+COP |

o=20.21]0.0369 0.0369 0.0369 0.0387 0.0387 0.0408
oc=20.410.0814 0.0814 0.0814 0.0856 0.0845 0.0893
oc=0.610.1208 0.1208 0.1208 0.1304 0.1293 0.1425
oc=20.8]0.1505 0.1505 0.1505 0.1563 0.1564 0.1728

| 5x5 | EM LLS LLAE | EM+COP LLS+COP LLAE+COP |

o=20.21]0.0328 0.0327 0.0350 0.0594 0.1040 0.0570
o =20.410.0650 0.0654 0.0703 0.1050 0.1368 0.1067
oc=20.60.0971 0.0953 0.0992 0.1362 0.1574 0.1476
oc=20.810.1440 0.1418 0.1391 0.1618 0.1848 0.1748

[7x7 [ EM _LLS LLAE [EM+COP LLS+COP LLAE+COP |

oc=20.2]0.0258 0.0254 0.0266 0.1010 0.1265 0.0874
o=20.410.0680 0.0704 0.0775 0.1161 0.1343 0.1295
c=20.60.1232 0.1226 0.1327 0.1150 0.1622 0.1930
oc=0.8]0.1864 0.1968 0.2419 0.1356 0.3183 0.2177

6.2. tablazat. Eltérés normék atlaga a 3 alap- és a 3 modositott mddszer
esetében
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A rangsorfordulasok szamat tekintve az eredmények még inkabb egyértel-
miiek (6.3. tdblazat). A 3-6 dimenziés matrixoknal az alap mddszereknél az
atlagos rangsorfordulasok szama kisebb, mint a COP mddszereknél. A 7 di-
menzios matrixoknal is kizardlag a o = 0.6 és 0 = 0.8 értékek mellett fordult
el6, hogy a modositott modszerek kevesebb rangsorfordulast eredményeztek.
Korabban emlitettem, illetve a 6.1 tablazatban is lathatd, hogy ezekben az
alcsoportokban csupan egy-egy db olyan méatrix van, amelyre teljesiil a COP

feltételt, ami torzitja a szamitasokat.

Az eltérések normajat és a rangsorforduldasok szamat tekintve tehat el-
mondhat6, hogy a COP feltétel megkivetelése nem eredményez jobb ered-
ményt. Eppen ellenkezéleg: a médositott médszerek az alap stlyozési mod-
szereknél gyengébb eredményt szolgaltattak. Ezeket figyelembe véve kimond-
haté, hogy a COP feltétel nem tekinthetd sziikséges feltételnek egy rangsorold

eljarasnal.

[3x3 [ EM LLS LLAE [EM+COP LLS+COP LLAE{+COP |

oc=20.21]0.0120 0.0120 0.0120 0.0480 0.0480 0.0480
o =0.41]0.080 0.0850 0.0850 0.1660 0.1660 0.1660
0c=0.6]0.1624 0.1624 0.1624 0.2906 0.2906 0.2906
oc=0.8]0.2133 0.2133 0.2133 0.3200 0.3200 0.3200

| 5x5 | EM LLS LLAE | EM+COP LLS+COP LLAE+COP |

o=0.2]0.0642 0.0588 0.0802 0.1551 0.7914 0.7540
oc=0.4]0.381 0.3663 0.4653 0.7030 1.5941 1.4158
oc=20.6109375 0.8542 0.8333 1.0417 2.2708 2.0000
o=08|0.7037 0.7778 0.7778 1.0000 2.2222 1.8519

[7x7 | EM___LLS LLAE [EM+COP LLS+COP LLAE+COP |

o=0.210.2727 0.3182 0.4091 1.3182 5.1818 0.5455
oc=04]13750 1.3750 1.7500 2.3750 7.7500 2.0000
o= 0.6 | 4.0000 4.0000 5.0000 5.0000 2.0000 10.0000
o =0.8]3.0000 2.0000 1.0000 2.0000 8.0000 3.0000

6.3. tablazat. A rangsorforduldsok dtlagos szdama a 3 alap- és a 3 mddositott
modszer esetében






7. fejezet

Osszefoglalas

Valds dontési probléméaknél a legtobb esetben 1étezik valamilyen fokt in-
konzisztencia, amelynek mérése/detektédldsa elengedhetetlen a dontési folya-
mat soran. Ez a tény mutatja az értekezés témdjanak és az eredményeinek
fontossagat, valamint a relevanciajat.

A disszertaciéban jellemeztem a paros dsszehasonlitdas matrixokban fellépé
inkonzisztenciat, és inkonzisztencia csokkent6 eljarasokat definialtam. Kiala-
kitasra kertiltek az inkonzisztencia vizsgalatdhoz elengedhetetlen olyan adat-
bazisok, amelyek az eddig széles korben elfogadott generalt véletlen matrixok-
kal szemben valodi méatrixokat tartalmaznak. Az értekezés egyik {6 eredmé-
nye, hogy a bemutatott modszerek lehetdséget teremtenek a hiba lokalizala-
sara, ami a dontéshozoval vald konzultaciot kovetoen lehetévé teszi a javitast.

A kutatashoz Osszegytijtott és felhasznalt valédi probléméakbdél szarmazé
matrixok ramutatnak a véletlen generadlt és a valodi matrixok kozotti elté-
résekre. Az elemzésekbol egyértelmiien kideriilt, hogy az inkonzisztencia to-
vabbi vizsgalatat kontrollalt kisérleti kortilmények kozott kitoltott matrixokon
sziikséges elvégezni. A Budapesti Corvinus Egyetem hallgatéival végzett ki-
sérletben szerzotarsaimmal feltartuk, hogy milyen tényezék befolyasoljak a
paros Osszehasonlitdas matrix inkonzisztenciajanak szintjét.

Az 1-3 elem megvaltoztatasaval konzisztenssé alakithaté matrixok vizsga-
latahoz a vegyes 0-1 linearis programozasi feladatokat, illetve egy grafelméleti
megkozelitést mutattam be. A definidlt mdédszerek lehetoséget biztositanak
a tévesen megadott paros Osszehasonlitas métrixelemek detektdlasara, illet-
ve azok megfelelo értékének kiszamitasara, megadva egy lehetséges javitasi
iranyt. A kérdés jelent0ségét mutatja, hogy mar egyetlen téves elem kovetkez-

tében sem titkrozi megfeleléen a matrixbdl szamitott sulyvektor a dontéshozd
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preferenciait, ezzel a sulyvektor felhasznalasaval kapott dontést is megkérdo-
jelezve. A javasolt javitdo modszer ezt kikiiszoboli.

A valédi dontési probléméaknal megengedhet6 az inkonzisztencia egy ala-
csony szintje, ezért a konzisztenssé alakithaté matrixok utan az inkonziszten-
cia szempontjabol elfogadhaté matrixok elemzését targyalta a dolgozat. A
szakirodalombol ismert Saaty-féle CR, a Koczkodaj-féle CM, illetve a Pelaez
és Lamata-féle CI, és mas elterjedt inkonzisztencia mérdszamok esetén fel-
irasra kertil egy-egy konvex nemlinedris vegyes 0-1-es optimalizdlasi feladat
is.

A Bana e Costa és Vasnick altal el6irt rangsor megtartasi (COP) feltétel
sziikségességét vizsgaltam szimulaciés keretek kozott. Az elvégzett Osszeha-
sonlité elemzésbol egyértelmiien kimutattam, hogy a feltétel alkalmazasaval
nem érheto el jobb alternativa értékelés.

Az egyes fejezetek eredményei nemzetkozi konferencia el6adasokban, illetve

referdlt, angol nyelvii szakfolydiratokban jelentek meg.
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