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Einleitung

Beginnend mit der Arbeit von W. Unruh 1981 [1] wird
im Rahmen von Analogmodellen (Analogue Models) der
intrinsische Zusammenhang zwischen Stromungsakustik
und Wellenpropagation in gekriimmter Raumzeit der
Allgemeinen Relativitétstheorie (ART) studiert. Obwohl
die Stromungsakustik auf klassisch nicht-relativistischer
Newtonscher Physik in flacher Raumzeit basiert, kann
die Ausbreitung von Schallwellen im strémenden Me-
dium durch eine effektive akustische Metrik in einer
3+1-dimensionalen Lorentz-Raumzeit beschrieben wer-
den, aus der ein Analogon zwischen Schwarzen Léchern
(Black-Holes) mit Schwarzschild-Metrik und einer einfa-
chen Uberschall-Senkenstrémung (Sonic Black-Hole) her-
geleitet werden kann. Die Erweiterung des akustischen
Analogmodells mittels Acoustic Perturbation Equations
(APE) zur exakten Représentation der Schwarzschild-
Metrik wird aufgezeigt. Simulationsergebnisse fiir ein
akustisches Black-Hole mittels Simulationsmethoden der
Computational Aeroacoustics (CAA) werden vorgestellt.

Einige Grundlagen

In der Allgemeinen Relativitétstheorie (ART) ist die
Wellenausbreitung in einer gekriimmten Raumzeit mit
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit fiir ein minimal gekop-
peltes masseloses Skalarfeld ¢ durch den erweiterten
d’Alembert Operator

1
Op = —0

Lo

definiert [2, 3]. Hierbei bezeichnet 0, = 0/0x" partielle

Ableitung beziiglich der kontravarianten 4-Vektor Kom-
ponenten

V=99"8,0) =0 (1)

(z") = (t;xi)T. (2)
Griechische Indizes in dem Ausdruck laufen von 0 bis 4.
Die Nullkomponente beschreibt die zeitliche Koordina-
te, die Komponenten 1-3 rdaumliche Koordinaten. Hoch-
gestellte Indizes definieren kontravariante, tiefgestellte
Indizes kovariante Tensorkomponenten. Einsteins Sum-
menkonvention gilt fiir Produkte von Groéflen mit paar-
weise hoch- und tiefgestellten Indizes!.

Des Weiteren definiert g"” den kontravarianten metri-
schen 4 x 4 Tensor der Raumzeit (Lorentzian spacetime)
und g = det (g,,) ist die Determinante der zugehorigen
kovarianten metrischen Tensors g,,. Wie weiter unten
kurz aufgefiihrt, ist die Determinante aufgrund der Si-
gnatur des Tensors negativ, d.h. /—g eine reelle GroSe.

1Fiir eine Einfiihrung in die mathematischen Grundlagen der
ART sei z.B. insbesondere auf [4] verwiesen.

Der metrische Tensor beschreibt Gravitation als
Krimmung der Raumzeit und ersetzt damit das klas-
sische Newtonsche Gravitationsfeld. D.h. eine Gravi-
tationskraft existiert in diesem Bild nicht mehr. Eine
geoditische Linie in der allgemein gekriimmten Raum-
zeit (Weltlinie) ist die konzeptionelle Erweiterung einer
gleichférmigen geradlinigen Bewegung in einer (flachen)
Newtonschen Raumzeit. Die beobachteten Bahnkurven
der Himmelsmechanik folgen dann aus dieser kinemati-
schen Beschreibung?.

Daneben definieren die dynamischen Grundgleichun-
gen der ART, wie die Raumzeit durch die Anwesen-
heit von Masse (aufgrund der Aquivalenz von Masse und
Energie, ausgedriickt durch den Energie-Impuls-Tensor
zweiter Stufe T),,) gekriimmt wird:

GHV = _KJTMV' (3)

In der dynamischen Grundgleichung (Einstein Glei-
chung) bezeichnet G, den Einstein-Tensor zweiter Stu-
fe, der als eine nichtlineare Funktion des metrischen Ten-
sors und seiner Differenziale erstmals auf Basis physikali-
scher Grundiiberlegungen von Einstein abgeleitet worden
ist. Die Tensoren auf der rechten und linken Seite sind
durch eine Konstante x = 87G/c*, basierend auf Gravi-
tationskonstante G und Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c,
gekoppelt. Dieser Zusammenhang wird auch durch das
berithmte Wheeler-Zitat “Spacetime tells matter how to
move* (kinematische Grundgleichungen), “matter tells
spacetime how to curve.* (dynamische Grundgleichun-
gen) prignant zusammengefasst.

Kovarianter und kontravarianter metrischer Tensor sind
durch die Beziehung

979, = 05 = { (1) (&;%) (4)

miteinander verkniipft, d.h. sind orthogonal zueinander.

Fiir eine flache Minkowski-Raumzeit ohne Gravitation ist
der kovariante metrische Tensor durch g, = 7, mit
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2Die Kriimmung des Raumes z.B. im Sonnensystem ist dabei
marginal, z.B. messbar durch die minimale Merkur-Periheldrehung
von 437/100a [4], der wesentliche Effekt ergibt sich aus der
Kriimmung der Weltlinie in der Raumazeit, sieche z.B. die Diskussion
in H. Vogel: Gerthsen Physik, S. 863 [5].



gegeben. Geeignet entdimensionalisierte Variablen (mit
¢ = 1) liefern eine Matrix mit Signatur (—, +, +, +, ), dar-
aus folgt der negative Wert der Determinante g des kova-
rianten metrischen Tensors. Fiir die Minkowski-Raumzeit
folgt g = —c2.

Mit  den (dzt) =
(dt,dz, dy, dz)T ergibt sich daraus das Linienele-
ment der 4-dimensionalen Minkowski Raumzeit, d.h.

das Quadrat des differenziellen Abstands in der flachen
Raumzeit,

Koordinatendifferenzialen

ds? =, detde” = —c* dt* + do* + dy* + dz*.  (6)

Eine 4-Vektor-Koordinatentransformationen der Koordi-
natendifferenziale beschreibt sowohl eine ridumliche Ro-
tation und Translation als auch die Transformation zwi-
schen beliebig gleichformig bewegten Koordinatensyste-
men (Lorentz-Transformation). Der Lorentz-Skalar ds?
ist dabei invariant beziiglich beliebiger Koordinaten-
transformationen. Ein Wert ds? = 0 erfiillt die Invari-
anz der Lichtgeschwindigkeit fiir beliebige gleichférmig
bewegte Bezugssysteme.

Mittels Gl. (4) kann der kontravariante metrische Tensor
der Minkowski-Raumzeit mit

~1/¢2 0 0 0
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abgeleitet werden.

Die homogene Wellengleichung (1) ist Teil der kine-
matischen Grundgleichungen der ART. Fiir eine flache
Minkowski-Raumzeit (d.h. ohne Gravitationskriimmung)
ergibt die Auswertung von Gl. (1) mit metrischem Tensor

Gl (7) und /=g = ¢,

y 1 0% 9% 8% ¢
Op =000 = =G 5m + gp Vg2 T a2

= O7
c
(8)
d.h. die klassische homogene Wellengleichung.

Akustische Metrik

Die konvektive Wellengleichung fiir die Schallausbreitung
durch ein drehungsfreies Hintergrundstromungsfeld ist
durch die lineare Differenzialgleichung

Dy [ 1 Dop\ 1
20 (508 L 2w (po V) = 0 9
Dt (cg Dt ) % (PoV) (9)

gegeben. Hier definiert

Dy [0
Dt—{at—i—’UOV}

eine substanzielle (totale) Zeitableitung, wobei vy =

(v, 08, vg’)T den Vektor des Hintergrundfeldes bezeich-
net. Des Weiteren bezeichnen py und ¢y die Dichte und
die Schallgeschwindigkeit im Hintergrundfeld, welches so-
wohl rdumlich veridnderlich (inhomogen) wie auch zeitlich
verdnderlich (instationir) sein kann.

Das akustische Feld wird durch das akustische Potenzi-
al ¢ beschrieben. Die Schallschnelle folgt aus v’ = Vi,
akustische Druckfluktuationen mittels der linearisierten
Impulsgleichung aus p’ = —pg Do/ Dt.

Gl. (9) ist auch als Piercesche approximative Wellenglei-
chung bekannt [6].*> Der akustische Wellenoperator ist
auch die Basis der akustischen Analogien von Mohring
(7] und Howe [8].

Wie von Visser gezeigt [3] kann die Wellengleichung (9)
unter der Nebenbedingung, dass die Grundstromung die
stationére Kontinuitéitsgleichung

V- (povo) =0 (10)

erfiillt, mit der eingefiihrten relativistischen Schreibweise
in die Form

O (f"0up) = 0, (11)

mit akustischer Prametrik

Po ’
= 07 et e e (12)
0 . . .. .
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gebracht werden (6" = d;; = &} ist das Kronecker Delta
for Koordinatenindizes ¢ = 1...3). Formal kann Gl. (11)
in die Wellengleichung (1) iiberfithrt werden, indem eine
kontravariante akustische Metrik definiert wird, die iiber

V=gg" = " (13)

mit Gl. (12) gekoppelt ist. Die Definition in Gl. (13)
mit Gl (12) liefert dann einen expliziten Ausdruck
fiir die kontravariante akustische Metrik und unter
Beriicksichtigung der Orthogonalitét, Gl. (4), letztlich die
kovariante akustische Metrik [3]

_ Po
G = a J . (14)

O A ¥

Daraus folgt das akustische Linienelement

ds?* = g,.datdz” (15)
Po i i j j
= a [,ngﬁ + (d:c — vodt) 0ij (d:zj — védt)} .

Diese bedeutet zusammengefasst, dass der Effekt des
stromenden Mediums durch eine effektive Raumzeit-
kriimmung im allgemein relativistischen Bild ausge-
driickt werden kann. Gelingt es, eine Hintergrund-
stromung zu finden, deren akustische Metrik Gl. (15)
mit einer gewiinschten Metrik der ART {ibereinstimmt,
so ist die Losung der stromungsakustischen Gleichung
dquivalent zu einer Losung der ART.

Es konnen jedoch nicht alle moglichen Metriken der ART
durch eine akustische Metrik ausgedriickt werden. Der

3« Approximativ® in der Anwendung von Pierce mit nicht-
drehungsfreien Hintergrundfeldern.



symmetrische metrische 4 x 4 Tensor der ART besitzt 10
unabhéngige Komponenten. Die akustische Metrik ba-
siert auf 5 GréBen (co, po, vg), von denen die Dichte
iiber die Nebenbedingung Gl. (10) bereits festgelegt ist,
d.h. es stehen nur 4 unabhéngige Groéflen zur Verfligung.
Die Nebenbedingung erzwingt ausserdem, dass die Me-
trik statisch ist (Stromung ist stationér).

,'*

Fing diameter

Abbildung 1: Strahlenoptische Kriimmung von Lichtstrah-
len in nicht-flacher Raumzeit in der N#he eines Schwarze
Lochs; fiir einen Beobachter erscheint ein punktférmiges Ob-
jekt als Ring (Einstein Ring).

Schwarzschild Metrik

Die Schwarzschild-Metrik ist eine exakte Losung der Ein-
steinschen Feldgleichungen, die ein sphérisches, symme-
trisches, nicht-rotierendes Schwarzes Loch beschreibt [4]:

ds? = —2Adt* + A7Vdr? + 2 (d6° + sin® dg?)  (16)

Hier bezeichnen (r, 8, ¢) sphérische Koordinaten und A =
1 — r4/r. Der Schwarzschild-Radius rs := 2GM /c? de-
finiert den Ereignishorizont; Ereignisse innerhalb dieser
Grenzfliche sind fiir Positionen auflerhalb nicht beob-
achtbar. M ist die Masse des Schwarzen Lochs.

Ein Schwarzes Loch macht sich durch die verursachte
Raumzeitkrimmung bemerkbar. D.h. Lichtstrahlen, die
fiir einen Beobachter von einem Punktobjekt (Stern) auf
Sichtlinie hinter einem Schwarzen Loch ausgesendet wer-
den, werden derart gekriimmt, dass sie dem Beobachter
zu einem Ring verzerrt erscheinen (Einstein-Ring), siehe

Abb. 1.

Akustische Schwarzschild-Metrik

Wie von Visser gezeigt [3], kann die akustische Me-
trik Gl. (13) fiir eine Senkenstromung, ausgedriickt in

T
sphirischen Koordinaten mittels v’ = (vg,vg,vg ) =

(v5,0,0)", und unter Verwendung eine Koordinaten-
transformation [3] in die dquivalente Form

ds = P2 [~} Bdr? + B~ "dr® + 17 (d6” + sin’ 6d4”)]
0

mit B = 1 — (v)/co)’ gebracht werden (die Senke be-
findet sich bei r = 0). Die beste Approximation an die
Schwarzschild-Metrik Gl. (16) erreicht man durch Wahl
der (normalisierten) 3-D Senkenstrémung

2
po=1, co=1 u}=—c (%0) . (17)

Diese erfiillt die Nebenbedingung (10) und fiihrt einge-
setzt in die Definition von B zu

To 4
B=1 ( . ) . (18)
Die Schallgeschwindigkeit nimmt dabei die Rolle der
Lichtgeschwindigkeit in der Schwarzschild Metrik ein.
Der Radius ry definiert die Grenzfliche, an der Schall-
geschwindigkeit erreicht wird. Es wird klar, dass nur eine
qualitative Ubereinstimmung mit der Schwarzschild Me-
trik erzielt werden kann, fiir die B = 1 — ro/r bendotigt
wird.

Acoustic Perturbation Equations

Die von Ewert & Schroder [9] vorgeschlagenen Acou-
stic Perturbation Equations (APE) folgen aus den linea-
risierten Euler-Gleichungen durch Filterung der nicht-
akustischen Moden. Als iiberraschender Aspekt die-
ses Gleichungssystems stellte sich heraus, dass das
Storgleichungssystem ohne weitere Nebenbedingungen in
die Form (11) mit Prametrik (12) gebracht werden kann.
Durch Wahl der Hintergrundstrémung
po=1 co=1 vy=—co (19)
ergibt sich dann eine akustische Metrik, die formal ex-
akt dquivalent zu Gl. (16) (mit ¢ ersetzt durch c¢p) mit
Koeffizient ’
A=1- 70 (20)

ist, wobei die Grundstrémung nicht Kontinuitét erfiillt.*

Numerische Methode

Zur stromungsakustischen Simulation eines akustischen
Schwarzen Loches mittels APE wurde der Discontinuous
Galerkin Solver DISCO++ des DLR verwendet. Die
Diskretisierung basiert auf Tetraedern mit jeweils 10
Freiheitsgraden (DOFs) pro Element mit 4ter Ordnung
rdumlicher Genauigkeit. Der Loser wird in einer Fre-
quenzbereichsvariante verwendet. Das kubische Simula-
tionsgebiet hat eine Fernfeldauflosung von 2 Elementen
pro dimensionsloser Wellenlénge A = 1. Eine Senken-
stromung entsprechend Gl. (19) wird verwendet; der Ur-
sprung befindet sich im Zentrum des Kubus. Der dimen-
sionslose Schwarzschild-Radius ist r¢ = 5. In unmittelba-
rer Umgebung des akustischen Schwarzen Loches ist das
Rechengebiet verfeinert. Das Kernrechengebiet hat eine
Ausdehnung von 100 Einheiten und wird von einem 2003
groflen Gebiet umhiillt, das als Démpfungszone (Sponge
Layer) fungiert. Das Gebiet ist mittels 6.7 Mio. Elemen-
ten mit 135 Mio. DOFs vernetzt.

Eine akustische Monopolquelle wurde 3 Schwarzschild-
Durchmesser oberhalb des Zentrums der Senkenstréomung
platziert (y = 30). In der Ebene y = —50 wurden die aku-
stischen Amplituden und Phasen fiir insgesamt 10.000

4Dass die Hintergrundstromung eine Losung der Navier-
Stokes-Gleichungen darstellt, ist keine Grundvoraussetzung des
stromungsakustischen Analogons und V- (povg) # 0 keine Limitie-
rung fiir die Realisierungen mittels Simulation. Die Hintergrund-
stromung der APE konnte auch instationér sein.



diskrete und gleichméflig verteilte Sampling-Positionen
ausgewertet.

Simulationsergebnisse

Abb. 2 zeigt den Realteil des resultierenden Schallfeldes
fiir die Monopolquelle iiber dem zentralen akustischen
Schwarzen Loch. Zu erkennen ist, dass das omnidirek-
tionale Schallfeld in der Umgebung der Senkenstromung
durch die Schallausbreitung im inhomogenen strémenden
Medium signifikant modifziert wird. Unterhalb des Zen-
trums entsteht ein Schallfeld mit dem Interferenzmuster
eines in der oberen Halbebene liegenden virtuellen Ring-
spalts. Die Hauptkeule des Interferenzmusters tritt dabei
in Verldngerung der Verbindungslinie Quelle-Senke auf.
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Abbildung 2: Realteil des resultierenden Schallfeldes fiir ein
Monopol iiber akustischem Schwarzen Loch.

Zur Realisierung eines akustischen Abbildes wurden die
Sampling-Daten fiir jeweils einen Zentralpunkt mit den
nichsten Nachbarn zu einem 2700 Punkte-Cluster zu-
sammengefasst und mittels eines einfachen Delay-and-
Sum Array-Algorithmus ausgewertet. Innerhalb der qua-
dratischen Sampling-Ebene wurden die Zentralpunkte
entlang der Ebenendiagonalen sukzessive verschoben und
die akustischen Kamerabilder ausgewertet, Abb. 3 zeigt
die Auswertung fiir 3 Zentralpunktpositionen. Fiir Zen-
tralpunkte aulerhalb der Verbindungslinie Quelle-Senke,
Positionen 1 und 3, ergibt sich eine Punktquelle, die leicht
aus der zentralen Position verschoben ist. Fiir diese Po-
sitionen fithren die Effekte der akustischen Metrik zwar
zu einer Verzerrung des Quellabbildes, jedoch bleibt das
Bild einer Punktquelle erhalten. Fiir Position 2 befindet
sich der Zentralpunkt direkt auf der verldangerten Verbin-
dungslinie. Die Ausbildung eines Einstein-Rings ist deut-
lich zu erkennen.

Wir schliefen mit dem mahnenden Zitat von M. Visser:
“The acoustic analog for black hole physics accurately
reflects half of general relativity—the kinematics due to
the fact that general relativity takes place in a Lorentzian
spacetime. The aspect of general relativity that does not
carry over to the acoustic model is the dynamics—the
Einstein equations. “
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Abbildung 3: Skizze der Array-Position entlang einer Dia-
gonalen in der Sampling-Ebene (links); Bilder der akustischen
Kamera (rechts).
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