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Аннотация. В статье (в форме мини-обзора) отражены результаты выполненных на физическом факультете 
Белорусского государственного университета за последние 25 лет теоретических (и отчасти экспериментальных) ис-
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Введение. В статье представлены результаты исследований трехмерных, двумерных, од-
номерных и нульмерных систем, а также приборных структур, выполненных на физическом 
факультете Белорусского государственного университета за последние 25 лет. Объектами ис-
следований являются одиночные и консолидированные системы различной размерности с ко-
валентно-ионными химическими связями между атомами. Предметами исследования являются 
квантовые состояния и процессы в таких разноразмерных системах. Для их математического 
и компьютерного моделирования применяются методы статистической термодинамики, кванто-
вой механики, теории групп симметрии, математической физики и вычислительной математики. 
Используются стандартные термины, принятые в квантовой теории кристаллических твердых 
тел, низкоразмерных систем и наноэлектронике (см., напр., [1–4]). Из-за разнообразия проведен-
ных исследований полученные результаты кратко излагаются вначале для трехмерных, а затем 
для двумерных, одномерных и нульмерных систем. В заключение обозначены некоторые пер-
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спективные направления исследований таких систем с целью разработки на их основе новых 
функциональных элементов устройств.

Трехмерные кристаллы с ковалентно-ионными химическими связями между атомами раз-
личаются величиной энергетической щели (запрещенной зоны) между v-зоной локализованных 
электронных состояний и c-зоной делокализованных электронных состояний. При переходе 
электрона из v-зоны в c-зону он становится делокализованным в пределах кристалла, а в v-зоне 
остается делокализованная в пределах кристалла положительно заряженная электронная вакан-
сия (дырка). В целом ионизационное равновесие и дрейфово-диффузионная миграция электро-
нов c-зоны и дырок v-зоны в кристаллических полупроводниках и приборных структурах на 
их основе описываются зонной теорией [5], исходящей из адиабатического и одноэлектронного 
приближений квантовой механики. Собственные точечные дефекты кристаллической структу-
ры, а также атомы примесей вносят в запрещенную зону локальные уровни энергии, что позво-
ляет целенаправленно управлять свойствами полупроводников [6]. Однако нарушения и точеч-
ной, и трансляционной симметрии дефектами усложняют построение моделей, пригодных для 
количественного описания явлений в полупроводниковых системах на основе зонной теории. 
В середине XX в., исходя из анализа экспериментальных данных по полупроводниковым мате-
риалам в твердом и жидком агрегатных состояниях, А. Ф. Иоффе сделал вывод, что их свойства 
во многом обусловлены химическим составом и локальными (в пределах нескольких координа-
ционных сфер) межатомными взаимодействиями [7]. Отсюда следовало, что зонная теория кри-
сталлов должна быть дополнена атомной (локальной) теорией, которая не преувеличивает роль 
трансляционной симметрии в формировании свойств полупроводников. Этот вывод выдержал 
испытание временем [8]. В приложении данного подхода к теоретическому описанию свойств 
полупроводниковых материалов необходимо учитывать, что изменения энергии термической 
ионизации водородоподобных доноров и акцепторов, электрической проводимости, диэлектри-
ческой проницаемости и других параметров материалов вследствие их легирования обуслов-
лены взаимодействиями ближайших по расстоянию электрически нейтральных и заряженных 
примесей. Описание прыжковой миграции электронов и дырок посредством их термически ас-
систированных актов туннелирования между неподвижными точечными дефектами кристалли-
ческой структуры усложняется кулоновским взаимодействием зарядовых состояний дефектов 
(зарядовые состояния определяются в единицах элементарного заряда). К тому же из-за перехо-
дов электронов (или дырок) между неподвижными дефектами их зарядовые состояния как бы 
мигрируют по кристаллу. В кристаллических полупроводниках с большой концентрацией во-
дородоподобных атомов примесей и/или экситонов именно кулоновское взаимодействие между 
электронами, дырками и ионами обусловливает при низких температурах переход полупровод-
ника из изоляторного состояния в металлическое (концентрационный фазовый переход Мотта). 
Развитию математических и компьютерных моделей таких кулоновских систем посвящен под-
раздел «Трехмерные системы» в разделе «Основные результаты». 

Низкоразмерные (т. е. двумерные, одномерные и нульмерные) системы – консолидированные 
многочастичные системы, размер которых вдоль хотя бы одного пространственного направле-
ния сравним с одним из характерных размеров, сопоставляемых их элементам структуры (стро-
ения) и/или области реализации квантовых состояний и процессов в них. Так, плоская квантовая 
яма полупроводниковой гетероструктуры является двумерной системой, поскольку величины 
энергии для движения электронов и дырок в плоскости ямы принимают непрерывные значения, 
а для движения поперек ямы – дискретные (квантованные) значения. Изменяя размер и/или фор-
му низкоразмерных систем, можно без изменения химического состава управлять их свойства-
ми. Для исследования, создания и применения низкоразмерных систем (при диапазоне их раз-
меров условно от 0,1 мкм до 1 нм в одном, двух или трех направлениях) необходимо развивать 
их теорию (математическое и компьютерное моделирование). Дело в том, что для адекватного 
описания состояний и процессов в системах размером порядка 0,1 мкм не может быть исполь-
зована квантовая теория уединенных (одиночных) атомов, являющаяся базой для описания не-
больших молекул (0,1–1 нм). Поэтому следует рассматривать состояния и процессы в отдельных 
молекулах и атомах при учете их агломерации в низкоразмерную систему. При этом необходи-
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мо учитывать, что кулоновское взаимодействие электронов, дырок и ионов внутри уеди ненных 
(находящихся в вакууме) двумерных, одномерных и нульмерных системах сильнее, чем внутри 
трехмерных систем. Это обусловлено тем обстоятельством, что значительная часть силовых ли-
ний электрического поля заряженных частиц в уединенных системах пониженной размерности 
проходит в вакууме, а не в окружающей частицы матрице с относительной ди электрической 
проницаемостью больше единицы. Развитию математических и компьютерных моделей таких 
систем посвящены подразделы «Двумерные системы», «Одномерные системы» и «Нульмерные 
системы» в разделе «Основные результаты». 

Основные результаты. I. Трехмерные системы: 1) в квазиклассическом приближении 
квантовой теории рассеяния впервые рассчитана дрейфовая подвижность квазичастиц (элек-
тронов c-зоны и дырок v-зоны) при учете конечной длительности столкновения квазичастицы 
с одним ионом водородоподобной примеси в кристаллическом полупроводнике [9–11]; 2) развита 
теория ионизационного равновесия и экранирования электростатического поля в ковалентных 
полупроводниках с прыжковой миграцией электронов (или дырок) между точечными дефекта-
ми кристаллической структуры в различных зарядовых состояниях [12–14]; 3) в дрейфово-диф-
фузионном приближении впервые получено уравнение для плотности стационарного прыжково-
го электрического тока по точечным неподвижным дефектам в ковалентных полупроводниках 
и объяснен целый ряд экспериментальных данных по их электропроводности, фотопроводимо-
сти и термоэдс, которые вообще не поддавались количественной интерпретации в течение трех 
десятилетий [15–23]; 4) впервые построена квазиклассическая теория увеличения низкочастот-
ной диэлектрической проницаемости ковалентных полупроводников при увеличении в них 
концентрации электронейтральных водородоподобных примесей; расчеты по предложенным 
формулам без подгоночных параметров количественно согласуются с известными эксперимен-
тальными данными [24]; 5) предложена новая модель сильно легированных водородоподобны-
ми примесями вырожденных полупроводников при их межзонном фотовозбуждении, учиты-
вающая флуктуации электростатического потенциала, обменное взаимодействие основных но-
сителей заряда (электронов или дырок), экранирование неосновного носителя заряда облаком 
основных, а также туннелирование основных носителей заряда на уровне протекания (пороге 
подвижности) в c- или v-зоне; результаты расчетов по модели количественно согласуются с дан-
ными по краевой низкотемпературной фотолюминесценции прямозонных и непрямозонных 
полупроводников в широком диапазоне изменения в них концентрации примесей [25]; 6) раз-
вита модель зависимости термической энергии ионизации водородоподобных атомов легирую-
щих (основных) примесей от их концентрации и концентрации неосновных (компенсирующих) 
водородоподобных примесей в ковалентных кристаллах, в которой показано, что уменьшение 
энергии ионизации происходит из-за формирования возбужденными состояниями электрически 
нейтральных примесей квазинепрерывной полосы разрешенных значений энергии для электро-
нов c-зоны (или дырок v-зоны), вследствие чего дно c-зоны для полупроводника n-типа (потолок 
v-зоны для полупроводника p-типа) смещается в глубь запрещенной зоны; численные расчеты 
по модели согласуются с известными современными экспериментальными данными [26]; 7) на 
основании теоремы вириала впервые рассчитана температура перехода от зонной стационар-
ной электропроводности по состояниям c- или v-зоны к прыжковой стационарной электропро-
водности по водородоподобным атомам примесей в кристаллических полупроводниках [27–29]; 
8) методом Гайтлера – Лондона предсказан и экспериментально обнаружен переход электриче-
ски нейтральных водородоподобных доноров (атомов As) в кристаллическом германии из пара-
магнитного в ферромагнитное состояние в области температур жидкого гелия [30]; 9) предска-
зано и при комнатной температуре в отсутствие актиничного освещения зарегистрировано ин-
вертирование сигнала электронного спинового резонанса P1-центров (уединенных атомов азота 
в алмазе), а также проведено квантовохимическое моделирование этих центров, открывающее 
путь к созданию мазеров на алмазе [31–35]; 10) теоретически предсказано и экспериментально 
открыто явление поглощения микроволнового электромагнитного излучения левитирующими 
в вакууме над поверхностью природного алмаза электронами, возникающими при межзонном 
фотовозбуждении алмаза после травления его в хромовой смеси, шлифовки тонким корундовым 
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порошком, промывки в дистиллированной воде и сушки на воздухе [36, 37]; 11) впервые пред-
ложены аналитические соотношения для описания спин-фононного резонансного поглощения 
радиоволн кристаллами антимонида индия n-типа во внешнем магнитном поле, обусловленно-
го переворотом спина электрона c-зоны вследствие его взаимодействия с поперечным оптиче-
ским фононом; расчеты по предложенным формулам количественно согласуются с известными 
экспериментальными данными [38]; 12) предсказано и экспериментально зарегистрировано при 
низких температурах магнитное упорядочение радикалов (нескомпенсированных электронных 
спинов одиночных точечных радиационных дефектов и их ассоциатов) в облученных быстрыми 
реакторными нейтронами кристаллических зернах природного алмаза [39]; 13) развита теория 
размагничивающего поля на поверхности тонких дисков из Co, Fe и Ni во внешнем магнитном 
поле и впервые методом электронного спинового резонанса с помощью спин-меток (облученных 
быстрыми реакторными нейтронами кристаллических зерен природного алмаза) измерена вели-
чина этого поля [40]; 14) рассчитаны и экспериментально зарегистрированы инфранизкочастот-
ные автоколебания тока в пленках легированного атомами бора поликристаллического кремния 
микронной толщины [41]; 15) выявлен импеданс индуктивного типа в кремниевых p–n-диодах, 
содержащих точечные и групповые радиационные дефекты в двойном электрическом слое (т. е. 
в области p–n-перехода) вследствие облучения их высокоэнергетическими ионами и разработан 
аналог катушки индуктивности [42–45]; 16) предложена, рассчитана, изготовлена и запатенто-
вана электрически управляемая ячейка памяти (биполярный транзистор с коллектором из амор-
фного кремния субмикронной толщины) [46–48]; 17) впервые теоретически (расчетным спосо-
бом) установлена асимметрия зависимости стационарного прыжкового тока от электрического 
напряжения на кремниевой приборной структуре, состоящей из двух частей: в первой части ток 
обусловлен прыжками одиночных электронов с точечных дефектов в зарядовых состояниях (−1) 
на дефекты в зарядовых состояниях (0), а во второй части приборной структуры ток обусловлен 
прыжками одиночных электронов между дефектами того же вида (сорта), что и в первой части 
структуры, но с дефектов в зарядовых состояниях (0) на дефекты в зарядовых состояниях (+1) 
[49]; 18) рассчитана, спроектирована и изготовлена пылезащищенная схема датчика влажности 
на основе микро- и нанопористого диоксида кремния со следами водорастворимой соли LiCl 
в порах [50]; 19) разработана и запатентована технология изготовления линейки резисторов на 
основе алмазоподобной углеродной пленки, полученной из отрицательно заряженных паров бен-
зола [51]; 20) теорема Рамо – Шокли обобщена на случай последовательной RCL-цепи детектора 
заряженных частиц и показана возможность определения отношения скорости к заряду части-
цы, испущенной одной металлической обкладкой электрического конденсатора и поглощенной 
другой обкладкой [52]; 21) сравнением аналитического и численного расчетов с экспериментом 
показано, что квадратичное по затухающему току электрическое поле контура «сверхпроводя-
щая катушка – резистор» возникает вследствие электрической поляризации резистора электро-
нами сверхпроводящего участка электрической цепи и является аналогом эффекта Стюарта – 
Толмена [53]. 

II. Двумерные системы: 1) рассчитана кинематика и энергетика излучательного распада от-
рицательно заряженного триона (экситон + электрон) в одиночной квантовой яме и показано, 
что этот распад является аналогом эффекта Оже [54]; 2) предложена схема новой светоизлуча-
ющей в ИК-диапазоне структуры, основанной на движении трионов и/или электронов c-зоны 
вдоль квантовой ямы, и рассчитаны ее рабочие характеристики [55]; 3) развита электростатиче-
ская модель краевой фотолюминесценции двумерных полупроводниковых систем при высокой 
и равной концентрации в них неравновесных электронов и дырок [56]; 4) выдвинута концепция 
электрического переключателя на основе подвижного дефекта упаковки в стопке размещенных 
между обкладками электрического конденсатора воронкообразных макромолекул и проведен 
расчет его параметров методами квантовой электромеханики [57, 58]; 5) теоретически предска-
зано несколько типов двумерных «двуликих» (т. е. Янус-подобных) кристаллических систем [59, 
60]; 6) выдвинута концепция нанодинамометра на основе двухслойного графена с электрической 
проводимостью между монослоями и проведен расчет параметров динамометра методом тун-
нельного гамильтониана Бардина [61]; 7) методами теории групп и топологии показано, что из 
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одиночного листа графена возможно образование только восьми сплошных воронок для целей 
неизображающей оптики [62–64]; 8) предложена и методами квантовой термохимии рассчитана 
схема получения электрически нейтральных радикалов OH и молекул водорода из потока па-
ров воды между двумя противоположно заряженными и изогнутыми в одну сторону листами 
графена [65]; 9) методами электромеханики показана возможность скручивания листа графена 
в устойчивый рулон в виде спирали Архимеда [66–68]; 10) проведен расчет квантовой электри-
ческой емкости двух плоских листов графена, разделенных монослоем из атомов аргона [69]; 
11) показано, что регулярно чередующиеся слои параллельно расположенных рулонов из графе-
на и параллельно расположенных одностенных углеродных нанотрубок (угол между направле-
ниями аксиальных осей симметрии рулонов и нанотрубок в соседних слоях равен π/2) образуют 
новый метаматериал с отрицательными диэлектрической и магнитной проницаемостями в ин-
фракрасном диапазоне длин электромагнитных волн [70]; 12) предложена новая электромеха-
ническая ячейка постоянной памяти на основе тонкой мембраны (из нескольких слоев графена), 
взаимодействующей кулоновскими силами и силами Ван-дер-Ваальса с торцевой поверхностью 
цилиндрического электрода, и проведен расчет ее рабочих характеристик [71]; 13) квантовохи-
мическими расчетами из первых принципов показано, что поверхность потенциальной энергии 
межслоевого взаимодействия в различных двумерных графеноподобных материалах универ-
сально описывается первыми пространственными гармониками двумерного ряда Фурье (в па-
раллельной слоям плоскости) [72]; 14) методом молекулярных орбиталей проведены расчеты 
нанополосок графена типа zigzag (nzGNR) с числом zigzag цепочек n = 4 и 10 и установлено, что 
4zGNR является двумерным полупроводником (со щелью в спектре значений энергии π-электро-
нов) как в антиферромагнитном (АФМ), так и в ферромагнитном (ФМ) состояниях; для 10zGNR 
состояние АФМ является полупроводниковым, а состояние ФМ – полуметаллическим (т. е. элек-
тропроводящим только для одной ориентации спинов π-электронов нанополосок) [73]. 

III. Одномерные системы: 1) исходя из потенциалов Лиенара – Вихерта предсказано воз-
никновение релятивистского электрического поля вблизи прямой квантовой проволоки со ста-
ционарным баллистическим переносом в ней электронов [74]; 2) в рамках нерелятивистской 
квантовой механики предсказана возможность баллистического дрейфа солитоноподобного 
одиночного электрона (индуктона) в одномерной проволоке, находящейся в диэлектрической 
среде с распределенной индуктивностью, что может использоваться для сжатия импульсов тока 
в квантовых участках (ветвях) электрических цепей [75]; 3) впервые предложен электромагнит-
ный излучатель в гигагерцовом диапазоне частот на основе потока одиночных электронов вну-
три полой изогнутой углеродной нанотрубки и рассчитаны его параметры [76]; 4) аналитически 
показано, что квантовое электрическое сопротивление наполненной атомами калия одностенной 
углеродной нанотрубки ступенчатым образом увеличивается при увеличении ее диаметра [77], 
что впоследствии нашло подтверждение в эксперименте; 5) предложен и методами квантовой 
магнитомеханики рассчитан геркон (элемент спинтроники) на основе наполненных магнитными 
эндофуллеренами двух углеродных нанотрубок [78–80]; 6) предсказан фазовый переход «узко-
зонный полупроводник – металл» при аксиальном упругом растяжении одностенных углерод-
ных нанотрубок разной хиральности, на основании которого могут быть разработаны новые эле-
менты стрейнтроники [81–83]; 7) исходя из флуктуационно-диссипативной теоремы установле-
ны границы устойчивой работы актуатора (наноэлектромеханического привода) на основе двух 
соосных одностенных углеродных нанотрубок [84, 85]. 

IV. Нульмерные системы: 1) квантовохимическими расчетами предсказана углеродная мо-
лекула C10 в форме плоской пятилучевой звезды – прекурсор формирования низкоразмерных си-
стем в углеродной плазме [2, 86]; 2) методами теории конечных групп симметрии [87] выявлен 
и проведен квантовохимический расчет резонанса Ферми между двумя полносимметричными 
колебаниями фуллерена C60 [88]; 3) методом молекулярных орбиталей исследована электрон-
ная структура, геометрия и поверхность потенциальной энергии дикатиона карбододекаэдра 
C20

2+; обнаружен аналог динамического эффекта Яна – Теллера, обусловленный расталкивани-
ем нескомпенсированных положительных зарядов на атомах углерода (кулоновская дисторсия) 
и предсказана D3-симметрия основного состояния C20

2+ [89]; 4) расчетным способом показано, что 
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эндофуллерен Fe@C20 является магнитным, так как электронный терм 5D4 свободного атома Fe 
в основном состоянии под действием возмущения с симметрией Ih карбододекаэдра C20 не рас-
щепляется [79]; 5) предложен аналитический и численный алгоритмы решения загадки форми-
рования полых макромолекул из атомов углерода [90, 91].

Заключение. Как продолжение выполненных исследований и изыскание приложений их ре-
зультатов для моделирования свойств разноразмерных конденсированных систем в Белорусском 
государственном университете выполняются два международных проекта Европейской рамоч-
ной программы исследований и инноваций Horizon2020: «Самодостаточная теплопоглощающая 
инновационная система “преобразователь влажности в электричество” для зданий с нулевым 
энергетическим балансом» (MSCA-RISE-2019-871284 SSHARE) и «Инновационные водораство-
римые фитоматериалы-ингибиторы для предотвращения болезней Альцгеймера и Паркинсона» 
(MSCA-RISE-2020-101007642 PhytoAPP), которые частью основаны на результатах наших иссле-
дований [50, 86, 91–93].

Наконец немного о перспективах и ассоциированных с ними подходах к математическому 
и компьютерному моделированию полупроводниковых систем различной размерности и эле-
ментов приборных структур на их основе по схеме: от расчетов к эксперименту и далее к прак-
тике. Перечислим некоторые актуальные направления исследований и действий по этой темати-
ке в их физико-математическом, химическом и биомедицинском аспектах. 1. Разработка методов 
математического моделирования и физико-химических принципов молекулярного зодчества 
низкоразмерных кремний-углеродных систем и радиационно-стойких приборных структур на 
их основе. 2. Развитие квантовой теории ионизационного равновесия и дрейфово-диффузион-
ной миграции электронов, дырок, биполяронов и ионов в низкоразмерных полупроводниковых 
системах для целей водородной энергетики. В реакции разложения молекул воды на поверхно-
сти кристаллических полупроводников для выделения молекул кислорода требуются дырки 
(электронные вакансии). Поэтому материалы, в которых электропроводность осуществляется 
посредством прыжков пар электронов между точечными дефектами одного сорта в зарядовых 
состояниях (−1) и (+1), могут ускорять эту реакцию. Решение данной задачи позволит создать эф-
фективные электроды для получения водорода и кислорода из воды. 3. Исследование одиночных 
и консолидированных воронкообразных макромолекул, криволинейных квантоворазмерных 
проволок, а также наноструктурированных «мягких» материалов для разработки функциональ-
ных элементов устройств электромеханики и бионики. 4. Изыскание способов формирования 
ассоциатов из атомов примеси и/или собственных дефектов кристаллической структуры в полу-
проводниковых материалах при создании твердотельных аналогов катушек индуктивности для 
целей силовой электроники. 5. Интегрирование магнетизма в кремниевую электронику. Развитие 
инженерии магнитных низкоразмерных систем на поверхности и внутри пластин кристалличе-
ского кремния позволит распространить их использование в рамках планарной технологии на 
спинтронику. 6. Разработка теории формирования низкоразмерных систем (нитей, лент и руло-
нов) при воздействии компрессионных плазменных потоков и интенсивного лазерного излуче-
ния на химически и термически стойкие кристаллы (алмаз, GaN, SiC и др.) с целью создания на 
их поверхности селективных катализаторов для целей нанохимии. 7. Построение теории, связы-
вающей механическую прочность полупроводниковых материалов (алмаз, AlN и BN), у которых 
энергия сродства к электрону меньше ширины запрещенной зоны, с положением в запрещенной 
зоне (энергетической щели) уровня Ферми, управляемого атомами примесей и/или собственны-
ми дефектами кристаллической структуры. Это позволит предсказывать (и предотвращать) про-
цессы разрушения этих материалов в устройствах высокотемпературной электроники, оптики 
и механики. 8. Изучение прыжковой миграции электронов по многозарядным точечным дефек-
там кристаллической матрицы частично разупорядоченных полупроводников для разработки 
элемента Пельтье. 9. Развитие концепции спиновой наномеханики для композитных и фракталь-
ных углеродных материалов. Это позволит прогнозировать внезапные выбросы каменного угля 
при его добыче. 10. Установление методами теории групп, топологии и квантовой термохимии 
дискретных и непрерывных нарушений симметрии фуллеренов, необходимых для формирова-
ния на их поверхности водорастворимых аддуктов для целей биомедицины. 11. Передача зна-
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ний, умений и разработок (инноваций) от исследователей к конструкторам, от конструкторов 
к производителям и осуществление коммерциализации наукоемкой продукции.

Ясно, что при научных изысканиях и в приложениях их результатов необходима опора на 
теорию, эксперимент и практику, благодаря которым математическое и компьютерное модели-
рование разноразмерных полупроводниковых систем и элементов приборных структур на их ос-
нове возникли и развиваются в Республике Беларусь.
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