
      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2021. T. 57, № 4. С. 447–454 447

ISSN 1561-2430 (Print)
ISSN 2524-2415 (Online)

ФИЗИКА
PHYSICS

УДК 53.02,530.13,530.145.81 Поступила в редакцию 30.04.2021 
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2021-57-4-447-454 Received 30.04.2021 

А. Н. Лаврёнов1, И. А. Лаврёнов21

1Белорусский государственный педагогический университет, Минск, Беларусь 
2ООО «Октонион технолоджи», Минск, Беларусь

q-АНАЛОГ АЛГЕБРЫ ХИГГСА

Аннотация. Рассмотрено q-обобщение алгебры Хиггса. Показана в явном виде реализация данной алгебры 
с помощью нелинейного преобразования операторов рождения и уничтожения q-гармонического осциллятора, ко-
торое представляет собой выполнение двух операций: «подправка» с помощью функции от исходного гамильтони-
ана и возведение в четвертую степень операторов рождения и уничтожения q-гармонического осциллятора. Выбор 
«подправочной» функции обосновывается стандартным видом коммутационных соотношений для операторов ме-
таплектической реализации Uq(SU(1,1)). Кратко обсуждены дальнейшие возможные направления исследований для 
обобщения полученных результатов. Первое направление достаточно очевидно – это рассмотрение проблемы при 
увеличении или при любом значении N размерности операторного пространства. Второе направление можно связать 
с анализом связи q-обобщений алгебр Хиггса и Хана.
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THE q-ANALOGUE OF THE HIGGS ALGEBRA

Abstract. In this paper, the q-generalization of the Higgs algebra is considered. The realization of this algebra is shown 
in an explicit form using a nonlinear transformation of the creation-annihilation operators of the q-harmonic oscillator. This 
transformation is the performance of two operations, namely, a “correction” using a function of the original Hamiltonian, and 
raising to the fourth power the creation and annihilation operators of a q-harmonic oscillator. The choice of the “correcting” 
function is justified by the standard form of commutation relations for the operators of the metaplectic realization Uq(SU(1,1)). 
Further possible directions of research are briefly discussed to summarize the results obtained. The first direction is quite 
obvious. It is the consideration of the problem when the dimension of the operator space increases or for any value N. The second 
direction can be associated with the analysis of the relationship between q-generalizations of the Higgs and Hahn algebras.
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Введение. В 1979 г. П. Хиггс рассмотрел существование скрытой симметрии для кулонов-
ской и осцилляторной задач в пространстве постоянной кривизны произвольной размерности 
и нашел аналоги вектора Рунге – Ленца (кулоновский потенциал) и тензора Фрадкина (потенци-
ал гармонического осциллятора) плоского пространства [1]. Следует отметить, что в это же вре-
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мя для пространств 3S  и 3
1S  независимо это было сделано в [2, 3] для кулоновской задачи. В ней 

(для простейшего двумерного случая) операторами скрытой симметрии выступают одна компо-
нента углового момента Lz и две компоненты вектора Рунге – Ленца Rx, Ry. Они подчиняются сле-
дующим коммутационным соотношениям, которые впоследствии обозначили как коммутацион-
ные соотношения алгебры Хиггса. Данная алгебра имеет три генератора d0 = Lz, ± ,x yd R iR   
удовлетворяющих следующим коммутаторам [4–6]:

 
3

0 ± 0 ± ± 0 ± + 3 0 1 0 0 [ ; ] =± ;    [ ; ]= α +α +αd d d d d d d d d d d   (1)

c центральными элементами 3 1 0α  = 4λ; α = λ/2 – 4 ;  α  = 0,H−  где H – гамильтониан и λ – кри-
визна пространства. С возникновением квантовых групп было предпринято множество попыток 
так называемого q-обобщения различных задач математической физики и, в частности, вышеу-
помянутой алгебры Хиггса. Например, в [4] это было сделано простой формальной заменой ку-
бического выражения на соответствующее ему выражение в q-числах. В [6] было предложено 
использовать для этой цели коммутантный подход на основе (4) (4)O O⊕  подалгебры U(8). В на-
стоящей работе предложено q-обобщение алгебры Хиггса на другой основе – с помощью нели-
нейного преобразования операторов рождения и уничтожения q-гармонического осциллятора.

Алгебры Гейзенберга – Вейля, обобщенного ГО, SU(1,1), Хиггса и некоторые их q- 
аналоги. В данном разделе напомним об определении алгебры Гейзенберга – Вейля W(1) 
или гармонического осциллятора (ГО) с ее историческими операторами пары рождения 

+
1 1= – + = [– + ] 
2 2

da x x
dx

  ∂  
 и уничтожения –

1= [ + ]
2

a x∂  оператором числа частиц +n a a−=  

и гамильтонианом 2 2
0

1 1= [– + ] ,
2 2

a x n∂ ≡ +  где между ними имеются следующие коммутацион-

ные соотношения:

 – + 0 ± ± ±[ ; ] 1;     [ ; ] [ ; ] ,a a a a n a a     (2)

а элемент Казимира дается формулой

0 0
1 1 0.
2 2

Q a a n a a a a a a+ − + − − += − = − + ≡ − − ≡

Алгебра осциллятора имеет следующее стандартное представление в пространстве чисел запол-
нения:

0 + +1 =( +α) ;      = +1 +1 +1 ;      = 1 1 ,n na n n n a n r n n n a n r n n n−≡ − ≡ −

2
+ 0

1 1 1ˆ  = α = + = ( +α)+  
2 2 2nQ n n a a a n r n n−

     − + − −          

или 

2 1;     α .
2nr n≡ =

Для W(1) часто рассматривается нелинейное обобщение или так называемый обобщенный (де-
формированный) [7, 8] гармонический осциллятор (ОГО), который видоизменяет только один 
коммутатор алгебры по сравнению с коммутационными соотношениями алгебры ГО

 +[ ; ]= ( ).a a f n−  (3)

Далее в зависимости от вида данной функции f(n) выделяют различные классы алгебр. Если дан-
ная функция имеет полиномиальный вид от оператора числа частиц, т. е. ( ) ( ),kf n P n  то в этом 
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случае говорят о полиномиальном гармоническом осцилляторе (ПГО) или просто полиномиаль-
ной алгебре. Когда аргументом функции f становится оператор qn, т. е. ( ),nf f q≡  то мы попада-
ем в так называемую q-область.

В частном случае ПГО при значении k = 1 имеем линейные алгебры Ли, например, SU(1,1) 
или SU(2). Поэтому также часто используют терминологию об их нелинейной или квантовой 
деформации при замене аргумента функции f в формуле (3) [9, 10] или оператора числа частиц 

+n a a−=  на гамильтониан a0. Алгебра Хиггса представляет собой ПГО алгебру с тремя генерато-
рами J0; J± и кубической (k = 3) зависимостью от J0, где обычно квадратический член зануляется 
при помощи переопределения J0 путем его сдвига на конкретную постоянную, т. е. при помощи 

введения оператора 2
0 0 0

3

β= +µ= :
3β

J d d −

[ ] ( ) ( )3 2 3 2 2 3 2
+ 3 0 2 0 1 0 0 3 0 3 2 0 3 2 1 0 3 2 1 0; =β +β +β +β =β + 3 β β + 3 β 2 β β + β β β βJ J J J J d d d− μ + μ + μ + μ + μ + μ +

или, учитывая, что ,J d± ±≡  имеем

3
+ 3 0 1 0 0[ ; ] α α αd d d d   

c центральными элементами 
2 3
2 2 1 2

3 3 1 1 0 0 2
3 3 3

β β β 2βα β ;     α β ;     α β + .
3β 3β 27β

= = − = −

Далее основным методом изучения и применения таких сложных алгебр служит метод све-
дения их к простейшим алгебрам разными способами. Так, например, для операторного подхода 
к приблизительным оценкам параметров квантовых систем в работах [11, 12] соответственно ис-
пользовались в качестве базовых алгебры ГО и SO(2,1). С другой стороны, алгебру полиноми-
ального гармонического осциллятора (ГО c ( ) ( ),kf n P n ) можно сконструировать из операторов 
ГО при помощи нелинейного преобразовании операторов рождения и уничтожения или, точнее, 
их k степени, т. е. ± .kx a  В этой связи напомним о метаплектическом представлении SU(1,1), 
которое строится при помощи алгебры Гейзенберга – Вейля или их квадратичной зависимости 
(k = 2) от a±, т. е. операторы алгебры SU(1,1) выражаются следующими формулами:

 

2
0

0 ±
1 1= + ;     = ,

2 2 2 2
a ab n b ± ≡  

   
(4)

где образующие b0, b± подчиняются коммутационным соотношениям SU(1,1):

 0 ± ± + 0[ ; ]= ;     [ ; ]=2 ,b b b b b b−±  (5)

а элемент Казимира дается формулой

2
+ – 0 0 + – 0 0+ ( 1).Q b b b b b b b b    

Еще одним примером такого построения алгебры ПГО служит случай степени k = 4, ко-
торый приводит нас к алгебре Хиггса. Данный результат представлен в [13] с использованием 
формализма периодического замыкания одевающей цепочки в спектральной теории оператора 
Шредингера [14]. Немного видоизменяя и упрощая его, получим

 

4 4
0

0
1 1+ ;     = ;     = ,

4 4 2 4 4
a a ad n d d+ −

+ −
 ≡ =  
   

(6)

 

3 2 3
0 ± ± + 0 0

3 7 3[ ; ]= ;     [ ; ]= 64 11 .
2 2 2

d d d d d n n n d d−± + + + ≡ +
 

(7)
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Теперь перейдем к результатам частично выполненного q-обобщения вышеуказанного ма-
териала или к случаю алгебры q-осциллятора и метаплектической реализации ( )(1,1) .qU su  
Известно, что q-осцилляторная алгебра Aq(1) [15–17] определяется как ассоциативная алгебра 
с единицей над комплексным полем, порожденная независимым набором q-осциллятора (A±, A0), 
который удовлетворяет следующим коммутационным соотношениям:

 
0

0 ± ± +[ ; ]=± ;     [ ; ] = ,AA A A A A q−  (8)

а элемент Казимира дается формулой
0 0

+ + 1 .
1 1

A Aq qQ A A A A
q q− − −= − = −

− −

Данные формулы позволяют выразить N= A+A– через A0:

 

0

+ 0
1 ( ) ,
1

A

q
qN A A A
q−

−= = =
−  

(9)

где введено обозначение 
1( ) = .
1

x

q
qx
q

−
−

 В пределе 0 1 ( )qq A→  совпадает с обычным числовым опе-

ратором n.
Алгебра q-осциллятора имеет следующее стандартное представление в пространстве чисел 

заполнения:

+1

0 + +1
1 1= ;      = +1 +1 ;      = 1 1 ;

1 1

n n

n n
q qA n n n A n r n n A n r n n

q q−

− −
≡ − ≡ −

− −

0
2

+
1ˆ  = = =  

1 1 1

A n

n
q qQ n n A A n r n

q q q−

   
− − −   − − −  

или 

2 1 .
1

n

n
qr
q

−
≡

−

Данный q-осциллятор теперь можно использовать для построения метаплектической реализа-
ции ( )(1,1) :qU su  

 
1

2

2

0 0 ±
1 1= + ;     = ,
2 2 [2]

q

AB A B ± 
 
 

 

(10)

где введено обозначение 

1[ ] = .
x x

q
q qx
q q

−

−

−
−

Сразу видно, что это q-деформация обычного метаплектического представления SU(1,1). Так 
как дальнейшее продвижение в q-области по вышеуказанной программе авторам не известно, то 
представляет несомненный интерес реализовать такое построение алгебры Хиггса при помощи 
операторов рождения и уничтожения q-гармонического осциллятора. 

q-Обобщение алгебры Хиггса. В начале данного раздела сделаем согласно [6] одно заме-
чание, которое важно в q-области для последующих действий. Формула (10) метаплектической 
реализации ( )(1,1)qU su  ведет к следующим несимметричным коммутационным соотношениям 
для трех генераторов B0; B± как некомпактной вещественной форме ( )(2) :qU sl  
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022

0 0 + + 0[ ; ]= ;     [ ; ]= ;     [2 ] ,B
qB B B B B B B B q B B q B± ± ± ± − −± ± − =  (11)

но имеющих правильное выражение в пределе q → 1. Однако такой правильный предел имеют 
и другие «подправленные» операторы [6]:

0 0
0 0 + + –= ;     = ;     = .B BС B С B q С q B− −

−

Они удовлетворяют более симметричным коммутационным соотношениям

 0 + 0[ ; ]= ;    [ ; ]=[2 ] .qС С С С С С± ± −±  (12)

Значит, в имеющемся произволе как подправлять коммутатор и / или исходные операторы 
мы выбираем вариант с обычным видом коммутатора, который дает только последний вариант 
«подправленных» операторов. Именно поэтому в дальнейшем мы и используем их в данной ра-
боте. В частности, они позволяют представить метаплектическую реализацию ( )(1,1)q suU  следу-
ющим образом:

0

0

1 1
2 2

2

1 1 4
+2 2

2
+ +=  ,

[2] [2]

A

A

q q

A q
qС A

−
 − + 
 

 
 
 ≡

 
0 0

1 1= + ;
2 2

С A 
 
   

(13)

0

0

1 1
2 2

2

1 1 4
2 2

2=  .
[2] [2]

A

A

q q

q A
qС A

−
 − +  − 

− −

 
 
 ≡

Таким образом, формула (13) подсказывает нам вид новых образующих D0; D± по аналогии 
с формулами (4) и (6). Следовательно, новые операторы рождения и уничтожения D± конструи-
руем как k = 4 степень «подправленных» операторов рождения и уничтожения q-ГО:

0
0 0

1
2

4 1 1 3 1 1 3
4 44 2 2 2 2 2 2

+ + +

4 -4 2 21 1
2 2

=  ,
[4]

A
A A

q

A q q q A q q q A q
D

q q
q q

− − − − − − −

+ −

     
− −     

     = ≡
−   

−   
   

 
0 0

1 1= + ;
4 2

D A 
 
   

(14)

0
0 0

1
2

4 1 1 3 1 1 3
4 44 2 2 2 2 2 2

4 -4 2 21 1
2 2

=  .
[4] ( )

A
A A

q

q A q q q A q q q A
D

q q
q q

− − − − − − −

− − −

− −

     
− −     

     = ≡
−   

−   
   

Достаточно легко проверить, что имеет место следующее коммутационное соотношение:

0[ ; ]= .D D D± ±±
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Найдем выражение D–D+:

( )

0 0
0 0

0

1 1
2 2

0 0 0 0

4 4 2 21 1 3 3 1 1
2 34 4 4 44 4 2 2 2 2 2 2

+ + +

2 2 2 2 2 2

2 5 2 5 3 22 1 1 2 1

2 2 2

=
[4] [4] ( ) ( )

2 ( )(1 ) ( )( 1 )

( )

A A
A A A

q q

A A A A

q A A q q q q A A q q q A A q
D D

q q q q

q q q q q q q q q q q

q q q

− − − − − − − − − −
− − −

− + − −

− − + − − +− − −

−

       
− −       

       = ≡ =
− −

+ + + + + − + + + +
=

−
21 1

2 2

.

q
− 

− 
 

Аналогично получим для D+D–: 

( )

0 0

0 0

1 1
2 2

0 0 0 0

4 4 2 21 1 1 1
2 3 2 54 4 4 44 4 2 2 2 2

+ + +

2 2 2 2 2 2

2 3 2 3 1 22 1 1 2 1

1 1
2 2 2 2

=  =
[4] [4] ( ) ( )

2 ( )( 1) ( )( 1)

( )

A A
A A

q q

A A A A

A q q A q q A q A q q A A q
D D

q q q q

q q q q q q q q q q q

q q q q

− − − −− − − +
− − −

+ − − −

− + − − + −− − −

−−

       
− −       

       = ≡
− −

+ + + + + − + + + +
=

− −
2

2

.
 
 
 

Теперь мы в состоянии выразить основное коммутационное соотношение алгебры Хиггса 
и представить основной результат данной работы в виде следующего утверждения.

У т в е р ж д е н и е. q-Обобщение алгебры Хиггса, которое реализуется c помощью операто-
ров рождения и уничтожения в четвертой степени q-гармонического осциллятора по форму-
ле (14), имеет коммутационные соотношения

[ ]
0 0

0 0

1 1
4 4 2 2 1 2 2

4 4
0 21 1

2 2 2 2

( )( ) ( )
[ ; ]= ;     ; [ ].

( )

D D

D D

q q q q q q q q
D D D D D q q

q q q q

−− − −

−
± ± − +

−−

 
+ + − + + 

 ± = −
 

− − 
 

Заключение. Рассмотрено q-обобщение алгебры Хиггса. Показана в явном виде реализация 
данной алгебры с помощью нелинейного преобразования операторов рождения и уничтожения 
q-гармонического осциллятора. Основное коммутационное соотношение представляет собой 
сумму четырех членов с последовательным набором положительных и отрицательных степеней 
без нулевой от оператора 0 .Aq  Полученный результат функционально совпадает с результатами 
работ [4, 6], но имеет разные значения коэффициентов в зависимости от нормировки исходных 
операторов в первоначальной трактовке. Дальнейшие возможные направления исследований для 
обобщения полученных результатов следующие. Первое направление достаточно очевидно – это 
рассмотрение проблемы при увеличении или при любом значении N размерности операторно-
го пространства с учетом существования N-мерных аналогов алгебры Аски – Вильсона AW(N). 
Второе направление можно связать с анализом связи q-обобщений алгебр Хиггса и Хана, с уче-
том доказанной изоморфности обычных алгебр Хиггса и Хана между собой [5]. 

В заключение отметим, что хотя повышенный интерес к тематике квантовых групп ослаб, 
тем не менее они стали хорошим инструментарием к описанию моделей различных систем в фи-
зике частиц, космологии, оптики и твердого тела. В частности, предложенное q-обобщение ал-
гебры Хиггса планируется использовать для описания скрытой симметрии дискретизированных 
вышеуказанных задач в пространстве постоянной кривизны.
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