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ОБ ОТСУТСТВИИ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ ОСОБЕННОСТЕЙ У РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИЙ ЛАМЕ-ТИПА

Аннотация. Объектом исследования являются линейные дифференциальные уравнения второго порядка с ре-
гулярными особенностями. Понятие регулярной особенности распространим и на линейные дифференциальные 
уравнения с частными производными. Общее решение линейного дифференциального уравнения с регулярной осо-
бенностью является линейной комбинацией двух линейно независимых решений, одно из которых в общем случае 
содержит логарифмическую особенность. Известное уравнение Ламе, где в качестве одного из коэффициентов явля-
ется эллиптическая функция Вейерштрасса, имеет только мероморфные решения. Рассмотрим такие линейные диф-
ференциальные уравнения второго порядка с регулярными особенностями, если в качестве коэффициента вместо 
эллиптической функции Вейерштрасса принять функцию, являющуюся решением первого уравнения Пенлеве, либо 
функцию, являющуюся решением уравнения Кортевега – де Фриза. Эти уравнения будем называть уравнениями 
Ламе-типа. Возникает вопрос: при каких условиях общее решение уравнений Ламе-типа не содержит логарифмов? 
С этой целью в настоящей работе были исследованы решения уравнений Ламе-типа и найдены условия, которые 
позволяют судить о наличии или отсутствии в решениях исследуемых уравнений логарифмических особенностей. 
Приведен пример уравнения с иррегулярной особенностью, которое имеет решение с существенной особенностью, 
а также уравнение с регулярной особенностью, решение которого содержит логарифмическую особенность, так как 
определяющее для него уравнение имеет кратный корень.

Ключевые слова: уравнение Ламе, уравнение с регулярной особенностью, уравнение с иррегулярной особенно-
стью, первое уравнение Пенлеве, уравнение Кортевега – де Фриза, логарифмическая особенность
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ON THE ABSENCE OF LOGARITHMIC SINGULARITIES  
IN THE SOLUTIONS OF LAMÉ-TYPE EQUATIONS

Abstract. The object of this research is linear differential equations of the second order with regular singularities. We 
extend the concept of a regular singularity to linear partial differential equations. The general solution of a linear differential 
equation with a regular singularity is a linear combination of two linearly independent solutions, one of which in the general 
case contains a logarithmic singularity. The well-known Lamé equation, where the Weierstrass elliptic function is one of the 
coefficients, has only meromorphic solutions. We consider such linear differential equations of the second order with regular 
singularities, for which as a coefficient instead of the Weierstrass elliptic function we use functions that are the solutions to 
the first Painlevé or Korteweg – de Vries equations. These equations will be called Lamé-type equations. The question arises 
under what conditions the general solution of Lamé-type equations contains no logarithms. For this purpose, in the present 
paper, the solutions of Lamé-type equations are investigated and the conditions are found that make it possible to judge the 
presence or absence of logarithmic singularities in the solutions of the equations under study. An example of an equation 
with an irregular singularity having a solution with an logarithmic singularity is given, since the equation, defining it, has a 
multiple root.
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Постановка задачи. При исследовании дифференциальных уравнений и систем высших по-
рядков иногда удается привести их к такому виду, аналитические свойства решений которого 
зависят от свойств решений уравнения 

 ( )( 1) ,w p w′′ = ν ν + + λ  (1)

где , const,ν∈Ν λ =  а функция p удовлетворяет уравнению 

 
2

1 2 1 26 , , const.′′ = + + =p p с z c c c  (2)

В математической энциклопедии [1, c. 189] для уравнения Ламе

 ( )( 1) ,w w′′ = ν ν + ℘+ δ  (3)

где ,  ν∈Ν ℘  – эллиптическая функция Вейерштрасса, 0,′δ =  сформулировано утверждение о том, 
что общее решение этого уравнения является мероморфным. Будем говорить, что уравнение (1) 
является уравнением Ламе-типа, так как имеет схожую структуру c уравнением (3) и в первую 
очередь потому, что функции p и ℘  имеют полюс второго порядка, т. е. уравнения (1) и (3) – ли-
нейные дифференциальные уравнения второго порядка с регулярной особой точкой [2, c. 365]. 
Представляет интерес также рассмотрение дифференциального уравнения второго порядка 
в частных производных

 ( )( 1) ,xxw u w= ν ν + + λ  (4)

где , const,ν∈Ν λ =  а функция u является решением уравнения Кортевега – де Фриза

 ( )26 .xx tx
u u u− =  

(5)

Так как решение уравнения (5) имеет полярную особенность не выше второго порядка, то можем 
говорить о том, что уравнение (4) – уравнение с регулярной особенностью, аналогично тому, как 
применяется понятие регулярной особой точки в аналитической теории обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.

Возникла следующая задача: найти условия, при которых решения уравнений Ламе-типа (1), 
(4) не имеют логарифмических особенностей. 

Условия отсутствия логарифмических особых точек у решений уравнения (1). Пусть 
0 ,t z z= −  тогда разложение функции р из (2) в ряд Лорана будет иметь вид

 
2

2
0

1 .k
k

k
p t

t

∞
+

=

= + α∑
 

(6)

Подставив ряд (6) в уравнение (2) и обозначив 1 1 0 2, ,c c z c= α + = β  получим, что α2 – произволь-
ный коэффициент,

2

0 1 3 4,   ,   0,     ,
10 6 300
β α β

α = − α = − α = α =

а для остальных коэффициентов справедлива следующая рекуррентная формула:

4
0

( 2)( 3) 6 , 0,1, ... .
k

k m k m
m

k k k+ −
=

+ + α = α α =∑

Точка z0 является регулярной особой точкой уравнения (1), при этом 1 1,ρ = ν + 2ρ = −ν  – кор-
ни определяющего уравнения [2, с. 360] для (1), соответствующие точке z0. Согласно [2, c. 357], 
два линейно независимых решения уравнения (1) запишем так:

 
1

1 2 1 0 0
0 0

,      ln ,   0.k k
k k

k k
w a t w b t w t a b

∞ ∞
+ν+ −ν

= =

= = + γ ≠∑ ∑
 

(7)
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Подставляя w2 из (7) в уравнение (1) и учитывая, что w1 является решением уравнения (1), полу-
чим соотношение

2 1

0 0
( 2 1) (2 2 1)k k

k k
k k

k k b t k a t
∞ ∞

+ ν+

= =

− ν − + g + ν + =∑ ∑
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0 0 0
( 1) .

k
k k

k m k m
k k m

b t b t
∞ ∞

+ +
−

= = =

= λ + ν ν + α∑ ∑∑
 

(8)

Приравнивая в (8) коэффициенты при 2 1,t ν+  найдем 

 

2 3

0 2 1 2 3
0

(2 1) ( 1) ,     2,m m
m

a b b
ν−

ν− ν− −
=

ν + g = λ + ν ν + α ν ≥∑
  

(9)

случай ν = 1 необходимо рассмотреть отдельно.
Пусть в соотношении (8) ν = 1, тогда, приравнивая коэффициенты при t и при t3, получим 

соответственно 1 0,b = 0 13 ,a bg = λ  т. е. γ = 0, так как a0 ≠ 0 (согласно (7)). Значит, при ν = 1 общее 
решение уравнения (1), где р удовлетворяет уравнению (2), не содержит логарифма.

Условие (9) определяет наличие логарифмической особой точки у решений уравнения (1), по-
тому что, если правая часть в соотношении (9) не равна нулю, то γ ≠ 0. Рассмотрим следующие 
частные случаи.

1. Если ν = 2, то из соотношения (8) находим 1 3 0,b b= =  а из (9) получим 
0 3 0 1 1 05 6( ).a b b bg = λ + α + α  Значит, γ = 0 лишь в том случае, когда α = 0. Таким образом, при ν = 2 

решение уравнения (1) не содержит логарифма только тогда, когда р является эллиптической 
функцией.

2. Пусть ν = 3, тогда из соотношения (8) получим 1 3 0,b b= =  а из (9) найдем

 0 5 0 3 1 2 2 1 3 07 12( ),a b b b b bg = λ + α + α + α + α  (10)

где 2 0
1 ,

10
b b= − λ 5 0

1 ,
5

b b= α  т. е. (10) можно записать в виде 0 0
2 .

35
a bg = αλ  Значит, γ = 0, если

α = 0 либо λ = 0. Таким образом, при ν = 3 решение уравнения (1) не содержит логарифма тогда, 
когда р – эллиптическая функция либо когда в уравнении (1) λ = 0. 

3. Если ν = 4, то из соотношения (8) найдем

2
1 3 2 0 4 0 0 5 0 7 0

1 1 1 170,     ,     20 2 ,     ,     ,
14 14 6 588

b b b b b b b b b b b= = = − λ = λ + β = α = − αλ

2
0 0 0

2 8 .
441 15

a b bg = − αλ − αβ

Видим, что γ = 0 лишь в том случае, когда α = 0. Значит, при ν = 4 решение уравнения (1) не со-
держит логарифма только тогда, когда р – эллиптическая функция.

Те о р е м а  1. Общее решение уравнения (1) при ν = 1,3 не содержит логарифмическую осо-
бую точку в случаях, когда уравнение имеет вид

 (2 ) ,   const,w p w′′ = + λ λ =  (11)

либо

 12 ,w pw′′ =  (12)

причем функция p в (11), (12) удовлетворяет уравнению (2). При ν = 2,4 общее решение уравне-
ния (1) не содержит логарифмическую особую точку только в случае, если это уравнение Ламе, 
т. е. когда р является эллиптической функцией Вейерштрасса.
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З а м е ч а н и е  1. Утверждение теоремы 1 согласуется с результатами, полученными в работе [3].
Условия отсутствия логарифмических особенностей у решений линейного дифференци-

ального уравнения второго порядка в частных производных.
Рассмотрим уравнение (4), в котором функция u является решением уравнения Кортевега – 

де Фриза (5). Для функции u из (5) имеет место разложение в ряд [4–6]
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0

1 ,k
k

k
u

∞

=

= + α φ
φ ∑

 
(13)

где ( ), 0,1,2,... , ( ).k k t k x tα = α = φ = + γ  Подставляя ряд (13) в уравнение (5), найдем

 
0 1 3,    0,     ,

12 72
t ttφ φ

α = − α = α =
 

(14)

причем функции α2, α4 и tφ  являются произвольными независимыми функциями от t, а для 
остальных коэффициентов справедлива следующая рекуррентная формула:

 

1
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3 1 1
0

( 1)( 6) 6 ( 1) ( ) ( 1) ,   .
k

k m k m k t k t
m
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=

− + α = + α α + α + + α φ ∈Ν∑
 

(15)

Учитывая условия (14), можем записать рекуррентную формулу (15) в виде

 

1
2

3 1
2

( 1)( 6) 6( 1) ( ) ,  3,4,... .
k

k m k m k t
m

k k k k
−

+ + −
=

− + α = + α α + α =∑
 

(16)

З а м е ч а н и е  2. Сходимость ряда (13), являющегося решением уравнения Кортевега – 
де Фри за (5), доказана методом мажорант в [4], сходимость ряда (13) можно также доказать при 
помощи методов функционального анализа, как это сделано в [5].

Так как в уравнении (5) коэффициент имеет полярную особенность не выше второго поряд-
ка, то особое многообразие, заданное уравнением ( , ) 0,x tφ =  будем называть регулярной осо-
бенностью уравнения (4), аналогично тому, как применяется понятие регулярной особой точки 
в аналитической теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Тогда можем построить 
следующие два линейно независимых решения уравнения (4):
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+ν+
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= φ∑
 

(17)
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0
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= φ + γ φ ≠∑
 

(18)

аналогично тому, как построены два линейно независимых решения для обыкновенного линей-
ного дифференциального уравнения второго порядка в [2, с. 357].

Докажем сходимость ряда (17). Подставляя ряд (17) в (4), получим, что a0 – произвольная 
функция от t, a1 = 0, а все остальные коэффициенты можно найти по рекуррентной формуле

 
2

0
( 2)( 2 3) ( 1) , 0,1,... .

k

k k m k m
m

k k a a a k+ −
=

+ + ν + = λ + ν ν + α =∑
 

(19)

Имеет место 
Л е м м а  1. Пусть для коэффициентов ряда (17) выполняется условие ,  0,1,..., 1.l

la l k≤ δ = +  
Тогда справедливо неравенство 2

2 .k
ka +
+ ≤ δ

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем δ так, чтобы выполнялись условия 

 
2 , ,k m

k ma −
−λ ≤ δ ≤ δ  (20)
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причем согласно [4] выполняется неравенство 2.m
m

+α ≤ δ  Тогда из (19) найдем

2 2
2( 2)( 2 3) ( 1) ,k k

kk k a k +
++ + ν + ≤ δ ⋅δ + ν ν + ⋅ δ

т. е.

 
2

2
1 ( 1) .

( 2)( 2 3)
k

k
ka

k k
+

+

+ ν ν +
≤ δ

+ + ν +  
(21)

Учитывая, что 1 ( 1)0 1
( 2)( 2 3)

k
k k

+ ν ν +
< <

+ + ν +
 при ,ν∈Ν 0,1, ... ,k =  из (21) получим 2

2 .k
ka +
+ ≤ δ  

Таким образом, справедливость леммы 1 доказана.
Имеет место
Л е м м а  2. Для коэффициентов ряда (17) выполняется неравенство 

{ },   0 .n
na n≤ δ ∈Ν∪

Справедливость леммы 2 устанавливается методом математической индукции, если исполь-
зовать лемму 1 и формулу (19). 

Пусть 
1 .
2

x x Mφ = + γ ≤ + γ < σ + <
δ

 Тогда для ряда (17) можно построить мажорантный 

ряд ( )1

0
,k

k
M M

∞
ν+

=

δ∑  который сходится при δМ < 1. Следовательно, ряд (17) сходится при 
10 .M −≠ φ < < δ

Те о р е м а  2. Ряд (17) с коэффициентами, заданными рекуррентной формулой (19), где a0 – 
произвольная функция от t, a1 = 0, сходится при 10 ,M −≠ φ < < δ  где δ определяется условия-
ми (20), а значит, является решением уравнения (4) в указанной области.

Подставляя w2 из (18) в уравнение (4) и учитывая, что w1 из (17) является решением уравне-
ния (4), получим соотношение

2 1

0 0
( 2 1) (2 2 1)k k

k k
k k

k k b k a
∞ ∞

+ ν+

= =

− ν − φ + γ + ν + φ =∑ ∑
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∞ ∞

+ +
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= = =

=λ φ + ν ν + α φ∑ ∑ ∑
 

(22)

Приравнивая коэффициенты в соотношении (22) при φ  в первой степени и 2 1,ν+φ  получим 
соответственно b1 = 0,

 

2 1

0 2 1 2 1
0

(2 1) ( 1) ,    .m m
m

a b b
ν−

ν− ν− −
=

ν + γ = λ + ν ν + α ν∈Ν∑
 

(23)

Очевидно, что если правые части равенства (23) отличны от нуля, то γ ≠ 0.
Рассмотрим следующие случаи.
1. Пусть ν = 1, тогда из соотношения (23) получим 0 1 0 1 1 03 2( ).a b b bγ = λ + α + α  Значит, γ = 0, так 

как α1 = b1 = 0. Таким образом, при ν = 1 общее решение уравнения (4), где u является решением 
уравнения Кортевега – де Фриза (5), не содержит логарифмических особенностей.

2. Если ν = 2, то из соотношения (23) найдем

0 3 0 3 1 2 2 1 3 05 6( ),a b b b b bγ = λ + α + α + α + α

причем b3 = 0. Значит, 0

0

0.
60

ttb
a

φ
γ = ≠  Таким образом, при ν = 2 решение уравнения (4) имеет лога-

рифмическую особенность.
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3. Пусть ν = 3, тогда из (23) получим

0 5 0 5 1 4 2 3 3 2 4 1 5 07 12( ),a b b b b b b bγ = λ + α + α + α + α + α + α

причем 

0
2 0 0 0 3 5 5 2

1 1( 12 ),     0,     ,     ( ) ,
10 60 18

tt
t

bb b b b b φ
= − λ + α = = − α = α

т. е. 

0 0 0 27 ( ) 12 ( ) .
30

tt
t ta b bφ

γ = φ − λ + α

Значит, при ν = 3 в разложении (18) γ ≠ 0, т. е. решение уравнения (4) в данном случае имеет лога-
рифмическую особенность.

Таким образом, справедлива
Те о р е м а  3. Общее решение уравнения (4), где u – решение уравнения Кортевега – де 

Фриза (5), является функцией без логарифмической особенности при ν = 1, т. е. когда уравне-
ние (4) имеет вид

(2 ) ,     const.xxw u w= + λ λ =

Если в уравнении (4) при ν = 2,3, то общее решение этого уравнения имеет логарифмическую 
особенность.

З а м е ч а н и е  3. Учитывая соотношения (16) и (23), можем прийти к выводу, что при 
, 4Nν∈ ν ≥  решение уравнения (4) содержит логарифмические особенности, так как 2 4, ,tφ α α  – 

произвольные функции от t, что влечет за собой произвольность последующих коэффициентов 
согласно (16), а значит, из (23) получим, что при данных условиях γ ≠ 0.

З а м е ч а н и е  4. Утверждение теоремы 3 согласуется с результатами, полученными в работе [6].
Приведем примеры линейных уравнений второго порядка в частных производных с иррегу-

лярной и регулярной особенностями.
П р и м е р  1. Рассмотрим уравнение 

3 4

2 1 ,xxy y 
= + φ φ 

частным решением которого является функция 

1exp ,y  
=  φ 

где ( ).x tφ = + γ  В этом случае особое многообразие, заданное уравнением ( ), 0,x tφ =  является 
иррегулярной особенностью данного уравнения. Рассмотренное уравнение имеет решение с су-
щественной особенностью.

П р и м е р  2. Рассмотрим уравнение 

2

1 ,
4xxy y= −
φ

решением которого является функция 
1 1
2 2 ln ,y A B= φ + φ φ

где ( ),x tφ = + γ  A, B – функции от t. В данном случае особое многообразие, заданное уравнени-
ем ( ), 0,x tφ =  является регулярной особенностью уравнения. Рассмотренное уравнение имеет 
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решение с логарифмической особенностью, так как определяющее уравнение для него имеет 
кратный корень.

Заключение. В данной работе получены условия (9), (23), которые позволяют судить о нали-
чии или отсутствии в решениях уравнений (1), (4) логарифмических особенностей. Анализируя 
найденные условия (9), (23), удалось доказать, что общее решение уравнения (1) при ν = 1,3 не со-
держит логарифмическую особую точку в случаях, когда уравнение имеет вид (11) либо (12); при 
ν = 2,4 общее решение уравнения (1) не содержит логарифмическую особую точку только в слу-
чае, когда р является эллиптической функцией Вейерштрасса. Доказано, что решение уравне-
ния (4) не содержит логарифмическую особенность лишь при ν = 1. Приведен пример уравнения 
с иррегулярной особенностью, которое имеет решение с существенной особенностью, а также 
уравнение с регулярной особенностью, решение которого содержит логарифмическую особен-
ность, так как определяющее для него уравнение имеет кратный корень.
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