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ABSTRAK

Proses Poisson periodik majemuk memiliki fungsi nilai harapan dan fungsi ragam. Tujuan
dari makalah ini adalah menentukan interval kepercayaan dari fungsi nilai harapan dan
fungsi ragam proses Poisson periodik majemuk dengan taraf nyata sebesar 0 < α < 1 dan
melakukan simulasi untuk mengamati peluang dari parameter-parameter tercakup pada
interval kepercayaan. Kami tidak mengasumsikan bentuk parametrik apapun untuk fungsi
intensitas kecuali periodik. Kami mempertimbangkan pada kasus yang diamati terdapat
hanya satu realisasi dari proses Poisson periodik pada interval yang terbatas. Hasil utama
yang diperoleh adalah dua teori mengenai interval kepercayaan untuk parameter-parameter.
Hasil simulasi menunjukkan bahwa peluang dari parameter-parameter tercakup pada
interval kepercayaan sesuai dengan teori yang diperoleh.

Kata Kunci:
Proses Poisson Periodik Majemuk; Fungsi Nilai Harapan; Fungsi Ragam; Interval
Kepercayaan; Fungsi Periodik

ABSTRACT

Compound cyclic Poisson process have the mean and variance functions. The objective of this paper
is to construct confidence intervals for respectively the mean and variance functions of a compound
cyclic Poisson process with significance level 0 < α < 1 and to do a simulation study to observe the
probabilities that parameters are contained in the confidence intervals. We do not assume any parametric
form for the intensity function except that it is periodic. We consider in the observed there is only one
realization of the cyclic Poisson process in a bounded interval. The main results are two theory about
confidence intervals for parameters. The simulation shows that the probability values of the observed
parameters contained in the confidence intervals are in accordance with the theory.
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1. Pendahuluan

Kejadian sehari-hari yang bersifat tidak pasti seringkali dapat dijelaskan dengan proses
stokastik. Proses stokastik adalah suatu bagian ilmu matematika yang berguna untuk
memprediksi kejadian-kejadian di masa mendatang. Proses stokastik dapat
diklasifikasikan menjadi proses stokastik waktu diskrit dan proses stokastik waktu
kontinu. Salah satu proses stokastik waktu kontinu adalah proses Poisson.

Proses Poisson adalah proses pencacahan di mana banyaknya kejadian dalam suatu
interval waktu berdistribusi Poisson. Proses Poisson dibagi menjadi proses Poisson
homogen dan takhomogen. Fungsi intensitas proses Poisson homogen merupakan
fungsi konstan, sedangkan fungsi intensitas proses Poisson takhomogen bergantung
pada waktu.

Salah satu jenis proses Poisson takhomogen adalah proses Poisson periodik, dimana
fungsi intensitasnya bergantung pada waktu berupa fungsi periodik. Beberapa
penerapan proses Poisson periodik di antaranya pada bidang kesehatan [1], keuangan
[2], dan komunikasi [3].

Salah satu bentuk khusus dari proses stokastik adalah proses Poisson majemuk. Proses
Poisson majemuk adalah suatu proses penjumlahan barisan peubah acak independent and
identically distributed (i.i.d.) dengan suatu sebaran tertentu sebanyak peubah acak Poisson,
dan bebas terhadap proses Poisson. Beberapa penggunaan proses Poisson majemuk di
antaranya pada bidang fisika yaitu aplikasi pada teori pengembangan longsoran elektron
dan distribusi radiasi keadaan tidak stabil di dalam rongga [4], demografi yaitu aplikasi
pada pelaporan angka kematian terkait insiden cedera [5], seismologi yaitu aplikasi pada
urutan terjadinya gempa susulan di Turki [6], aplikasi pada resiko di bidang keuangan
dan asuransi [7], serta aplikasi pada bidang biologi yaitu memodelkan jumlah disentrik
dalam dosimetri biologis [8].

Studi tentang proses Poisson majemuk telah banyak dilakukan menggunakan
komponen proses Poisson homogen, yaitu proses Poisson yang diasumsikan memiliki
fungsi intensitas konstan (tidak bergantung pada waktu). Misalnya, penelitian Kruczek
[9] tentang aplikasi proses Poisson majemuk pada alur transportasi truk penambang
bijih tembaga. Asumsi tidak dapat digunakan jika pada interval waktu tertentu, suatu
kejadian memiliki peluang lebih besar/lebih kecil untuk terjadi dibandingkan pada
waktu yang lain [10]. Oleh karena itu, untuk memperluas jangkauan masalah yang
dapat dimodelkan, digunakan proses Poisson takhomogen dimana waktu dianggap
berpengaruh.

Studi tentang proses Poisson majemuk menggunakan proses Poisson takhomogen
sangatlah luas, sehingga studi diawali dengan bentuk khusus, yaitu proses Poisson
periodik majemuk. Penelitian tentang proses Poisson majemuk dimulai dengan proses
Poisson periodik majemuk. Proses Poisson periodik majemuk merupakan suatu proses
Poisson takhomogen dengan fungsi intensitasnya berupa fungsi periodik. Proses
Poisson periodik majemuk tidak mengikuti pola sebaran pada umumnya, sehingga
yang dapat dihitung hanya berupa nilai harapan dan ragam, dimana keduanya
merupakan peubah acak yang nilainya bermacam-macam bergantung pada waktu
pengamatan, sehingga disebut fungsi nilai harapan dan fungsi ragam. Penelitian
mengenai fungsi nilai harapan dan fungsi ragam proses Poisson periodik majemuk
telah dilaporkan oleh Mangku, et.al [11], pendugaan fungsi nilai harapan dan fungsi
ragam pada proses Poisson periodik majemuk telah dilaporkan oleh Ruhiyat, et.al [12]
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dan Makhmudah, et.al [13]. Pada waktu pengamatan relatif lama, kedua fungsi tersebut
memiliki sebaran asimtotik yaitu mengikuti sebaran tertentu. Penelitian mengenai
sebaran asimtotik penduga fungsi nilai harapan dan fungsi ragam pada proses Poisson
periodik majemuk telah dilaporkan oleh Adriani [10]. Selanjutnya, untuk memberi
infomasi jaminan parameter (fungsi nilai harapan dan fungsi ragam) tercakup dalam
suatu interval, perlu ditemukan interval kepercayaan untuk fungsi nilai harapan dan
fungsi ragam proses Poisson periodik majemuk [10]. Diharapkan interval kepercayaan
dari fungsi nilai harapan dan fungsi ragam tidak tertalu lebar untuk galat (α) berapun,
agar dapat dipastikan kedua parameter tersebut tidak menyebar terlalu jauh.

Penelitian mengenai interval kepercayaan fungsi nilai harapan dan fungsi ragam telah
dilakukan oleh beberapa peneliti yaitu, selang kepercayaan fungsi nilai harapan dan
fungsi ragam proses Poisson majemuk dengan intensitas fungsi pangkat [14], interval
kepercayaan fungsi nilai harapan dan fungsi ragam proses poisson majemuk dengan
intensitas eksponesial fungsi linear [15]. Adapun pada penelitian ini dilakukan kajian
untuk menemukan interval kepercayaan fungsi nilai harapan dan fungsi ragam pada
proses poisson majemuk yang fungsi intensitasnya berupa periodik sehingga disebut
proses poisson periodik majemuk. Secara spesifik, penelitian ini dilakukan untuk
merumuskan interval kepercayaan pada fungsi nilai harapan dan fungsi ragam proses
Poisson periodik majemuk, membuktikan kekonvergenan ke 1− α peluang parameter
tercakup pada interval kepercayaan, serta memeriksa peluang parameter yang diduga
terdapat pada interval kepercayaan dengan taraf nyata yang berbeda-beda untuk
interval pengamatan terbatas menggunakan simulasi komputer. Penelitian ini
diharapkan dapat memberi informasi bagi pengguna model matematika mengenai
interval kepercayaan untuk fungsi nilai harapan dan fungsi ragam proses Poisson
periodik majemuk.

2. Metode

Pada tahap perumuskan interval kepercayaan dari fungsi nilai harapan dan fungsi
ragam proses Poisson periodik majemuk diperlukan fungsi nilai harapan dan fungsi
ragam, pendugaan dari fungsi nilai harapan dan fungsi ragam, dan sebaram asimtotik
dari penduga fungsi nilai harapan dan fungsi ragam. Selain itu, juga diperlukan
pemahaman tentang interval kepercayaan. Selanjutnya, dirumuskan interval
kepercayaan untuk fungsi nilai harapan dan fungsi ragam proses Poisson periodik
majemuk. Teori interval kepercayaan yang ditemukan, selanjutnya diperiksa
kekonvergenannya. Proses penelitian dilanjutkan dengan memeriksa peluang
parameter yang diduga terdapat pada interval kepercayaan dengan taraf nyata yang
berbeda-beda untuk interval pengamatan terbatas menggunakan simulasi komputer.

2.1. Fungsi Nilai Harapan dan Fungsi Ragam

Misalkan {N (t) , t ≥ 0} adalah suatu proses Poisson takhomogen dengan fungsi
intensitas yang terintegralkan lokal dan tidak diketahui. Fungsi intensitas diasumsikan
berupa fungsi periodik dengan periode (τ) diketahui. Fungsi intensitas tidak
diasumsikan memiliki bentuk parametrik apa pun kecuali berupa fungsi periodik,
yakni persamaan

λ (s) = λ (s + kτ) (1)
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berlaku untuk setiap s ≥ 0 dan semua k ∈ N, dengan N menyatakan himpunan
bilangan asli [12]. Kondisi fungsi intensitas ini juga digunakan oleh Helmers [16].
Proses {N(t), t ≥ 0} dengan fungsi intensitas yang demikian disebut dengan proses
Poisson periodik [11].

Selanjutnya, misalkan {Y (t) , t ≥ 0} adalah suatu proses dengan

Y (t) =
N(t)

∑
i=1

Xi. (2)

di mana {Xi, i ≥ 1} adalah barisan peubah acak yang independent and identically
distributed (i.i.d.), dengan nilai harapan µ1 < ∞ dan ragam σ1

2 < ∞, serta bersifat bebas
terhadap proses {N (t) , t ≥ 0}. Proses {Y (t) , t ≥ 0} disebut dengan proses Poisson
periodik majemuk. Model pada persamaan (2) adalah perumuman dari proses Poisson
majemuk yang mengasumsikan bahwa {N (t) , t ≥ 0} adalah suatu proses Poisson
homogen [11].

Misalkan bahwa, untuk suatu ω ∈ Ω, realisasi tunggal N(ω) dari suatu proses Poisson
periodik {N (t) , t ≥ 0} terdefinisi di suatu ruang peluang (Ω,F , P) dengan fungsi
intensitas λ yang diamati pada suatu interval terbatas [0, n]. Setelah itu, untuk setiap
titik data dari realisasi N (ω) ∩ [0, n] yang diamati, misalkan titik data ke-i,
i = 1, 2, . . . , N([0, n]), peubah acak Xi yang bersesuaian juga diamati [11]. Karena
barisan Xi merupakan i.i.d, maka Xi

2 juga merupakan barisan i.i.d dengan nilai harapan
µ2 < ∞ dan ragam Var

(
X1

2) = σ2 < ∞.

Misalkan E (X1) = µ1, fungsi nilai harapan dari Y (t), dinotasikan dengan ψ (t),
diberikan oleh

ψ (t) = E (N (t)) E (X1) = Λ (t) µ1, (3)

dengan

Λ (t) =
∫ t

0
λ (s) ds. (4)

Misalkan E
(
X1

2)=µ2, fungsi ragam dari Y (t), dinotasikan dengan V (t), diberikan oleh

V (t) = E (N (t)) E
(
X1

2) = Λ (t) µ2. (5)

Misalkan

tr = t−
⌊

t
τ

⌋
τ (6)

di mana untuk setiap bilangan real x, bxcmenyatakan bilangan bulat terbesar yang lebih
kecil dari atau sama dengan x, dan misalkan pula

kt,τ =

⌊
t
τ

⌋
. (7)
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Untuk setiap bilangan real t ≥ 0, t dapat dinyatakan sebagai

t = kt,ττ + tr, (8)

dengan 0 ≤ tr ≤ τ. Misalkan

θ =
1
τ

∫ τ

0
λ (s) ds, (9)

yaitu fungsi intensitas global dari proses {N (t) , t ≥ 0}, dan diasumsikan bahwa θ > 0.
Untuk setiap t ≥ 0 yang diberikan, Λ (t) dapat ditulis menjadi

Λ (t) = kt,ττθ + Λ (tr) , (10)

dengan

Λ (tr) =
∫ tr

0
λ (s) ds. (11)

Akhirnya, dengan menyubstitusikan persamaan (10) pada persamaan (3) dan (5), dapat
dituliskan menjadi

ψ (t) = (kt,ττθ + Λ (tr)) µ1, (12)

V (t) = (kt,ττθ + Λ (tr)) µ2. (13)

Persamaan (12) dan (13) berturut-turut adalah fungsi nilai harapan dan fungsi ragam
dari Y (t) [11, 13]. Terlihat θ dan Λ (tr) pada persamaan (12) dan (13) tidak saling bebas.
Adriani [10] memodifikasi kt,ττθ + Λ (tr) dari ψ (t) dan V (t) pada persamaan (12) dan
(13). Kuantitas kt,ττθ + Λ (tr) dimodifikasi menjadi jumlah terbobot dari dua peubah
acak saling bebas, yaitu τθ =

∫ τ
0 λ (s) ds ditulis sebagai Λ (tr) + Λc (tr), dengan Λ (tr)

seperti yang didefinisikan sebelumnya dan

Λc (tr) =
∫ τ

tr

λ (s) ds. (14)

2.2. Penduga Fungsi Nilai Harapan dan Fungsi Ragam

Misalkan

kn,τ =
⌊n

τ

⌋
. (15)

Penduga bagi fungsi intensitas global θ telah dikaji oleh Mangku, et.al [11] yaitu

θ̂n =
1

kn,ττ

kn,τ−1

∑
k=0

N ([kτ, kτ + τ]). (16)
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Selain itu penduga bagi Λ (tr) juga telah dikaji oleh Mangku, et.al [11] yaitu

Λ̂n (tr) =
1

kn,τ

kn,τ−1

∑
k=0

N ([kτ, kτ + τ]). (17)

Penduga dari fungsi nilai harapan ψ (t) dan fungsi ragam V (t) proses Poisson periodik
majemuk telah dirumuskan pada [12, 13] sebagai berikut,

ψ̂n (t) =
(

kt,ττθ̂n + Λ̂n (tr)
)

µ̂1,n (18)

V̂n (t) =
(

kt,ττθ̂n + Λ̂n (tr)
)

µ̂2,n (19)

dimana

µ̂1,n =
1

N ([0, n])

N([0,n])

∑
i=1

Xi (20)

µ̂2,n =
1

N ([0, n])

N([0,n])

∑
i=1

Xi
2 (21)

dengan µ̂1,n = 0 dan µ̂2,n = 0 pada saat N ([0, n]) = 0.

Akibat dari modifikasi pada (12) dan (13), untuk setiap t > 0, dapat ditulis

Λ (t) = (1 + kt,τ)Λ (tr) + kt,τΛc (tr) , (22)

Λ̂n (t) = (1 + kt,τ) Λ̂n (tr) + kt,τΛ̂c
n (tr) (23)

dimana

Λ̂c
n (tr) =

1
kn,τ

kn,τ−1

∑
k=0

N ([kτ + tr, kτ + τ]) . (24)

Perhatikan juga bahwa τθ̂n = Λ̂n (tr) + Λ̂c
n (tr) , di mana Λ̂n (tr) dan Λ̂c

n (tr) saling bebas.
Sehingga, masing-masing penduga ψ (t) pada (17) dan V (t) pada (18) dapat dirumuskan
menjadi

ψ̂n (t) =
(
(1 + kt,τ) Λ̂n (tr) + kt,τΛ̂c

n (tr)
)

µ̂1,n (25)

V̂n (t) =
(
(1 + kt,τ) Λ̂n (tr) + kt,τΛ̂c

n (tr)
)

µ̂2,n. (26)

2.3. Sebaran Asimtotik Penduga Fungsi Nilai Harapan dan Fungsi Ragam

Menurut Adriani [10], sebaran asimtotik penduga fungsi nilai harapan dan fungsi ragam
dari proses Poisson periodik majemuk sebagai berikut

Teorema 1. Misalkan fungsi intensitas λ memenuhi persamaan (1) dan terintegralkan lokal.
Jika Y (t) memenuhi persamaan (2), maka
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√
n
(
ψ̂n (t)− ψ (t)

) d→Normal

(
0, (1 + kt,τ)

2Λ (tr) τµ1
2 + kt,τ

2Λc (tr) τµ1
2 +

σ1
2(Λ (t))2

θ

)
,

untuk n→ ∞. (27)

Teorema 2. Misalkan fungsi intensitas λ memenuhi persamaan (1) dan terintegralkan lokal. Jika
Y (t) memenuhi persamaan (2), maka

√
n
(
V̂n (t)−V (t)

) d→Normal

(
0, (1 + kt,τ)

2Λ (tr) τµ2
2 + kt,τ

2Λc (tr) τµ2
2 +

σ2
2(Λ (t))2

θ

)
,

untuk n→ ∞. (28)

2.4. Interval Kepercayaan

Menurut Hoog, et.al [17], interval kepercayaan adalah penduga interval dengan suatu
koefisien kepercayaan. Misalkan X1, X2, . . . , Xn adalah sampel acak dari populasi X
yang memiliki fungsi kepekatan peluang f (x, θ) di mana θ adalah parameter yang tidak
diketahui. Misalkan pula

L = L (X1, X2, . . . , Xn) dan U = U(X1, X2, . . . , Xn) (29)

adalah dua statistik. Penduga interval bagi θ dengan peluang (1 − α) adalah interval
statistik [L (X1, X2, . . . , Xn) , U(X1, X2, . . . , Xn)] dengan L ≤ U sedemikian sehingga

P (L (X1, X2, . . . , Xn) ≤ θ ≤ U (X1, X2, . . . , Xn)) = 1− α (30)

dengan 0 < α < 1. Koefisien kepercayaan adalah peluang parameter θ berada dalam
interval kepercayaan (L, U) yang dinyatakan sebagai

P0 = (θε(L, U)) = 1− α. (31)

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Interval Kepercayaan Fungsi Nilai Harapan dan Fungsi Ragam

Berdasarkan Teorema 1 dan Teorema 2, dapat dirumuskan interval kepercayaan dengan
tingkat kepercayaan 1− α bagi ψ(t) dan V(t) seperti berikut.

Akibat 1 (Interval kepercayaan bagi ψ(t)). Untuk suatu taraf nyata α dengan 0 < α < 1,
interval kepercayaan bagi ψ(t) diberikan oleh

Iψ,n =

ψ̂n (t)±Φ−1
(

1− α

2

)√√√√ (1 + kt,τ)
2Λ̂n (tr) τµ̂2

1,n + kt,τ
2Λ̂c

n (tr) τµ̂2
1,n +

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n

n


(32)
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dengan σ̂2
1,n = µ̂2

1,n dan Φ menyatakan fungsi sebaran normal baku.

Akibat 2 (Interval kepercayaan bagi V(t)). Untuk suatu taraf nyata α dengan 0 < α < 1,
interval kepercayaan bagi V(t) diberikan oleh

IV,n =

V̂n (t)±Φ−1
(

1− α

2

)√√√√ (1 + kt,τ)
2Λ̂n (tr) τµ̂2

2,n + kt,τ
2Λ̂c

n (tr) τµ̂2
2,n +

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n

n


(33)

dengan σ̂2
2,n = µ̂2

2,n dan Φ menyatakan fungsi sebaran normal baku.

3.2. Kekonvergenan Interval Kepercayaan Fungsi Nilai Harapan dan Fungsi Ragam

Teorema 3 (Kekonvergenan peluang ψ (t)∈ Iψ,n ). Untuk interval kepercayaan Iψ,n bagi
ψ (t) yang diberikan pada Akibat 1, diperoleh

P
(
ψ (t) ∈ Iψ,n

)
→ 1− α, untuk n→ ∞. (34)

Bukti. Dengan menggunakan Akibat 1, ruas kiri Teorema 3 yaitu P(ψ (t) ∈ Iψ,n) dapat
ditulis

P

 ψ̂n (t)−Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

1,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
1,n+

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n ≤ ψ (t)

≤ ψ̂n (t) + Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

1,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
1,n+

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n



= P

 −Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

1,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
1,n+

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n ≤ −ψ̂n (t) + ψ (t)

≤ Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

1,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
1,n+

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n



= P

 Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

1,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
1,n+

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n ≥ ψ̂n (t)− ψ (t)

≥ −Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

1,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
1,n+

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n



= P

 −Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

1,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
1,n+

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n ≤ ψ̂n (t)− ψ (t)

≤ Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

1,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
1,n+

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n



= P

 −Φ−1 (1− α
2

)
≤
√

n

(1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

1,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
1,n+

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n(
ψ̂n (t)− ψ (t)

)
≤ Φ−1 (1− α

2

)
 .
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Berdasarkan Teorema 1, maka

n√
(1 + kt,τ)

2Λ̂n (tr) τµ̂2
1,n + kt,τ

2Λ̂c
n (tr) τµ̂2

1,n +
σ̂2

1,n(Λ̂n(t))
2

θ̂n

(
ψ̂n (t)− ψ (t)

) d→Normal (0, 1) ,

untuk n→ ∞.

Akibatnya P(ψ (t) ∈ Iψ,n) konvergen ke P
(
−Φ−1 (1− α

2

)
≤ Z ≤ Φ−1 (1− α

2

))
untuk

n→ ∞, dengan Z adalah peubah acak normal baku. Selanjutnya diperoleh

P
(
−Φ−1

(
1− α

2

)
≤ Z ≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= P

(
Z ≤ Φ−1

(
1− α

2

))
− P

(
Z ≤ −Φ−1

(
1− α

2

))
= P

(
Z ≤ Φ−1

(
1− α

2

))
− P

(
Z ≥ Φ−1

(
1− α

2

))
= P

(
Φ−1

(
1− α

2

))
−
(

1− P
(

Z ≤ Φ−1
(

1− α

2

)))
= Φ

(
Φ−1

(
1− α

2

))
−
(

1−Φ
(

Φ−1
(

1− α

2

)))
= 1− α

2
−
(

1−
(

1− α

2

))
= 1− α

2
− α

2
= 1− α

Teorema 4 (Kekonvergenan peluang V (t)∈ IV,n). Untuk interval kepercayaan IV,n
bagi V (t) yang diberikan pada Akibat 2, diperoleh

P(V (t) ∈ IV,n)→ 1− α, untuk n→ ∞. (35)

Bukti. Dengan menggunakan Akibat 2, ruas kiri Teorema 4 yaitu P(V (t) ∈ IV,n) dapat
ditulis

P

 V̂n (t)−Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

2,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
2,n+

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n ≤ V (t)

≤ V̂n (t) + Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

2,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
2,n+

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n



= P

 −Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

2,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
2,n+

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n ≤ −V̂n (t) + V (t)

≤ Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

2,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
2,n+

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n



= P

 Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

2,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
2,n+

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n ≥ V̂n (t)−V (t)

≥ −Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

2,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
2,n+

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n


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= P

 −Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

2,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
2,n+

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n ≤ V̂n (t)−V (t)

≤ Φ−1 (1− α
2

)√ (1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

2,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
2,n+

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n
n


= P

 −Φ−1 (1− α
2

)
≤
√ n

(1+kt,τ)
2Λ̂n(tr)τµ̂2

2,n+kt,τ
2Λ̂c

n(tr)τµ̂2
2,n+

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n(
V̂n (t)−V (t)

)
≤ Φ−1 (1− α

2

)
 .

Berdasarkan Teorema 2, maka√√√√ n

(1 + kt,τ)
2Λ̂n (tr) τµ̂2

2,n + kt,τ
2Λ̂c

n (tr) τµ̂2
2,n +

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n

(
ψ̂n (t)− ψ (t)

) d→Normal (0, 1) ,

untuk n→ ∞.

P(V (t) ∈ IV,n) konvergen ke P
(
−Φ−1 (1− α

2

)
≤ Z ≤ Φ−1 (1− α

2

))
untuk n → ∞,

dengan Z adalah peubah acak normal baku. Selanjutnya diperoleh

P
(
−Φ−1

(
1− α

2

)
≤ Z ≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= P

(
Z ≤ Φ−1

(
1− α

2

))
− P

(
Z ≤ −Φ−1

(
1− α

2

))
= P

(
Z ≤ Φ−1

(
1− α

2

))
− P

(
Z ≥ Φ−1

(
1− α

2

))
= P

(
Φ−1

(
1− α

2

))
−
(

1− P
(

Z ≤ Φ−1
(

1− α

2

)))
= Φ

(
Φ−1

(
1− α

2

))
−
(

1−Φ
(

Φ−1
(

1− α

2

)))
= 1− α

2
−
(

1−
(

1− α

2

))
= 1− α

2
− α

2
= 1− α

3.3. Simulasi Interval Kepercayaan Fungsi Nilai Harapan dan Fungsi Ragam

Simulasi dalam penelitian ini menggunakan perangkat lunak R. Tujuan simulasi ini
adalah untuk memeriksa peluang parameter berada pada interval kepercayaan fungsi
nilai harapan ψ(t) dan fungsi ragam V(t) pada interval waktu terbatas menggunakan
data bangkitan yang diamati. Hasil interval kepercayaaan yang diperoleh ditampilkan
menggunakan perangkat lunak Scilab.

Parameter yang digunakan dalam simulasi adalah

1. α (taraf nyata) = 1%, 5%, dan 10%, karena sering digunakan dalam
penelitian-penelitian dalam bidang statistika;

2. τ (periode) yang digunakan yaitu τ = 1;
3. Interval pengamatan yang digunakan yaitu n = 20, 100, dan 200;
4. 1000 penduga fungsi nilai harapan ψ̂n (t) dan 1000 penduga fungsi ragam V̂n (t).
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Langkah-langkah simulasi adalah

1. Membangkitkan realisasi dari proses Poisson periodik dengan rumusan fungsi
intensitas

λ (s) = 5 +
(

5 sin
2πs

τ

)
;

2. Membangkitkan nilai-nilai peubah acak Xi, i = 1, 2, 3, . . . yang berpadanan dengan
setiap titik data. Data Xi dibangkitkan menggunakan sebaran eksponensial dengan
parameter µ = 0, 5, sehingga didapatkan

E (X) = µ1 =
1
µ
= 2

dan
E
(
X2) = µ2 =

2
µ2 = 8;

3. Menggunakan nilai titik t = 2, 5;
4. Menggunakan periode τ = 1;
5. Memilih taraf nyata α sebesar 1%, 5%, dan 10%;
6. Memilih n sebagai interval waktu pengamatan [0, n];
7. Menentukan interval kepercayaan dari kombinasi titik, τ, α, dan n yang dipilih;

dan
8. Memeriksa interval kepercayaan menggunakan plot pada interval waktu

pengamatan [0, n].

3.4. Hasil Simulasi Interval Kepercayaan Fungsi Nilai Harapan dan Fungsi Ragam

Pada makalah ini disajikan hasil simulasi interval kepercayaan fungsi nilai harapan ψ(t)
dan fungsi ragam V(t) untuk τ = 1, α = 1%, 5%, dan 10%, n = 20, 100, dan 200 pada
Tabel 1.

Tabel 1. Hasil simulasi interval kepercayaan (IK) fungsi nilai harapan ψ(t) di
titik t = 2, 5 dan τ = 1 untuk 1000 penduga

α n A B C D E
1% 20 986 14 98,60% 1,40% 0,40

100 988 12 98,80% 1,20% 0,20
200 991 9 99,10% 0,90% 0,10

5% 20 947 53 94,70% 5,30% 0,30
100 950 50 95,00% 5,00% 0
200 956 44 95,60% 4,40% 0,60

10% 20 898 102 89,80% 10,20% 0,20
100 900 100 90,00% 10,00% 0
200 904 96 90,40% 9,60% 0,40

Keterangan:
A = Banyaknya IK yang memuat parameter
B = Banyaknya IK yang tidak memuat parameter
C = Persentase IK yang memuat parameter
D = Persentase IK yang tidak memuat parameter
E = Galat absolut antara α dan persentase IK yang tidak memuat parameter
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Hasil simulasi interval kepercayaan fungsi nilai harapan ψ(t) memperlihatkan
persentase interval kepercayaan yang tidak memuat parameter di titik t = 2, 5 dan
τ = 1 dengan α = 1%, 5%, dan 10% untuk n = 20, 100, dan 200 yaitu berturut-turut
berkisar antara 0, 90% − 1, 40%, 4, 40% − 5, 30%, dan 9, 60% − 10, 20%. Galat yang
diperoleh antara α dan persentase interval kepercayaan (IK) yang tidak memuat
parameter juga cenderung kecil yaitu antara 0 hingga 0,60. Hal ini menunjukkan bahwa
hasil simulasi interval kepercayaan fungsi nilai harapan ψ(t) proses Poisson majemuk
dengan taraf nyata yang berbeda-beda telah sesuai dengan teori yang didapatkan.
Ilustrasi diberikan pada Gambar 1.

Gambar 1. Interval kepercayaan fungsi nilai harapan ψ(t) di titik t = 2, 5, τ =

1, α = 1%, n = 100

Ilustrasi pada Gambar 1 memperlihatkan sebagian hasil simulasi interval kepercayaan
fungsi nilai harapan ψ(t) yaitu pada titik t = 2, 5 dan τ = 1 pada 200 penduga pertama
dengan taraf nyata α = 1% dan n = 100. Dapat dilihat pada gambar di atas terdapat
garis horizontal yang menunjukkan nilai dari fungsi nilai harapan ψ(t) yang
sebenarnya dan garis vertikal yang menunjukkan interval kepercayaan dari fungsi nilai
harapan ψ(t). Jika garis horizontal dan vertikal tidak saling berpotongan menandakan
bahwa nilai fungsi nilai harapan ψ(t) tidak berada pada interval tersebut. Pada Gambar
1, interval kepercayaan fungsi nilai harapan ψ(t) pada titik t = 2, 5 dan, τ = 1, α = 1%,
n = 100 untuk 200 penduga pertama terdapat lima garis yang tidak saling berpotongan
yang menandakan nilai dari fungsi nilai harapan ψ(t) sebanyak lima buah tidak berada
pada interval tersebut untuk 200 penduga pertama. Sedangkan pada Tabel 1
menyatakan pada titik t = 2, 5, τ = 1, α = 1%, n = 100 terdapat 12 interval
kepercayaan yang tidak memuat parameter. Hal ini menunjukkan bahwa tujuh buah
dari nilai fungsi nilai harapan ψ(t) yang tidak berada pada interval tersebut terletak
pada penduga ke 201 hingga 1000. Selanjutnya, Hasil simulasi interval kepercayaan (IK)
fungsi ragam V(t) di titik t = 2, 5 dan τ = 1 untuk 1000 penduga disajikan pada Tabel 2.
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Tabel 2. Hasil simulasi interval kepercayaan (IK) fungsi ragam V(t) di titik t =
2, 5 dan τ = 1 untuk 1000 penduga

α n A B C D E
1% 20 981 19 98,10% 1,90% 0,90

100 987 13 98,70% 1,30% 0,30
200 990 10 99,00% 1,00% 0

5% 20 948 52 94,80% 5,20% 0,20
100 951 49 95,10% 4,90% 0,10
200 953 47 95,30% 4,70% 0,30

10% 20 893 107 89,30% 10,70% 0,7
100 898 102 89,80% 10,20% 0,20
200 900 100 90,00% 10,00% 0

Keterangan:
A = Banyaknya IK yang memuat parameter
B = Banyaknya IK yang tidak memuat parameter
C = Persentase IK yang memuat parameter
D = Persentase IK yang tidak memuat parameter
E = Galat absolut antara α dan persentase IK yang tidak memuat parameter

Hasil simulasi interval kepercayaan fungsi ragam V(t) memperlihatkan persentase
interval kepercayaan yang tidak memuat parameter di titik t = 2, 5 dan τ = 1 dengan
α= 1%, 5%, dan 10% untuk n = 20, 100, dan 200 yaitu berturut-turut berkisar antara
1, 00%− 1, 90%, 4, 70%− 5, 20%, dan 10%− 10, 70%. Galat yang diperoleh antara α dan
persentase interval kepercayaan (IK) yang tidak memuat parameter juga cenderung
kecil yaitu antara 0 hingga 0,9. Hal ini menunjukkan bahwa hasil simulasi interval
kepercayaan fungsi ragam V(t) proses Poisson majemuk dengan taraf nyata yang
berbeda-beda telah sesuai dengan teori yang didapatkan. Ilustrasi diberikan pada
Gambar 2.

Gambar 2. Interval kepercayaan fungsi ragam V(t) di titik t = 2, 5, τ = 1, α =

1%, n = 100
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Gambar 2 menunjukkan sebagian simulasi interval kepercayaan fungsi nilai ragam V(t)
yaitu pada titik t = 2, 5 dan τ = 1 pada 200 penduga pertama dengan taraf nyata
α = 1% dan n = 100. Arti dari garis horizontal dan garis vertikal adalah sama dengan
yang telah dijelaskan untuk parameter fungsi ragam. Jika dilihat pada Gambar 2
interval kepercayaan fungsi nilai ragam V(t) pada titik
t = 2, 5, τ = 1, α = 1%, n = 100 untuk 200 penduga pertama terdapat sembilan garis
yang tidak saling berpotongan yang menandakan nilai fungsi ragam V(t) sebanyak
sembilan buah tidak berada pada interval tersebut untuk 200 penduga pertama.
Sedangkan Tabel 2 menyatakan bahwa pada titik t = 2, 5, τ = 1, α = 1%, n = 100
terdapat 13 interval kepercayaan yang tidak memuat parameter. Hal ini menunjukkan
bahwa empat buah dari nilai fungsi ragam V(t) yang tidak berada pada interval
kepercayaan berdasarkan penduga ke 201 hingga 1000.

Hasil simulasi pada Gambar 1 dan Gambar 2 menunjukkan bahwa peluang fungsi nilai
harapan ψ(t) dan fungsi ragam V(t) tercakup pada interval kepercayaan sudah
mendekati 1 − α, untuk τ = 1, 5, 10, α = 1%, 5%, 10% untuk interval waktu
pengamatan terbatas.

4. Kesimpulan

Interval kepercayaan bagi fungsi nilai harapan ψ(t) dan fungsi ragam V(t) proses
Poisson periodik majemuk berturut-turut yaitu

Iψ,n =

ψ̂n (t)±Φ−1
(

1− α

2

)√√√√ (1 + kt,τ)
2Λ̂n (tr) τµ̂2

1,n + kt,τ
2Λ̂c

n (tr) τµ̂2
1,n +

σ̂2
1,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n

n



IV,n =

V̂n (t)±Φ−1
(

1− α

2

)√√√√ (1 + kt,τ)
2Λ̂n (tr) τµ̂2

2,n + kt,τ
2Λ̂c

n (tr) τµ̂2
2,n +

σ̂2
2,n(Λ̂n(t))

2

θ̂n

n


dimana Φ menyatakan fungsi sebaran normal baku.

Kekonvergenan peluang interval kepercayaan bagi fungsi nilai harapan ψ(t) dan fungsi
ragam V (t) proses Poisson periodik majemuk adalah

P
(
ψ (t) ∈ Iψ,n

)
→ 1− α, untuk n→ ∞

P(V (t) ∈ IV,n)→ 1− α, untuk n→ ∞.

Hasil simulasi menunjukkan bahwa peluang parameter tercakup pada interval
kepercayaan sudah mendekati 1 − α untuk interval pengamatan terbatas dengan taraf
nyata yang berbeda-beda telah sesuai dengan teori yang didapatkan.
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