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RESUMEN

Estabilidad de los Puntos de Equilibrio de un Modelo
Matematico para el Tratamiento de Tumores con la Técnica de
Viroterapia

Marlon Arturo, Sanchez Zapata

Setiembre - 2021

Asesora : Mg. Rocio Julieta De La Cruz Marcacuzco.

Titulo obtenido : Licenciado en Mateméatica.

En este trabajo de tesis, consideramos el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales

ordinarias, dado por

(AN /g N +TI\°
Lo (VN1 (=) | — kN
dt (e) [ ( K )} v
dI
P L kNV =681
(P) 7 1%
dV
= —al —
7 Q wV

Este sistena describe la interaccién de las poblaciones siguientes
» N(t): poblacién de células no infectadas del tumor.

= [(t): poblacién de células infectadas del tumor.

= V(¢): poblacién de virus.

cuando se somete un tumor al tratamiento de Viroterapia.
El objetivo de este trabajo, es determinar la estabilidad segiin Liapunov, de los puntos
de equilibrio del sistema (P), utilizando la parte real de los autovalores de la matriz

Jacobiana.

Palabras claves: Sistema no lineal, Puntos de equilibrio, Estabilidad segtin Lya-

punov, Viroterapia.



ABSTRACT

Stability of the Equilibrium Points of a Mathematical Model for the
Treatment of Tumors with the Virotherapy Technique

Sanchez, Marlon

September - 2021

Adviser : Mg. Rocio Julieta De La Cruz Marcacuzco.

Obtained : Graduate in Mathematics.

In this thesis work, we consider the nonlinear system of differential equations, given

by
) ()]
dl
(P) S a:kNV—M
\ %za[—wv

This system describes the interaction of the following populations
= N(t): uninfected tumor cell population.
» [(t): infected tumor cell population.
» V(t): virus population.

when a tumor undergoes virotherapy treatment.
The objective of this work is to determine the stability according to Lyapunov of the
equilibrium points of the system (P), using the real part of the eigenvalues of the Ja-

cobian matrix.

Keywords: Nonlinear system, Equilibrium points, Stability according to Lyapu-

nov, Virotherapy.



INDICE GENERAL

1. Preliminares 10
1.1. Conceptos basicos y Ecuaciones diferenciales . . . . . .. .. ... ... 10
1.2. Dinamica de poblaciones . . . . . . . . .. ..o 12

1.2.1. Modelo Malthusiano . . . . . ... .. .. ... ... ...... 12
1.2.2. Ley de Accion de Masas . . . . . . . . .. .. ... .. ..... 12
1.2.3. Modelo de Lotka-Volterra . . . . .. ... ... ... .. .... 13
1.2.4. Modelo Logistico . . . .. .. ... ... .. . 13
1.2.5. Ley de Gompertz . . . . . .. .. ... . 14
2. Problema Principal 15
2.1. Descripcion del crecimiento tumoral sin tratamiento . . . . . . . . . .. 15
2.2. Hipdtesis del modelo matematico para el tratamiento de tumores con
viroterapia . . . . ... L 17

2.3. Ecuaciones diferenciales del modelo para el tratamiento de tumores con
viroterapia . . . . ... oL 17
2.4. Analisis cualitativo del modelo . . . . . . . ... ..o 19
2.4.1. Puntos de equilibrio del sistema . . . . . .. .. ... ... ... 19
2.4.2. Andlisisde Py . . . . . . . ... 21
2.4.3. Estabilidad de los puntos de equilibrio . . . . .. ... ... .. 23
3. Conclusiones 26
Bibliografia 27



Introduccion

El cédncer es un término que hace referencia a un conjunto de enfermedades que
se pueden desarrollar en cualquier parte del cuerpo y que tiene como principal carac-
teristica la metastasis, un proceso que consiste en la multiplicaciéon rapida de células
anormales que invaden tejidos circundantes o se propagan a 6rganos cercanos. El cancer
es una de las causas principales de muerte en el mundo: en el 2020 cobré la vida de,
aproximadamente, 10 millones de personas. Ademas, representa una de cada seis muer-

tes en el mundo [1].

Los tratamientos tradicionales contra el cancer, tales como la cirugia, la quimio-
terapia o la radioterapia, son incapaces de actuar de forma selectiva en las células
cancerigenas, provocando dano en los tejidos sanos circundantes, efectos terapéuticos
bajos y multiples efectos adversos. La investigacion en tratamientos para combatir el
cancer se ha enfocado en hacerlos més especificos y efectivos. Entonces, surge como
alternativa de tratamiento la viroterapia, que tiene como caracteristica principal infec-
tar de forma selectiva las células tumorales con virus, que mediante mecanismos que
involucran la replicacién viral y la estimulacién del sistema inmunolégico anticancer
provocan la muerte de las células tumorales. Estos virus utilizados para el tratamiento

del cancer son denominados virus oncoliticos [2].

La interaccion de las células tumorales con el virus oncolitico y la respuesta in-
munitaria forman un sistema dindmico complejo que se puede representar y describir
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales como un problema en la dinamica de

poblaciones. Entonces, el resultado de la viroterapia depende de las interacciones entre



las diversas poblaciones implicadas. El modelado de la cinética de la viroterapia puede
ayudar en el disenio de protocolos terapéuticos mejorados, asi como en la comprension

del resultado de tal terapia [3].



Preliminares

Comencemos introduciendo algunas nociones bésicas para el estudio de la estabili-
dad de ecuaciones diferenciales ordinarias, que son indispensables en el desarrollo del

presente trabajo.

1.1. Conceptos basicos y Ecuaciones diferenciales

Teorema 1. Teorema del valor intermedio
Sean a,b € R tal que a < b y [ : [a,b] — R wuna funcion continua que satisface

fla) < c< f(b). Entonces existe x € (a,b) tal que f(z) = c.

Demostraciéon. Ver [10] pag. 91.

En adelante, vamos a considerar  C R™ abiertoy f € C(f), a los que asociaremos

la ecuacién diferencial

v’ = f(x) (1.1)

(1.2)
Definicién 1. Consideremos @, (t) : I(xg) — Q la solucion de (1.2), donde I(xq)

es su intervalo mazimal. Sea D = {(t,xz);z € Q,t € I(x)} C R x R", la funcidn

v : D — Q, definida por ¢(t,z) = p.(t) es llamada flujo asociado a (1.1) .

Definicién 2. Se dice que el punto z. € §) es un punto de equilibrio de (1.1) si

f(ze) = 0. El punto x. también es denominado punto singular o estado de equilibrio.
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Definicién 3. Un punto de equilibrio x. € Q es llamado punto de equilibrio hi-
perbdlico si todos los valores propios de la matriz D f(z.) tienen parte real distinta a

CETO0.

Definicién 4. El sistema lineal ' = Az, donde A = Df(x.) es denominado lineali-

zacion de (1.1) en z..

Definicién 5. Un punto de equilibrio z. de (1.1) es llamado sink (sumidero) si to-
dos los valores propios de la matriz D f(z.) tienen parte real negativa. Se denominard
source (fuente) si todos los valores propios de la matriz D f(z.) tienen parte real
positiva. Si la matriz D f(x,) tiene al menos un valor propio con parte real positiva y

al menos un valor propio con parte real negativa, el punto de equilibrio x. se denomina

saddle (silla).

Definicién 6. Sea x. un punto de equilibrio de (1.1) y ¢ el flujo asociado a (1.1).
Decimos que . es un punto de equilibrio estable de (1.1) si para todo € > 0 eziste
0 >0 tal que |x — x| <0 yt >0 tenemos que |pi(x) — x| < €.

De no cumplirse lo anterior, diremos que la drbita o(t) es inestable.

Definicién 7. El punto de equilibrio x. es llamado asintoticamente estable si es

estable y si existe 6 > 0 tal que |x — x| < & implica que
Ji )=

Teorema 2. Sea ) C R"™ abierto, f € CY(Q) y x. un punto de equilibrio hiperbdlico
de (1.1) ' = f(z). Se cumple:

a) Si todos los autovalores de la matriz D f(x.) tienen parte real negativa, entonces

el punto x. es asintoticamente estable.

b) Sila matriz Df(x.) tiene al menos un autovalor con parte real positiva, entonces

T, es inestable.

Demostracién. Ver [6] pag. 138.
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1.2. Dinamica de poblaciones

En esta seccién, se expondran modelos que describen el crecimiento de la poblacion

de una especie y el crecimiento de las poblaciones de dos especies que interactian.

1.2.1. Modelo Malthusiano

El modelo poblacional de Malthus establece que la tasa de crecimiento del niimero
de individuos de una poblaciéon es constante y proporcional al tamano de la poblacién
en cada instante de tiempo. Asi, denotando a la poblacién de una especie por z(t) y su
tasa de crecimiento por «, la ecuacion que describe el crecimiento de la poblacién es

Ccl[_j =ax (1.3)

Considerando que la poblacién es igual a xg en el instante ¢y, tenemos el problema

de valor inicial

d_:L‘ = oxr
dt (1.4)
l’(to) = 29

cuya solucién es

z(t) = zoet=10)

1.2.2. Ley de Accién de Masas

Considerando dos especies, una depredadora y otra presa, la Ley de acciéon de masas
plantea que la tasa de crecimiento del niimero de individuos depredadores es propor-
cional al producto del nimero de individuos depredadores por el nimero de inviduos
presa. Si denotamos a la poblaciéon depredadora por y(t) y a la poblacién presa por
x(t), la interaccién entre dichas especies se puede describir con el producto azy, donde
a > 0.

De manera similar, en Epidemiologia, la tasa de propagacion de una enfermedad es
proporcional al producto del nimero de individuos susceptibles por el nimero de indi-

viduos infecciosos.

12



1.2.3. Modelo de Lotka-Volterra

Este modelo describe la dindmica entre una especie depredadora, denotada por y(t),
que para sobrevivir necesita de otra especie, llamada presa y denotada por x(t). Esta

segunda especie, puede sobrevivir sin necesitar de la otra especie.

En el caso en que no existiera la especie depredadora, se asume que la especie
presa creceria segin el modelo Malthusiano con una tasa «, donde o« > 0. Pero dada la
existencia de la poblacion depredadora, se supone que el crecimiento de la especie presa
se ve afectada segin la Ley de accién de masas, lo que denotaremos por —px(t)y(t),

donde 8 > 0. Entonces, tenemos la primera ecuacién diferencial

dx
- _ 1.
o = — Py (1.5)

Respecto a la especie depredadora, en ausencia de la especie presa, se supone que su
decrecimiento es descrito por el modelo de Malthus con una tasa —\, donde A > 0. En
presencia de la especie presa, se considera que el crecimiento del nimero de individuos
depredadores es descrito por la Ley de accién de masas, que se denota por vz (t)y(t),

donde v > 0. Asi, tenemos la segunda ecuacién diferencial

dy
o = Ay (1.6)
De las ecuaciones (1.5) y (1.6), tenemos el modelo Lotka-Volterra
dx
0T Bxy
dy (1.7)
— =~y +yay
dt

1.2.4. Modelo Logistico

Este modelo, propuesto por Verhulst, plantea que el crecimiento de una poblacion
que denotamos por z(t) se da segiin Malthus, pero considera ademds un decrecimiento
de la poblacién dado por —A3z2. El modelo de Verhulst esté representado por la ecuacién

diferencial no lineal
dx

dt

Considerando x(tyg) = xg, la ecuacién (1.8) tiene por solucién

x(t)

= ar — 32° (1.8)

B aXg
"~ Bxo + (0 — Bag)e—oli—to)
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Ahora, calcularemos la poblacién limite

( _ ¢
tllgloﬂt) o 15}

!
Si denotamos K = B, el modelo logistico se puede expresar como

dx x
— =ao(l — =)z
dt ( K )
cuya solucién en término de K es:

KZL'()
zo + (K — zg)e—at=to)

x(t) =

1.2.5. Ley de Gompertz

(1.9)

La ley de Gompertz se utiliza principalmente para representar el crecimiento de

tumores sélidos. Los problemas de lidiar con una geometria complicada y con el hecho

de que las células en el interior de un tumor pueden no tener facil acceso a los nutrientes

y al oxigeno se simplifican asumiendo que la tasa de crecimiento disminuye a medida

que crece la masa celular [9]. Este crecimiento se expresa como

dx st

— =we "'z
dt

Considerando x(ty) = x¢, la ecuacién (1.8) tiene por solucién
*5t0_e*6t)

z(t) = z0e5

Ahora, calcularemos la poblacién limite, que denotarems por K

lim z(t) = zoe?® " = K
t—00
Reemplazando (1.12) en (1.11)
z(t) = Kes ¢

ae Pt = £1n (5)
x

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

El modelo de Gompertz puede expresarse, al reemplazar (1.13) en (1.10), de la siguiente

forma
dx K
= Bl =
dt p n(x):c
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Problema Principal

2.1. Descripcién del crecimiento tumoral sin trata-
miento

Antes de enfocarnos en algin modelo matematico que describa la técnica de Viro-
terapia, primero debemos estudiar el crecimiento de un tumor sin tratamiento.
En general, el crecimiento de tumores no tratados es bien descrito por la funcién de
Gompertz, pero en nuestro caso, los datos experimentales de estudios de mieloma
multiple en ratones son mejor ajustados por el modelo de Bertalanffy-Richards (lla-

mado también modelo Logistico generalizado), como se puede apreciar en la siguiente

imagen [3].
O Undisiurbed Tumor Cirowih rrl
= Ciencralized Logistic Model (g = 1.65)
------ Logistic Model (2= 1.0} ‘l-"l
24iM) == Ciompertz Model /

E

E

=

B 1ol

o

.

=

E

=

B0

0 1ib 20 3 40
Time (days)

El modelo de Bertalanffy-Richards es el siguiente:

le_:f = <Q> x [1 - <£>E] , 2(0) =m0 (2.1)

donde
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= 2(t) es la poblacién de células del tumor.

= 7 e la tasa de crecimiento del tumor. Ademés g,e > 0.
€

= K >0 es la capacidad de soporte.

La solucion de la ecuacién (2.1) es

W i mee YT K 22

Comprobaremos que, en efecto, (2.2) es solucién de (2.1)

(1) Empezamos derivando z(t) en (2.2)

dr xog(1 — p)e 9"
dt o E[pe + (1 _ pe)e—gt]l—i-l/e

7O i)

Ccll_f -(2)r ll VRS £ pe)e‘gt} 2

@ Ahora, desarrollaremos la expresion (%)6

z p
K [pr+ (1= pe)eat]i/e

€

(%) = p S (2.4)

Reemplazando (2.4) en (2.3), tenemos la igualdad

i~ Oe- ()]

Es decir, la ecuacién (2.2) es solucién de (2.1).
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2.2. Hipoétesis del modelo matematico para el tra-
tamiento de tumores con viroterapia

En adelante, utilizaremos la siguiente notacién para las poblaciones que intervienen

en nuestro modelo
= N(t): poblacién de células no infectadas del tumor.
» [(t): poblacién de células infectadas del tumor.
» V(t): poblacién de virus.

Las suposiciones que consideraremos en la dinamica de las poblaciones antes men-

cionadas son las siguientes:

= El crecimiento de las células no infectadas del tumor serd descrito por el modelo

de Bertalanffy-Richards.

= El proceso de infeccion de las células no infectadas del tumor esta regido por la

Ley de acciéon de masas.

= La poblacién de células infectadas del tumor y la poblacion de virus tienen una
mortalidad que se describe mediante el modelo Malthusiano, utilizando las cons-

tantes positivas 0 y w, respectivamente.

= La poblacion de virus se reproducird en las células infectadas del tumor a una

tasa de propagacion proporcional a la poblacién de células infectadas.

2.3. Ecuaciones diferenciales del modelo para el tra-
tamiento de tumores con viroterapia
De acuerdo a las hipdtesis de la seccion anterior, se daran las ecuaciones diferencia-

les que modelan el crecimiento del tumor bajo el tratamiento de Viroterapia.

@ La poblacion suceptible, en este caso la poblacién de células tumorales no infec-

tadas, que pasa a covertirse en infectada es proporcional al producto de la poblaciéon no

17



infectada por la poblacién del virus. Es decir, la tasa de pérdida de células tumorales no
infectadas sera kNV. Ademads, el crecimiento tumoral sin tratamiento esta descrito por
el modelo de Bertalanffy-Richards. Tenemos entonces la primera ecuacién que describe

a las células no infectadas del tumor.

2 - (0o (5] o

@ kENV también representa la tasa de crecimiento de la poblacién de células in-
fectadas del tumor, y ¢ indica la tasa de mortalidad de las células infectadas. Asi
obtenemos la ecuacion diferencial para las células del tumor infectadas con el virus.

dl

— =kNV =41
dt v

@ La poblacién de virus crece gracias a su reproduccion en las células infectadas del
tumor, a una tasa constante . Adicionalmente, w es su tasa de mortalidad, teniendo
la ecuacién para los virus como sigue

av

E:al—wv

Con lo antes expuesto y considerando que en el instante ¢, comienza el tratamiento
del tumor con la técnia de Viroterapia, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

que describe la dindmica entre el virus y las células infectadas y no infectadas del tumor

(AN g N +T\°
%4;)@“(7”"““ Nlto) = No
dI
(@) —f = RNV 0L I(ty) = Iy
dv
\ E:OZI—WV, V(to):%
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donde Ny, Iy v Vy son las condiciones iniciales. Las constantes Ny, V) son positivas
y Iy = 0, ya que se estd considerando a ty como el instante inicial del tratamiento.
. N +T\° .
Como podemos observar en (@), términos como % ) © ENV hacen que el sis-
tema sea no lineal. En consecuencia, en las siguientes secciones se realizara un analisis

cualitativo de este modelo.

2.4. Analisis cualitativo del modelo

Empezaremos el andlisis del sistema no lineal (@) determinando sus puntos de
equilibrio y describiendo el comportamiento del sistema alrededor de dichos puntos.

Utilizaremos la siguiente notacién para facilitar los calculos

4 dN g N+I ¢
dt <e> [ (K>}kv (77‘/)
dl
(P) = =kNV =6 :=G(N,1,V)
W — WV = HNIV)
 dt

2.4.1. Puntos de equilibrio del sistema

A continuacion, calcularemos los puntos de equilibrio del sistema, por lo que hare-

mos
F(N,I,V) =0
G(N,I,V)=0
H(N,I,V)=0

De la tercera ecuacién, H(N,I,V) = 0, tenemos que

V=" (2.5)
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Ahora, reemplazamos (2.5) en G(N,I,V) =0

v (2) - o1 =0

w

[(O‘k—N—(s)—o
w

_
ak

entonces

I=0 o N

(1)SiI=0
Reemplazamos I = 0 en la ecuacién (2.5). En consecuencia, obtenemos V' = 0.

Ahora, reemplazamos [ =0, V =0en F(N,I,V)=0
g N\
(z)ﬂ“(%””
N €
N1-(2)]=
- (%)]

entonces

Por lo tanto, tenemos 2 puntos de equilibrio

P, = (0,0,0)

P2: (K7O7O)

) ow
@SIN—%

En la ecuacién F(N,I,V) =0 tenemos que
g) N+T\°
VN 1= (222 | Ny =
(6 { (K ENV =0
ow
Como N = — > 0, obtenemos
ak
g) N+ T\
)= —— ] | -kV=0
<6 [ ( K

Reemplazando la ecuacion (2.5)

(- ()] -
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qw N+ TI\°
1= () - (==
cka [ ( K ) }
Por lo tanto, el tercer punto de equilibrio

P3: (6_w 1—37@_-[3)
«

donde I5 satisface

_(gw Ny + I3\€ _dw
]3_(%“1_(_[( )] Ns ="k

En resumen, de lo desarrollado lineas arriba, tenemos los 3 puntos de equilibrio del

sistema

P1:<07070>
PQZ(KvoaO)
P3 = <N37I37‘/3>

donde las coordenadas del punto P; satisfacen

Sw qu N+ I3\ a
Ny=2 =9 | - V=2
ST ak P ekza[ ( K YT

2.4.2. Analisis de P;

El punto P; no puede ser expresado de manera explicita, asi que demostraremos su
existencia y luego seran asignados valores numéricos a los parametros que intervienen

en el modelo para obtener las coordenadas de P;.

@ Empezaremos estudiando la relacion entre K y N3, lo que nos ayudara a concluir
la existencia de valores reales positivos para las coordenadas del punto Pj.

Si suponemos que K < N3, entonces
K < N3+ I3
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Ns+ I3\
1
<(%57)
Ny + I3\
1— 0
(B52) <

quw N3+[3 ¢
I3 =2—|1— <0
5 ek:a[ ( K H

lo que es una contradiccién con la definicién de I3.

Si consideramos que K = Nj, similarmente al caso anterior, se tendria que I3 = 0

y en consecuencia V3 = 0. Es decir, estariamos en el caso del punto de equilibrio
P, =(K,0,0).

Por lo tanto, es suficiente y conveniente asumir que K > Nj.

@ Ahora, considerando K > N3, definimos la funcién

F(Is) = (N?’; [3)E+ <%) L1

que es continua en [0, K — Nj).

Como K > Nj, obtenemos que

Adicionalmente,

FK = N3) = (Ek—a> I3 >0

qw
Utilizando el Teorema del valor intermedio, podemos concluir que

N3+]3 ¢ eka
7 K —N3): f(I3) = — )3 —-1=
3 € (0, 3) : f(I3) ( K )+<gw) 3 0

En consecuencia, existen las coordenadas N3, I3, V3 > 0 del punto de equilibrio Ps.

@ Los valores de los parametros fueron estimados con métodos estadisticos apli-
cados a datos obtenidos de estudios del mieloma multiple inducido en ratones.
Los pardmetros €, y K se trabajaron para datos experimentales de crecimiento del

tumor sin tratamiento, cuyos valores de mejor ajuste son [3]

e=165 r=026d"" K =2139.3mm?
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Respecto a la viroterapia, los valores estimados para los demds pardmetros son [3]
§=0.703d7', w=028d"!, k=0.104dmm3d"", «a=0.0015d""
Con los valores de los pardametros del modelo obtenemos numéricamente
N5 = 1284.327mm?>, I3 = 211.725mm?, V3 = 1.114mm>
Asumiendo que 1mm? equivale a 10° células [3], tenemos el punto de equilibrio

P; = (N, I, V5) = (1284.327,211.725,1.114)10°

2.4.3. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Empezaremos calculando la matriz Jacobiana A formada por las derivadas parciales

de segundo orden de las funciones F, G y H del sistema (P)

Ay Ay —kN
A= kV -6 kN (2.6)
0 I} —w

donde
A IN (NN
12—K K
N+1\°
AH_A12+9—9(—+) —kV
€ K

Ahora calcularemos los valores propios de la matriz Jacobiana A para cada punto
de equilibrio

(D) P, = (0,0,0)

Reemplazando las coordenadas del punto tenemos
g
Ap=0, An= .

Entonces la matriz A

9 0 o
€

A0,0,0)0= 0 -5 0 (2.7)
0 a —w

23



La matriz A es una matriz diagonal, entonces sus valores propios son

N =1
€

Ay = —0

)\3:—(,0

Cabe mencionar que dichos valores propios son reales y distintos a cero
Como el valor propio g es real positivo, entonces el punto de equilibrio P, = (0,0, 0)
€

es inestable.

@) P, = (K,0,0)

Reemplazando las coordenadas del punto tenemos
Aip=—g, An=-g

Entonces la matriz A

-9 —g —kK
A(K,0,0) = 0 -0 kK (2.8)
0 a —w
Ahora, resolvemos
det(AM — A) =0

Atg g kK
0 A0 —kK |=0
0 —a 04w

A+ 9)[A+)(0+w) —akK]=0
A+ [N+ (6 + WA+ (dw — akK)] =0

Entonces, los valores propios de A en P, = (K, 0,0) son:

At =—g

Ay = (5—|—w)—|—%[(5—1—@0)2—4(5(,0—@16]()]1/2

1
2
A3 =

(64 w) — L[(6 +w)? — 40w — Ak )2

1
2 2
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El punto de equilibrio (K, 0,0) serd estable si dw — akK > 0 e inestable si dw —

akK <0

(3) Py = (1284.33,211.73,1.11)10°

Reemplazando las coordenadas del punto tenemos

A12 == —0204, A11 == 0204

Entonces la matriz A

0.204 0.204 —133.570
A(0,0,0) = 0.116 —0.703 133.570
0 0.0015  —0.285

Ahora, resolvemos

det(\ — A) =0

A—0.204 —0.204 133.570
—0.116  A+0.703 —133.570 | =0
0 —0.0015 A+ 0.285

A2 4+ 0.784)0% — 0.265)\ — 0.024 = 0

Entonces, los valores propios de A en Pj son:

A1 = —1.020
Ay = —0.076
A3 = 0.313

(2.9)

Dado que el valor propio A3 = 0.313 es real positivo, entonces el punto de equilibrio

Py = (1284.327,211.725,1.114)10° es inestable.
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Conclusiones

1. Se debe modelar primero el crecimiento del tumor sin tratamiento y escoger el
modelo que mejor ajuste los datos experimentales. En este caso fue el modelo de

Bertalanffy-Richards.

2. El problema (P) es no lineal, pero se puede estudiar de manera cualitativa gracias

a su sistema linealizado en los puntos de equilibrio.

3. El primero punto de equilibrio, P; = (0,0, 0), representa la cura de la enfermedad.

Sin embargo, es un punto de equilibrio inestable.

4. El segundo punto de equilibrio, P, = (K,0,0), representa el fracaso del trata-
miento, dado que el tumor alcanza la capacidad de carga K, es decir, crece hasta

alcanzar su maximo tamano.

5. El tercer punto de equilibrio, P;, no se pudo obtener de manera explicita, pero se
pudieron estimar sus valores segin los datos experimentales del mieloma multiple

inducido en ratones [3], segin los cuales el punto de equilibrio P; es inestable.
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