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Una pequena no biografia antes de empezar, a modo de agradecimientos

La universidad publica, aun gratuita, carga sobre todos los que la transitan el pesado
precio del conocimiento. El momento de eureka no es necesariamente bienvenido en todos
los contextos y en mas de un caso, la vida cambia para siempre.

Siempre senti cierto orgullo de ser hijo de la educacién publica. Desde el jardin de
infantes hasta la universidad obtuve educacién gratuita aunque, en honor a la verdad,
no necesariamente de calidad. En la cuarta clase de andlisis tuve mi primer golpe con
la realidad: la nocién de limite. En la secundaria el ultimo tema de quinto ano habia
sido funcién exponencial a los apurones, sentia que todo el mundo le parecia obvio de
lo que estaban hablando menos a mi. Asi necesité mi primer libro de matemética. Aun
no trabajaba por lo que fui con mi mama al la libreria. Cuando pasamos por caja ella
agreg6 un senalador que decia "hay que luchar contra viento y marea”. El gesto atin hoy
me emociona y me cuesta encontrar en la educacién formal algin consejo més sabio.

Luego de lo sucedido decidi buscar trabajo. En la escuela me habian convencido de
lo necesario que era para la sociedad como perito mercantil con orientaciéon contable e
impositiva... Encontré trabajo como data entry y duré una semana. Doce horas de trabajo,
se pagaban ocho, “si no te gusta andate”. Sent{ mucha vergiienza de la situacién: en mi
familia se relataba con orgullo que mi abuelo trabajé doce horas durante decenios para
comprarse la casa y yo toleré esa carga por solo una semana. Durante anos di clases
particulares, se cobraba poco, pero me permitian estudiar. El inico problema es que las
fechas de parciales y la desesperacién de los alumnos de secundaria suelen coincidir, lo que
un trabajo aparentemente relajado genera obligaciones que no siempre se llevan bien con
los propios proyectos educativos.

A mis 22 afios, con mi abuelo anciano y mi mamé cuidando de él, entendi a la fuerza
que la ropa no se lavaba sola, que el jabén no aparecia por arte de magia y que cocinar
requeria tiempo y esfuerzo. El momento de eureka que comentaba al principio fue cuando
entendi la relacion directa entre el dinero que me daban mis viejos durante mi adolescencia
y la frecuencia con que comiamos fideos.

Debido a esa experiencia, me es importante dejar asentado que mi educacion no es hija
del mérito sino de las oportunidades. No solo gracias a la beca CONICET, sino también
a que muchas personas estuvieron a mi alrededor, sosteniéndome durante mas de treinta
anos es que pude escribir esta tesis. Si bien es académicamente justo juzgar el desempeno
académico a través de ella, estas paginas cargan los suenos, frustraciones y sacrificios de
cada una de las anteriores generaciones que no tuvieron la oportunidad de ingresar a la
universidad. Por eso, con tanta humildad como conviccién, no quiero olvidarme jamas que
el acceso al conocimiento es un derecho; no quiero olvidarme qué significa ser el estudiante
que siente que no encaja, que trabaja en negro para llegar a fin de mes y que tiene que
subsanar su educacién media principalmente con buena voluntad. Ojala que el ingreso a
la educacion superior sea un derecho y no un acto de rebeldia.

Por todo esto quiero agradecer primeramente a mis familiares, espero haberme con-
vertido en una persona digna de sus esfuerzos y sacrificios. Aunque la frase original tiene
otro sentido, no encuentro una mejor expresiéon que (despojada de su motivo original) “si
llegué hasta aqui, es porque viajé sobre hombros de gigantes”.



Me es también importante agradecer a la mujer que me acompana todos los dias desde
hace trece anos. Sin ella, creo que nada tendria sentido. Es la otra cara de la misma
moneda, no en el esfuerzo generacional sino en el soporte diario y en el amor que todos
los seres humanos necesitamos para hacer de la vida un viaje menos tedioso.

All4 por al ano 2013 conoci a Romén en la materia andlisis funcional, durante mi
carrera de grado. En ese momento estaba muy frustrado con la matemética y pensando
seriamente que lo mio era la antropologia. Las palabras de aliento en el momento justo
pueden cambiar el destino de las personas. Gracias Roman por tu apoyo dentro y fuera
de la universidad.

Quiero por tultimo mencionar mi paso por la Universidad Nacional de La Plata. La
facultad de Exactas me abrié las puertas, me permitié desarrollar mi plan de estudios y
me brindé un ambiente inmejorable para trabajar y desarrollarme como persona y como
profesional.
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1 Introduccion

Dada una familia de grupos, la suma directa y el producto libre proporcionan formas
de construir nuevos grupos a partir de ellos. Aunque ambas operaciones son bastante
diferentes, comparten las siguientes propiedades comunes

1. asociatividad;

2. conmutatividad;

3. el producto contiene subgrupos que generan el producto de la familia;
4. estos subgrupos son isomorfos a los grupos originales de la familia;

5. la interseccién de un subgrupo con el subgrupo normal generado por el resto es la

identidad.
En [12], Kurosh pregunt6 si habia otras operaciones de grupos que cumplieran las
propiedades anteriores. Este problema se resolvié afirmativamente en [25], donde, para

cada k € N, Golovin definié el producto k-nilpotente de grupos y demostré que satisface
las cinco propiedades antes mencionadas. El producto k-nilpotente se define de la siguiente
manera

Definicién 1.1. Sea {G;}icz una familia de grupos indexados en un conjunto I y F =
*,c7 Gi el producto libre de la familia. Sea 1[Gi]7 el subgrupo cartesiano de F, es decir, el
subgrupo normal de F generado por conmutadores de la forma [g;, g;] con g; € G;, gj € G
e # j; recursivamente definimos [G;)” = [F,,_1[Gi]”]. El producto k-nilpotente de la
familia es el grupo cociente

Observar que el caso k = 1 es la suma directa de la familia. Golovin demostré que los
productos nilpotentes de grupos finitos son finitos. Los articulos [24], [15] y més reciente-
mente [70], analizaron con mds detalle algunas propiedades del producto 2-nilpotente de
grupos. Ademds, por ejemplo, en [35], [16], [17], [50], [71] se estudiaron algunas propie-
dades teéricas especificas de la teoria de grupos como capability y el invariante de Baer
de productos k-nilpotentes de un niimero finito de grupos ciclicos. Podria decirse que ain
falta el estudio de productos k-nilpotentes de grupos arbitrarios para k& > 3.

A mediados de los afios cincuenta, Moran extendié el trabajo de Golovin en otra di-
reccién al descubrir una nueva forma de definir operaciones en grupos que cumplian con
los requisitos de Kurosh. Su construccion se basa en la nocién de subgrupos verbales. En
términos generales, dado un grupo G y un subconjunto W del grupo libre en una cantidad
arbitraria de simbolos, el subgrupo verbal de G para las palabras en W es el subgrupo de
G generado por la evaluacién de todas las palabras de W en los elementos de G. En [51],
Moran definié el producto verbal de una familia de grupos de la siguiente manera.
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Definicién 1.2. Sea {G;}icz una familia de grupos inderados en I y consideremos F =
X,c7 Gi, el producto libre de la familia. Sea W C Fy, un conjunto de palabras y W (F)
el subgrupo verbal correspondiente de F. Denotemos por [G;]” el subgrupo cartesiano F,
es decir la clausura normal de F generada por los conmutadores de la forma [g;, g;] con
9i € Gy, g; € Gj ei# j. El producto verbal de la familia estd definido por

w
._F
K Goi="Aw(F)n ey
1€T
Aunque esta definicién es, en principio, diferente a la dada por Golovin, en [54] y [57]

Moran demostré que el producto k-nilpotente de grupos es de hecho un caso particular
de producto verbal de grupos. Mas precisamente, es el producto verbal obtenido de
una sola palabra ng, que es recursivamente definido por las férmulas ny = [z9,x1];
ng = [Tky1,nk—1]. Dedicamos el capitulo 4 a recopilar varios resultados, propiedades
generales y ejemplos de esta construccién. Estos resultados fueron redemostrados con
técnicas y escritura moderna en [8].

Es evidente que tener otras nociones de productos en grupos ademaés del producto libre
y la suma directa, proporciona formas “nuevas” de construir grupos. Por lo tanto, es de
interés estudiar si varias propiedades estructurales y aplicaciones del producto libre y la
suma directa se trasladan a estas operaciones maés generales sobre grupos. Hasta donde
sabemos, aparte de algunos articulos de finales de los afios cincuenta y principios de los
sesenta (véase por ejemplo, [55], [56], [73], [75]), y el hecho de que los productos en grupos
se mencionaron brevemente en los libros clasicos [18], [58], la linea de investigacién iniciada
por Golovin parece haber sido descuidada en los tltimos afios.

En [70], Sasyk tomo el estudio de productos 2-nilpotentes de grupos desde el punto
de vista de la dindmica de las acciones de grupos y demostrd, entre otras cosas, que
la amenabilidad, exactitud, propiedad de Haagerup y la propiedad (T) de Kazhdan se
preservan tomando producto 2-nilpotente de grupos. Las propiedades antes mencionadas
son relevantes en varias areas de las matematicas, por ejemplo, estan en el centro de las
conexiones entre la teoria de grupos y las dlgebras de operadores (ver por ejemplo, [6], [7],

[14], [44], [#1]). Como tal, era tentador ver si el trabajo realizado en [70] podia extenderse
a otros productos nilpotentes de grupos. Sin embargo, dado que cierta sucesion exacta
corta que fue el ingrediente clave en varias de las demostraciones en [70] no esté presente

en otros productos nilpotentes, se requirié de nuevas ideas para abordar este problema.

Fue atin mas problemético lidiar con la soficidad y la hiperlinealidad, otras dos pro-
piedades importantes de grupos que surgen del estudio de la dindmica de las acciones de
grupos. Estas propiedades han sido de mucho interés en los dltimos afios debido a sus
multiples aplicaciones para problemas de interés actual (ver, por ejemplo, [59], [62], [77])
y estaban fuera del alcance de las técnicas implementadas en [70]. Una de las motivaciones
primigenias de la presente tesis fue abordar este vacio. Aqui, resolvemos estos problemas
mediante el analisis de la estructura de los productos verbales de grupos. El primero de
los resultados principales es el siguiente.

Teorema 1.3. Soficidad, hiperlinealidad, soficidad débil, amenabilidad, propiedad de Haa-
gerup, propiedad (T) de Kazhdan y exactitud son preservadas por tomar productos k-
nilpotentes de dos grupos.



Ademas, mostramos contraejemplos que evidencian que ser ordenable o bi-ordenable no
es una propiedad que se preserve tomando productos k-nilpotentes de grupos para k > 2.

También aprovechamos para comenzar a estudiar otras familias de productos verbales
de grupos, los productos solubles y los productos de Burnside presentados por Moran en
[55] (para su definicién, ver los Ejemplos 4.20 (1v) y 4.20 (v)). En estos casos mostramos
los siguientes Teoremas.

Teorema 1.4. Soficidad, hiperlinealidad, soficidad débil, amenabilidad, propiedad de Haa-
gerup, propiedad (T) de Kazhdan y exactitud son preservadas por tomar productos solubles
de dos grupos. Por otra parte, la propiedad (T) de Kazhdan no es preservada por productos
solubles.

Teorema 1.5. Soficidad, hiperlinealidad, soficidad débil, amenabilidad, propiedad de Haa-
gerup, propiedad (T) de Kazhdan y exactitud son preservadas por tomar productos k-
Burnside para k = 2,3,4,6 entre dos grupos.

Dado que Moran demostr6 que los productos solubles entre dos grupos finitos pueden
ser infinitos (ver la Proposicién 4.26), los resultados y ejemplos que surgen de productos
solubles son, en general, diferentes de los que involucran productos nilpotentes.

Los Teoremas 1.3, 1.4 y 1.5 junto con la asociatividad de los productos verbales, nos
permite probar el siguiente corolario.

Corolario 1.6. Si {G,}icz es una familia numerable de grupos sdficos (respectivamente

hiperlineales, linealmente séficos, débilmente séficos, amenables, con propiedad de Haage-
w

rup o exactos), entonces el grupo %k G; es sdfico, (respectivamente hiperlineal, linealmente
€T

séfico, débilmente sdfico, amenable, con propiedad de Haagerup o exacto), donde los pro-

ductos verbales considerados son el producto nilpotente, el producto soluble o el producto

k-Burnside con k = 2,3,4,6.

Los productos verbales son adecuados para hacer una construccién similar al producto
corona restringido, llamada productos corona verbales restringidos, donde la suma directa
se reemplaza por productos verbales (ver el Capitulo 5 para una definicién precisa). Esta
nocién fue introducida por Shmelkin en [72] para proporcionar una generalizacién del
Teorema de embebimiento de Magnus. Desde entonces, los productos corona verbales se
han utilizado principalmente como una herramienta en el ambito de las variedades de
grupos. De hecho, en la introduccién a su libro clasico [58], H. Neumann escribi6 “Creo
que el Teorema del embebimiento de Shmelkin deberia ser el punto de partida para el
estudio del producto de variedades” (para mas referencias, ver por ejemplo, [10], [51],
[52]). Sin embargo, parece que los productos corona verbales no se habian estudiado desde
el punto de vista de la dindmica de acciones de grupos hasta [09], donde se emplearon,
sin conocer sus usos anteriores, en la clasificaciéon de las dlgebras de von Neumann (ver
[70] para més detalles).

Motivado por un Teorema de Cornulier, Stalder y Valette que afirma que el producto
corona restringido de grupos con la propiedad Haagerup tiene la propiedad Haagerup [10],
[17]; en [70] Sasyk demostré que un resultado similar es valido para producto corona 2-
nilpotente restringido. En esta tesis extendemos la demostracién presentada en [70] para
probar el siguiente resultado mas general.
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Teorema 1.7. Sean G y H grupos con la propiedad Haagerup. Sea W C Fy, un conjunto
de palabras de manera que su correspondiente producto verbal conserve la propiedad de
Haagerup. Entonces su producto corona verbal restringido tiene la propiedad Haagerup.
En particular, los productos corona nilpotentes restringidos, los productos corona solubles
restringidos y los productos corona de k-Burnside restringidos con k = 2,3,4,6 entre
grupos con la propiedad Haagerup tienen la propiedad Haagerup.

En [36], Holt y Rees mostraron que los productos corona restringidos entre un grupo
sofico y un grupo actuante con la propiedad de ser residualmente finito son séficos. Si-
multaneamente, en un trabajo bastante técnico, Hayes y Sales relajaron la condicién sobre
el grupo que actiia y mostraron que la soficidad se conserva al tomar productos corona
restringidos de grupos séficos, [32]. Todavia se desconoce si las extensiones de la forma
sofico-por-séfico son grupos soficos y se conocen muy pocas propiedades de permanencia
de la soficidad, de ahi la importancia de [32]. Por todo esto, parecié pertinente analizar
si un resultado similar es valido para la extensién de grupos dada por el producto coro-
na restringido 2-nilpotente. Como se explicé anteriormente, las técnicas presentadas en
[70] no eran lo suficientemente poderosas para lidiar con la soficidad. Por lo tanto, la se-
gunda y principal motivacién del trabajo desarrollado en esta tesis fue el estudio de esta
problemética. Aqui ampliamos el trabajo de [32] para mostrar el siguiente Teorema.

Teorema 1.8. Sean G y H grupos séficos. Sea W C Foy un conjunto de palabras de tal
modo que su correspondiente producto verbal conserve la soficidad. Entonces su producto
corona verbal es sdfico. En particular, los productos corona nilpotentes restringidos, los
productos corona solubles restringidos y los productos corona de k-Burnside restringidos
con k =2,3,4,6 entre grupos séficos son séficos.

Al final del capitulo 5, como en [32], mostramos la siguiente variante, valida para otras
nociones de aproximaciéon métrica en grupos.

Teorema 1.9. Sea G un grupo hiperlineal (o linealmente sdfico, o débilmente sdfico) y
sea H un grupo séfico. Sea W C Fy, un conjunto de palabras de manera que su pro-

ducto verbal correspondiente preserve hiperlinealidad (resp. soficidad lineal, resp. soficidad
w

débil). Entonces, si H es un grupo sdfico, el producto corona verbal restringido G ! H es
hiperlineal (o linealmente sdfico, o débilmente sdfico). En particular, los productos coro-
na nilpotentes restringidos, los productos de corona solubles restringidos y los productos
corona de k-Burnside restringidos con k = 2,3,4,6 entre un grupo hiperlineal (resp. li-
nealmente sdficos, resp. débilmente sdficos), y un grupo séfico actuante son hiperlineales
(resp. linealmente sdficos, resp. débilmente sdficos).

Una aplicacién sencilla del embebimiento de Shmelkin junto con el Teorema 1.7 y el
Teorema 1.8 demuestra el siguiente corolario.

Corolario 1.10. Sea G un subgrupo normal de un grupo libre F' y sea W un conjunto
de palabras que definen a los productos k-nilpotentes, k-solubles o de k-Burnside para
k=23,4,6.

» Si F/G es amenable, entones F/W(G) es amenable;
» Si F/G es exacto, entonces F/W(G) es exacto;

» Si F/G es sdfico, entonces F/W (G) es sdfico;



» Si F/G tiene la propiedad de Haagerup, entonces F/W(G) tiene la propiedad de
Haagerup.

Hayes y Sale demostraron con anterioridad el caso F/G’ (y por lo tanto los casos
F/GW) en [32, Corolario 1.2], y es una consecuencia de su resultado principal combinado
con el embebimiento de Magnus. También observaron que podria haberse deducido de un
Teorema anterior de Paunescu, [(1].

Con las construcciones utilizadas en los Teoremas 1.8 y 1.9 a mano, nuestro siguiente
trabajo fue preguntamos si era posible adaptarlas para demostrar un resultado analogo
para el producto corona irrestricto (ver la Definiciéon 2.60). Se obtuvieron los siguientes
resultados

Teorema 1.11. Sea H un grupo amenable, sea G un grupo y G H el producto corona
wrrestricto de G con H.

1. Si G es débilmente séfico, entonces G H es débilmente sdfico.
2. Si G es sdfico, entonces GUH es sdfico.

3. 81 G es linealmente séfico, entonces GQ H es linealmente séfico.
4. Si G es hiperlineal, entonces GUH es hiperlineal.

La importancia de este Teorema es que por medio del Teorema de Kaloujnine-Krasner
(ver Teorema 2.62 méas abajo) y teniendo en cuenta que las cuatro propiedades de aproxi-
macion métrica estudiadas pasan a subgrupos y se conservan al tomar productos directos,
el Teorema 1.11 y el siguiente resultado son equivalentes.

Corolario 1.12 (Teorema de extensién). Sea G un grupo con un subgrupo normal N tal
que el cociente G/N sea amenable. Si N es débilmente sdfico, séfico, linealmente sdfi-
co o hiperlineal; entonces G es débilmente séfico, séfico, linealmente séfico o hiperlineal,
respectivamente.

Arzhantseva, Berlai, Finn-Sell y Glebsky en [3] demostraron los casos s6ficos e hiperli-
neales del Teorema 1.11, donde también dieron la aplicacién del Teorema de Kaloujnine-
Krasner mencionado anteriormente. Algunos de los resultados de extension son mas anti-
guos. De hecho, el caso séfico se debe a Elek y Szabo en [20] y el caso linealmente séfico
se encuentra presente en el trabajo de Arzhantseva y Paunescu [1]. Mdas recientemente, en
[36], Holt y Rees demostraron que ciertas aproximaciones métricas de grupos, incluso el
caso débilmente sofico, se conservan al tomar extensiones con cocientes amenables.

En [3, § 4.3] los autores explicaron por qué sus técnicas no podian abordar el caso
débilmente séfico del Teorema 1.11. La motivacion de esta parte del trabajo fue ver si las
ideas que usamos en los capitulos anteriores servirian para dar una demostraciéon directa
de este hecho, sin requerir el resultado en extensiones de [36]. Aqui logramos esto de una
manera autocontenida que también nos permite tratar los cuatro casos del Teorema 1.11
de una forma unificada. Por lo tanto, también proporcionamos la primera prueba directa
del caso linealmente sofico del Teorema 1.11.

Las razones que simplifican nuestra demostraciéon son, por un lado, el uso sistematico
de la nocién de aproximaciones métricas abstractas, consideradas primero por Arzhantseva
en 2008 (ver [2]) y por otro lado, que tratamos directamente con aproximaciones métricas
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de [[z G en lugar de construirlas localmente a partir de aproximaciones métricas de G.
Esto se desarrolla en la Seccién 3.1. El dltimo ingrediente de nuestra demostracién, que
serd util en las demostraciones de los Teoremas 1.8 y 1.9, aparece en la Seccién 3.2.
Alli proporcionamos monomorfismos de grupo explicitos desde ciertos grupos métricos
auxiliares, hacia grupos métricos que pertenecen a las clases que definen las propiedades
métricas del Teorema 1.11, de forma que la métrica se distorsione de forma controlada.
El Teorema de extensién 1.12 admite una forma mas general donde N se reemplaza
por un subgrupo (no necesariamente normal) H y la hipétesis de amenabilidad de G/H
se reemplaza por que la accién regular a izquierda de G sobre G/H sea amenable.
En la literatura, esto se refiere a veces como que H sea co-amenable en G, (ver, por
ejemplo, [53]), y asi es como lo llamaremos en esta tesis. En la Secciéon 3.4 discutimos
por qué incluso la versién mas general del Teorema de Kaloujnine-Krasner [3%], podria
no ser adecuada para probar esta variante para subgrupos co-amenables. No obstante,
proporcionamos una demostracion unificada de esta forma mas general del Teorema
de extension adaptando el trabajo realizado con productos corona permutacionales de
la Seccion 3.1 de una manera que nos permite ademas usar los resultados de la Seccién 3.3.

Con el fin de clarificar las construcciones y aportar a la cohesién interna de esta tesis,
optamos por desarrollar los capitulos en un orden diferente del que fueron estudiadas.
Demostraremos primero el Teorema 1.11 en el capitulo 3 y utilizaremos los monomorfismos
de la Seccién 3.2 en la demostracion de los Teoremas 1.8 y 1.9 en el capitulo 5.
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Comenzamos con un resumen muy breve de definiciones y hechos de la teoria de repre-
sentaciones de grupos localmente compactos y propiedades generales de grupos. Recorde-
mos que en un grupo localmente compacto GG, existe una medida Borel regular G-invariante
(a izquierda) (G, B, ), es decir, u(gB) = u(B) para todos los g € Gy B € B. Esta medida
es unica salvo multiplicacién por escalares y se llama la medida de Haar (a izquierda) de
G.

Las definiciones y resultados de esta seccién se pueden encontrar en los libros [0],
[7], [14], [68] y tiene como objetivo servir de consulta para los capitulos posteriores. Se
sugiere omitir este capitulo en una primera lectura y volver a él en caso de requerir alguna
referencia.

2.1. Representaciones de grupos

Sea G un grupo localmente compacto y H un espacio de Hilbert y llamemos U(H) al
grupo de operadores unitarios de H. Decimos que 7 : G — U(H) es una representacion
unitaria de G en H (y lo denotamos (7, H)) si m es un morfismo de grupos y es fuertemente
continuo, es decir, para cada £ € H, la funcién

G—H
g m(9)¢
es continua.

Ejemplos 2.1. Sea G un grupo localmente compacto y sea u la medida de Haar a izquierda
normalizada. Llamamos

»  Representacion trivial 1 : G — C, 1g(g)z = z para todo g € G, z € C.
» Representacion reqular a izquierda: Sea H := L?(G, 1) y definimos la representacién
N:G = ULA(G, p))
(M9)(N)(@) = flg~ ).
Notar que en el caso de que G sea un grupo discreto, el espacio de Hilbert es £?(G).

Definicién 2.2. Sea (7, H) una representacion unitaria de un grupo localmente compacto
G. Decimos que un subespacio cerrado W C H es w-invariante si w(g)w € W para todo
geGyweWw.

La representacion (m,,, W), con m,, = n(g)lw € U(W) se llama una subrepresentacion
de .

Definicién 2.3. [0, Definition A.1.6] Sea (m;, H;)ic1 una familia de representaciones uni-
tarias de G. Sea H := @,;c; Hi la suma directa de los espacios H;. La suma directa de las
representaciones m; es la representacion unitaria m de G en H definida por

7(9)(®&) = ®imi(9)&, para todo g € G, @;&; € H.
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Definicién 2.4. [0, Definition A.1.3] Un operador de entrelazamiento entre dos represen-
taciones unitarias (w1, H1) y (w2, Ha) de G es un operador lineal y continuo T : Hy — Ha
tal que T1(g) = ma(g)T para todo g € G. La representacion m y wo se dicen equivalentes
(y se denota como 71 = my) si existe tal operador T isométrico y sobreyectivo.

Definicién 2.5. [0, Definition A.1.7] Una representacion unitaria (7, H) de G se llama
irreducible los 1inicos subespacios cerrados G-invariantes son los triviales, es decir, {0} y

H.

Nucleos de tipo positivo

Definicién 2.6. [0, Definition C.1.1] Sea X wun espacio topolégico. Un nicleo de tipo
positivo en X es una funcion continua

P: X xX—>C
tal que para todo n € N, para todo x1,...,x, € X y para toda eleccion de niumeros
complejos c1, . ..,cp, se cumple la siguiente desigualdad:
n n
Z Z ciﬁjq)(xi, iL'j) > 0.
i=1j=1

Ejemplo 2.7. [6, Example C.1.3] Sea H un espacio de Hilbert, X un espacio topolégico y
f: X — H una funcién continua. Entonces ®, definido por

®(z,y) = (f(2), f(y)),
es un nucleo de tipo positivo en X.

Definicién 2.8. Sea G un grupo topoldgico. Una funcion de tipo positivo sobre G es una
funcion continua ¢ : G — C tal que el nicleo sobre G definido por

(91,92) = (9195 ")
es de tipo positivo.

Observacion 2.9. Si (7, H) es una representacioén unitaria de un grupo localmente compacto
Gy & € H, el coeficiente matricial

g = (m(9)¢,€)
es una funcién de tipo positivo.

Definicién 2.10. Las funciones de la forma (7(-)&,€) se llaman funciones de tipo positivo
asociadas a 7.

Teorema 2.11 (Construccién GNS). Sea ® un nicleo de tipo positivo en el espacio to-
polégico X . Entonces existe un espacio de Hilbert H y una funcion continua f: X — H
con las siguientes propiedades:

(1) @(z,y) = (f(), f(y)) para todo x,y € X;
(11) el espacio lineal generado por {f(z): x € X} es denso en H.

Ademds, el par (H, f) es dnico salvo isomorfismo candnico, es decir, si (K,g) es otro
par que satisface (i) y (ii), entonces existe un unico isomorfismo de espacios de Hilbert
T:H— K tal que g=T o f.

Demostracién. Ver [6, Theorem C.1.4]. O
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Nucleos de tipo negativo

Definicién 2.12. [0, Definition C.2.1] Sea X un espacio topoldgico. Un nicleo condicio-
nalmente de tipo negativo en X es una funcion continua ¥ : X x X — R con las siguientes
propiedades:

(1) ¥(xz,x) =0 para todo x € X;
(1) ¥(y,x) = V(x,y) para todo x,y € X;
(111) para todo n € N, z1,...,x, € X y toda eleccion de nimeros reales c1,...,c, tales
que Y i ¢ =0, vale la siguiente desigualdad:

n n

Z Z CiCj\I/(l'i, xj) S 0.

i=1j=1
Ejemplo 2.13. Sea H un espacio de Hilbert real. El nticleo

U:-HxH—-R
(&mn) 1€ —nl?

es condicionalmente de tipo negativo.
Las siguientes propiedades son inmediatas.

Observacion 2.14. (1) El conjunto de todos los niicleos condicionalmente de tipo nega-
tivo en X es un cono convexo, es decir, si ¥ y Wy son ntucleos condicionalmente
de tipo negativo, entonces también lo es s¥; + tWy para todos los niimeros reales
s,t > 0.

(11) Sea (¥:); una familia a un pardmetro real de nicleos condicionalmente de tipo
negativo en X que converge puntualmente en X x X a un nicleo continuo ¥ :
X x X — R. Entonces ¥ es un nicleo condicionalmente de tipo negativo.

Definicién 2.15. [0, Definition C.4.17] Sea G un grupo topolégico. Una funcién continua
UV:G—-R

es condicionalmente de tipo negativo si el niicleo ¥ en G, definido por ¥(g,h) = ¥(h~1g)
para g,h en G, es condicionalmente de tipo negativo.

Observacion 2.16. Para un grupo G es equivalente decir que U satisface la condicién (11)
en la Definicién 2.12 a que ¥(g) = ¥(g~!) en la Definicién 2.15. Para ver esto, notemos
que ¥(g,e) = ¥(e,g) = W(g) = ¥(g~!). Por otro lado, si ¥(g) = ¥(g~!), entonces
U(g,h) =¥(h~'g) = T((h~'g)™") = W(g~"h) = ¥(h,g).

Representaciones débilmente contenidas

Definicién 2.17. [0, Definition F.1.1] Sean (w,H), (p, ) representaciones unitarias de
un grupo topoldgico G. Decimos que m estd débilmente contenida en p si cada funcion de
tipo positivo asociada a ™ puede aprorimarse uniformemente en cada subconjunto compacto
de G, por sumas finitas de funciones de tipo positivo asociadas a p. Para ser mds explicitos,
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para cada £ € H, Q C G compacto y € > 0, existen m1,...,n, € K tales que para todo
x€Q,

(m(2)&,€) = > (p(x)mi,mi)| < e

i=1

Escribiremos en este caso m < p.

Sim=<pyp=<m, decimos que m y p son débilmente equivalentes y lo denotaremos
T~ p.

Observacion 2.18. Citamos algunas propiedades ttiles de la contencién débil. Esta lista
de propiedades se basa en [0, Appendix F].

1. La relacién m < p sélo depende de la clase de equivalencia de las representaciones 7
yp-

2. Si m es una subrepresentacién de p, entonces m < p. En este caso toda funcién de
tipo positivo asociada a 7 es una funcién de tipo positivo asociada a p.

3. Para representaciones unitarias 7, p y o de G, las contenciones débilesm < py p < o
implican ™ < o.

4. Para representaciones unitarias 7 y p y nimeros cardinales m,n > 0, tenemos m < p
si y sélo si mm < np. Por lo tanto, la relaciéon de contencién débil no tiene en cuenta
las multiplicidades.

5. Si m es de dimension finita y p es irreducible, entonces p < 7 implica que p estd
contenida en 7. Por esta razén, la nocién de contenciéon débil no es relevante para
las representaciones de dimensién finita.

6. [0, Corollary F.1.5] Sea (m,H) una representaciéon unitaria de G. Entonces 1g < 7
si y solo si, para cada subconjunto compacto ) de G y cada ¢ > 0, existe un vector
unitario £ en H tal que

sup [[m(z)€ — £l <e.
zeQ

Tal vector £ se llama (Q, €)-invariante.

2.2. Grupos amenables

En 1922, Banach y Tarski [5] demostraron un Teorema notable que hoy en dia se
transcribe como “dada una bola en el espacio de dimensién 3, existe una manera de des-
componerla en un ntmero finito de piezas disjuntas que pueden reorganizarse para formar
dos bolas del mismo tamafio que el original ”. Este contraintuitivo resultado es esencial-
mente un enunciado de teoria de la medida. Dice que no hay una medida finitamente
aditiva en R que pueda definirse en cada subconjunto de R3, que sea invariante por iso-
metrias y que le dé a la bola unitaria una medida no nula. En consecuencia, no se puede
extender la medida de Lebesgue a todos los subconjuntos de R3, es decir, hay conjuntos no
medibles con la medida de Lebesgue. Por otro lado, no existe un analogo de la paradoja de
Banach-Tarski para dimensiones méas pequeiias. Existen tales medidas en R y R?. La razén
profunda detrds de esta dicotomia fue mostrada por von Neumann en 1929: el grupo de

10
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isometrias de R™ (visto como un grupo discreto) es amenable para n < 2 y no es amenable
para n > 3.

Antes de dar una definicién precisa, recordemos que, dado un grupo I, se define ¢>°(T")
como el espacio de funciones acotadas de I en C. £*°(T") es un &lgebra de Banach dotado
con la norma supremo. Notar ademds que existe una accién canénica I' ~ ¢°°(T") dada
por (g- f)(x) = f(g~'z) para g,x € Ty f € £>°(T'). Llamaremos a esta accién, accién por
traslacion a izquierda. Recordar ademds que un estado en £°°(I") es un elemento ¢ € ¢>°(I")*
positivo (es decir, que mapea elementos de espectro contenido en los reales positivos en
numeros positivos) y con ¢(1) = 1.

Definicién 2.19. [7, Definition 2.6.1] Un grupo I es amenable si existe un estado p en
¢>(T') que sea invariante por la accion por traslacion a izquierda, es decir, para todo s € T’

y f € (D), se verifica que (s - f) = p(f).
Tal estado p se llama media invariante.

Ejemplos 2.20. Todos los grupos abelianos (y més en general, todos los grupos nilpotentes y
todos los grupos solubles) son amenables. También los grupos compactos son amenables.
Como ejemplo tipico de grupo no amenable, podemos mencionar el grupo libre en dos
generadores F5.

Definiciéon 2.21. [7, Definition 2.6.4] Decimos que G satisface la condicion de Fplner si
para cualquier subconjunto finito E C G y e > 0, existe un subconjunto finito F' C G tal
que
, |sF A F|
mix ———— < g,
sek ’F|

donde sF :={st:t € F} ysF AF := (sF\F)U(F\ sF). Una sucesion de conjuntos

finitos F,, C G tales que
|sF, A F|

|l

para cada s € G se la llama sucesion de Fplner.

Hay muchas equivalencias de amenabilidad, enumeramos a continuacion solo las que
usaremos a lo largo de esta tesis:

Teorema 2.22. Sea G un grupo discreto. Son equivalentes:
(1) G es amenable;
(11) G satisface la condicion de Fplner;

(111) la representacion trivial 1g estd débilmente contenida en la representacion regular
A

Demostracion. Ver [7, Theorem 2.6.8] O
Las siguientes propiedades serdn usadas a lo largo de esta tesis.
Proposiciéon 2.23. Sea G un grupo topoldgico.

(1) Sea N un subgrupo cerrado y normal de G. Si N y G/N son amenables, entonces G
es amenable.

11
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(11) Sea N un subgrupo cerrado y normal de G. Si G es amenable, entonces G/N es
amenable.

(111) Sea (G;)icr una familia dirigida de subgrupos cerrados de G tal que J;c; G; es denso
en G. S8i G; es amenable para cada © € 1, entonces G es amenable.

Demostracion. Ver [6, Proposition G.2.2] o [63, Proposition 13.1 - 13.4] O

Acciones amenables y grupos co-amenables

En la literatura existen varias definiciones no equivalentes de accién amenable. La
primera, dada por Greenleaf en [28, §1] y la que utilizaremos en esta tesis, se define de
manera natural como una extension de la nocién de amenabilidad en grupos en términos
de medias invariantes (ver la Definiciéon 2.25 més abajo). Por otro lado, la definicién de
accién amenable segiin Zimmer se basa en la existencia de puntos fijos (ver [21, Definition
4.3.1]). Con la definicién de Zimmer, se puede probar la siguiente Proposicion:

Proposicién 2.24. [81, Proposition 4.3.2] Sea H un subgrupo cerrado de G, entonces la
accion por traslacion a izquierda de G en G/H es amenable (con la definicion de Zimmer)
st y solo st H es un grupo amenable.

Por otra parte, la definicién de co-amenabilidad (segtiin Greenleaf, es decir, que la accién
por traslacién a izquierda de G en G/H sea amenable segin la definicién 2.25) no implica
la amenabilidad de H.

Aclaramos que la nocién de accién amenable segiin Zimmer estd intimamente ligada
con la nocién de grupo exacto que serd explicada en la seccion 2.7. (ver Teorema 2.72).
Como nuestro tratamiento de exactitud no hace uso de acciones amenables segiin Zimmer,
en esta tesis omitimos su definicion precisa.

Para las siguientes definiciones, optamos por basarnos en el enfoque mas moderno de

[22].

Definicion 2.25. Sea H un grupo actuando en un conjunto X. Diremos que la accion
es amenable (segin Greenleaf) si existe una media p : 2% — [0,1] que ademds es H-
equivariante.

Con esta definicion, vale la siguiente caracterizacion
Proposiciéon 2.26. Sea H un grupo actuando en un conjunto X. Son equivalentes

1. La accion es amenable.

2. Para todo subconjunto finito F' de H y & > 0 existe un conjunto finito B C X tal
que

|fBA B| <¢|B| Vf € F.
Al conjunto B lo llamaremos conjunto de Foplner para el par (F,¢).

Demostracién. Ver [67, Theorem 2.3]. O

Con todo lo dicho anteriormente, damos una definicién de co-amenabilidad para refe-
rencias posteriores.

Definicién 2.27. Sea H un subgrupo de un grupo G. Diremos que H es co-amenable en
G si la accion por traslacion a izquierda de G en G/H es amenable segin la definicion
2.25.

12
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2.3. Propiedad (T) de Kazhdan

A mediados de la década de 1960, D. Kazhdan definié su propiedad (7") para grupos
localmente compactos y la usé como una herramienta para demostrar que una gran clase
de lattices son finitamente generados. Ademas, un lattice I' en un grupo localmente com-
pacto G tiene propiedad (T) si y solo si G tiene propiedad (7"). La primera aplicacién de
la propiedad (T') de Kazhdan por fuera de la teoria de grupos fue la construccién explicita
por parte de Margulis de familias destacadas de grafos finitos. En particular, para todo
grado k > 3, existen construcciones de familias de grafos finitos k-regulares que son ex-
pansores (ver [0] para mas informacién). Si bien la existencia de tales grafos se establece
facilmente de manera probabilistica, las construcciones explicitas requieren otros métodos.
En el lado de la teoria de la medida, el problema de Ruziewicz pregunta si la medida de
Lebesgue es la tinica medida finitamente aditiva en la esfera unitaria S™~! del espacio
euclidiano R™ que estd definida en todos los conjuntos medibles Lebesgue y que es inva-
riante por rotaciones. Después de la respuesta negativa de Banach para n = 2 (1923), el
problema estuvo abierto durante mucho tiempo para n > 3. En [66], Rosenblatt mostrd
que si la respuesta a la pregunta de Ruziewicz es negativa para S™~!, entonces existen
redes no triviales de subconjuntos medibles de la esfera con "propiedades asintoticamente
invariantes”. Después, Sullivan y Margulis utilizaron el hecho de que el grupo ortogonal
especial SO(n) tiene propiedad (7') para demostrar que las esferas de dimensién al menos
4 no pueden tener redes asintéticamente invariantes de subconjuntos medibles, de modo
que la medida de Lebesgue es la inica medida SO(n)-invariante y finitamente aditiva en

la esfera (ver [76] y [19]). Drinfeld demostré que la conjetura es cierta para los casos S? y
S3 en [19].

Definicién 2.28. Sea G un grupo localmente compacto. Decimos que G tiene la propiedad
(T) de Kazhdan (o simplemente propiedad (T)) si toda representacion unitaria (7, H) con
lg < m, se tiene que 1 es una subrepresentacion de (w,H).

Proposicién 2.29. Sea (7, H) una representacion unitaria de un grupo topoldgico local-
mente compacto G. Son equivalentes

(1) G tiene la propiedad (T) de Kazhdan.

(11) Eziste un subconjunto compacto @ C G ye > 0 tal que cada representacion unitaria
(m,H) que tiene vectores (Q,¢e)-invariantes tiene también vectores invariantes no
nulos.

En este caso, llamamos a (@, ¢) un par de Kazhdan y a ¢ una constante de Kazhdan.
Demostracion. Ver [6, Proposition 1.2.1]. O
Las siguientes propiedades serdn usadas a lo largo de la tesis.
Proposiciéon 2.30. Sea N un subgrupo normal cerrado de un grupo topolégico G.
(1) Si N y G/N tienen propiedad (T), entonces G tiene propiedad (T');

(11) si G tiene propiedad (T'), entonces G/N tiene propiedad (T);

13
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(i11) si N es tal que existe una medida de Borel G-invariante en G/N finita y G tiene
propiedad (T), entonces N tiene propiedad (T).

Demostracion. Para el item (i), ver [0, Proposition 1.7.6] o [31, Proposition 9]. Para el
item (i7) ver [0, Theorem 1.3.4]. Para el item (iii) ver [0, Theorem 1.7.1]. O

Corolario 2.31 (del item (111)). Si G es un grupo topoldgico que tiene propiedad (T) y N
es un subgrupo cerrado de indice finito en G, entonces N tiene propiedad (T).

Proposicién 2.32. Sea G un grupo topolégico, las siguientes propiedades son equivalentes:
(1) G es amenable y tiene propiedad (T);
(1) G es compacto.

Demostracién. Ver [6, Theorem 1.1.6]. O

Proposicién 2.33. Sea G un grupo localmente compacto con propiedad (T). Entonces
G es compactamente generado. En particular, un grupo discreto con propiedad (T) es
finitamente generado.

Demostracion. Ver [6, Theorem 1.3.1]. O

2.4. Propiedad de aproximacion de Haagerup

Haagerup defini6 la ahora llamada Propiedad de Haagerup en [30] para demostrar
que la C*-algebra reducida del grupo libre en dos elementos, que no es nuclear, tiene
la propiedad de aproximacién métrica (ver [13, Definition 1.e.11] para la definicién de

propiedad de aproximacién métrica y la Definicién 2.68 para la definicion de nuclear).
Luego de la definicién original, la propiedad de Haagerup tuvo gran impacto en varias
areas de la matemadtica y muchas equivalencias se han formulado (para una introduccién
de los usos y equivalencias de la propiedad de Haagerup, ver [141]). Como ejemplo de su
relevancia, podemos mencionar que Higson y Kasparov demostraron en [33] que los grupos
con la propiedad de Haagerup satisfacen la conjetura de Baum-Connes.

La propiedad de aproximacién de Haagerup puede verse como una negacion fuerte de
propiedad (7"). De hecho, la propiedad (7") a menudo se considera como una forma de
rigidez en la teoria de representaciones y a modo de contraste, se puede decir que los
grupos con la propiedad de Haagerup son extremadamente no rigidos. Para aclarar esta
idea, supongamos que G es un grupo discreto con la propiedad de Haagerup y sea 1 una
funcioén propia y condicionalmente negativa en G. Podemos suponer que 1(g) = 0 si y solo
si g = 1 perturbando %, si fuera necesario, por una funcién acotada (ver [14, Lemma 6.2.1
(1)]). Por el Teorema de Schoenberg (ver, [6, §C.3]), cuando ¢ > 0 la funcién e~ es una
funcién de tipo positiva en G (Definicién 2.8) . Sea m; la representacién unitaria asociada
a e~ por la construccion GNS (Teorema 2.11). Entonces (m;)o<t<co €8 una familia a un
parametro de representaciones unitarias no isomorfas que interpola entre la representacion
trivial y la representacion regular.
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Definicién 2.34. Sea G un grupo no compacto, seqgundo contable y localmente compacto.
Diremos que G tiene la propiedad de Haagerup (o simplemente que es Haagerup, o que tie-
ne Haagerup) si existe una funcion propia y continua 1 : G — R que es condicionalmente
negativa.

Definicién 2.35. Sea (m,H) una representacion unitaria de un grupo topoldgico local-
mente compacto G. Diremos que (w,H) es una Cy-representacion (y diremos que es una
representacion Co(m,H)) si todos los coeficientes matriciales @¢p : g — (m(9)€,n) perte-
necen a Co(G).

Proposicién 2.36. Para un grupo no compacto sequndo contable localmente compacto G,
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) G tiene la propiedad de Haagerup;

(11) Eziste una representacion unitaria Co(m,H) de G que contiene débilmente a la re-
presentacion trivial 1g.

Demostracién. Ver [14, Theorem 2.1.1]. O]

Observacion 2.37. Por la caracterizacién de amenabilidad dada en el Teorema 2.22 item
(11) y el item (11) de la Proposicién 2.36, se sigue que todo grupo amenable posee la
propiedad de Haagerup pues la representacion regular a izquierda es Co(\, L2(G)).

Las siguientes propiedades serdn utilizadas a lo largo de la tesis.

Proposiciéon 2.38. Sea G un grupo localmente compacto que es limite de una sucesion
creciente de subgrupos abiertos (Gy)n>1. St todos los Gy, tienen la propiedad de Haagerup,
entonces G tiene la propiedad de Haagerup.

Demostracion. Ver [14, Proposition 6.1.1]. O

Corolario 2.39. Un grupo localmente compacto G tiene la propiedad de Haagerup si y
solo st todo sus subgrupos finitamente generados tienen la propiedad de Haagerup.

Proposicién 2.40. Sea H un subgrupo normal cerrado de un grupo o-compacto y local-
mente compacto G. Entonces, si H tiene la propiedad de Haagerup y G/H es amenable,
entonces G tiene la propiedad de Haagerup.

Demostracion. Ver [14, Proposition 6.1.5]. O

2.4.1. Una caracterizacion de la propiedad de Haagerup para el producto
semidirecto de grupos

Las siguientes definiciones fueron tomadas de [17, Section 3].
Sean G, X conjuntos. Denotemos A = 2(X) el conjunto de subconjuntos finitos de X.

Definicién 2.41. Un A-calibre en G es una funcion ¢ : G x G — A tal que:
¢(9.9") = ¢(g'.9) V9.9’ € G

#(9,9") C d(g,9)U (g, 9") V9,9, 9" € G
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Ejemplo 2.42. Si G = X es un conjunto y A = 2(X) entonces ¢(w,w’) = {w,w'} siempre
es un A-calibre en X.

Definiciéon 2.43. Dado un A-calibre ¢ definido en un grupo G, diremos que es G-
invariante si ¢(g9’,99") = ¢(¢',9") para todo g,¢',9" € G.

Cuando G es un grupo, ¢ es invariante a izquierda si y solo si puede ser escrito como
d(w,w') = (e, w w') =: Y(w™lw'). Esto enmarca la siguiente definicién.

Definiciéon 2.44. Sea G un grupo. Un A-calibre G-invariante sobre G es una funcion
Y : G — A tal que

W(g) =v(g ") Vg €G;
Y(gg') S ¥(g) Uy(d') Vg, 9" € G.

La siguiente caracterizacion de la propiedad de Haagerup en un producto semidirecto
es la herramienta principal de la demostracién del Teorema 1.7.

Teorema 2.45 (Cornulier, Stadler, Valette, 2012). Sean G, H grupos, con H actuando
en G por automorfismos y sea A = 2H) . Consideremos ademds 1) un A-calibre en G, G-
nvariante y H-equivariante a izquierda en el sentido de la Definicion 2./4. Supongamos
que existe una funcion definida condicionalmente negativa u en G, H-equivariante, tal
que para cada subconjunto finito F C H, la restriccion de u a cada subconjunto de la
forma Gp :={g € G : ¢¥(g) C F} es propia. Luego G x H es Haagerup si y solo si H es
Haagerup.

Demostracién. Ver [17, Theorem 5.1]. O

Observacion 2.46. [17, Remark 5.2] Las hip6tesis de u en el Teorema 2.45, implican que
G es Haagerup. Para probar esto, por el Corolario 2.39 es suficiente probar que cada
subgrupo finitamente generado de G tiene Haagerup. Observar que para un subconjunto
finito ' de H, el conjunto G'r es un subgrupo de G. Si g1, ..., g, es una coleccién finita de
elementos en G, tomemos F' = [J_; ¥(¢g;), de modo que el subgrupo (g1, .., gn) generado
por g; estd contenido en Gp. Las hipdtesis sobre u implican entonces que (gi,...,gn) €s
Haagerup.

2.5. Aproximaciones métricas en grupos

Antes de dar una definicién formal de C-aproximacién, presentamos dos clases relevan-
tes de grupos que seran estudiados.

Un grupo es hiperlineal si se embebe en U(R”), el grupo unitario de la ultrapotencia
del factor de tipo II; hiperfinito R donde w denota un ultrafiltro libre sobre N (ver [11,
Appendix B] para la definicién de ultrafiltro y demés temas relacionados). Este término
fue acunado por Radulescu alrededor del ano 2000, pero su articulo aparecié impreso
varios anos después, [(4]. Radulescu demostré que un grupo es hiperlineal si y solo si su
algebra de von Neumann de grupo se embebe en R¥, [/, Poposition 2.6] (ver también [59,
Proposicién 7.1]). Esto es exactamente lo mismo que decir que los grupos hiperlineales son
aquellos cuya algebra de von Neumann de grupo satisface el problema del embebimiento
de Connes.

16



2.5 Aproximaciones métricas en grupos

Conjetura 2.47 (Conjetura del embebimiento de Connes). Cada factor separable de tipo
II; se embebe con un monomorfismo tracial en una ultaprotencia R, donde R denota el
(tinico) factor dimensional aprozimadamente finito de tipo I1;.’

El otro concepto de interés en si mismo es la clase de grupos soficos. La soficidad
(lamado inicialmente amenable en el articulo original [29]) fue introducido por Gromov
para lidiar con la Conjetura de la suryectividad de Gottschalk [27]:

Conjetura 2.48 (Conjetura de suryectividad de Gottschalk). Para cada grupo numerable
G y cada conjunto finito A, el shift AS no contiene un subespacio G-invariante cerrado y
propio isomorfo a AC (como G-espacio compacto).

De hecho, la conjetura incluso parece no estar clara para el caso A = {0,1}. En
[29], Gromov demostrd que los grupos séficos satisfacen la conjetura antes mencionada
(ver también [79, §3] para otra demostracién). Para mds informacién de la conjetura,

consultar, por ejemplo [11], [13].

Otras conjeturas fueron probadas bajo la hipétesis de soficidad. Por ejemplo, la con-

jetura de estabilidad directa de Kaplansky es valida para grupos soficos (ver [21] para la
demostracién original y [13, Corollary 8.15.8]) para una demostracién basada en dindmica
simbdlica):

Conjetura 2.49 (Conjetura de estabilidad directa de Kaplansky). Para todo grupo G y
todo cuerpo K, el dlgebra de grupo K(G) es directamente finita. Es decir ab = Id,, en
M, /(K(G)) implica ba = Id,, para todo n € N.

Definicion 2.50. Sea G un grupo. Una métrica en G se dice bi-invariante si verifica que

(g, gy) = d(z,y) = d(zg,yg)
para todo g,x,y € G.

Convencion 2.51. A lo largo de esta tesis, llamaremos grupo métrico a un grupo dotado
de una métrica bi-invariante.

Definicién 2.52. [78, Definition 1.6/ Sea C una familia de grupos métricos. Un grupo G
es métricamente aproximable por C (también lo llamaremos C-aproximable) si para todo
g € G\ {1}, existe 6, > 0 tal que para todos los subconjuntos finitos F C G, ye > 0, existe
un grupo (K,d) € C y una funcién ¢ : G — K tal que

(1) (1) =1,
(1) d(e(g)p(h), p(gh))) <&, para todo g,h € F,
(111) d(¢(g),1) > 64, para todo g € F'\ {1}.

Si una funcion ¢ verifica el sequndo punto, se llama (F,e,d)-multiplicativa y si verifica
el tercer punto, se llama (F,§,d)-inyectiva.

1Se encuentra en revisién la preimpresién [37] donde los autores dicen exhibir un 4lgebra de von Neumann
que refuta esta conjetura. Considerando que se trata de un problema fundamental en la teoria, mientras
el articulo se encuentre en estado de revisién, optamos por ser cautos y seguir mencionando al problema
del embebimiento de Connes como conjetura.
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Es posible conceptualizar en un lenguaje comiin las C-aproximaciones de grupos nume-
rables con la siguiente Proposicién debida a A. Thom.

Proposiciéon 2.53. Sea G un grupo numerable y sea C una clase de grupos métricos. El
grupo numerable G es C-aproximable si y solo si existe un ultrafiltro no principal w en N,
una sucesion K, de grupos en C, y un homomorfismo inyectivo

HnGN KTL )
{(gn)nen : di,(gn, 1) = O}

Demostracion. Ver [78, Proposition 1.8]. O

t: G —

Ejemplos de aproximaciones

Ejemplos 2.54. Enumeramos las cuatro propiedades de aproximacion métrica estudiadas
en esta tesis.

1. Un grupo se dice débilmente sdfico, [23], si es C-aproximable cuando C es la clase de
grupos finitos con métricas bi-invariantes.

2. Un grupo se dice sdfico, [20], [79], si es C-aproximable cuando C es la clase de grupos
simétricos finitos dotados de la distancia de Hamming normalizada

1
diamm (0, 7) == W]{a € A:o(a) # 7(a)}|, para o,7 € Sym(A).
3. Un grupo se dice linealmente sdfico, [1], si es C-aproximable cuando C es la clase de

matrices inversibles en un cuerpo K dotado con la distancia de rango dada por

1
di (A, B) = - rank(A — B), para A, B € GL,(K).

4. Un grupo se dice hiperlineal, [59], [64], si es C-aproximable cuando C es la clase de
matrices unitarias en un espacio de Hilbert de dimensién finita dotado con la dis-
tancia de Hilbert-Schmidt, dygg, que es la inducida por la norma de Hilbert-Schmidt

1 n
|All2 := $ - E |(Avj, v;)|?, con A € B(H), donde {v1,...,v,} es una b.o.n. de H.
ij=1

Observar también que en vista de 2.53, podriamos definir, por ejemplo, que un grupo
numerable G es sofico si se embebe en una ultrapotencia de grupo simétrico finito con la
distancia de Hamming normalizada (para una descripcién detallada de estas equivalencias,
ver [13, Ch 7]).

En estos ejemplos, la (F, 0, d)-inyectividad se puede reemplazar por una condicién més
manejable.

En lugar de requerir una funcién de peso d que dependa de G, esta se puede reemplazar
por la siguiente definicion:

Definicién 2.55. Sea G un grupo, C una clase de grupos métricos, (K,d) € C y p :
(0,1) = (a,b) con a,b € Rsg una funcion asociada a la clase C. Decimos que una funcion
¢:G— K es (F,e,d)-libre si para cada g € F'\ {1} tenemos que d(¢(g),1) > p(e).
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De esta manera, podemos reemplazar las nociones anteriores por una funciéon de peso
p en cada caso de la siguiente manera:

1. débilmente sdfico: ¢ es (F,e,d)-libre para una funcién constante p(e) := o € Ryy.
Reescalando la métrica d, puede asumirse que a« = 1 y diam(K) = 1 donde
diam(K) = sup{d(z,y) : x,y € K};

2. sdfico: ¢ es (F, e, diamm)-libre para la funcién p(e) :=1 —¢;
3. linealmente sdfico: ¢ es (F,e,dy)-libre para la funcién p(e) :=1/4 —¢;

4. hiperlineal: ¢ es (F,e,dpg)-tracial, es decir |tr(¢(g))| < € para todo g € F'\ {1},
donde, para A € B(H) y {vi,...,v,} una base ortonormal de H, tr(A) :=
15 Yy
=Yg (Avg, vg).

Una de las ventajas de tener estas definiciones alternativas es que cada una de ellas po-

see una condicién uniforme y a diferencia de una funcién de peso, no dependen de la

C-aproximaciéon de cada grupo en particular. Por ejemplo, es facil mostrar que las cuatro

aproximaciones métricas dadas en los Ejemplos 2.54 se conservan al tomar productos di-

rectos finitos. Luego, el hecho de que sean (F, e, d)-libres implica que también se conservan

tomando productos directos.

Propiedades generales de las aproximaciones métricas

La siguiente Proposicion resume las propiedades principales de los grupos C-
aproximables cuando C es una de las clases del Ejemplo 2.54.

Proposicién 2.56. Las clases de C-aproximacion como en los Ejemplos 2.5/ son preser-
vadas por

(1) tomar subgrupos;
(11) tomar productos directos (para la definicion de producto directo, ver 2.57);

(111) tomar extensiones de la forma C-aprozimable-por-amenable, es decir, si tenemos
1-G—-FEF—H—1

con G un grupo C-aproximable y H un grupo amenable, entonces E es C-aprorimable;
(1v) tomar limites directos e inversos.

Ademds, la clase de grupos amenables estd contenida en cada una de las clases mencio-
nadas anterioremente.

Demostracion. La demostracion de los cuatro puntos puede encontrarse en [20, Theorem
1] para grupos séficos y una adaptacién adecuada para grupos hiperlineales (ver también
[3, Theorem BJ), en [30, §5 | para el caso débilmente séfico y en [4, Theorem 9.3] para el
caso linealmente séfico.

Observar que el item (1) es evidente. Para el segundo punto es necesario demostrar
primero que los casos considerados en los Ejemplos 2.54 se preservan por tomar productos
finitos de grupos. Este hecho es ficil de probar pero tedioso dado que hay que probar
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cada caso por separado y optamos por omitirlo. Asumiendo que el producto directo de
una cantidad finita de grupos C-aproximables es C-aproximable con C alguna de las clases
dadas en los Ejemplos 2.54, veamos que producto directo de una cantidad arbitraria de
grupos C-aproximables es C-aproximable con C como en los Ejemplos 2.54. Sean G; grupos
C-aproximables, F' C [[;c;Gi y € > 0. Como F' es finito, existe un subconjunto finito Iy
de I que distingue a los elementos de F, es decir, tal que para todo fi, fo € F, se tiene
que fi1 # f2 siy solo si fi(i) # f2(i) para algin i € Io. Sea q : [[;c; Gi — @ieq, Gi la
proyeccién canénica. Como asumimos que P, Gi es C-aproximable, existe (K,d) € C
y @ Djep, Gi — K una funciéon (7(F), e, d)-multiplicativa y (7(F),¢, d)-libre para las
funciones p(e) definidas en 2.55. Como 7 es un morfismo de grupos, es inmediato que pom
es una funcién (F, e, d)-multiplicativa y (F, e, d)-libre.

En el Teorema 1.11 de esta tesis se dard una demostracién del item (111) de esta Pro-
posicién que permite lidiar con los cuatro casos considerados de manera unificada.

El item (1v) no se utilizara en la tesis, por lo que omitimos su demostracion. O

Es importante mencionar que no se conoce en ninguna de estas clases si los grupos
son preservados por extensiones. El problema de extensién para el caso séfico se puede
rastrear hasta Weiss [79, §2] y atin es desconocido.

2.6. Productos corona y productos corona permutacionales en
grupos

2.6.1. Productos corona permutacionales

El producto corona es una construcciéon fundamental en teoria de grupos y su genera-
lizacién, el producto corona permutacional es una de las herramientas que nos permitira
demostrar los Teoremas 1.8, 1.9 y 1.11 de la introduccion. Recordemos primero las defini-
ciones de suma directa y producto directo

Definicién 2.57. Sea {G;}icr una familia de grupos.
1. Se define el producto directo [[;c; G; como el conjunto de funciones
{f:I—> U Gi: f(i) € G WEI}
el

con el producto coordenada a coordenada, es decir, si f,g son funciones en el con-
junto anterior, (fg)(i) := f(i)g(i) para todo i € I.

2. Se define la suma directa (también llamado producto directo restringido) @,c; Gi
como el subgrupo de [[;,c; G de funciones cuyo soporte es finito, es decir,

@Gi = {f € HGZ- : f(1) = 1 salvo para ﬁnitosi} :

icl icl

Como es usual, notaremos a los elementos de ambos grupos como (g;)ier-
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Definicién 2.58. Sean G y H grupos, X un conjunto y p : H — Sym(X) una accion
de H en X. H actia en @x G permutando los indices, es decir, si (9z)zex € Ox G ¥y

h € H, entonces h - (gz)zex = (gpn)-1a)zexX -
Se define el producto corona permutacional como

Gl H := (@G) X, H.
X

Observacion 2.59. Como caso particular tenemos el producto corona estandar

GlH = <@ G> x H
H
donde la accién esta dada por la multiplicacion de H a izquierda.

Producto corona irrestricto

Cambiando la suma directa por el producto directo, se define el producto corona irres-
tricto

Definicién 2.60. Sean G y H grupos. H actia en [[y G permutando las coordenadas.
Se define el producto corona irrestricto como

_ (H a) o H
H
La relevancia de esta construcciéon puede evidenciarse en el siguiente Teorema. Re-

cordemos primero el concepto de equivalencia de extensiones (ver [68, Ch 7] para mas
informaci6n)

Definicién 2.61. Sean G, E, E’, H grupos tales que G es un subgrupo normal de E, G es
un subgrupo normal de E' y E/G = E'/G = H. Dos extensiones se dicen equivalente si
eziste un homomorfismo v : E — E’ que hace conmutar el siguiente diagrama:

/\
\/

donde 1,1 son monomorfismos y w, 7 son epzmorﬁsmos im(i) = ker(w) e im(i') = ker(7’).

Teorema 2.62 (Kaloujnine-Krasner [39]). Sean G y H grupos y sea projy : GQ H — H
la proyeccion candnica sobre el cociente H. Sea [Elconj la clase de equivalencia dada por
la conjugacion y [El~ la clase de equivalencia definida arriba. Existe una biyeccion de
conjuntos entre

{[F]l2]1 = G—E — H — 1},

{[E]con]|E S G & H7 pro.]H(E) = Ha EN ker(prOjH) = G}7
que induce un isomorfismo de grupos entre la extension E y el subgrupo E de GUH.

Demostracién. Ver [68, Theorem 7.3.7]. O
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2.7. (C*-algebras de grupo, nuclearidad y exactitud

La definiciéon de C* édlgebra exacta fue acufiada por Kirchberg y su primera mencién
es en el reporte escrito para la conferencia sobre “Algebras de Operadores, Ideales y sus
Aplicaciones en Fisica Tedrica”[10]. Es bastante probable que la nocién de grupo exacto,
que involucra la nocién de C*-algebra exacta, haya sido considerada con anterioridad a su
aparicién en los anos '90 en [11].

Esta nocién da un vinculo notable entre las dlgebras de operadores y la teoria geométri-

ca de grupos: la C*-algebra reducida de un grupo G es exacta si y solo si G tiene la pro-
piedad A de Yu, es decir, si y s6lo si G visto como espacio métrico posee un embebimiento
de tipo coarse en un espacio de Hilbert (ver [34] o [7, Theorem 5.5.7]).
G. Yu demostré en [20] que todo espacio métrico que posee un embebimiento de tipo coar-
se en un espacio de Hilbert satisface la Conjetura de Baum-Connes coarse. En particular,
si el espacio considerado es un grupo finitamente generado con la métrica de la palabra, el
hecho de que se embeba de manera coarse en un espacio de Hilbert implica la Conjetura
de Novikov.

Comenzamos con la definicién de C*-algebra reducida de grupo. Sea I' un grupo y
(A, £2(T")) la representacién regular izquierda (ver Ejemplo 2.1). Denotemos el anillo de
grupo de I' por C[I']. El anillo de grupo C[I'] posee una involucién dada por

*
Z%S = ZCTSS_I.

sel’ sel

Definicién 2.63. La C*-dlgebra reducida de I', que denotaremos CX(I'), es la clausura de
C[I'] con respecto a la norma

lzllr = IAZ) | Be2(ry) = H§S||11P1(\|>\($)§||2)-
N

donde B({*(T)) es el espacio de operadores acotados de (*(I') en £2(T) y || — ||2 es la
inducida por el producto interno en el espacio de Hilbert £2(T') (el espacio de sucesiones
en I' cuadrado sumables a valores complejos).

Definicion 2.64. Un sistema operadores E es un subespacio autoadjunto y cerrado de
una C*-dlgebra unital A tal que 14 € F.

Definicién 2.65. [7, Definition 1.5.1] Una transformacion lineal ¢ de un sistema de ope-
radores E a una (no necesariamente unital) C*-dlgebra B se dice completamente positiva
st cada funcion @, : My (E) — My, (B), definida coordenada a coordenada, es decir

en(laig]) = [p(aiz)],

es una aplicacion positiva. Es decir, si cada @, mapea matrices positivas en matrices
positivas.

Observacion 2.66. No todos los autores requieren en la definicion de sistema de operadores
que estos sean cerrados (contrastar con, por ejemplo, [60, Ch. 2]).

Definicién 2.67. Una transformacion lineal ¢ de un sistema operadores E a una (no
necesariamente unital) C*-dlgebra B se dice contractiva si ||¢|| < 1.
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Definicién 2.68. Una transformacion lineal 0 : A — B entre C*-dlgebras se llama nuclear
st para cada n € N existen aplicaciones lineales contractivas y completamente positivas
on A = My (C) y Yo @ My (C) — B, tales que ¥y o o — 6 en la topologia de
convergencia puntual:

[¢n © pn(a) — 6(a)| — 0,

para todo a € A, donde k(n) € N para todo n € N.
Definiciéon 2.69. Una C*-dlgebra A es nuclear si la identidad ida : A — A es nuclear.

Definicion 2.70. Una C*-dlgebra A es exacta si existe una representacion fiel m: A —
B(H) tal que 7 es nuclear.

Definicion 2.71. Un grupo es exacto si su C*-dlgebra reducida es eracta.

Ademas, resulta pertinente mencionar la siguiente caracterizacién desde el punto de
vista de la dindmica en grupos.

Teorema 2.72. Sea G un grupo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
s (G es exacto;

= La accion por translacion a izquierda de G en la compactificacion de Stone-Cech BG
es amenable (o sea, para todo conjunto finito E C G y e > 0, existe un conjunto
finito F C G y una funcién m : G — Prob(F) C Prob(G) tal que

sup{||s.m; —mgl| : s € E,t € F} <e);

= (G es boundary amenable, es decir, G actua a través de una accion amenable por
. Va . . 15
homeomorfismos en un espacio topoldgico compacto y metrizable .

Demostracién. Ver [7, Theorem 5.1.7]. O

Con estas definiciones, ampliaremos las equivalencias del Teorema 2.22. Su demostra-
ci6én se encuentra en [7, Theorem 2.6.8].

Teorema 2.73. Son equivalentes
= G es un grupo amenable;
» C}(G) es nuclear.

Observacion 2.74. Por el Teorema anterior, los grupos amenables son exactos.

La siguiente Proposicién se usara a lo largo de la tesis
Proposiciéon 2.75. Una extension de grupos exactos es exacta.
Demostracion. Ver [7, Proposition 5.1.11] O

Proposiciéon 2.76. Union creciente de C*-dlgebras exactas es exacta.

2A su vez, esto es equivalente a que la accién inducida en C(X) sea amenable en el sentido de Zimmer,
ver [7, Lemma 4.3.7.] para una demostracién de este hecho y la seccién de referencia 4.9 del mismo
libro para una descripcién histérica.
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Esta Proposicion es el Ejercicio 2.7.2 de [7]. Por completitud de esta tesis daremos una
demostracién. Para ello, necesitamos los siguientes Lemas.

Lema 2.77. Una representacion w: A — B(H) es nuclear si y solo si para todo conjunto
finito F C A ye > 0, existe n € N y funciones completamente positivas y contractivas

0 A— My(C) ytp: My(C) — B(H) tales que
lv(e(f) —m(f)l <eVfeF.

Demostracion. Haremos la demostracion para el caso separable. Supongamos que para
todo FF C A y para todo ¢ > 0 existen funciones como en el enunciado del Lema. Sea
(Fk)ken una sucesién de conjuntos finitos con Fy, C Fjq; tal que Upey £ = A. Por
hipétesis para cada Fj y € > 0 existen funciones completamente positivas y contractivas
o+ A — My (C) y g : My (C) — B(H) tales que

[Px(px(f)) = m(HIl <e/3

para todo f € Fj. Afirmamos que estas funciones hacen de 7 una transformacién nuclear.
En efecto, dado a € A, existe un subconjunto F; y f € Fj tal que ||f —a| < /3 y para
todo k > j se tiene que

[¥k(pr(a)) = m(a)l| < llvrlprla = I+ llmla = HIF+ [drler(f) = (NI <e,

donde en la tultima desigualdad se utilizé el hecho que las funciones involucradas son
contractivas.

Para la implicacién inversa, supongamos que 7 es nuclear y por lo tanto existen @ y
Yy, como en la Definicién 2.68. Seae >0y F = {f1,..., fr} C A. Para cada f; € F existe
k; tal que

[k(en(fi)) —m(fi)ll <e

para todo k > k;. Entonces g vy ¥ con K := méax{ki,...,k,} verifican lo pedido. =~ [

Lema 2.78. Una C*-dlgebra es exacta si y solo si para todo conjunto finito F C A y
€ > 0, existe una C*-subdlgebra exacta B C A tal que para todo f € F existe b € B con
If =0l <e.

Demostracion. Si A es exacta la implicacién es inmediata tomando B = A. Para la im-
plicacién inversa, sea F' C A un subconjunto finito y € > 0. Elijamos entonces una C*-
subalgebra B tal que para todo f € F existe b € B con

|f—bl <e. (2.7.1)

Como B es exacta, existe una representacion fiel 7 : B — B(H) que es nuclear. Por la
caracterizacién dada en el Lema 2.77, existen ¢ : B — Mi(C) y ¢ : My(C) — B(H)
tales que ||v(p(f)) — 7(f)]] < €/3 para todo f € F. Por el Teorema de extensién de
Arveson (ver [7, Theorem 1.6.1]), existe ® : A — Mj(C) una transformacién contractiva y
completamente positiva que extiende a ¢. Para f € F, elijamos b € B que verifique 2.7.1
y calculemos

[0(@(f)) = (NI < [o(@(f = ) + [1o(S(f)) = 7O + 7 (b = f)I <e,

donde en la ltima desigualdad se utilizé que las funciones involucradas son contractivas.
O
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Demostracion de la Proposicion 2.76. Sea A una C*-algebra, A := (Jpcy Ax con Ay C*-
algebras exactas y Ay C Akr1. Entonces para cada conjunto finito FF C A y cada € > 0
existe una subdlgebra A; que verifica las hipétesis del Lema 2.78, lo que completa la
demostracién. O
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3 Aproximaciones métricas cuando el grupo
actuante es amenable

El propésito de este capitulo es demostrar el Teorema 1.11 de la introducciéon. Recorde-
mos su enunciado. La definicién de producto corona irrestricto se encuentra en la seccion
2.6.

Teorema 1.11. Sea H un grupo amenable, sea G un grupo y GUH el producto corona
irrestricto de G con H.

1. Si G es débilmente sdfico, entonces GUH es débilmente sdfico.
2. Si G es sdfico, entonces GUH es sdfico.

3. 5i G es linealmente sdofico, entonces GQ H es linealmente sdfico.
4. Si G es hiperlineal, entonces GUH es hiperlineal.

Los resultados de este capitulo se encuentran también en [9].

3.1. Aproximaciones de productos corona irrestrictos usando el
producto corona permutacional

Dado un grupo métrico K con una métrica bi-invariante d para la cual diam(K) <1y
un conjunto finito B, consideremos el producto corona permutacional K1 Sym(B) definido
en 2.58. A lo largo de este capitulo, en algunas ocasiones denotaremos con un punto * -
” la accién de permutacién de Sym(B) en @p K. Ademas, se tiene la siguiente métrica
bi-invariante y de didmetro igual a 1 (ver [32, Proposition 2.9] o [36, §5]).

Definicién 3.1. Dado un grupo A con una métrica bi-invariante d para la cual diam(A) <
1 y un conjunto finito B, dotamos a Al Sym(B) de la siguiente métrica bi-invariante

1
d(((zp)beB>T), (Ws)beBs P)) = dHamm (T, p) + Bl > d@ o) Ypv)) (3.1.1)
beB
p(b)=T(b)

es bi-invariante en Alg Sym(B) y diam(A g Sym(B)) = 1.

La siguiente Proposicion técnica es uno de los ingredientes principales para demostrar
el Teorema 1.11.

Proposiciéon 3.2. Sea C una clase de grupos métricos. Sea H un grupo amenable y sea G
un grupo con la propiedad de que para cada € > 0 y para cada conjunto finito FH a C
H

[15 G, existe un grupo (K,d) € C de didmetro acotado superiormente por 1 y una funcion
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3 Aproximaciones métricas con actuante amenable

o : [IgG — K con p(1) = 1 que es (FHH(;,6’,d)—multiplicativa y (FHHG,E’,d)-libre
para cierta funcion p(e'), independiente de K.

Entonces, dado € > 0 y un conjunto finito F C G0 H, existe un conjunto finito B C H,
un grupo (K,d) € C y una funcién ® : GQH — Kz Sym(B) que es (F, e, d)-multiplicativa
y (F,e,d)-libre para la funcién p(e) := min(1 — £/3, p(¢/3)).

Observacion 3.3. 1. Debido a que la definicién de ser (F, e, d)-libre no explicita la fun-
cién p que utiliza, para que la Proposicion sea valida es necesario pedir que p sea
elegida para cada clase C.

2. La hipétesis sobre G en la Proposicién 3.2 se satisface si G es C-aproximable, para C
cualquiera de las familias dadas en 2.54, (ver §3.3.4 para una discusién sobre el caso
hiperlineal).

3. La hipotesis mas natural sobre GG habria sido que [[; G es C-aproximable. Sin em-
bargo, con esta condicién, dada la funcién de peso § para [[y G, la demostracion
solo produciria algo como una funciéon de peso para GU H que depende de By €y

esto no es suficiente para concluir la (F, ¢, d)-inyectividad para G H.

4. La obstruccion que se acaba de mencionar da una idea parcial de por qué nuestra
demostraciéon no puede adaptarse para mostrar, por ejemplo, que la clase de grupos
MF, (o sea, grupos que son C-aproximables cuando C es la clase de matrices unitarias
dotadas de la norma de operadores, ver [12, Definition 2.7] y [77, §4]) es estable
tomando extensiones con cocientes amenables.

Demostracion de la Proposicion 3.2. Llamemos proj 1,67 projy a las funciones proyec-
cibnes de GU H a [[5 Gy H, respectivamente. Sea F' C G 0 H un subconjunto finito y sea
e > 0. Definamos Fy := FU{1} U F~! y sea Fyy := projy(Fp). Dado que H es amenable,
existe un subconjunto finito B C H tal que

|hB A B

B] <¢/6, paratodo h € F} := Fg.Fy (3.1.2)

(ver 2.21). Sea o : H — Sym/(B) definido como

hb si hb e B
o(h)b:= ) ) o (3.1.3)
Yr(hb)  sino, donde v : hB\ B — B\ hB es una biyeccién fija.

Es facil ver que o es (Fp,e/3, duamm)-multiplicativa y (Fi, /3, digamm )-libre para la fun-
cion p'(e/3) =1—¢/3.

Sea 0 la accion por traslacién de H en [[; G. En lo que sigue serd 1til tener en cuenta
que, dado que 6 es una accion, 0,0y = 0y, para todos los h,h' € H.

Por la hipétesis del grupo [ G, dado el conjunto finito

FI1, 6= .U Oy (), (3.1.4)
:EEprOJHH G(Fo)
beB

existe un grupo (K,d) € C de diam(K) < 1 y una funcién ¢ : [[y G — K con (1) =
1, tal que es (FH o> €/3, d)-multiplicativa y (FH c»€/3,d)-libre para una funcién p
H H
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3.1 Aproximaciones de productos corona irrestrictos usando el producto corona permutacional

independiente de K. Definamos

®:GNH — K g Sym(B)
(@, h) = ((POp-1(x))ve B, o (h)) .

Afirmacién: ® es (Fp,e,d)-multiplicativa y (Fp, e, d)-libre para la funcién p(e) =

min(1l — /3, p(e/3)). )
Primero probaremos que ® es (Fp,e,d)-multiplicativa. Con ese fin, tomemos
(x,h),(2',h') € Fy. Por un lado

@ (2, h)(a', 1)) = ® (20(2"), hA) = (@ O+ (2)0-11 (")) )y s - o (1))
y por otro lado

O(a, h)D(z, 1)

((@ (Op-1(2)))pep 7U(h)> ( (¢ (0y-1(2")) e 7U(h/))
(0 6+ (Bl )), 00t ).

beB’

Luego

Cz(q)((.f, h)(z', 1)), ®(x, h)® (2, h/)) = dgamm (o (hh'), o(h)o(h'))+
S d (60 (9(a(hh/)b)—1($)9(a(h)a(hf)b)—1h(ﬂf')) N (9(a(hh/)b)—1($)) p (e(a(h/)b)—l(ﬂﬁ')))

beB | Bl
o(hh b=
=o(h)o(h')b

(3.1.5)

Como o es (Fp,e/3, dgamm)-multiplicativa, se sigue que dpgamm(co(hh'),o(h)o(h')) < /3.
Solo queda por acotar la sumatoria en (3.1.5). Con ese fin, dividiremos el conjunto B en
dos subconjuntos disjuntos, uno en el que podemos controlar la suma porque todos sus
sumandos son pequeios, y otro en el que podemos controlar la suma porque el subconjunto
en si es pequeno y diam(K) < 1.

Por un lado, si ha(h')b € B entonces por la definicién de o dada en (3.1.3), tenemos
que o(h)a(h')b = ha(h')b, y entonces (o(h)o(h')b)~th = (o(h')b) . Dado que, por (3.1.4),
(o (b)) 1 (%), O () -1 (27) € FHH & concluimos que para todo b € o(h/) "1 (BN h™'B)

d (@(e(o(hh’)b)*l ()0 (o (hyo (b)) -1 (2)), (9(a(hh’)b)*1 (x)) (0o (nyp)—1 (96/))) <e/3.
(3.1.6)
Por otro lado, si b € o(h/)~1(B\h~!B), este subconjunto es pequeiio porque por (3.1.2)
tenemos que

lo(W)y"Y(B\h'B)|=|B\h'B| < %|B|. (3.1.7)

Particionando el conjunto B en los subconjuntos disjuntos o(h')~Y(B N h™1B)
y o(h)"Y(B \ h™'B) y reemplazando (3.1.6) y (3.1.7) en (3.1.5) tenemos que

d(®((z, h) (', 1)), ®(w, h)® (2, h')) < 5/6¢.

Demostremos ahora que ® es (Fp, ¢, d)-libre para la funcién p. Si h € Fy \ {1} entonces

d(®(z, 1), 1) > dygamm(o(h), 1) > 1 — /3 > j(e).
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3 Aproximaciones métricas con actuante amenable

Nos queda mostrar que ¢ es (Fg,e,d)—libre para la funcién p en el caso en que
(x,1) € Fyo \ {1}. Dado que = # 1, O-1(z) € e \ {1}. Por eso d(®(z,1),1) =
H

ﬁ vep d(9Oy-1(2),1) > p(e/3) = p(e). B

Observacion 3.4. En la demostracién, nunca usamos que 6 es el shift de H en [[y G. De
hecho, la misma afirmacién y prueba son verdaderas si reemplazamos [[; G por un grupo,
llamémosle E, y reemplazamos GG H por un producto semidirecto E xg H. Como se dis-
cutié en la introduccion, el Teorema de Kaloujnine-Krasner implica que ambos enunciados
son equivalentes. En la Seccién 3.4, explicamos por qué incluso una versién més fuerte
del Teorema de Kaloujnine-Krasner no parece poder adaptarse para probar una version
mas fuerte del Corolario 1.12 donde la hipdtesis de que N es un subgrupo normal de G
y G/N es un grupo amenable es reemplazada por la hipdtesis de que H es un subgrupo
co-amenable en G (ver la Definicién 2.27 y la discusién previa acerca de cémo definimos
co-amenabilidad en esta tesis). En esa seccién, probaremos una version més técnica de
la Proposicién 3.2 donde no es posible definir productos corona irrestrictos o productos
semidirectos.

3.2. Homomorfismos que controlan la métrica

En esta secciéon técnica, describiremos una serie de homomorfismos que utilizaremos
para deducir los casos séfico, linealmente sofico e hiperlineal del Teorema 1.11 a partir de
la construccion realizada en la Proposicion 3.2. De manera similar, los utilizaremos en las
demostraciones de los Teoremas 1.8 y 1.9 en el capitulo 5.

Homomorfismos controlados en el caso sofico

Una variante del siguiente Lema puede encontrarse en [32].

Lema 3.5. Sean A, B conjuntos finitos. La funcion

¥ : (Sym(A) g Sym(B),d) — (Sym(A x B), dgamm)
¥(a, B)(a,b) := (apw(a), B(D))

es un homomorfismo isométrico de grupos.

Demostracion. Para («, ), (o, ") € Sym(A) g Sym(B) y (a,b) € A x B, las siguientes
identidades muestran que ¢ es un homomorfismo:

e, B)o (e, B')(a,b) = v(a, B)(afypy(a), B(D)) = (s m)) (v (@), BB'(D));
(B o), B68")(a,b) = ((a(B - ) gpr(v) (@), BB(D)) = (vgpr () ar(iy (@), BB'())-
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3.2 Homomorfismos que controlan la métrica

1 es una isometria porque

dHamm(w(aaB)aw(O/aﬁ/)) = Mﬁw|{(a’ b) €EAXB: (aﬂ(b)(a)vﬁ(b)) 7& (a,/é”(b)(a)vﬁ/(b))ﬂ

:\é, 2 |ily\{aex4!(aﬁ(b)(a)aﬂ(b)ﬁé(a%’(b)(a)’ﬂ,(b))}’
{beB:B(b)#5' (b)}

1 1
+ 3] > WHG € A agy)la) # ajggy(a)}]
{oeB:A(b)=p5"(b)}
1 ~
= dHamm(ﬁy /8/) + ? Z dHamm(a,B(b)v alﬂ(b)) = d((av /8)7 (0/7 B/)) O

1] {beB:p(b)=p'(b)}

Homomorfismos controlados en el caso linealmente soéfico

Sea K un cuerpo. Tomemos un conjunto finito B. Consideremos M, p,(K) e iden-
tifiquémoslo con Mg (M,(K)) “agregando paréntesis” para entender cada matriz de
M, g, (K) como una matriz de bloques en B x B cuyas entradas son matrices de n x n.
Con esta identificacién, dado A € Mp),,(K) y ¥',b € B, Ay ) € My(K) denota la entrada
del bloque de A en las coordenadas (¥, b). Definamos

Y+ Mp(K) 1 Sym(B) — Mg}, (K) (3.2.1)
0 si b # 7(b)

U, )y =
LA {UT(b) sib = 7(b).

Lema 3.6. ¢ es un homomorfismo de grupos entre GLy(K) 1g Sym(B) y GLppn(K) y
satisface que

%d (U, 1), U, 7)) < dw (¥(U,7), 90U, 7)) <d((U,7), (U, 7). (3.2.2)
Demostracion. Podemos pensar a la imagen de 1 como una matriz diagonal por blo-
ques de M, B‘n(K) cuyos bloques son matrices inversibles, compuesta con una matriz
de permutacién, por lo tanto la imagen de ¢ pertenece a GL p),(K) por ser compo-
sicion de matrices inversibles. Un céalculo de rutina de matrices muestra que es un
homomorfismo de grupos. Para acotar dy (¢(U, 1), (U’,7")), observemos primero que
YU, ) =y(U’, 7") € Mp|(My(K)) tiene a lo sumo dos entradas no nulas en cada columna
y en cada fila. Mas atin, las tinicas columnas con una entrada no nula estan en las columnas
b € B para la cual 7(b) = 7/(b) y las tinicas filas con una entrada no nula son las filas b € B
tales que 71 (b) = 7/~1(b). Con esto en mente, sea A1 la sub-matriz de (U, 7) —(U’, ')
obtenida después de eliminar las filas y columnas con exactamente dos entradas distintas
de cero y sea Ag la submatriz de (U, 1) — ¢ (U’,7’) obtenida después eliminar las filas y
columnas con exactamente una entrada distinta de cero. Luego

rank(A;) + L1raLnk(Ag),

A (WU 7)) = Blmrankww’ )= (U T)) = \Bl|n [Bln
(3.2.3)
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3 Aproximaciones métricas con actuante amenable

y
1 1 1 , 1 ,
‘B’nfank(Al) =B b%:g rank (Ur(b) - Uﬂb)) ~ 1B b%:B i (Ur(b)a U‘r(b)> '
7(b)=7"(b) 7(b)=7"(b)

(3.2.4)
Si entendemos Az como un bloque en M|pe B:r(p) 2 (b)) (Mn(K)), luego todas sus entradas
no nulas estan en GL,(K); cada columna b tiene exactamente dos entradas no nulas, las
cuales corresponden a las filas 7(b) y 7/(b) y cada fila b tiene exactamente dos entradas no
nulas, las cuales corresponden a las columnas 7~ (b)y 7/~ 1(b). Luego

%m{b € B :r(b) £ 7' (B)}| < rank(As) < n|{b e B:7(b) £ (b)), (3.2.5)

donde la primera desigualdad se sigue del simple hecho de que si una matriz A €
M, (K) tiene exactamente dos entradas distintas de cero en cada columna y en cada fila,
entonces rank(A) > r/2. Reemplazando (3.2.4) y (3.2.5) en (3.2.3) se deduce el resultado
buscado. O

Homomorfismos controlados en el caso hiperlineal

Sea K = R o C. Identifiquemos B(H) con M, (K) mediante la representacién matricial
en una base ortonormal {vy,...,v,}. Esta claro que la funcién 1 definida en (3.2.1) puede
verse como ¢ : B(H)1g Sym(B) — B(@pH) vy que ||[¢v(U,7)|3 = ﬁ S e |1Ubl13- Recorde-
mos que el didmetro del grupo unitario en la métrica de Hilbert-Schmidt es 2. Entonces la
métrica apropiada en U(H) 1p Sym(B) es la que se obtiene escalando el segundo sumando
en (3.1.1) por 1/2. Mantendremos la notacién d para esta métrica.

Lema 3.7. ¢ es un homomorfismo de grupos entre U(H)\gSym(B) yU (D g H) y satisface
que

d((U, 1), U, 7)) < dus (YU, 1), (U, 7)) < 2\/J((U,T), U, ™). (3.2.6)

Demostracion. Es obvio que 1 mapea U(H) g Sym(B) aU(@ g H). Ademas, por un lado

1 2 2
lo@.r) =@ = X ([, + [rel;) +
Bl = 2 2
T(b)#T(b)
1 2
B 2 ) = Ut
T(b)=7"(b)
1
= 2dgamm (7, 7') + @ bZ;; dus (UT(b), U;(b))2
T(b)if’(b)

< 4d(y(U, 1), (U, 7)),

y por el otro lado, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

32



3.3 Demostracion del Teorema 1.11

1 2

2 (7, 7) + T > dus (Uny Ul >
Bl ich
7(b)="'(b)

1
2dHamm (7, 7') + 3] > dus (UT(b)aUé(b)) >

beB
7(b)="'(b)
2
Odttamm (7, 7)2 + 2 L > dus (U‘r(b)vU’;(b)) z
2Bl 1%
7(b)="'(b)
d(w(U, ), p(U",7'))? -

3.3. Demostracion del Teorema 1.11

Con el fin de demostrar el Teorema 1.11, aplicaremos la Proposicion 3.2 a las clases
C de los Ejemplos 2.54 junto con los homomorfismos de grupo construidos en la seccion

anterior para llevar la estructura métrica de (K 1 Sym(B),d) con (K,d) € C a un grupo
de la clase C de manera controlada.

3.3.1. El caso débilmente séfico

Recordemos que queremos demostrar lo siguiente:

Sea H un grupo amenable, sea G un grupo y G H el producto corona irrestricto de
G con H.

1. Si G es débilmente soéfico, entonces G 2! H es débilmente séfico.

Demostracion del Teorema 1.11(1). Si G es débilmente séfico, entonces []; G es débil-
mente sofico por el item (11) de la Proposicion 2.56 y satisface la hipotesis de la Proposicién
3.2 cuando p es igual a la funciéon constante 1. Por lo tanto, dado € > 0 y un conjunto
finito I C G H existe un conjunto finito B C H, un grupo finito K con una métrica

bi-invariante d con diam(K) =1y una funcién ® : GR H — K1 Sym(B) que es (F,¢, d)-

multiplicativa y (F, e, d)-libre para p(e) = 1 —¢/3 > 2/3. Dado que K 15 Sym(B) es un
grupo finito esto concluye la demostracion. O

Observacion 3.8. La demostracién es constructiva en el sentido de que, a partir de una
aproximacion débilmente séfica dada de G, se puede construir explicitamente una apro-
ximacién débilmente séfica de [[; G y la demostracién proporciona una aproximacioén
débilmente sofica de G H. Este también es el caso en las instancias restantes del Teore-
ma 1.11.

3.3.2. El caso séfico

Recordemos que queremos demostrar lo siguiente:
Sea H un grupo amenable, sea G un grupo y G 2 H el producto corona irrestricto de G
con H.
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3 Aproximaciones métricas con actuante amenable

2 Si G es séfico, entonces G0 H es séfico.

Demostracion del Teorema 1.11(2). Si G es séfico, entonces [];; G es séfico por el item (11)
de la Proposicion 2.56 y satisface las hip6tesis de la Proposicion 3.2 con p(e') = 1—¢’. Asi,
dado € > 0 y un conjunto finito FF C G Q H, existe un conjunto finito B C H, un grupo
de permutaciones finito Sym(A) dotado con la distancia de Hamming normalizada y una
funcién ® : GUH — Sym(A) g Sym(B) que es (F,e,d)-multiplicativa y (F,e, d)-libre,
para p(e) =1—¢/3>1—¢.

El Lema 3.5 implica que ¢ o ® : GRH — Sym(A x B) es una aproximacion
(F, e, dgamm)-sofica de G H. d

3.3.3. El caso linealmente séfico

Recordemos que queremos demostrar lo siguiente:

Sea H un grupo amenable, sea G un grupo y G0 H el producto corona irrestricto de
G con H.

3 Si G es linealmente séfico, entonces G 2 H es linealmente sofico.

Demostracion del Teorema 1.11(3). Si G es linealmente séfico, entonces [ G es lineal-
mente séfico y satisface las hipotesis de la Proposicién 3.2 cuando p(e') = 1/4—¢'. El resto
de la demostracién sigue como en el caso sofico. O

3.3.4. El caso hiperlineal

Recordemos que queremos demostrar lo siguiente:

Sea H un grupo amenable, sea G un grupo y G H el producto corona irrestricto de
G con H.

4 Si G es hiperlineal, entonces GGl H es hiperlineal.

Observacion 3.9. Retomando la discusion en el comienzo de la seccién 2.5, recordemos la
definiciéon original dada por Radulescu en 2000: un grupo G es hyperlinear si se embebe en
U(R*). Radulescu mostré en [64] (ver también [59, Proposicién 7.1] para una demostracion
més simple) que esto es lo mismo que decir que el algebra de von Neumann de grupo
L(G) satisface el problema de embebimiento de Connes, es decir, que L(G) se embebe en
R“. Esto a su vez implica que el embebimiento de G en U(R“) puede tomarse como un
embebimiento ortogonal (de hecho, la demostracién del Teorema de Radulescu se reduce a
mostrar exactamente eso). Dado que los unitarios en R se pueden aproximar con matrices
unitarias de n X n para n suficientemente grande, se deduce que G es hiperlineal si y
solo si G se embebe ortogonalmente en un ultraproducto de matrices unitarias dotado
de la norma de Hilbert-Schmidt. Cuando G es numerable, la traduccién del lenguaje de
ultraproductos a una versién finitaria da como resultado la definiciéon de grupo hiperlineal
que dimos en el Ejemplo 2.54 (4), con la nocién de (F, e, dyg)-tracial definida en (4). Por
medio de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, esta claro que si € es (F,¢,dyg)-tracial es
equivalente a

V2 —e < ||¢(g) — 1]]2 < V2 +¢ paratodo g € F\ {1}. (3.3.1)
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3.4 El caso de subgrupos co-amenables

Estas dos desigualdades combinadas simplemente reflejan que ¢(g) puede tomarse como
“casi ortogonal” a 1 en la norma de Hilbert-Schmidt. Después de eliminar la segunda
desigualdad en (3.3.1), se obtiene que ¢ es (F, ¢, dyg)-libre para la funcién p(e) := v/2 — ¢
y esto es lo que escriben algunos articulos como parte de la definiciéon de grupo hiperlineal.
Ambas definiciones son equivalentes debido al Teorema de Radulescu, sin embargo, una
aproximacion hiperlineal (F, e, dpg)-tracial lleva més informacién que una que es solo es
(F, e, dys)-libre para la funcién p(e) = v/2 — e.

Una consecuencia de la Observacién anterior es que se podria utilizar la caracterizacion
de grupos hiperlineales en términos de ser (F, e, dyg)-libre para deducir el Teorema 1.11
(4) de la Proposiciéon 3.2 y el Lema 3.7 siguiendo la misma estrategia empleada en los
casos sOfico y linealmente séfico. Omitiremos este enfoque puesto que tiene la desventaja
que si uno comienza con una aproximacion hiperlineal de G' que es (F, ¢, dyg)-tracial, la
demostracién solo garantizaria una aproximacién hiperlineal de G0 H que es (F ¢, dyg)-
libre para la funcién p(e) = v/2 — . De todas formas, ajustes menores a la demostracién
de la Proposicion 3.2 son suficientes para proporcionar una aproximacién de GQ H que
sea (F,e,dpg)-tracial.

Demostracion del Teorema 1.11(4). Consideremos Fy, Fy, B, o'y FH ¢ como en la de-
H

mostraciéon de la Proposicién 3.2, pero en este caso tomamos £2/24 en (3.1.2) de modo que
o se convierta en una aproximacién (Fyr,e2/12)-s6fica de H. Dado que [[ G es hiperlineal
por el item (11) de la Proposicién 2.56, existe un espacio de Hilbert de dimensién finita H
y una funcion ¢ : [[5 G — U(H) con (1) = 1 que es (FH o+ €2/12, dys)-multiplicativa
H
y (FH o €2/12, dys)-tracial.
H

Teniendo en cuenta que la métrica en U(H) 1p Sym(B) es obtenida al multiplicar el
segundo sumando en la ecuacién (3.1.1) por 1/2, la misma demostracién de la Proposicién
3.2 muestra que la funcién ® : GRH — U(H) 1 Sym(B) es (Fy, /4, d)-multiplicativa.
Entonces, la segunda desigualdad en (3.2.6) implica que » o ® : GRH — U(PgH) es
(Fy, €, dys)-multiplicativa. Queda por mostrar que o ® es (Fp, , dps)-tracial. Observemos
que la traza de una matriz de bloques es igual a la suma de las trazas de sus entradas
diagonales de bloque, se tiene que tr(((Up)pen, 7)) = ﬁ > beBir(b)=b tr(Up). Por eso

(o b, h)| = —= | Y tr(ebyi(2))| < |113\ b€ B :o(h)b = b} = 1—duamm(0(h), 1).

’ ‘ beB:o(h)b=b

De ello se deduce que |tr(i o ®(z, h))| < €2/12 < ¢, siempre que h € Fy \ {1}. Por otro
lado, si (z,1) € Fy \ {1} entonces 6, ' (z) € FHHG \ {1}. Por lo tanto [tr(i o ®(x,1))| =
ﬁ IS e tr(vby-1(x))] < 2/12 < e. O

3.4. El caso de subgrupos co-amenables

La demostraciéon de Elek y Szabd en [20] que muestra que las extensiones de la for-
ma séfico-por-amenable son séficas se puede adaptar ficilmente para mostrar que si un
grupo G tiene un subgrupo séfico y co-amenable H, entonces G es séfico (para una defi-
nicién de co-amenable, ver la Definicién 2.25). Ademés, hay un Teorema aparentemente
menos conocido de Kaloujnine y Krasner [38], que establece que si H < G, entonces G
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3 Aproximaciones métricas con actuante amenable

se embebe en H 2 (G /core(H)), donde core(H) = (| gHg™! (ver también [65, Theorem
geG

2.3.1]). Enfatizamos que H no necesita ser normal en ninguna de estas afirmaciones. Des-
afortunadamente, no queda claro cémo usar este Teorema de Kaloujnine y Krasner para
mostrar el Teorema de Elek y Szabd para grupos co-amenables. Por ejemplo, es falso que
si H es co-amenable en G, entonces core(H ) es co-amenable en G, (que es lo mismo que
decir que el grupo G/core(H) es amenable) por lo que parece dificil tener algtin control
en H U (G/core(H)). Como ejemplo, Monod y Popa mostraron en [53] que para cualquier
grupo numerable @, el grupo H := ®,>0( es co-amenable en G' := Q1 Z, el producto
corona restringido de @) por Z. Dado que core(H) = {1}, tomando cualquier () no ame-
nable, se deduce que G/core(H) no es amenable. Ademads, en este ejemplo, el Teorema
de Kaloujnine y Krasner es el trivial enunciado G < H Q G, y en general se desconoce si
H 2 G es soéfico cuando @ (y por lo tanto H y G) son séficos.

A pesar de esta obstruccién, todavia podemos usar el trabajo que hemos realizado en
las secciones anteriores para mostrar de manera unificada que si H es co-amenable en G, y
H pertenece a uno de las cuatro clases C en los Ejemplos 2.54, entonces G esta en la misma
clase C que H. Logramos esto reemplazando cada vez que usamos la Proposicion 3.2 en la
Seccién 3.3 con la siguiente Proposicion (ver la Observacién 3.3 para una explicacién de
varios hechos técnicos del enunciado).

Proposicién 3.10. Sea G un grupo y sea H un subgrupo con la propiedad de que para
cada ' > 0 y para cada subconjunto finito Fy, existe un grupo (K,d) € C de didmetro
acotado superiormente por 1 y una funcién ¢ : H — K con p(1) = 1 que es (Fy,&',d)-
multiplicativa y (Fp, €', d)-libre para cierta funcion p independiente de K. Ademds, supon-
gamos que H es co-amenable en G, es decir, supongamos que la accion reqular izquierda
de G en las coclases a izquierda G/H es amenable.

Entonces dado € > 0 y un conjunto finito F' C G, existe un conjunto finito B C G,

un grupo (K, d) € C y una funcién ® : G — K1p Sym(B) que es (F\e, d)-multiplicativa y

(F,e,d)-libre, para la funcion p(e) := (1 —¢e/3)p(e/3).

Demostracion. Sea F' C G un subconjunto finito y sea ¢ > 0. Dado que la accién de G
sobre G/H definida por g.xH := gxH es amenable, por la Proposicién 2.26, existe un
conjunto de Fglner para (F,¢), es decir, existe un conjunto finito B C G/H tal que

|f.B A\ B|
| Bl
Sea o : G — Sym(B) definida como
(0)b g.b sigbeB
o = - .
g v¢(g.b)  sino, donde v, : gB\ B — B\ gB es una biyeccion fija.

< /4, paratodo f € FUF LU (F1)2 (3.4.1)

Afirmacién 3.11. o es (F,e/4, dgamm)-multiplicativa.

Demostracion de la Afirmacion. Sean f1, fo € F. Definamos B
S:={beB: frbe Btn{be B: fif2.b € B}. Notar que si b € S, entonces o(f1f2)b =
o(f1)o(f2)b. Més atn,

|B|>|{be B: fa.be Bfu{be B: fif2.b € B}|
>HbeB: fobe B} +|{beB: fifobeB}|—|[{beB: fpr.be Byn{be B: fif2.b € B}
> 2(1-¢/8)|B| - 18],
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3.4 El caso de subgrupos co-amenables

|B\S|
|B|
es valida cuando f = fy 1f1_1 y que (3.4.1) implica que para todo f € F~1 U (F~1)2,
|fBNB| > (1-¢/8)|B|). Luego

Aitamm (0 (f1)o (f2), o (f12)) = |B|\{ Bio(fifa)b # o(fi)o(f2)b}]

y por lo tanto

< ¢/4, (en la tercera desigualdad usamos que, por construccién, (3.4.1)

2’;‘{56530(]01]02)5?5 o(fi)o(f2) }‘4-‘3"{5 \S3U(f1f2)5750(f1)0(f2)5}‘

B\ S|
<0+ —— <¢/4 O
B

Sea 7 : G — G/H la proyeccién al cociente y sea 7 : G/H — G una seccién de la misma.
Llamemos B := 7(B). Sea Fy := (B~1FB) N H. Por hipétesis, existe un grupo (K, d) € C
de didmetro acotado superiormente por 1 y una funcién ¢ : H — K con (1) = 1 que es
(Fp,e/3,d)-multiplicativa y (Fp,e/3,d)-libre para cierta funcién p, independiente de K.
Definamos

G — K g Sym(B) (3.4.2)
O(g) = ((w (b’lgﬂr(g’lb)))beB 770(9)W> :

® est4 bien definido ya que b= 1grm(g71b) € H y estd claro que ®(1) = 1. (La idea de
usar ¢ (b~'g77m(g7'b)) ya estd presente en [20]).
Afirmacién: ¢ es (F,e,d)-multiplicativa y (F,e,d)-libre para la funcién p(e) = (1 —

/3)p(c/3). ~
Probemos primero que ® es (F, ¢, d)-multiplicativa. Con el objetivo de acortar la can-
tidad de ecuaciones, llamemos v;(g) := ¢ (b"1grm(g71b)). Sea fi, fo € F. Entonces

B(f112) = (ol e o fm) = ( (0 (7 ern((f)70)), y rolfifo)m )

(f1)@(f2) = ((Vo(f1)pen - To(f)7) (Y6(f2))pep » To(f2)7)
— (0o (F2)) oy T ) o))

Sea By s, = {b € B : fita(b) € BYn{b € B : (fif2)"'.w(b) € B}. Observar
que si b € By, j,, entonces por la definicién de o se sigue que o(f; )r(b) = fit.m(b)
y, por la definicién de la accién regular a izquierda, se sigue que f;l.w(b) = m( fi ) y
(fif2)"t.w(b) = w((f1f2)~'b) € B. Con esto en mente, se sigue que para todo b € By,

Uro(i-ymny(F2) = @ ((ro(f)m ) forn(f5 L ro (71w (D))
= ((rn (7 0) ™ form(f 7 (7))
= o ((rr () form((f1f2)7'D) -

Como para todo b € By, f,, b firm(fib) y (rr(f;10)) "L farm((f1 f2)~1b) pertenecen a
Fy y como ¢ es (Fy,e/3,d)-multiplicativa, entonces

A (0 F1) 011 1my (f2): U0 F1£2)) < £/3, para todo b € By, j,.

beB
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3 Aproximaciones métricas con actuante amenable

Asi, particionando B con los subconjuntos (7o (f1f2)7) 1By, 1, vy B\ (to(fi1f2)7) ' By, s,
tenemos que

d(®(f1)®(f2), ®(f1f2)) = ditamm (To(f1)o(f2)m, To(f1 f2))+

1
@ Z d (wTU(fle)ﬂ'(b)(fl)wq—g(ffl)g(flh)ﬂ(b)(fQ)vwTU(flfg)ﬂ'(b)(fle))
beB
ro(fy (B =ro(F)o(f2)m(0)

< drtamn(ro (F)o (o) 70 (FL ) + 1 S d (0000t (o) (i)

| ’ bEBy 1y

L 1B\ (ro(fif2)m) ' Bp,p|
|B|

Como 7 es una biyeccién entre B y B con inversa 7, se sigue que

ditamm (T (f1)o(f2)m, 7o (fifo)7) = dnamm (o (f1)o(f2), 0 (f1f2)) < e/4.

Si llamamos S := {b€ B: f{'.b € B}n{be B : (fifs)"".b € B}, entonces |Bfy 4, | = 15|
y la primera parte de la demostracion de la Afirmacién 3.11 muestra que

B\ (ro(fif)m) " Bropl _ 1B\ Brpl _ [BAS| )
| Bl | Bl Bl

Asi,
A(B(f)D(f2), D(fifa)) <e/d+e/3+c/d<e

Para demostrar que ® es (F, e, d)-libre para la funcién p(e) = (1—¢/3)p(e/3), tomemos
f € F\ {1} y definamos By := {b € B : o(f)n(b) = f.n(b) = n(fb)}. Se sigue que
Byl = |{b € B: fbe B} = |f*.BnDB| > (1—¢/8)|B|. Observar que si b € By y
7o (f)m(b) = b entonces 7m(f~'b) = b. Ademés, observar que para todo b € B tal que
b=lfb € H, vale que d(o(b~1fb),1) > p(¢/3). Més atin, como diam(K) < 1 tenemos que
p(e) < 1 para todo . Con todo esto en mente, procedemos a acotar d(®(f),1).

d(®(f),1) = dtamm(To(f)m, 1) + . > dle frr(f '), 1)
1Bl o
ro(f)m(b)=b

> b B ina(Dr®) # 0l + o X (e ).
beB
TU(f)W(J;?)=b
> b e By ro(fr®) 201+ 20 € By s o)) =)

o | p(e/3)
= (gl e By rotm) £ b+ O

_ p(leB/? 1—@6/3) {b € By : ro(f)m(b) # b}

> ||Bf|’p(5/3) > (1—¢/8)p(e/3) > (1 —¢/3)p(e/3). -

(IBs[ = [{b € By : 7a(f)m(b) # b}|)

|By| +
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4 Productos verbales

4.1. Definiciones y ejemplos.

En esta seccién recopilamos varias propiedades de subgrupos verbales y productos ver-
bales de dos grupos. Algunos de los resultados presentados se pueden encontrar dispersos,
al menos implicitamente, en [25], [20], [54], [55], [58], y sus referencias. Dado que algunos
de ellos son algo dificiles de rastrear y otros pueden estar oscurecidos por la falta de ter-
minologia moderna, presentamos en esta tesis demostraciones modernas y detalladas, que
también se encuentran en [3, Section 2].

Convencién 4.1. En esta tesis adoptaremos la convencion |a,b] := aba='b~1.

Sea F, el grupo libre en una cantidad numerable de letras {z;};cn. Llamaremos a sus
elementos palabras. Si w € Fy, la longitud de w se indicard con ¢(w). Una palabra en
n-letras es un elemento de F,, que requiere como maximo n letras distintas para ser escrita
en forma reducida (es decir, sin que sea posible hacer simplificaciones). Una palabra en n
letras se notara como w(x;,,...,%;,) 0 como w(x) con X = (x;,,...,%;,) € FL.

Dado un grupo G, una palabra en n letras w(x) y un elemento g = (¢g1,...,9n) en G,
la evaluacién de w en g es el elemento w(g) := w(gi,...,gn) € G. La evaluaciéon de w por
los elementos de G es el conjunto w(G) = {w(g) : g € G"}.

Comenzaremos con la definicién de subgrupo verbal, considerada en primer lugar por
B. H. Neumann en [57, § 5].

Definicion 4.2. Sea G un grupo. Sea W C Fy un conjunto de palabras. El subgrupo
verbal W(G) se define como el subgrupo de G generado por la evaluacion de todos los
elementos de W por los elementos de G.

Observemos que Sgy, el grupo de permutaciones finitas de {z;};cn, actiia sobre Fio
y si 0 € Sqpn, entonces o.w(G) = w(G) para todos w € Fy. Esto implica que para el
estudio de subgrupos verbales, se puede suponer que una palabra en n letras tiene la
forma w(x) = w(x1,...,x,).

Lema 4.3. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Sea w € Fy una palabra
en n letras y sea g € G". Luego p(w(g)) = w(p(g)). Por lo tanto, si W C Fy es un
conjunto de palabras, entonces p(W(G)) C W(H). Ademds, si ¢ es sobreyectiva, entonces
p(W(G)) = W(H).

Demostracion. Esto se debe simplemente a que ¢ es un homomorfismo de grupos. O
Recordemos que si H es un subgrupo de un grupo G, se dice que H es completamente

invariante en G si para cada endomorfismo ¢ : G — G, ¢(H) C H. Enunciaremos ahora
un corolario facil del Lema 4.3 que se utilizard a menudo en el resto de esta seccién.
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Corolario 4.4. Sea G un grupo. Sea W C F,, un conjunto de palabras. El subgrupo verbal
W(G) es completamente invariante en G. En particular, W (G) es normal en G.

Definicién 4.5. [78, pg. 6] Un conjunto de palabras W C F, se llama cerrado si es un
subgrupo completamente invariante de Fio. La clausura verbal de W es el subgrupo cerrado
mas pequenio de Foo que contiene W. Se lo denotard C(W).

Para la demostracién del siguiente Lema, consultar por ejemplo, [58, pag 12].

Lema 4.6. Sea G un grupo. Sea W C Fu, un conjunto de palabras. Entonces C(W)(G) =
W(G). En particular, cada elemento de W (G) puede considerarse como la evaluacion de
una sola palabra w € C(W) de longitud n en un elemento g de G™, para algin n € N.

Sean A y B grupos, sea A x B el producto libre entre ellos y consideremos los homo-
morfismos naturales m4 : A* B — Ay ng : Ax B — B. Por abuso de notacion, los
homomorfismos (74)" : (AxB)" — A" y (mp)" : (A% B)" — A™ también se indicardn
CON T4 Y TR.

Definicién 4.7. Sean A y B grupos. [A, B] es el subgrupo de Ax B generado por elementos
de la forma [a,b] cona € A yb € B.

Lema 4.8. Sean A y B grupos. Sea W = {w} C Fy,, con w una palabra en n letras y sea
w(g) € W(Ax B) su evaluacion en g € (Ax B)"™. Entonces, existe w € W(A=* B) N [A, B]
tal que

w(g) =w(ra(g)) w(rp(g))u

y esta descomposicion es unica. Mds precisamente, si w(g) = abe, con a € A, b € B y
c € [A, B]; se tiene que a = w (m4(g)), b=w (7p(g9)) y c = u.

Demostracion. Procedemos por induccién en la longitud de w. Si £(w) = 1, entonces se
puede suponer que w tiene la forma w(x;) = x1 o w(xy) = xl_l. En el primer caso, el
enunciado del Lema es equivalente a mostrar que cualquier elemento aiboasby . ..bg_1ax €
AxBcona; € A, by € B, b; # 1y a; # 1 (excepto quizds para el primer y el ultimo
elemento), se puede escribir como ajag . ..agbaby . ..bx_1u con u € [A, B]. Esto se cumple
usando repetidamente la identidad ba = ab[b~!,a~!]. El caso de la palabra w(z1) = :):1_1
se sigue del caso w(z1) = z1 mediante un simple célculo.

Supongamos que el Lema es valido para todas las palabras de longitud menor que k y
consideremos w(z1, ..., o,) = z;! ... 2;" con {(w) =k > 2y s, # 0. Escribamos w = wywz

con wy = xfll . gSrsien(sr) y we = x; g ) tienen longitudes k — 1 y 1 respectivamente.

. i

Por hip6tesis inductiva, existen u’, u’ 2 € W (A« B) N [A, B] tales que

g)wa(g)

(g)wa(

1(ma(g))wi(mp(

= wi(ma(g))wa(ma(

1(ma(g))wa(ma(

(ra(g)) w (v5(g)
donde u es igual a

-1

o [(wn (ma(g)w) " wa(malg) [(u’ (w1 (ms(g)w) ™" wa(ma(g) ') wa(ms(e)) ™
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Teniendo en cuenta que [A, B] es normal en A * B, se sigue que u € [A, B]. M4s atn, como
u=w(mp(g))  w(ra(g)) t w(g), tenemos que u € W(Ax B)N[A, B]. La unicidad de la
descomposicién se sigue tomando proyecciones. O

Corolario 4.9. Sean A y B grupos. Sea W C Fy, un conjunto de palabras. St W(A) y
W (B) son ambos iguales al grupo trivial {1}, entonces W(A* B) C [A, B.

La siguiente Definicién explicita la construcciéon de producto verbal de sblo dos grupos
como caso particular de la Definicién 1.2.

Definicion 4.10. Sean A y B grupos. Sea W C F un conjunto de palabras. El producto
verbal entre A y B es el grupo

vp. AxB
A% B:=""5 A4 B)n (A, B]
Ademds, la proyeccion de [A, B] sobre A * B se notard [A, B]“.

Moran introdujo los productos verbales en [54]. Por definicién, A * B es igual a B * A.
Siq: Ax B — A % B es el homomorfismo cociente, entonces gla : A — A % By
qlp : B — A % B son inyectivos. Para simplificar, también denotaremos por A y B las
imagenes de A y B dentro de A ¥ B mediante el homomorfismo cociente q. Con esta
identificacién, queda claro que el conjunto AU B C A ¥ B genera A % B.

Teorema 4.11. [25, Ch. 2, Theorem 1.2] Sean A y B grupos. Sea W C Fo un conjunto
de palabras. Entonces cada elemento y € A % B tiene una escritura unica de la forma

y = abu

cona€ A, be B yuecl[A B|Y. Mds ain siy € A% B,y =a'bu/, conad € A, b € By
u' € [A, B]Y, entonces yy' = aad’bb'a, con u € [A, B|.

Demostracién. Sea q : A* B — A % B el homomorfismo cociente. Existe g € A x B tal
que y = ¢(g). El Lema 4.8 aplicado a la palabra w = x; dice que g se puede escribir como
g=abucona€ A be Byuc€ [A B]. Entonces y = q(g9) = q(a)q(b)q(u) = abg(u), con
q(u) € [A, B]". La unicidad de la descomposicion se sigue tomando proyecciones.

El mismo procedimiento muestra que y' = ¢(¢') = ¢(a’b'v’). El Lema 4.8 implica que
yy' = a(99") = a(ralgg)mB(99')@) = q(aa’bb'i) = aa’bb'q(@) con q(a) € [A, B]*. O

__A%¥B _A¥B
Por el Teorema 4.11, es facil deducir que AN B ={1}yBnA = {1}, donde el

simbolo —4*B denota la clausura normal dentro de A % B.
Proposiciéon 4.12. Sean A y B grupos. Sea W C F, un conjunto de palabras. Luego
W(A % B)N[A,B]Y = {1}.

Demostracion. Sea q : Ax B — A % B el homomorfismo cociente. Por el Lema 4.3,
W(A % B) = W(q(A x B)) = q(W(A % B)). Por lo tanto si y € W(A % B) N [A, B]Y,
entonces y = ¢(g) con g € W(A* B) ey = q(g) con g € [A, B]. De esto se deduce que
g~ ! € ker(q) = W(A*xB)N[A,B] yasi,g € [A,B] y § € W(A x B). Concluimos que
y=1en W(A % B). O
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Lema 4.13. Sean A y B grupos. Sea W C F, un conjunto de palabras. Sea a € W (A) C
A% B. Entonces [a,B] =1 en A% B ya,[A,B]Y] =1 en A % B.

Demostracion. Por el Lema 4.6, basta con probar el Lema para a de la forma a = w(a)
donde w € C(W) es una palabra en n letras y a € A" con n € N. Para mostrar la
primera parte del Lema, sea b € B C A ¥ B. Luego [a,b] = w(a)bw(a)~'b~! € [A, B]V.
El corolario 4.4 implica que bw(a)™1b~! € W(A % B), y luego [a,b] € W (A % B). Asf
[a,b] € W(A % B)N[A, B]Y = {1} por la Proposicién 4.12.

Para mostrar la segunda parte del Lema, sea ¢ € [A, B]". El corolario 4.4, implica
que ca~tc™l € W(A ¥ B), luego [a,c] € W(A % B), y como aca™! € [A, B]*, luego
[a,c] € [A,B]*. Por lo tanto [a,c] € W(A % B) N [A,B]* = {1}, por la Proposicién
4.12. O

El siguiente resultado se puede encontrar en [54, Corollary 4.2.2]. Proporcionamos una
breve demostracion de ello.

Proposicién 4.14. Sean A y B grupos. Sea W C F un conjunto de palabras. La funcion
U:W(A) x W(B) - W(A % B)
definida por ¥(a,b) := ab es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. Por el Lema 4.13, ¥(a,b)¥(a/,b') = aba’'t = ad'[a’~1, bbb’ = aa'bl) =
U ((a,b)(a’,V)). Asi, ¥ es un homomorfismo de grupos. El Teorema 4.11 implica que ¥
es inyectiva. Para demostrar que es sobreyectiva, tomemos y € W(A % B). Entonces
y =q(g) con g € W(A x B). Por el Lema 4.6, g tiene la forma g = w(g) donde w € C(W)
es una palabra en n letras y g € (A x B)", para algin n € N. Por el Lema 4.8, w(g) =
w(ma(g))w(rp(g))u con u € W(Ax* B)N[A,B]. Por lo tanto

y = q(w(g)) = q(w(ma(g))w(rs(g))u) = ¢(w(ra(g)))q(w(rr(g))) =
U (w(ra(g)), w(rp(g)))- O

Lema 4.15. Sean A y B grupos. Sea W C F, un conjunto de palabms Sea M un subgrupo

normal de A y sea N un subgrupo normal de B. Denotemos por MN la clausura normal
del grupo generado por M y N dentro de AxB. Sea ¢ : AxB — A/M*B/N el homomorfismo
cociente. Luego

AxB
1. ker(¢p) = MN

2. ¢(W(Ax B)N[A, B]) = W(¢(A* B)) N [6(A), ¢(B)].

Demostracion. El punto (1) es bien conocido. En aras de la completitud de la tesis, in-

cluimos una demostracién aqui. Debido a que M, N C ker(¢), se sigue WA*B C ker(¢).
Entonces, es suficiente probar la inclusiéon inversa. Procedemos por inducciéon sobre el
ntimero de letras de una palabra reducida g € ker(¢) C A x B. Si g tiene como maximo
una letra, el resultado es inmediatamente verdadero. SupongamosAqéle cada palabra redu-

cida en ker(¢) con un maximo de n — 1 letras pertenece a MN . Sea g = g192-.-9n
una palabra reducida con n > 2 factores en A x B y supongamos que g € ker(¢). Si
#(g;) # 1 para cada 1 < i < n, entonces ¢(g) es una palabra reducida con n > 2 factores
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en A/M * B/N, contradiciendo que ¢(g) = 1. Entonces existe k tal que ¢(gx) = 1. Defina-

mos § ::A91 k-1 Y § = Ggk+1 - - - gn- Tenemos que ¢(g) = 1. Por hipétesis inductjvg,

g€ MN . Observar que dado que g estd en M o en N, entonces kg~ € MN

Escribiendo g = (§gxg~')§, se deduce que g pertenece a M N
Demostraremos ahora (2). Para una de las inclusiones basta con observar que

¢(W(AxB)N[A, B]) C o(W(A* B))N¢([A, B]) = W(p(Ax B)) N [p(A), ¢(B)];

donde la tultima igualdad es véalida debido al Corolario 4.4 y el hecho de que como ¢ es
sobreyectiva, entonces [¢(A), p(B)] = ¢([A, B]).

Para probar la inclusién inversa, sea y € W (p(A % B)) N [¢(A), ¢(B)]. Por un lado,
y € W(p(A*B)) = ¢(W(AxB)). Entonces, por el Lema 4.6, y tiene la forma y = ¢(w(g))
donde w € C(W) es una palabra en n letras y g € (A * B)", con n € N. Debido al Lema

48,y = ¢(w(g)) = d(w(na(g)))d(w(np(g)))d(u) con ¢(u) € (W (Ax* B)N[A B]) C
[p(A), p(B)] = [A/M, B/N]. Por otro lado y € [A/M, B/N]. Entonces, la afirmacién de
unicidad del Lema 4.8 aplicada a la palabra w = z; y al grupo 4/m x B/N, implica que

d(w(ma(g))) = ¢(w(rp(g))) = 1. Por lo tanto, y = ¢(u) € ¢(W (A x B)N[A, B]). d

Teorema 4.16. Sean A y B grupos. Sea W C F,, un conjunto de palabras. Sea M un
subgrupo normal de A y sea N un subgrupo normal de B. Luego

A*B/

TN BgA/MﬁB/N

A¥B
donde M N es la clausura normal del subgrupo generado por M y N dentro de A ¥ B.

Demostracion. Consideramos el siguiente diagrama

® es un homomorfismo bien definido porque

o(ker(q)) = 6(W (A B) 1 [A, B))
= W(B(A* B)) N [6(4), 6(B)
W (Yar= ) 0 [V ]
= ker(q). (4.1.1)

donde la segunda igualdad se debe al Lema 4.15 (2). Ademads, dado que ¢ y ¢ son sobre-
yectivos, ® es sobreyectiva.

ker(®) = (¢ (ker())) = a(¢™" (¢(ker(q)))) = q(ker(q) ker(¢))
= q(ker(¢)) = ¢(MN

A*B) WA*B7
donde la segunda igualdad se debe a la ecuacién (4.1.1), la pentiltima igualdad se debe al
Lema 4.15 (1) y la ultima igualdad se debe a que g es sobreyectiva. O

43



Corolario 4.17. Sean A y B grupos. Sea W C F,, un conjunto de palabras. Entonces
Ax B/W(A % B) es isomorfo a A/W(A) ¥ B/W(B) y por lo tanto se tiene la sucesion

exacta corta

1 W(A) xW(B)— A% B— A/W(A) g B/W(B) 1 (4.1.2)

Ademds, el subgrupo [A, B]” de A % B es isomorfo al subgrupo {A/W(A),B/W(B)}w de
A v B

W)W (B)

Demostracion. Por la Proposicion 4.14, W(A) x W (B) es isomorfo a W (A)W (B), donde
consideramos W (A)W (B) como un subgrupo de A % B a través del isomorfismo ¥, y esto

es igual a W(A % B). Dado que W (A % B) es un subgrupo verbal de A * B, es normal en
A % B. Por lo tanto, si en el Teorema 4.16 tomamos M = W(A) y N = W(B), obtenemos

que ker(®) = W (A % B) y luego A= B/W(A 4 B) = A/W(A) * B/W(B)'
Ademaés, el diagrama conmutativo en la demostracién del Teorema 4.16, muestra que
d ([A, B]*) = [A/W(A),B/W(B)} . Por la Proposicién 4.12 W (A % B) N [A, B]* = {1},

lo que implica que <I>\[ A,BJw €8 inyectivo. O

El siguiente resultado generaliza [70, Corolario 2.18], donde se hizo en el caso del
segundo producto nilpotente, pero por métodos diferentes.

Corolario 4.18. Sean A y B grupos. Sea W C F, un conjunto de palabras. SiW(A) = A,
entonces A x B es isomorfo a A x B.

Demostracion. Por el Corolario 4.17, [A, B]* = {1}. El resultado se sigue del Teorema
4.11. U

Terminamos esta secciéon con algunos ejemplos de subgrupos verbales y productos ver-
bales (ver, también, [54, § 5]).

Ejemplos 4.19 (de subgrupos verbales). Dado un grupo G, el subgrupo verbal dado por
(1) la palabra vacia es el elemento trivial de G;
(11) la palabra n; := [z2, z1] es el subgrupo conmutador de G;

(1) las palabras ny := [zg41,n5—1] con k € N> producen de forma recursiva la serie
central inferior de G}

(1v) las palabras
s1(z1,m2) := [21, 73]
sk(xl, .. ,(L’Qk) = [Skfl(l'l, . ,.’L‘gk_1), Sk71<$2k—1+1, .. ,1‘2k)]
producen de forma recursiva la serie derivada de G|

(v) la palabra :L"f produce los subgrupos de k-Burnside, es decir, los grupos generados
por las k-ésimas potencias de elementos de G.

Ejemplos 4.20 (de productos verbales). Las palabras en los ejemplos 4.19 construyen los
siguientes productos verbales.
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(1) SiW =0, A% B= AxB;
(11) si W = {n1}, con n; definido en 4.19(11), entonces A ¥ B = A ® B;

(111) si W = {ny}, con ny definido en 4.19(111), entonces A * B coincide con el producto

k-nilpotente de grupos A X B, estudiado primero por Golovin [2(];
(1v) si W = {sg}, con s como en 4.19(1v), entonces A * B se llama producto k-soluble;
(v) si W = {2k}, el producto se llama producto de k-Burnside.

Recordemos que dada una variedad U de grupos con leyes W C F,, el grupo libre
de rango n en la variedad U es el grupo F,/W(F,) (ver, por ejemplo, [58, Capitulo
1.4]). Observar que si W(A) = W(B) = 1 entonces por el Corolario 4.9 tenemos que
A% B=AxB/W(Ax* B).

Ejemplos 4.21. Presentamos varios productos verbales como grupos libres en variedades
de grupos.

(1) Si W = {n4}, con ny definido como en 4.19(111), entonces Z * Z es el grupo nilpotente
libre de clase k y rango 2;

(11) Si W = {si}, con s como en 4.19(1v), entonces Z * Z es el grupo soluble libre de
clase k y rango 2;

() si W = {zh} y 7 : Fo — Z/kZ % Z/k7Z el homomorfismo construido a partir de las
proyecciones canénicas de cada coordenada, entonces

ZJkZ % Z/KZ =
(ZIRE * BIRL) A 17, 5 2)k) =
A (n(r) = A () er(m) = ol W)

es el grupo libre de k-Burnside de rango 2, o sea B(2, k), donde en el tltimo isomor-
fismo es debido al tercer Teorema del isomorfismo y en la tltima igualdad se utilizé
que W(n(F3)) = n(W(Fy)) por el Lema 4.3.

4.2. Propiedades de permanencia del producto verbal de dos
grupos

Con las herramientas desarrolladas en la seccién anterior, probaremos los Teoremas
1.3, 1.4 y 1.5 de la introduccién. Antes de hacer esto, primero recordemos que en [25,
Theorem 6.11] Golovin demostré que el producto k-nilpotente de grupos nilpotentes es
nilpotente, mientras que en [55, Theorem 9.2, Theorem 10.2] Moran mostré los resultados
analogos para los productos solubles y Burnside. Estos resultados son corolarios directos
de la Proposicion 4.14. Resumimos los enunciados anteriores de forma méas precisa en la
siguiente Proposicion.

Proposicién 4.22. Sean A y B grupos. Sea W C F, un conjunto de palabras.
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1. Si A y B son grupos nilpotentes de clase m y n respectivamente y W = {ny} como
en el Ejemplo /.20(111), entonces A ¥ B es un grupo nilpotente de clase a lo sumo
max{k,m,n}.

2. Si A y B son grupos solubles de longitud derivada m yn respectivamente y W = {sy}
es como en el Ejemplo /.20(1v), entonces A ¥ B es un grupo soluble de longitud
derivada a lo sumo max{k,m,n}.

3. 8i A y B tienen exponentes m y n respectivamente y W = {a;’f} es como en el
Ejemplo /.20(v), entonces A % B tiene exponente mem(m,n, k).

Como se mencioné en la introduccién, en [70] Sasyk mostré que los productos 2-
nilpotentes de grupos conservan varias propiedades tedricas de grupos que son de interés
en la teoria de representaciones, la dindmica de acciones de grupo y algebras de operadores.
En [70, Proposition 3.1] fue considerada la sucesién exacta corta

1 —A/a4®B/BB —A%¥B—A®B—1 (4.2.1)

Esta sucesién incluso permitié calcular el orden de A % B. Sin embargo, esta sucesion
exacta se obtuvo en base a algunas caracteristicas tnicas del producto 2-nilpotente que
no estan presentes en otros productos verbales.

En aras de la claridad y para referencia futura, indicamos la siguiente variante mas
precisa de los Teoremas. 1.3 y 1.4.

Proposicién 4.23. Sean A y B grupos. Sea W C F, un conjunto de palabras como en
los ejemplos 4.20(111) y 4.20(1v) que definen los productos nilpotentes y solubles. Entonces
A % B tiene una de las siguientes propiedades:

(1) séfico;

(2) hiperlineal;

(3) débilmente sdfico;

(4) linealmente sdfico;

(5) amenable;

(6) propiedad de aproximacion de Haagerup;

(7) exacto (o boundary amenable, o que satisface la propiedad A de Yu);
sty solo si A y B tienen la misma propiedad.

Demostracién. Dado que A y B son subgrupos de A ¥ B y las propiedades de (1) a (7) son
heredadas por subgrupos, se deduce que si A * B satisface una de estas siete propiedades,
entonces tanto A como B también deben satisfacerla. Nos queda mostrar las implicaciones
inversas.

Con ese fin, consideramos la sucesion exacta corta

15 W(A) xW(B) —» A% B%A/W(A)lﬁB/W(B) 1.
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Observar que A/W( A)Y B/W( B) son nilpotentes cuando W = {ny} y son solubles

cuando W = {s}. Por lo tanto, por la Proposicion 4.22, A/W(A) o B/W(B) es nilpotente
cuando W = {n;} y soluble cudndo W = {s;}. De ello se deduce que en ambos casos,
A/W( A) % B/W( B) €8 un grupo amenable.

Para probar que los productos verbales de grupos C-aproximables son C-aproximables
cuando C es cualquiera de las clases de (1) a (4), recordemos que por la Proposicién 2.56,
las clases antes mencionadas se preservan tomando subgrupos y productos directos. Por
lo tanto, W(A) x W(B) es C-aproximable. Entonces, A ¥ B es una extensiéon de tipo
C-por-amenable y por el item (111) de la Proposicién 2.56, es C-aproximable (ver también
el Teorema 1.11 y el Corolario 1.12 de esta tesis).

Para probar (5), recordar que W (A) x W (B) es amenable ya que es un producto de
subgrupos de grupos amenables. Por lo tanto, por la Proposicién 2.23 A % B es amenable
porque es una extensién de grupos amenables.

Para probar (6), recordemos que la propiedad de Haagerup se preserva tomando sub-
grupos y productos directos finitos, por lo tanto el grupo W (A) x W (B) tiene la propiedad
de Haagerup. Entonces A * B es una extensién de Haagerup-por-amenable y, por lo tanto,
es Haagerup por la Proposiciéon 2.40.

Para probar (7), recordar que los grupos amenables son exactos (ver la Observacion
2.74), y que las extensiones de grupos exactos son exactas por la Proposicién 2.75. O

Observacion 4.24. En [70], Sasyk demostré que el producto 2-nilpotente de grupos satis-
face los items (5), (6) y (7) de la Proposicién 4.23. Sin embargo, dado que no se sabe si
las extensiones de la forma abeliano-por-séfico son séficas, la sucesién exacta corta (4.2.1)
no puede usarse para mostrar que el producto 2-nilpotente de grupos satisface (1). Abor-
dar este tema fue una de las primeras motivaciones que dieron lugar a la investigacion
presentada en esta tesis.

Proposicién 4.25. Sean A y B grupos. Sea W = {ny} donde ny, es como en el Ejemplo
4.20(111). Entonces A % B tiene propiedad (T) de Kazhdan si y solo si A y B la tienen.

Demostracion. Por la discusion subsiguiente al Teorema 4.11, (o por el Teorema 4.16),
tenemos que (AZZB)/EA*B = Ay (Aq’ﬁB)/ZA*B = B. Dado que la propiedad (T) es heredada
por cocientes por la Proposicién 2.30, se sigue que si A * B tiene propiedad (T), entonces
Ay B tienen propiedad (T).

Para la implicacién inversa, supongamos que A y B tienen propiedad (T). Entonces
los cocientes A/W( A)Y B/W( B) tienen propiedad (T). Ademads, son k-nilpotentes, por
lo que son amenables. También asumimos que los grupos son discretos, por lo que deben
ser finitos por la Proposicién 2.32. Como el producto k-nilpotente de dos grupos finitos es
un grupo finito (ver [25, Theorem, § 6]), entonces A/W(A) % B/W(B) es finito. Por otro

lado, dado que W(A) es un subgrupo normal de A y A/W( A) ©s finito, W (A) tiene indice

finito en A, y por lo tanto tiene propiedad (T) por el Corolario 2.31. Lo mismo ocurre
con W(B). De ello se deduce que W (A) x W(B) tiene propiedad (T). Entonces, ambos
extremos de (4.1.2) tienen propiedad (T) y por el item (117) de la Proposicién 2.30, A * B
tiene propiedad (T). O

A continuaciéon veremos que, a diferencia de los productos nilpotentes, los productos
solubles no conservan la propiedad (T). La razén detrds de esto es que, en general, los
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productos solubles de grupos finitos no son necesariamente finitos. Este tltimo hecho ya
ha sido advertido por Moran en [55, Theorem 9.4 y Corollary 9.4.1]. Proporcionamos una
descripcién un poco mas precisa en la siguiente Proposicion.

Proposicién 4.26. Sean A y B grupos abelianos. Sea W = {sy}, con s como en el
Ejemplo /.20 (1v) y k > 2. Entonces [A, B] C A % B es el grupo soluble libre de longitud
derivada k — 1 en el conjunto {[a,b] : a € A\ {1},b€ B\ {1}}.

Demostracién. Si Ay B son grupos, entonces [A, B] es un subgrupo libre de A * B en los
generadores {[a,b] : a € A\ {1},b € B\ {1}}. Ademés, es normal en Ax B, ysi Ay B
son abelianos, entonces [A* B, Ax B] = [A, B]. (Para una prueba de este hecho elemental,
ver, por ejemplo, [71, Section 1.3, Proposition 4]).

Entonces, si A y B son abelianos, se deduce por induccién que para cada k > 2,
sp(A * B) = sp_1([A,B]) C [A,B]. Por lo tanto, por Definicién 4.10, A * B =
(A * B)/

s
a [A, B]/sx—1([A, B]). Dado que [A, B] es un grupo libre, este es, por antonomasia, el grupo
soluble libre de longitud derivada k—1 en el conjunto {[a,b] : a € A\{1},b € B\{1}}. O

r_1([A, B)) Por lo tanto [A, B]*, la proyeccién de [A, B] sobre A * B, es isomorfa

Corolario 4.27. Sea W = {sy}, con sx como en el Ejemplo /.20 (1v) y k > 2. Entonces
Linz, % Z/nz, es un grupo soluble infinito para todo m mayor o igual que 2. En particular,
la propiedad (T) de Kazhdan no se conserva tomando productos solubles de grupos.

Dado que la suma directa y el producto libre de dos grupos ordenables es un grupo
ordenable (ver, por ejemplo, [15], [18]), es natural preguntarse si lo mismo sigue siendo
cierto para otros productos verbales. Los siguientes ejemplos muestran que este no es el
caso.

Ejemplo 4.28. Sea G = w1 (botella de Klein) & (a,b : aba~'b = 1). Es facil demostrar que
se trata de un grupo ordenable a izquierda, pero no bi-ordenable, (ver, por ejemplo, [15,
Example 1.9] o [18, §1.3.4]). Su abelianizacién es Hj(botella de Klein) = Z x %. Por lo
tanto, el grupo G % G no se puede ordenar a la izquierda, ya que, segiin la sucesion exacta
(4.2.1), contiene un subgrupo isomorfo a (Z X %) Xz (Z X %), por lo que tiene torsién.

Los grupos nilpotentes libres de torsién son bi-ordenables (ver, por ejemplo, [18, §
1.2.1]). Uno podria preguntarse si los productos nilpotentes de grupos nilpotentes libres
de torsién son bi-ordenables. A la luz de la Proposicién 4.22 (1), esto equivale a preguntar
si los productos nilpotentes de grupos nilpotentes libres de torsién son grupos libres de

torsién. La respuesta es no. El siguiente ejemplo estd tomado de [18, § 1.2.2].
1 2a c

Ejemplo 4.29. Sea G = 0 1 2b| : a,b,c € Z ;. Este es un grupo nilpotente de
0 0 1

clase 2 libre de torsién.

1 0 4c
Su subgrupo conmutador es [G, G| = 0 1 0 | : c€Z; ysu abelianizacion
0 0 1

es isomorfa a Z? x é, por lo tanto tiene torsién. Asi, por la sucesién exacta corta (4.2.1),
el grupo 2-nilpotente G % G contiene un subgrupo isomorfo a <22 X é) Rz, (22 X é), y

en conclusién tiene torsion. Se puede probar que para cualquier & > 2, el grupo G el
tiene torsion.
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Queda una pregunta: ;Es cierto que los productos solubles de grupos solubles sin torsién
son bi-ordenables? Quizés, a la luz de la Proposicién 4.26, los productos solubles de grupos
abelianos sin torsién son bi-ordenables.

Observacion 4.30 (e idea de la Demostracion 1.5). Se podria intentar realizar un estudio
similar al realizado en esta seccion para los productos Burnside. La situacién en este
contexto es mucho més delicada. Adyan demostro6 en [1] que los grupos libres de Burnside
B(m,n) no son amenables siempre que m > 2 y n > 665 con n impar. Por lo tanto, usando
el ejemplo 4.21(111) cuando W = {2999}, tenemos que Z/665Z % Z/665Z = B(2665), por
lo que los productos de Burnside no preservan en general la amenabilidad. Sin embargo,
Burnside, Sanov y Hall demostraron que B(m,n) es finito cuando n = 2,3, 4, 6. Entonces,
para los productos k-Burnside con k£ = 2,3,4,6 se podrian obtener resultados como el
indicado anteriormente mediante las mismas técnicas empleadas en esta tesis. De hecho,
si Ay B son finitamente generados, entonces la Proposicién 4.22(3) implica que cuando
W = {a:’f}, el grupo A/W( A) ¥ B/W( B) finitamente generado y de exponente k,
por lo tanto es finito cuando k = 2,3,4,6. Entonces, exactamente las mismas pruebas
de la Proposicion 4.23 y la Proposicién 4.25 sirven para mostrar el Teorema 1.5 de la
introduccién.

4.3. Productos verbales de una cantidad arbitraria de grupos

El proposito de esta seccién es probar el Corolario 1.6 de la introduccién y, lo que
es mas importante, establecer las premisas necesarias para demostrar los resultados del
capitulo siguiente. Recordamos su enunciado.

Corolario 1.6. Si {G,}icz es una familia numerable de grupos sdficos (respectivamente

hiperlineales, linealmente séficos, débilmente séficos, amenables, con propiedad de Haage-
w

rup o exactos), entonces el grupo % G; es séfico, (respectivamente hiperlineal, linealmente

i€l
séfico, débilmente sdfico, amenable, con propiedad de Haagerup o exacto), donde los pro-

ductos verbales considerados son el producto nilpotente, el producto soluble o el producto
k-Burnside con k = 2,3,4,6.

Definicién 4.31. Sea {G;}icr una familia de subgrupos de un grupo G. El simbolo [G;]Y
denota al subgrupo normal de G generado por los elementos de la forma [g;, gj] con g; €
Gi,9; € Gj et #j.

Recordemos que en el caso de que G sea igual al producto libre de los grupos, [G;]9 se
denomina subgrupo cartesiano de G, [58, pag 34 item 18.17] . Cuando todos los G; sean
iguales a un grupo fijo G, simplemente escribiremos [G]Y.

Recordemos ahora la definicién de producto verbal de una familia de grupos de la
introduccion

Definicién 1.2. Sea {G;}icz una familia de grupos indexados en I y consideremos F :=
*;cz Gi, el producto libre de la familia. Sea W C Fu un conjunto de palabras y W (F)
el subgrupo verbal correspondiente de F. Denotemos por [G;]” el subgrupo cartesiano F,
es decir la clausura normal de F generada por los conmutadores de la forma [g;, g;] con
9i € Gy, g; € Gj e i # j. El producto verbal de la familia estd definido por

K G="wmnicr

i
1€T
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Al igual que en la seccion 4.1, la letra ¢ denotara el homomorfismo cociente. La de-
mostracion de la siguiente generalizacién del Teorema 4.11 se le deja al lector, (para una
demostracién, ver por ejemplo, [25, Ch. II)]),

Teorema 4.32. Sea {G;}icz una familia de grupos indexados en un conjunto totalmente
w
ordenado Z. Sea W C Fy un conjunto de palabras. Cada elemento y € %k G; admite una
€T
representacion y = a;, G, - . . a;, u, donde a;, € Gy, , 11 <12 <...<14 €L, yu pertenece a
w
[Gi]*, la proyeccion de [G;]" sobre % G;.
€L
Un ingrediente clave en las demostraciones de la siguiente seccién es la nocién de
soporte de un elemento en el producto verbal de una familia arbitraria de grupos. Si bien
estd intuitivamente claro qué deberia ser el soporte, demostrar que esta bien definido
requiere los siguientes dos Lemas técnicos.

Lema 4.33. Sea {G;}icz una familia de grupos indexados en un conjunto totalmente
ordenado . Sea Ty un subconjunto de T y sea W C F un conjunto de palabras. Entonces
el siguiente diagrama conmuta

X G —— X G
i z

qi ld
kG s kG
Zo v

donde 510 es el homomorfismo definido por la propiedad universal del producto libre a
través de las inclusiones canonicas de cada grupo G; en el producto libre %k G;. Mds aun,

7
17, €s inyectiva.

Demostracion. Observemos que iz, estd bien definida puesto que

%Io (ker q) = EZO (W (* Gl> N
Zo

*k G *k Gy
GZ} 7o ) cw <>:[r< GZ-) N [G] T =ker(q). (4.3.1)

Notar ademéas que fzo (kerq) C ker(q"oizo). Suponiendo que estos conjuntos son iguales,
el mismo argumento dado al final de la demostracién de la Proposicién 4.16, junto con
el hecho de que 510 es inyectivo, demostraria que iz, es inyectivo. Probemos entonces la
inclusion inversa. Para ello, sea g € ker(g o EZO). Luego,

izy(9) €W <>l< Gi) N Gz} 7 Niz (* IOGZ')

n
Por un lado, por el Lema 4.6, existe w € C(W) una palabra de longitud ny g € <>l< Gi>
I

de modo que i7,(g) = w(g). Usando el Lema 4.8 aplicado a A := %k G; y B := 3k G se
Zo I\Io

deduce que w(g) = EIO(w(WA(g)))EI\ZO(w(mg(g)))u, con u € W <>§ Gi) N [A, B]. Como
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w(g) € iz, (A), entonces, por la unicidad de la escritura en el Lema 4.8, debe ser que
w(g) = iz, (w(ra(g))) y por lo tanto EZ\IO (w(mp(g))) = 1y u = 1. Entonces, dado que iz,
es inyectivo, se sigue que g € W (A).

Por otro lado, por el Teorema 4.32, 510(9) tiene una escritura con elementos de

ZIO (;k GZ-), es decir ZIO(g) = a; ...au con a;, € Gy, 11 < i2 < ... <4 €Iyy
0

- *Gi . % G
u € ig, [Gz} Zo . Ademds, como iz, (g) € {Gl} Z  por la unicidad de la escritura en
. 5 kG
el Teorema 4.32, sabemos que a;, = 1 para todo 1 < k <, y iz,(9) € iz, [Gl] To
B Xk G
Entonces, dado que 77, es inyectivo, probamos finalmente que g € [Gl} o | ]

Observacion 4.34. Dado y € % G;, existe g € *k G; tal que ¢(g) = y. Entonces, por
i€T icT
definicién del producto libre de grupos, existe un subconjunto finito Zy de Z, tal que
g€ %IO ( S Gi> Por lo tanto, por el Lema anterior, podemos pensar a y como un elemento
i€Zg
de * G
i€Zg
Lema 4.35. Sea {G;}icz una familia de grupos indexados en un conjunto totalmente
ordenado I. Sean T1 y To subconjuntos de T y sea W C Fyy un conjunto de palabras.
Consideremos %k G; y %k G; vistos como subgrupos de %k G;, como se menciona en la
T I T

Observacion /4.34. Luego ;IH<GZ- N >uI)<G¢ = >UIJ< G, donde entendemos el producto
I Is T1NZo
verbal sobre el conjunto vacio como el elemento 1.

Demostracion. Esta claro que ;IU< G; C >ulj< G| n >T< G; |. Para la inclusién inversa,
T1NZo A I>

tomemos y € <;IU< GZ-) N <>Ilﬂ< GZ-). Como y € >ul]<GZ-, por el Teorema 4.32, y tiene una
a ) Iy

w
escritura tnica por elementos de Z; y como y € >k (F;, tiene una escritura tnica por

Io
elementos de Z,. Estas dos expresiones deben ser iguales ya que y puede verse como un
elemento de *k G;. Entonces y € 3k G;. O
T1UZs T1NZo
La Observacién 4.34 dice que para cualquier y € >k G, existe un subconjunto finito
i€l
T tal que y € >T< G;. Consideremos el conjunto de indices Zg := {i’ CT:ye€ ;IU< Gz}.
i€y i€l

Dado que Z;j es finito, el Lema 4.35 deja en claro que y € ;IU< G; . Si existe 7y C 7 tal
1€Zo

que y € >wl< G;, entonces por el Lema 4.35, y € ;|U< G;. Por la minimalidad Zy como
i€Zo 1€ZoNZs
un subconjunto del conjunto finito Z;, se sigue que Zy N Ze = Zy. Esto permite definir el

soporte de un elemento en el producto verbal de grupos.
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Definiciéon 4.36. Dado y € >UI)< Gy, su soporte es el menor subconjunto Zg de I tal que
i€l
ye k G;.
i€Zp
Observacion 4.37. Algunas propiedades obvias del soporte son:

1 y) es un conjunto finito;

(1) (
(2) supp(y) = supp(y);
(3) (
(4) (

supp(yy') C supp(y) U supp(y');
)

4) supp(y) es vacio si y solo si y = 1;

Una propiedad fundamental de los productos verbales es que es una operacién asociativa
de grupos. Para una demostracién de este hecho, consultar [25, Teorema 5.1] para el
caso de productos nilpotentes y [54, Seccién § 5| para productos verbales arbitrarios. La
asociatividad del producto verbal nos permite probar el Corolario 1.6 en la introduccién.

Demostracion del Corolario 1.6. Si Z es finito, el resultado se deduce de la asociatividad
junto con la Proposicién 4.23. Si 7 = N, entonces

ka-U k @

€N neNe{1,2,...,n}

y la amenabilidad, soficidad, hiperlinealidad, soficidad débil, soficidad lineal, la propiedad
de Haagerup y la exactitud se conservan bajo uniones crecientes numerables de grupos
(ver Proposiciones 2.23, 2.38, 2.76 y 2.56). O

Observacion 4.38. La propiedad (T) no es estable al tomar productos verbales de un
namero infinito de grupos con mas de un elemento. Esto se debe a que dichos productos
no se generan de manera finita (considerar la Proposicién 2.33).
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5 Productos corona verbales

El objetivo de este capitulo es el de demostrar las propiedades de permanencia de
productos verbales mencionados en la introduccién. Para tal fin, comenzamos recordando
la definicion del producto corona verbal restringido. Como ya se explicé en la introduccién,
esta nocién fue introducida por primera vez por Shmelkin en [72].

Sean G'y H grupos numerables. Sea W C Fi, un conjunto de palabras. Sea F := k5 G
el producto libre de |H|-copias de G. Consideremos la acciéon H A F, dada al permutar
las copias de G, es decir, si (¢g)n, denota el elemento g en la copia h; de G en F, luego
an((9)h1) = (9)hh, -

Debido al Lema 4.3 y al hecho de que para todo h € H, oy, es un automorfismo, tenemos
que el conjunto W (F) N [G;]” es invariante bajo la accién de H. Por lo tanto, la accién

w

cociente (que seguiremos llamando o) H A >l< G esta bien definida.
H

Definicién 5.1. Sean G y H grupos numerables. Sea W C F, un conjunto de palabras.

w w
El producto semidirecto G @ H := (>|< G) Xo H se llama el producto corona verbal

H
restringido entre G y H.

Observacion 5.2. Dado que las extensiones de tipo amenable-por-amenable son amenables
(ver la Proposicién 2.23) y que, por el Corolario 1.6, la amenabilidad se preserva por tomar
producto verbal de una cantidad arbitraria de grupos amenables para los productos corona
nilpotente, soluble y k-Burnside para k = 2, 3,4, 6, se deduce que en el caso de que Gy H

sean ambos amenables, G lZU H es amenable para los productos corona antes mencionados.

Anélogamente, como extensiones de tipo exactos-por-exactos son exactas (ver la Pro-
posicién 2.75) y que, por el Corolario 1.6, la exactitud se preserva por tomar producto
verbal de una cantidad arbitraria de grupos exactos para los productos corona nilpotente,
soluble y k-Burnside para k = 2, 3,4, 6, se deduce que en el caso de que G y H sean ambos

w
exactos, G ! H es exacto para los productos corona antes mencionados.

Los resultados que aparecen en este capitulo también pueden encontrarse en [%, Section
5].

5.1. Productos corona verbales de grupos con la propiedad de
Haagerup

Demostraremos ahora el Teorema 1.7 de la introduccién

Teorema 1.7. Sean G y H grupos con la propiedad Haagerup. Sea W C F un conjunto
de palabras de manera que su correspondiente producto verbal conserve la propiedad de
Haagerup. Entonces su producto corona wverbal restringido tiene la propiedad Haagerup.
En particular, los productos corona nilpotentes restringidos, los productos corona solubles
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restringidos y los productos corona de k-Burnside restringidos con k = 2,3,4,6 entre
grupos con la propiedad Haagerup tienen la propiedad Haagerup.

La siguiente Proposicion fue demostrada para el caso 2-nilpotente en [70), Proposition
5.7]. El caso general es idéntico. Haremos la demostracién en virtud de la completitud de
la tesis.

Proposicién 5.3. Sean G y H grupos numerables tal que G tiene la propiedad de Haa-
gerup. Sea W C Foo un conjunto de palabras de manera que su correspondiente producto

w
verbal conserve la propiedad de Haagerup. Entonces existe una funcion u : >l< G —R

heH
condicionalmente definida negativa, H-invariante y tal que para cada subconjunto finito

F C H la restriccion de u a

heH

{xe >T<G:supp(a:)CF}

es propia.

Demostracién. Sabemos por hipétesis que G * G tiene la propiedad de Haagerup. Por
definicion, esto significa que existe una funcién ¢ : G ¥ G — R>( que es condicionalmente
definida negativa y propia. Para h,k € H, h # k, definimos

w
ko™ e, 6, 508G 5 R
H
Denotemos vy, 1) := ¢ 0 T xy- Sea ¥ : H — N una enumeracion de H.

Afirmacion: La funcién 1

u= ) oW (h— k)~ (hk)
hk€H
hk
satisface las condiciones requeridas.

(i) u es H-invariante: Dado que 7, 1y (h.z) = T (h=1h,h-1k) (z) se sigue que

1

u(iLZL') = Z Wy(hvk)(ﬁ'x) = Z 2\1,((]3—1;1)—1(;}—1]9)) y(ﬁ—lh,fz—lk) (ZC) = u(x)
hkCH hkcH
ho£k htk

(ii) Para cada z fijo, u(z) es finito: Primero observar que para todo h,k ¢ supp(x),
V(ni)(T) = p(e) = 0. Luego

1 1

u(z) = Y SE(TRy V() (%) + > S50ty V() (2) (5.1.1)
h,k€supp(x) hesupp(x)
h#k k¢ supp(zx)
1
+ 2 2\11(h71k)”(h,k)($)'
hé supp(x)
kesupp(x)
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Como supp(x) es finito, el primer sumando en (5.1.1) es finito. Sea h € supp(x) fijo.
Entonces, para todo k,k" ¢ supp(x), mpp)(z) € Gr y mppy(z) € Gp. Por lo tanto,
T(hi) (T) = Ty (T), ¥ luego v, x) () = v 1y (). De ello se deduce que la suma
1
Z 9®(h~1k) V(h,k) (IB)
k¢ supp(x)

es convergente para todo h € supp(x). Por lo tanto el segundo sumando en (5.1.1) es
finito. El mismo método muestra que el tercer sumando en (5.1.1) es finito.

(iii) Las restricciones son propias: Fijemos un subconjunto finito ' C H. Sea

N = méx U(h™ k).
h,keF

w
Sea a,b € F, a # b. Entonces, para todo x € >|< G tenemos las desigualdades
H

Vi) (@) < Y v (@) < 2Nu(a).
h,keF
hoth

Esto significa que el conjunto
w
{x € >|< G : supp(z) C Fyu(x) < M}
H
estd contenido en
w
{:): € >l< G 2 supp(z) C F,v(gp) < 2N M para todo a,b e F} )
H

Este conjunto es finito ya que ¢ es propio y para todo x # 2’ cuyos soportes estan
contenidos en F', existen a,b € F tal que m, () 7# T(qp) (7).

(iv) u es una funcién definida condicionalmente negativa (c.n.d.f.): Esto es obvio ya
que el conjunto de c.n.d.f. es un cono convexo, y un limite puntual de c.n.d.f. es c.n.d.f.
por la Observacién 2.14 O

Observacion 5.4. De la definicion 4.36 se deduce que

supp(an(y)) = hsupp(y), para todo h € H y para todos y € >|< G.
H

Por lo tanto, supp es un A-calibre G-invariante y H-equivariante.

Demostracion del Teorema 1.7. La funciéon supp es un A-Calibre H-invariante, G-
equivariante por la Observacion 5.4. La Proposicién 5.3 muestra que el enunciado del
Teorema 2.45 es valido para ¥ = supp. O
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5.2. Productos corona verbales entre un grupo C-aproximable y
un grupo soéfico actuante.

Lo que resta del capitulo demostraremos los Teoremas 1.8 y 1.9. Comencemos recor-
dando sus enunciados.

Teorema 1.8. Sean G y H grupos sdficos. Sea W C F, un conjunto de palabras de tal
modo que su correspondiente producto verbal conserve la soficidad. Entonces su producto
corona verbal es sdfico. En particular, los productos corona nilpotentes restringidos, los
productos corona solubles restringidos y los productos corona de k-Burnside restringidos
con k= 2,3,4,6 entre grupos séficos son sdficos.

Teorema 1.9. Sea G un grupo hiperlineal (o linealmente sdfico, o débilmente sdfico) y
sea H un grupo séfico. Sea W C Fy un conjunto de palabras de manera que su pro-
ducto verbal correspondiente preserve hiperlinealidad (resp. soficidad lineal, resp. soficidad

débil). Entonces, si H es un grupo sdfico, el producto corona verbal restringido G 13) H es
hiperlineal (o linealmente séfico, o débilmente sdfico). En particular, los productos coro-
na nilpotentes restringidos, los productos de corona solubles restringidos y los productos
corona de k-Burnside restringidos con k = 2,3,4,6 entre un grupo hiperlineal (resp. li-
nealmente sdficos, resp. débilmente sdficos), y un grupo séfico actuante son hiperlineales
(resp. linealmente sdficos, resp. débilmente sdficos).

Como en el capitulo 3, deduciremos los casos séfico, linealmente sofico e hiperlineal
del caso débilmente séfico. A modo de introduccién, la siguiente Observacién evidencia
las dificultades que surgen al intentar adaptar las demostraciones del caso del producto
corona usual a los productos corona verbales. Consideremos el caso séfico como ejemplo.

Comencemos con aproximaciones séficas de Gy H respectivamente e intentemos seguir
la estrategia de Hayes y Sale para proporcionar una aproximacion sofica explicita de G H.
En su demostracion se contruyen aproximaciones soficas explicitas de sumas directas finitas
de la forma @z G construidas a partir de aproximaciones séficas ¢ : G — Sym(A). Esto
se hace facilmente definiendo

0: PG — @ Sym(4) Y Sym(AlPl).
B B
(96)veB — (H(9b))be B

Si intentamos replicar esto en el caso de los productos verbales, la naturaleza no con-

mutativa de los mismos trae dificultades técnicas adicionales. El problema es que no hay
%G

una forma obvia de como definir aproximaciones séficas en elementos de [G] 5 . De he-

cho, un primer intento seria comenzar con una aproximacién séfica de G en Sym(A) y

construir una aproximacién séfica coordenada a coordenada © de %G en @D g Sym(A).
La obstruccion es que ©([g;, g;]) = 1 para todo g; € Gy, g; € Gj con i # j, mientras
que [gi, gj] es en general distinto del elemento neutro para productos k-nilpotentes cuando
k> 2.

En un segundo intento, podriamos considerar aproximar por el grupo Sym(A) *
Sym(A) en lugar de Sym(A) & Sym(A). El siguiente ejemplo muestra que esto tampoco
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funciona. Sea p un primo impar, consideremos el homomorfismo

0 : Z/pZ — Sym(A), donde A — {17 .. 7p}
1~ (1...p), el ciclo de longitud p

y sea ©q : Z/pzx Z/p7. — Sym(A) * Sym(A) el homomorfismo definido por el producto libre

y © : Z/pz % Z/pz, — Sym(A) % Sym(A) el homomorfismo cociente. Por [70, Proposition
2.13], sabemos que
2 2
(2o, ) I 2 2y [Sym(A), Sym(A) SRS & 2
2
Se sigue entonces que si tomamos F' := [Z/pZ,Z/pZ]Z/pZ*Z/”Z entonces F' C ker(O) y en

conclusién, © no puede ser (F,¢)-libre para ningin e > 0.
Los ejemplos anteriores sugieren que es dificil proporcionar una aproximacién séfica

explicita del producto verbal ;IU< G a partir de una aproximacién séfica de G. Sin embargo,
B

por medio del Corolario 1.6, sabemos que para cada F' C ;|U< G conjunto finito y € > 0,
B

w

existe una (F,¢)-aproximacion séfica de %k G. Conocer la existencia de una aproximacién
B

sofica del producto verbal sin pasar por su construccién simplifica algunos pasos técnicos de

la demostracién del Teorema 1.8. De hecho, en el caso del producto verbal para la palabra
{n1} del Ejemplo 4.20 (11), simplifica un poco la demostracién en [32]. Por supuesto,
como punto negativo, la demostraciéon aqui presentada da, en principio, menos informacién
que [32]. Otra diferencia con respecto a [32] es que en esta demostracién utilizamos la
nocién de aproximacién dada en la Definicién 2.55 y, al igual que en el Teorema 1.11, los
homomorfismos controlados de la Secciéon 3.2 nos permiten deducir de la construccion del
caso débilmente séfico el resto de las aproximaciones estudiadas. Creemos que este enfoque
simplifica atin més la demostracién.

5.3. Aproximaciones de productos corona verbales usando el
producto corona permutacional

La siguiente Proposicion técnica es el ingrediente principal para demostrar los Teoremas
1.8y 1.9.
Proposiciéon 5.5. Sea H un grupo séfico y sea G un grupo con la propiedad de que para
w

cada ' > 0 y para cada conjunto finito Eq C *k G, existe un grupo (K, d) € C de didmetro
H

w
acotado superiormente por 1 y una funcién ¢ : k G — K con ¢(1) =1 que es (Eg,&’,d)-
H
multiplicativa y (Eg, €', d)-libre para cierta funcion de peso p(e') independiente de K.
w

Entonces, dado € > 0 y un conjunto finito F C G 1 H, existe un grupo (K,d) € C y
w ~ ~
una funcion I' : G 0 H — K1g Sym(B) que es (F,e,d)-multiplicativa y (F, e, d)-libre para
la funcion p(e) = (1 —/3)p(e/3).
En la Observacion 3.3 item 1 se explica por qué es importante que la hipotesis incluya
que la aproximaciéon ¢ sea (Eg,ée’,d)-libre para una funciéon de peso p dada de mane-
=4

ra independiente de K. Antes de comenzar con la demostracién de la Proposicién 5.5,
recordamos el siguiente Lema de [32], adaptado a la situacién actual.
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Lema 5.6. [72, Lemma 2.8] Sean G y H grupos discretos y numerables, y sean
w
projg Gl H—H

w w
projG:GZH—>>|<G
H

las proyecciones candnicas (notar que projs mo es un morfismo en general). Para un

w
subconjunto finito Fy C G 1 H con 1 € Fy definamos los subconjuntos

Ey :=A{ap(z) : h € projg(Fo),z € projq(Fo)} (5.3.1)
By = {yan(x) : h € proju(Fo), 0,y € projo(Fo)} (5:3.2)
Es := projy(Fy) (5.3.3)

Sea e >0 y sea (K,d) un grupo con métrica bi-invariante d.
w

Supongamos que ' : G 2 H — K es una funcion con T'(1) = 1 que verifica las siguientes
propiedades:

w
(1) la restriccion de I' a % G es (E1,¢/6,d)-multiplicativa;
H

(11) la restriccion de I' a H es (Ea,¢/6, d)-multiplicativa;
(1I1) M&X e pem, g, AT (2, D)I(L, R),D(z, h)) < £/6;
(IV) méxmeprojG(Fo),hEEz d(F(L h)r(x’ 1)a F(Oéh(l'), 1)F(17 h)) < 6/6

Entonces T es (Fy, e, d)-multiplicativa, es decir, para todo z,z' € Fy,
d(T(2)'(2),T'(22))) <e.

Demostracién. Para (x,h), (2/,h') € Fy, la desigualdad triangular, la invariancia de d y
las propiedades (1), (11), (111) dan lugar a las siguientes estimaciones

(L (z, h)L(2', 1'); T(2, 1I(1, WL (2", 1)L(L, ) < e/3;

d(T(xap(x'), hh); T(x, )T (ap(2"), 1)T(1,R)T(1,R) < g/2.

Luego,
d(T(z, h)T(2', h'); T(xzay (2'), hh'))
<d(T(z, )T (1, )T (2", )T (1, h"); T (zap(2'), hh)) + /3
< d(T'(x, 1)L (1, R)(2", DT (1, A'); T(z, )T (ap(2'), T (1, A)T(1, ) + gs

5
= d(T(1,h)T(2",1); T(ap(x’), HT(1, h)) + gE <¢ (acd usamos (1V)). O
Observacion 5.7. El item (111) aqui es ligeramente diferente de [32, Lemma 2.8, tercer
item]. No sabemos como probar el Lema utilizando tnicamente la hipdtesis de [32] sobre
el item (111). Esto no afecta a la demostracién del Teorema 1.8 ya que, como en [32],
cuando apliquemos el Lema 5.6 probaremos que para la aproximacién concreta construida

vale I'(z, 1)['(1, h) = I'(x, h) para todo x € * G y todo h € H.
H
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w
Demostracion de la Proposicion 5.5. Sea F' C G ! H un subconjunto finito y ¢ > 0.
Definamos Fy := FU{1} U{F}~! y consideremos los conjuntos E; y Es como en el Lema
5.6. Ademsds, sean los conjuntos

E :=Ey U Es - supp(En) (5.3.4)
Ey:=E-E*

donde, como es usual, supp(E1) = U,ep, supp(z).
Como H es séfico, para todo & > 0, existe un conjunto finito B y una (Ey,¢&’)-
aproximacion soéfica

o:H — Sym(B) con (1) = 1.

Definamos los conjuntos

By :={b€ B :0(h1)"'b# o(hy)~'b para todo hi # hy € E}; (5.3.6)
By :={b€ B :0(hyh1) ‘b= o(h1) ‘o(hy)"'b, para todo hi, hy € E}; (5.3.7)
Bg := By N Bo; (538)

El siguiente Lema se encuentra en [32].

Lema 5.8. [72, Lemma 3./] Sea k > 0. Si e < ﬁ, luego

B\ Bsl _
5]

Observacion 5.9. En lo que sigue €’ seré elegido dependiendo de x segin el Lema 5.8, es

decir, elegiremos &’ < ﬁ.

Para todo h € H y todo b € B, llamemos Géh) : G — %k G al embebimiento de G en la
B

copia o(h)~'b de G dentro del producto libre sk G y definamos
B

0 :kG—ka
E B
Q(hl) a(hn) 5 3 9
(9h1 )01 (Gho)hs -+ (Grn )b = O (Ghy) - Oy " (R )s (5.3.9)

donde (gp,)n, denota el elemento gy, en la copia h; de G dentro de *k G y h; # hij1.
E
Por la propiedad universal del producto libre 6, es un homomorfismo de grupos.
A partir de él, construiremos un homomorfismo entre los grupos >U|J< Gy *k G. Con ese
E B

n
fin, sea w(x1,...,x2,) € W C F una palabra en n letras y sea (y1,...,yn) € (>I< G> . Por
E

el Lema 4.3, tenemos que 0,(w(y1, ..., yn)) = w0 (y1), .., 0(yn)) € W <>I< G) . Ademas,
B

si gn, € Gn, ¥ gn, € Gh,, entonces 0y([gn,. gn,]) = [00(9n.): O6(9n,)] € [Go1(hiyps Go1(n)b)-

J
Finalmente, en el caso de que b € By y h; # hy, tenemos que [G -1 (p, )5, Ggﬂ(hj)b] pertenece

i
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a [G} B (aqui usamos la notacién de la Definicién 4.31). Por lo tanto, todo esto combi-

k@ _ ka
nado dicequesibe Biyue W <>|< G) N [G} E | entonces 6y(u) € W <>|< G) N [G} B
E B

Esto muestra que para cada b € Bj, tenemos un homomorfismo cociente bien definido

0 : 3K G— KG. (5.3.10)
E B

Afirmamos que para b € By, 0 es inyectivo. En efecto, sea T, := {o(h)"'b: h € E} C
B. Como b € By, los conjuntos E'y Tj tienen el mismo cardinal (finito). Entonces 6, puede
considerarse como la composicién de los siguientes homomorfismos inyectivos

w w

ka == ke~ ka.
E T, B

w w
Por la Observacion 4.34, podemos entender a >k G como un subgrupo de % G. Extenda-
H

E
mos 6, a una funcién (que seguiremos llamando 6, y en general no serd un homomorfismo)

0,:%k G- ka
H B

declarando

0 iz %G
o) slzeX (5.3.11)

1 si no

y definamos

< {eb(x) sibeBE:BlﬂBg>
Tz | b—
1 si no

Observacion 5.10. La condicién b € Bg en vez de b € B; solo serd necesaria en (5.3.14).

w
Sym(B) acttia por permutaciones en los sumandos de @ <>I< G>. El producto corona
B \B

w w
permutacional (@ * G) x Sym(B) es denotado por <>l< G) 1 Sym(B) (ver la Definicién
B B B
2.58). Finalmente, definamos

0:G1H— <>|<G> 15 Sym(B)
B

(x,h) = (0(x), o (h))

Por hipétesis, dado el conjunto

Eq:= [ 6,(En) (5.3.12)
beBg
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w

y € > 0, existe un grupo métrico (K,d) € Cy ¢ : %k G — K una funcién que es (Eg, &', d)-
B

multiplicativa y (F¢, &', d)-libre para cierta funcién de peso p(e') y ¢(1) = 1. Definamos

Ox >|< G Sym(B) — K g Sym(B)
B

((@p)ven: T) = ((p(@b))beB, T)-

w
Por ultimo, definamos la funcién I' : G ¢+ H — K g Sym(B) dada por I'(z,h) :=
©«(O(x, h)). Para ser mas explicitos

I:G{H— K Sym(B)

{90(91,(:1:)) sibe Bg
1

[(z,h) := ((yp)ven, o (h)) donde y, = S bé By

(5.3.13)

Afirmacién: T es (Fp,e,d)-multiplicativa y (Fp,e,d)-libre para la funcién

5(e) = (1 - £/3)p(c/3).

Para probar que I' es (Fp,e, J)—multiplicativa, basta con demostrar que las premisas
del Lema 5.6 son verdaderas.

Para verificar 5.6 (1), tomemos (x,1),(2’,1) con z,2’ € FE;. Observar que

w
supp(zx), supp(x'), supp(zx’) C supp(F1) C E. En particular z,z’, 22’ € % G.

E
d(T (2, )T (2!, 1), T (za’, 1)) > d(e p(0p(2")), p(Op(22)))
‘B| beBg
> dly ©(06(2")), (Ob(2)0(2)))
‘B’ beBg

donde la tdltima igualdad es valida porque por (5.3.10), 6 es un homomorfismo de grupos

en % G. Como ¢ es (Fg, €, d)-multiplicativa y como, por (5.3.12), 6y(z),0,(2") € Eg, se
E

sigue que

d(D(z, D)L(2', 1), D(za’, 1)) < s"‘BE’ <& <k <ef6,

una vez que elegimos k < £/6 en el Lema 5.8 y usamos la Observacién 5.9.

Para verificar 5.6 (11), recordar que para todo h € H, (5.3.13) implica que
d(T(1, )T (1, h'),D(1, b)) = digamm (o (h)o (1), o (hh")).

Dado que o es (Ep, €', dgamm )-multiplicativa y dado que por (5.3.5) tenemos que Fy C
E C Ejy, se sigue que para h,h’ € F»,

ditamm (D(1, R)T(1, 1), T(1,hh')) < &' < Kk < /6,

una vez que elegimos k < £/6 en el Lema 5.8 y usamos la Observacién 5.9.
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w
Para verificar 5.6 (111), un calculo sencillo muestra que para cualquier (z,h) € G ¢ H
se verifica que I'(z, h) = I'(z, 1)I'(1, h).

Para verificar 5.6 (1v), sea x € projs(Fp), h € E2. Un célculo sencillo muestra que

(o (z), DT(1, k) = ((2)pen, o(h)) donde 2, = {Slo(eb(ozh(x))) z lb) Z gi

_ nde wn — @(Osny-1p(x)) sio(h)~'be Bg
DL AT (1) = (e o(h) dond b-{l AN

Como supp(z) C supp(E1), x es de la forma

T = (9n1)h1 (Gho)ho - - - (o )h> cOD By € supp(En),
donde (gp,)n, denota al elemento g, en la copia h; de G dentro de
w w w
%k ¢ ko ka
supp(E1) E H

Por un lado,

an(®) = an ((9h)hi (9ho)hs - - - (ho)hn) = (Ghi)hhy (Gho Dhhs - - - (9hs D, -
Observar que como h € Es, por (5.3.4), tenemos que hh; € E y por lo tanto ap(z) €

* G — %k G. Asi, si b € Bg, entonces por (5.3.9), (5.3.10) y (5.3.11), se sigue que
E H
Ob(an(z)) = Ob((9hy )hhy (Gh)hhsy - - - (Gh )b, )

9h, )Qéh}u) (Gny) - - Héhhn) (9n.)

= (ghl)a(hhl)*lb(ghz)a(hhz)*lb e (ghn)a(hhn)*lb

— gt

Por otro lado, si o(h)~!b € Bg entonces por (5.3.11),
Oo(h)-16(2) = (Gh1)o(h1) 1o (h)16(Iha)o(ha) 1o (h) 1 - - - (Thn ) (hn)~1b
=(9n1)o(hh1)-16(Gh2) o (hha) 16 - - - (Ghn ) o ()15 (5.3.14)

donde la tltima igualdad es valida porque h;,h € E y o(h)™'b € Bg C By. En
conclusion, si b € Bg N o(h)Bg entonces

zp = Op(an(@)) = 05 (n)-15() = we. (5.3.15)

Con todo esto a mano, procedemos a estimar la distancia d en 5.6(1v).

- 1
d<r(17 h)F(mv 1), F(ah<x)7 1)F(17 h)) = @ Z d(za(h)ba wo(h)b) <
bE(BEQO'(h)_lBE)C
(B No(h) ' Br)
B | B
1
< @(lB \ Bg| +|B\ o(h)" Bgl)
< 2K, (Acd usamos el Lema 5.8)
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y a su vez esto es mas chico que £/6 una vez que elegimos k < £/12 en el Lema 5.8 y usamos
la Observacion 5.9. Esto finaliza la demostraciéon de que I' es (Fp, €, dijamm )-multiplicativa.

Queda por demostrar que I' es (Fy, ¢, d)-libre para la funcién p(e) = (1 — &)p(e). Si
(z,h) € Fy y h # 1 luego d(T'(z,h),1) > diamm(c(h),1) > 1 —¢. Sibe Bpy (z,1) € Fy
con x # 1, entonces 0(x) # 1 porque 0 es un homomorfismo inyectivo. Con esto en mente,
calculamos

(T, 1),1) = ,; S d(p(Bb(x).1) =
beBg
- ’f;,‘me') > (1- R)p() (5.3.16)

y a su vez esto es mayor o igual a (1 —/3)p(e/3) pues elegimos ¢’ < k < £/3 usando la
Observacion 5.9, lo que concluye la demostracion. O

5.4. Demostracion de los Teoremas 1.8 y 1.9

5.4.1. El caso débilmente séfico

w
Demostracion del Teorema 1.9 en el caso débilmente séfico. Como % G es débilmente
H
sofico por hipdtesis y satisface las hipotesis de la Proposicion 5.5 cuando p es igual a
w
la funcién constantemente 1, dado € > 0 y un conjunto finito FF C G ! H (sin pérdi-

da de generalidad podemos suponer £ < 1), existe un grupo finito K con una métrica

w
bi-invariante d con diam(K) = 1 y una funcion I' : G ¢ H — K15 Sym(B) que es (F, ¢, d)-

multiplicativa y (F,e,d)-libre para p(e) =1 —¢/3 > 2/3. Dado que K g Sym(B) es un
grupo finito esto concluye la demostracion. O

5.4.2. El caso soéfico

w
Demostracion del Teorema 1.8 en el caso sifico. Como % G es sofico por hipdtesis y por

H

lo tanto se satisfacen las hipdtesis de la Proposicién 5.5 cuando p es igual a la funciéon

w
p(e') =1—¢', dado e > 0 y un conjunto finito F C G ! H, existe un grupo de permu-
taciones finito Sym(A) dotado con la distancia de Hamming normalizada y una funcién

r:G 1; H — Sym(A) g Sym(B) que es (F,e,d)-multiplicativa y (F,e,d)-libre para
ple)=(1-¢/3)(1—¢/3)>1—¢.

w
Consideremos 1) como en el Lema 3.5. Por el Lema 3.5, ¢ oT': G ¢ H — Sym(A x B)

w
es una aproximacion (F, e, dgamm)-séfica de G 1 H. O

5.4.3. El caso linealmente sé6fico

w

Demostracion del Teorema 1.9 en el caso linealmente sdfico. Como *k G es linealmente
H

sofico por hipdtesis y por lo tanto se satisfacen las hipétesis de la Proposiciéon 5.5 cuando

w
p es igual a la funcién p(¢’) = 1/4 — &', Asi, dado € > 0 y un conjunto finito F C G ! H,
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existe un grupo de matrices inversibles GL,(K) dotado con la distancia dyx y una fun-

cionI': G 120 H — GL,(K) g Sym(B) que es (F,¢,d)-multiplicativa y (F,¢,d)-libre para
p(é) = (1—¢/3)(1/4—¢/3) > 1/4 — ¢ donde ¢ = Ze.

Consideremos la funcién ¢ o I' con v definida como en (3.2.1). Por el Lema 3.6, ¢ o T’
es (Fy, e, dyx)-multiplicativa. Veamos que ¢ o I' es (F, ¢, d)-libre para la funcién p(e) =
1/4 — . Sea (z,h) € F. Por un lado, si h # 1, entonces por la primera desigualdad en
(3.2.2) se tiene que

di (Y o T(z, h), Idy ) > J(F(z:,h),]dn|3|) > %dHamm(a(h), 1)>1/2-¢/2>1/4—¢.

| =

Por otro lado, si h = 1, se sigue de (3.2.3) y (3.2.4) que

1
du,(¢ 0 I'(2, 1), Idy p)) = Bl > rank(p(6(x)) — 1)

n beBEg
_ Bl <1 é)
~ Bl \4
>(1-m)E g
- 4

1
2 (1= -9
4 1 4 1
=gl mge)> e
donde elegimos k < € de acuerdo al Lema 5.8. O

5.4.4. El caso hiperlineal

w
Demostracion del Teorema 1.9 en el caso hiperlineal. Como G es hiperlineal por
H

w
hipdtesis, para cada ¢ > 0 y cada subconjunto finito Eg de % G, existe un espacio
H

w
de Hilbert de dimension finita H y una funciéon ¢ : k G — U(H) con p(1) = 1 que
H
es (Eqg, ¢, dgs)-multiplicativa y (Eq, €', dys)-tracial. Teniendo en cuenta que la métrica
U(H) 1g Sym(B) es obtenida multiplicando el segundo sumando en la ecuacién (3.1.1)
w
por 1/2, dado e > 0y FF C G ! H, por la Proposicién 5.5 existe un espacio de
w
Hilbert de dimensién finita H y una funcién I' : G « H — U(H) 1z Sym(B) que
es (Fy,e?/4,d)-multiplicativa. Entonces, la segunda desigualdad en (3.2.6) implica que
w
Ypol': GV H - U@BgH) es (Fo, e, dus)-multiplicativa.
Probemos ahora que 1 oI es (Fy, )-tracial. Sea (x,h) € Fy\ {1}. Supongamos primero
que h # 1 y notemos que si b € By entonces para todo 1 <1i < n, ¢ oI'(z, h)sf pertenece
al subespacio generado por {sf(h)b : 1 <i <n} el cual es ortogonal a sf. Asi, en este caso
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(¢ o T'(z, h)s?, s?) = 0. Luego

ltr(¢ o I'(x, h))| = [(¢ o I'(, h), 5 ZZI Yo l(z,h)s), )]
‘ ’bEBz 1
(Z Y ol (z,h)s,sh+ Y Z!d}of:ﬂh Sis z>|)
beBp i=1 beB\Bp i=1

B
Z Z qpoF:Uhsz,sZ>|<| \ E|§/{<€

donde la tltima desigualdad es porque elegimos x < £2/288 en el Lema 5.8. Supongamos
ahora que h = 1. Entonces

1 1
[tr(¢ o Dz, 1) = [(¥ o D(w, 1), 1)) < 77 > > —(WoT(x,1)s7, s7)
Bl jp 5
|B|bz Z (oT(x,1)s?, s0) ‘B’ > Z (1 o T(x,1)sY, s0)
€Bpg li= 1 b¢Bp li= 1
|B\ Bg| _ |Bg|
> |(tr(e(By(x s2)), sO) | + < €+nr<e
=13l beBE’ B =B
donde la tltima desigualdad es porque elegimos ¢’ < k < €2/288 en el Lema 5.8. O

5.5. Aplicaciones

Terminamos este capitulo con aplicaciones de los Teoremas 1.7 y 1.8 que nos permiten
construir a partir de un grupo séfico (resp. con la propiedad de Haagerup) nuevas familias
infinitas de grupos séficos (resp. con la propiedad de Haagerup). Este resultado relaciona
areas aparentemente lejanas como lo son las variedades de grupos con el andlisis en grupos
y la teoria geométrica de grupos. Recordamos primero el enunciado del Corolario.

Corolario 1.10. Sea G un subgrupo normal de un grupo libre F' y sea W un conjunto
de palabras que definen a los productos k-nilpotentes, k-solubles o de k-Burnside para
k=2,3,4,6.

» Si F/G es amenable, entones F/W(G) es amenable;
» Si F/G es exacto, entonces F/W (G) es exacto;
» Si F/G es sofico, entonces F/W (G) es séfico;

» Si F/G tiene la propiedad de Haagerup, entonces F/W(G) tiene la propiedad de
Haagerup.

Demostracion del corolario 1.10. Consideremos el embebimiento de Shmelkin [10], [72]

F/W(G) = (F/W(F)) 1 Fa (5.5.1)
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Observar que el embebimiento de Magnus es el caso cuando W = {n;} = {[z2, z1]}.
SiW = {n4}, F/W(F) es un grupo nilpotente libre de orden k; si W = {s;}, F/W(F) es

un grupo soluble libre de longitud derivada k, y si W = {x’f} con k = 2,3,4,6, F/W(F)
es un grupo de k-Burnside libre finitamente generado de exponente k = 2,3,4,6, por lo
tanto, todos ellos son amenables. Recordar que los grupos amenables son en particular
exactos, séficos y poseen la propiedad de Haagerup.

Si el grupo 3 /(; es amenable, entonces por la Observacion 5.2 el producto verbal
restringido de (5.5.1) es amenable; si el grupo r /¢ es exacto, entonces por la Observacion
5.2 el producto verbal restringido de (5.5.1) es exacto; si el grupo F /¢ es sofico, entonces

por el Teorema 1.8 el producto verbal restringido (5.5.1) es séfico; si el grupo F /(; posee
la propiedad de Haagerup, entonces por el Teorema 1.7 el producto verbal restringido de
(5.5.1) posee la propiedad de Haagerup.

La demostracion finaliza observando que las propiedades estudiadas se heredan por
tomar subgrupos. O
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