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Resumo

Ao longo dos anos, diversas foram as ocorréncias de cariter extremos que o mercado
financeiro sofreu, como é o caso dos crashes e bolhas no prego dos ativos. Apesar da sua
raridade, resultam geralmente em perdas avultadas, tanto a nivel das institui¢Ges financeiras,
como de toda a economia, pelo que a implementa¢ao de metodologias adequadas que
contribuam para uma melhor prevencao e gestio do risco a que estao sujeitas tem-se tornado

cada vez mais importante.

Neste contexto, dada a pertinéncia de estudar os valores extremos das séries financeiras e
uma vez que Os eventos extremos sao 0s que mais preocupam 0s agentes econdmicos, no
presente trabalho, pretende-se estudar o comportamento extremal temporal dos principais
indices de mercado, Euro Stoxx 50, S&P 500 e Nikkei 225, representativos do mercado
europeu, americano e asiatico, respetivamente. Para tal, ira ser estudada a dependéncia entre
dois pontos de quedas extremas consecutivas, da cauda inferior da distribuicdo, e entre dois
pontos de subidas extremas consecutivas, da cauda superior. A caracterizagio do
comportamento extremal da distribuicdo séries financeiras é realizada utilizando os dados
dos retornos diarios logaritmizados recorrendo, para tal, a uma abordagem multivariada da
teoria dos valores extremos, em particular, a um modelo bivariado que admite dependéncia
entre observagdes extremas consecutivas. Este estudo parte do pressuposto de que as séries

temporais analisadas exibem propriedades Markov.

A pertinéncia deste trabalho prende-se com o facto de ser utilizado um modelo de caudas
conjuntas para o estudo em causa e que permitir a existéncia de dependéncia entre
observagoes extremas consecutivas. Assim, baseando-se em pressupostos mais realistas,
podera constituir uma melhoria no céalculo das medidas de risco, como o VValue-at-Risk e o

Expected Shortfall,

Palavras-chave: Teoria dos Valores Extremos Multivariada, Cadeias de Markov, Método
peak over the threshold, distribui¢ao de Pareto generalizada, 1 a/ue-at-Risk, Expected Shortfall.



Abstract

Over the years, the financial market has suffered several extreme events, such as crashes and
asset price bubbles. Despite the rarity of these events, they tend to result in huge losses, not
only when it comes to financial institutions, but also to the global economy, and for that
reason, the implementation of appropriate methodologies that contribute to a better

prevention and management of the risk they face has become increasingly important.

So, in this context, given the importance of the extreme values of the financial series and
since the extreme events are what most concerns the economic agents, throughout this work,
it is aimed to study the extreme temporal behavior of the main market indices, Euro Stoxx
50, S&P 500 and Nikkei 225, which represent the European market, the American market
and the Asian market, respectively. So, in this work, the dependence between two
consecutive extreme negative observations, from the lower tail of the distribution, and
between two consecutive extreme positive observations, from the upper tail, will be studied.
The characterization of the extreme behavior of the distribution of financial seties is carried
out using the logarithmic daily returns resorting, for that purpose, to a multivariate approach
of the extreme value theory, in particular, to a bivariate model which admits dependence
between consecutive extreme observations. This study is based on the assumption that the

analyzed time series exhibit Markov properties.

The relevance of this work lies in the fact for this particular study is used a model of joint
tails which allows dependence between consecutive extreme observations. For this reason,
based on more realistic assumptions, it may improve the computation of the risk measures,

such as Value-at-Risk and Expected Shortfall.

Keywords: Multivariate Extreme Value Theory, Markov chains, peak over the threshold
method, Generalized Pareto Distribution, Value-at-Risk, Expected Shortfall.
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Capitulo I

1. Introdugao

Nos ultimos anos, o mercado financeiro tem sofrido diversas ocorréncias intrigantes de cariz
extremo que, apesar da sua raridade, resultam em perdas avultadas, nido sé a nivel das
institui¢oes financeiras, como de toda a economia. As evidéncias deste tipo de ocorréncia
tém clarificado que nao se trata de uma mera questao tedrica. Foram varias as crises que
dominaram os mercados financeiros ao longo dos ultimos anos, como o ¢ash no mercado
de a¢des em outubro de 1987, aquando da queda do indice S&P 500 em mais de 20% em
apenas um dia, 19 de outubro, segundo Rocco (2014), que ficou conhecido por “Black
Monday”; a crise financeira asiatica de 1997-98; a crise financeira global de 2007, entre outras.
Assim, com a crescente preocupagdo em gerir o risco financeiro, a sua previsio tem-se
tornado um problema crucial, essencialmente a nivel do setor bancario e financeiro, como
forma de minimizar as perdas, o que implica, também, a implementagao, por parte dos 6rgaos
reguladores e administrativos de metodologias adequadas e precisas que contribuam para
uma melhor prevencdo e gestao do risco a que estao sujeitas. Sendo a tarefa principal da
gestdo do risco a sua quantifica¢do, a mais adequada e informativa forma de medir o risco
dos retornos dos ativos financeiros é dada pelos dados contidos na cauda da distribui¢ao
desses retornos. Em geral, a distribuicdo desses valores é desconhecida e dificil de lidar, dado
que contem demasiada informagdo, pelo que as medidas de risco devem ter o poder de
sintetizar os dados que caracterizam toda a distribuicio de probabilidade. Este ponto,
segundo Rocco (2014), levou a adocdo de diversos métodos distintos de medi¢ao do risco
ao longo dos ultimos anos, de entre os quais se destacam: (i) a variancia, relativamente a
teoria da selecio do portfolio descrita por Markowitz (1952), (ii) I alue-at-Risk (VaR)
inicialmente usada apds a Black Monday em 1987, sendo posteriormente desenvolvida e
publicada por J. P. Morgan em 1994, (iii) Expected Shortfall (ES), possivelmente uma medida
de risco mais adequada que o VaR, uma vez que tem em considera¢io todos os valores da
cauda da distribuicdo e apresenta todas as propriedades requeridas para ser classificada como

medida de risco coerente, definida por Artzner et al. (1999).

No caso concreto deste estudo, pretende-se estudar a dependéncia entre dois pontos de
quedas extremas consecutivas, como acontece frequentemente em ¢rashes de mercado, e entre

dois pontos de subidas extremas consecutivas, como acontece em caso de bolhas, dado que



0s eventos extremos sao 0s que mais preocupam os agentes econémicos. A caracterizacio
do comportamento extremal da distribuicio dos indices de mercado é realizada neste
trabalho, tomando como dados os retornos diarios dos principais indices de mercado e
usando, para tal, uma abordagem multivariada da teoria dos valores extremos, em particular
recorrendo a modelos bivariados que admitam dependéncia entre observacOes extremas
consecutivas. . um estudo que parte do pressuposto de que as séries temporais analisadas

exibem propriedades Markov, em que o valor futuro depende do seu valor atual.

Assim, a motivagao deste trabalho prende-se com a falta de trabalhos que, neste ambito,
facam o mesmo tipo de estudo recorrendo a metodologias da teoria dos valores extremos,
em particular a este novo modelo, pelo que as questdes de investigagao do presente trabalho
$30: @) como se caracteriza o comportamento extremal dos indices de mercado, em particular
do Euro Stoxx 50, S&P 500 e Nikkei 225? b) Existe uma dependéncia entre quedas extremas
consecutivas e subidas extremas consecutivas? c¢) Isto é, no seguimento de uma queda
extrema (ou subida extrema) é expectavel seguir-se uma nova queda extrema (subida

extrema), e em que mercado é mais expectavel que isso acontega?

Como tal, interessa para o estudo em causa, modelar e prever o comportamento extremal
dos indices financeiros, destacando, também, a adequagao do uso da teoria dos valores
extremos e a sua importancia, relativamente a outras metodologias tradicionais, no que
respeita a0 interesse em estudar os valores extremos, como tem sido demonstrado na

literatura.

1.1 Risco Financeiro

Importa deixar clara a definicio do conceito de risco financeiro a que os investidores se
encontram frequentemente expostos. O risco financeiro, segundo Nolde e Zhou (2021),
refere-se a possibilidade de ocorrer um determinado cenario de carater desfavoravel, com
potencial para debilitar a estabilidade financeira de uma institui¢ao financeira individual, um
mercado financeiro em particular ou, até mesmo, a economia global. Desta forma, o foco
principal em gestao de risco sdo essencialmente os eventos extremos que correspondem a

estes cenarios adversos.

De acordo com Holton (2004), o risco envolve duas componentes fundamentais: a exposi¢ao

e a Incerteza, associadas a eventuais perdas relacionadas com as atividades financeiras.



Quanto maior for o risco, maior a probabilidade de os resultados se apresentarem de forma

distinta do esperado.

Os riscos financeiros, por norma, sao agrupados conforme a natureza que representam. Dos

diferentes tipos de riscos financeiros podem ser destacados os seguintes:

e Risco de crédito, quando uma das partes de um contrato de uma operagao de

empréstimo nao cumpre com as suas obrigacoes;

e Risco de mercado, quando ha possibilidade dos resultados serem impactados de
forma negativa, devido a movimentos pouco favoraveis nos pre¢os do mercado

financeiro;

e Risco sistémico, surge, geralmente, em situagdes nas quais uma institui¢ao financeira,
ou uma empresa particular, experiencia dificuldades financeiras, potenciando
instabilidade a nivel de todo o sistema financeiro. Um exemplo comum que ilustra a
extensiao deste risco, bem como as suas consequéncias a nivel da economia global foi

a crise financeira global de 2007,

e Risco de liquidez, assumido pelas institui¢oes financeiras, como a incapacidade de
cumprir com as suas obrigagdes monetarias;

e Risco de evento, que se refere a possibilidade de um evento nao previsto afetar
negativamente a empresa ou a industria, causando perdas para os investidores e para
os restantes sfakeholders;

e Risco operacional, que resulta do fracasso de processos internos inadequados, de
pessoas ou de eventos extremos. Trata-se de uma defini¢ao que inclui o risco legal,
mas exclui riscos estratégicos e de reputacdo. As perdas que resultam do risco
operacional podem causar dificuldades severas na estabilidade das instituigoes

financeiras, sendo que em alguns casos, poderdo conduzir a faléncia dos bancos

(Nolde e Zhou, 2021).

Importa, no presente trabalho, centrar a aten¢do no risco inerente as caudas da distribui¢do
dos retornos, isto €, o risco de ocorréncia de eventos extremos, bem como os riscos de

mercado e sistémico.



1.2 Risco de Cauda e importancia da sua mitigagao

Os riscos associados as caudas da distribuicao dos retornos das séries financeiras, isto é,
riscos que derivam da possibilidade de ocorréncia de eventos extremos nos mercados
financeiros, foram bastante pronunciados em todos os mercados, especialmente nos
mercados europeus, no decorrer da crise global financeira de 2007 (Orlowski, 2010). Desta
forma, esta crise sublinhou a importancia dos riscos de cauda inerentes ao comportamento
das principais variaveis chave do mercado financeiro, de entre as quais se destacam os indices

de mercado de acdes.

A prevaléncia e escala destes riscos contribuiram largamente para a severidade e
profundidade da crise, caracterizada por periodos de elevada incerteza e de ampla propagacgao
do risco, segundo Mishkin (2009) e Orlowski (2008). Tal, por sua vez, proporcionou elevados
niveis de proliferaciao do risco sistémico a toda a economia, isto é, elevou a probabilidade de
colapso do sistema financeiro, num ambiente caracterizado por dificuldade financeira e

elevados niveis de volatilidade.

De facto, niveis extremos de volatilidade constituem uma das principais fontes de risco
sistémico no mercado financeiro. O risco sistémico deriva da propagagao do risco de
mercado e, segundo Bullard et al. (2009), refere-se a possibilidade de determinado evento,
como o colapso de grandes empresas ou bancos, ser capaz de provocar consequéncias
severas a outras institui¢oes financeiras, e até a todo o sistema financeiro ou mercado. O
calculo do risco de mercado ¢ critico na avaliagao da estabilidade financeira, uma vez que
afeta a avaliagdao do risco associado aos diversos tipos de ativos financeiros. Em periodos de
dificuldades financeiras, a presenca de elevados niveis de volatilidade no retorno das séries
financeiras ¢ intensificada, manifestando-se na distribuicao inerente aos dados como uma
caracteristica de presenca de caudas pesadas na distribuicio dos retornos das séries
financeiras, o que indica uma grande concentragao dos dados em torno do valor médio em
petiodos sob condi¢des de normalidade e uma ampla dispersao dos mesmos em periodos de
elevada turbuléncia. No entanto, a maior parte dos modelos aplicados na avaliagao e
prevencao do risco financeiro, nomeadamente modelos tradicionais do Value-at-Risk (VaR),
assentam no pressuposto da normalidade das distribui¢oes. De acordo com Orlowski (2010),
estes modelos tendem a sobrestimar os niveis de volatilidade em condi¢des de normalidade

no mercado e a subestimar em periodos de grande turbuléncia econémica.



Segundo o autor, no contexto da recente crise financeira global, um dos principais fatores
que contribuiu para o eclodir de forma inesperada da crise foi sobretudo esta subestimacio
em larga medida do risco de ocorréncia de eventos caracterizados por uma extrema
volatilidade das variaveis financeiras, que surpreendeu a maior parte dos investidores,
economistas e analistas financeiros. Deste modo, tem-se tornado cada vez mais importante
e indispensavel a monitorizagao destes riscos de cauda para a implementacdo de politicas
econémicas e macro prudenciais adequadas e de forma atempada, no sentido de conter a
especulagdo e de mitigar os riscos. Estas politicas devem ter um carater essencialmente contra
ciclico e ser suficientemente flexiveis de forma a permitir respostas apropriadas, tanto em

condicbes de normalidade no mercado financeiro, como em contexto de dificuldade

financeira, (Orlowski, 2010).

Neste contexto, Vila (2000) argumenta que os bancos centrais se devem focar nao s6 na
estabilidade dos precos nos mercados de produtos, como na monitorizagio do
desenvolvimento do prego dos ativos financeiros, uma vez que pode afetar de forma direta
a procura agregada ou indiretamente, por via do canal do balanco, isto ¢, pelos efeitos que
produz nas familias e no balango dos negdcios. Além disso, segundo a autora, a
sobreavaliacao dos precos nos mercados de ativos pode causar fragilidade financeira, pelo
que existe uma grande preocupagdo, em particular, pela formacio e desenvolvimento de
bolhas no prego dos ativos, bem como a consequente explosao da bolha que eleva em grande

escala os niveis de risco sistémico.

1.2.1 Fatores que potenciam o Risco de Cauda

De acordo com Orlowski (2010), um dos principais fatores que potenciou o
desencadeamento e extensao global da crise financeira foi o choque que ocorreu no sistema
a nivel macroeconémico. Estes choques podem ser induzidos por diversos tipos de
interrupgdes sistémicas, como ¢é o caso das grandes guerras, choques na procura ou oferta,
mudancas drasticas na regulamenta¢io, ou outro tipo de mudancas a nivel politico que

potenciam a instabilidade financeira, (Orlowski, 2010).

Uma ideia bastante comum na literatura ¢ a existéncia de assimetria de informacao como um
fator chave no desencadeamento de crises no setor bancario. De acordo com Mishkin (2009),

face a um ambiente de elevado risco no mercado financeiro, o fluxo de informagao entre os



diversos agentes econdémicos ¢ inferior, pelo que existe uma maior assimetria de informagao.
Para além disso, os crescentes niveis de volatilidade no mercado dificultam em maior escala
a correta avaliacdo do prego dos ativos. Segundo Vila (2000), este problema da assimetria de
informacao, em conjunto com o problema de risco moral, ou moral hazard', sio geralmente
intensificados durante periodos de quedas acentuadas nos precos dos ativos, como crashes, a
medida que o valor dos colaterais dos credores e o patrimoénio liquido das empresas
devedoras diminui. Como consequéncia, aumentam os riscos de cauda, bem como a

possibilidade de ocorréncia de crises bancarias.

De acordo com Otrlowski (2010), outro dos fatores principais que eleva o risco de ocorréncia
de eventos extremos ¢ o comportamento de rebanho, ou herd behavionr, adotado pelos
investidores. Nos mercados financeiros sob condi¢cdes normais, o fluxo de informacio é
rapido e sem restri¢oes, permitindo aos investidores aprender mutuamente e formular as suas
expectativas relativas ao futuro da tendéncia do preco dos ativos. Trata-se de um tipo de
comportamento mais caracteristico de investidores racionalmente imperfeitos por basearem
as suas decisoes de investimento nesse pressuposto, pelo que, por exemplo, tendem a
comprar ativos por assumirem que outros investidores possuem informagao otimista relativa
a evolugao do prego desses ativos, o que fara o prego subir ainda mais, (Froot et al., 1992).
Este fenémeno que se tem vindo a confirmar em diversos estudos onde demonstram que o
comportamento em rebanho dos investidores prevalece num cenario em que o mercado
esteja sob condigdes de elevada incerteza relativamente ao prego dos ativos. No entanto,
estes modelos tém sido expostos a varias criticas, na medida em que demonstram ser

insuficientes para explicar episédios de crise financeira no mercado (Orlowski, 2010).

1.3 Eventos extremos e implicagdes financeiras

Um movimento extremo pode ser definido, segundo Longin (19906), relativamente ao
mercado financeiro, como o valor mais baixo observado do retorno diario (o valor minimo)
ou o valor mais elevado (o maximo) de um indice de mercado de agoes, observados durante
um determinado horizonte temporal. Os valores extremos sao variaveis aleatorias que

dependem da distribui¢ao dos retornos e do tamanho da amostra do periodo de selecao. Por

1O risco moral refere-se ao risco de uma parte nio celebrar um contrato de boa-fé ou fornecer falsas
informagdes sobre os seus ativos, passivos ou capacidade de liquidar as suas dividas.



defini¢do, sao observacdes que se encontram nas caudas da distribui¢ao dos retornos, isto €,
sao outliers da distribuicdo, e sao de significativa importancia, ndo s6 para os investidores
como para toda a economia, pois, na presenca de dados que seguem uma distribui¢ao
caracterizada por grandes caudas, uma determinada série de valores maximos, ou minimos,
pode ser da mesma ordem de magnitude e intensidade que a soma de todos os restantes

elementos da amostra para um determinado horizonte temporal.

Como referido anteriormente, estudos recentes na area financeira tém vindo a realcar a
importancia relacionada com a raridade de eventos extremos nos mercados financeiros, no
preco dos ativos, bem como na sele¢iao de portfélio. Estes eventos, sio capazes de causar
grandes perturbagoes, a nivel do retorno dos investimentos realizados, pelas quebras ou
¢crashes nos mercados de agoes; os elevados niveis de incumprimento de dividas, segundo a
analise do risco de crédito; ou o colapso do preco dos ativos de elevado risco (Poon et al.,

2004).

1.3.1 Bolhas e crashes

A existéncia de bolhas especulativas no preco dos ativos financeiros e a consequente
ocorréncia de crashes ¢ bastante frequente nos mercados financeiros, e a sua recorréncia nao
parece ter vindo a diminuir ao longo do tempo, daf a necessidade de utilizar metodologias
adequadas para prevencgao do risco, bem como a sua mitigacao, na tentativa de minimizar as

perdas que advém destes eventos.

De acordo com De Grauwe (2008), as bolhas e ¢rashes sio uma caracteristica endémica dos
mercados financeiros nos pafses capitalistas. Além disso, face a desregulamentagao, os
balangos patrimoniais dos bancos tornaram-se totalmente expostos a estes episddios, o que
fragilizou a estabilidade do setor bancario. Segundo a abordagem de Basel com o intuito de
estabilizar o sistema bancario, o pressuposto implicito de que os mercados financeiros sao
eficientes permite a modelag¢ao dos riscos a que os bancos estao sujeitos, bem como o calculo
dos racios de capital requeridos para minimizar o risco. No entanto, o autor argumenta que
esta abordagem ¢ impraticavel, dado que os risco que efetivamente sao importantes para os
bancos sdo os riscos de cauda, associados a estes episédios extremos que ocorrem Nos

mercados, isto é, bolhas e crashes.



Nos seguintes subcapitulos serdo apresentadas as defini¢des de crashes e bolhas, bem como

as respetivas caracteristicas.

1.3.1.1 Definicao de Bolhas

Geralmente uma bolha esta associada a uma situagao em que o preco de mercado de um
ativo esta a ser transacionado a precos significativamente supetiores em relagdo aos que
seriam determinados pelo seu valor fundamental, que se reconhece, a posteriori, como
absurdos e insustentaveis, de acordo com Vogel (2018). Este fenémeno decorre
principalmente das expectativas dos shareholders relativamente a evolugao do prego dos ativos.
Importa, ainda, clarificar o facto de que uma bolha nio devera ocorrer sem especulagao, no
entanto, pode haver especulagio no mercado sem que se forme uma bolha no prego dos
ativos. Isto ¢, segundo Vogel (2018), a mera presenca de especulagdo niao constitui uma
condicao suficiente para a formagao e desenvolvimento de uma bolha. As bolhas podem, de
facto, ser caracterizadas por elevados niveis de uma loucura especulativa que é fomentada
pela prontiddo de dinheiro disponivel e de crédito que convida, estimula e permite uma

participagao ampla pelo publico em geral.

Na verdade, os mercados movem-se sobretudo consoante a reagao dos agentes, participantes
de mercado, a novos eventos, pelo que as noticias, por si s6, ndo movem os mercados,
funcionando antes como catalisador (Vogel, 2018). Os desenvolvimentos dados como
favoraveis, sejam estes de natureza politica, tecnolégica ou monetaria, fornecem,
normalmente, um terreno fértil que possibilita a formagao e desenvolvimento de uma bolha
no preco dos ativos. O excesso de otimismo relativamente a evolucao da economia no futuro,
leva os investidores a acreditar que se ira manter em crescimento permanente por tempo
indefinido, deixando-se levar por uma onde de loucura especulativa. Sdo estas crengas sobre
um “futuro maravilhoso” que se podem encontrar, por norma, em grande parte dos periodos
de bolha ocorridos ao longo da histéria dos mercados financeiros (Kindleberger, 2005). No
seu livro, Kindleberger (2005) demonstra, ainda, como a histéria dos mercados financeiros
esta repleta de episoédios durante os quais os mercados de ativos enfrentaram uma febre
especulativa que forca os pregos a subir de forma descontrolada e nao relacionada com as

variaveis econdémicas fundamentais.



Estas febres especulativas a que os mercados financeiros estao frequentemente expostos, nao
s6 potenciam a formacao de bolhas como e, consequentemente, a ocorréncia de c¢rashes, o
que possivelmente nao seria um problema se prevenissem os bancos de se envolverem nos
mercados financeiros (De Grauwe, 2008). No entanto, como referido anteriormente, a
desregulamentacao no setor bancario, no inicio dos anos 80, deixou os bancos totalmente
expostos a ocorréncia endémica destes episédios. Uma vez que os bancos tinham a
possibilidade de ter ao seu dispor na totalidade uma pandplia de ativos financeiros, o seu
balanco patrimonial tornou-se extremamente sensivel a ocorréncia de bolhas e consequentes

crashes.

De facto, Brunnermeier e Oechmke (2013) constataram que, geralmente, seguem-se crashes a
bolhas no preco dos ativos, que sao despoletados por determinados eventos, pelo que as
bolhas devem ser incluidas na determinacdo do risco. Neste contexto, quanto maior a
magnitude de uma bolha no preco dos ativos, maior o desvio do prego relativamente ao valor
fundamental do ativo, pelo que maior sera o risco de ocorréncia de ¢rush no mercado

financeiro.

1.3.1.2 Definigdo de crash

Um ¢rash pode ser definido, segundo Aboura (2015), como um evento que sucede de forma
repentina, com efeitos significativos e de breve duracio, isto ¢, corresponde a uma descida
significativa e relativamente rapida, de horas, dias ou semanas, no preco dos ativos, que é
causada por norma, por exemplo, pela faléncia de um banco ou grande empresa, por uma
fraude, ou pela simples queda do preco de um ativo que representa uma importante

proporcio de riqueza e ira requerer muito tempo para reverter.

Segundo Vogel (2018), trata-se de variagoes no preco dos ativos financeiros que evaporam,
no espago de horas ou dias, valores que em condi¢gdes normais de mercado levariam meses
ou até anos a atingir. Assim, um ¢rash representa um episoédio de elevada volatilidade, sendo
o seu reconhecimento atempado de extrema importancia. De facto, segundo o autor, torna-
se mais importante o reconhecimento de um ¢rash relativamente ao reconhecimento de um
petiodo de bolha, uma vez que ao longo desse periodo um agente econémico pode continuar

a participar durante algum tempo sem grande apreensao relativamente a possiveis perdas



com os ativos. Por outro lado, um ¢rash requer maior perspicacia e uma atengao imediata para

que o agente econémico se possa preparar atempadamente.

Quando sob condi¢coes de elevados niveis de volatilidade, os mercados financeiros tendem a
reagir de forma exagerada a mas noticias. Esta reagao exagerada ¢é caracterizada por grandes
volumes de ordens de venda, o que potencia a ocorréncia de perfodos de volatilidade em
termos negativos, como argumentam Gabaix et al. (2003) relativamente a relagao de grandes
flutuagoes nos pregos, volumes de transagao e nimero de transagdes. Por outro lado, mesmo
em periodos pautados por niveis relativamente reduzidos de volatilidade, perante mas
noticias no que respeita a evolucao do prego dos ativos, a probabilidade do sistema financeiro
colapsar de forma inesperada aumenta acentuadamente, como foi o caso apds a morte por
insuficiéncia cardiaca do presidente dos EUA Eisenhower, a 26 de setembro de 1995, o que
potenciou uma queda de 6.85% do indice S&P 500 em apenas um dia. Assim, Aboura (2015)
argumenta que, a0 contrario do que se possa pensar, os ¢rashes no mercado financeiro podem
ocorrer, e com maior probabilidade, em periodos de reduzida volatilidade, devido, sobretudo,

ao efeito surpresa.

Como referido anteriormente por Aboura (2015), os ¢rashes estio associados a uma descida
acentuada e bastante significativa no preco dos ativos, a nivel doméstico (erashes domésticos),
o que ¢ capaz de conduzir a0 aumento do risco sistémico em todo o mercado financeiro,
que, por sua vez, contribui para uma maior correlagao entre os indices de mercado de agdes,
potenciando a ocorréncia de ¢rashes a nivel internacional. Os mercados financeiros reagem
nao so a fatores politicos e econémicos domésticos como a pressoes a nivel das transagoes

efetuadas a escala global.

1.3.1.3 Os crashes nos mercados financeiros

Os crashes nos mercados financeiros sao, segundo Aboura (2015), dos eventos mais
fascinantes e intrigantes na area financeira. Apesar de nao ser tarefa facil a identificagao de
um ¢rash a priori, os investidores sio capazes de o identificar a posteriori, especialmente pelo
efeito de panico geralmente causado, o qual pode vir associado ao risco sistémico, risco de

liquidez ou risco de regulamentagao, conformo referido pelo autor.

E, de facto, de extrema importancia identificar a ocorréncia de um crash pela utilidade que

representa para os investidores, reguladores e decisores politicos. Por outras palavras,
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reconhecer eventos associados a ¢rashes no mercado financeiro pode justificar politicas de
intervencao tomadas pelos decisores politicos num #wing mais adequado como forma de
fazer face as consequéncias usuais resultantes da sua ocorréncia. Um exemplo referido por
Aboura (2015) é questionarmo-nos relativamente a possibilidade da identificagdo atempada
do ¢rash de mercado, aquando da crise financeira global de 2007, ap6s o colapso da bolha
imobiliaria, ter permitido a implementagao de politicas a tempo de conter a insolvéncia do
banco de investimento americano Lehman Brothers, evitando, dessa forma, os elevados
niveis de volatilidade que se seguiram, a escala global, no ano de 2008. Neste contexto,
Brockmeijer et al. (2011) sugeriram que a atuagao por parte dos decisores politicos deveria
ocorrer sempre que as medidas do risco ultrapassassem um determinado valor limite, de
forma a possibilitar uma resposta politica adequada e atempada para evitar perdas avultadas,

tanto a nivel das institui¢des financeiras como da economia global.

Além disso, devemo-nos ainda questionar relativamente a distingdo entre um ¢rush € um
evento de cauda, sendo que a defini¢do associada aos eventos de cauda ¢ bastante direta, uma
vez que estes correspondem a qualquer nivel de retorno que se localiza nas caudas da
distribuicao da série de retornos financeiros. Ja um crash corresponde a niveis de retorno
negativos de ordem extrema, no entanto o inverso nao se verifica, isto ¢, niveis de retorno

negativos extremos podem nao estar associados a um ¢rash no mercado, (Aboura, 2015).

Desta forma, de acordo Cotter (20006) entre outros autores, uma das principais preocupagdes
que ocupa a mente dos investidores é solucionar a tipica questao que se colocam: “Podendo
as coisas correr mal, quao mal poderao correr?”. Assim, torna-se NEcessario recorrer ao uso
de metodologias mais precisas na previsao da frequéncia e severidade dos niveis de retorno
extremos. Estimar a ocorréncia de crashes nos mercados financeiros ¢ um processo que esta
dependente de uma previsdo correta e precisa no que respeita a eventos raros, por natureza
localizados nas caudas da distribui¢ao dos retornos das séries financeiras. Por consequéncia,

a modelacio desta regiao da distribuicao é de grande importancia.

2. Medidas de risco

Como foi referido anteriormente, a distribuicio dos dados das séries financeiras tende a
apresentar, por natureza, caudas extremas pesadas, de acordo com Singh et al. (2013). Esta

caracteristica comum neste tipo de distribui¢des relaciona-se com a possibilidade de uma
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observagdo extrema, negativa ou positiva, poder ter um efeito da mesma ordem de impacto
que a soma dos restantes elementos da amostra, por exemplo, perdas de ordem extrema
observadas durante uma semana podem causar uma perda comparavel a um ano em que se

tenham observado lucros de ordem normal.

Assim, questdes frequentemente apresentadas no que respeita a gestao do risco financeiro,
que advém da possibilidade de ocorréncia destes eventos, envolvem a estimacao de quantis
extremos da distribuicdo das observagbes das séries financeiras, o que corresponde a
determinagao do valor que a variavel em causa excede, dada uma determinada probabilidade
relativamente baixa, de acordo com Gilli e Kellezi (2006). Para tal, sdo tipicamente usadas,

como medidas mais adequadas do risco, o Value-at-Risk (VaR) e o Expected Shortfall (ES).

2.1 Value-at-Risk (VaR)

O Value-at-Risk (VaR) é definido, segundo Omari et al. (2020), como a maxima perda que
pode ocorrer, com um determinado nivel de confianga, para um determinado horizonte
temporal, sob condi¢oes de normalidade do mercado. Trata-se de uma medida de risco que
mede a pior perda expectavel sob o normal funcionamento do mercado financeiro, num
determinado petriodo, e atendendo a um determinado nivel de significancia a, ou de confianga
(1-o0). “VaR answers the question: how much can I lose with x% probability over a pre-set

horizon” (J.P. Morgan, RiskMetrics—Technical Document - 1996).
A defini¢ao formal do VaR ¢ dada de forma implicita por:
Pr[APy; < —VaR] = « (1.1)

Onde, APy ¢ a variacio do valor de mercado de um portfélio P durante um determinado
horizonte temporal At, com probabilidade de a. A partir da equacio (1.1), infere-se que a
perda igual, ou superior ao determinado valor do VaR ocorre com probabilidade de a. De
outra forma, para uma determinada probabilidade «, perdas de valor igual ou superior ao
VaR irdo ocorrer. Assim, o VaR pode ser escrito novamente em func¢ao da probabilidade o.

Seja F a funcao distribuicao de probabilidade de APy , entdo tem-se que

F71(1-a) = VaR (1.2)
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Onde F~1 representa o inverso da funcio F. Um dos maiores problemas da implementagao

da andlise do VaR ¢ a especificagao da distribui¢ao de probabilidade F, usada no calculo

efetuado em (1.2).

Esta medida de risco ¢ utilizada pelos bancos de forma rotineira para monitorizar a exposi¢ao
corrente dos seus portfolios ao risco de mercado. Como forma de simplificagdao, por
exemplo, falamos em “queda em 20.5%” do indice S&P500 no dia da Black Monday, em vez
de “-20.5% de taxa de retorno” nesse mesmo dia. Assim, substituindo APy por —APy¢, tem-

se que VaR vem definido pelo inverso de F (), em (1.2).

Ao longo do trabalho, serdo usados retornos em termos logaritmicos, representados por

Yi
Yi-1

Xk:ln(

) em vez dos precos Yy, uma vez que tém maior probabilidade de formar

sequéncias estacionarias.

Trata-se de uma medida que apresenta diversas vantagens, de entre as quais se destacam o
facto de se obter apenas um valor capaz de captar e quantificar o nivel de risco, de ser uma
medida bem definida, apesar das propriedades da distribuicdo, e o facto de ser uma medida
conservativa a inclusdo, ou exclusao, de um elemento da amostra, (Novak, 2011). No
entanto, segundo o autor, podemos obter estimativas pouco precisas ao usar um estimador
de quantis empirico ou por assumir pressuposto irrealistas (como assumir que os dados
seguem uma distribuicdo normal, quando na verdade se pautam por caudas extremas
pesadas). Para além disso, o VaR nao ¢ subaditivo e, portanto, nao se torna adequado para
justificar a vantagem da diversificagao do portfélio. Isto é, por vezes dividindo um portfoélio
em subportfélios, tal que a soma do VaR correspondente aos subportfélios é inferior ao VaR

associado ao portfélio original, de acordo com Kourouma et al. (2010).
Propriedades do VaR:

1. Linearidade:

VaR,,;px = a + bVaRy

2. Nao é necessariamente convexo.

Sdo diversos os autores que apontam para alguns problemas associados a esta medida de
risco, sendo um dos mais importantes o facto do VaR nio considerar niveis de perdas para

além do seu nivel calculado, sendo também criticado por nao ser, exatamente, uma medida
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de risco coerente, (Artzner et al.,, 1999). Assim, como forma de contornar os obstaculos
impostos pelo VaR, propéem a medida de risco Expected Shortfall, sendo esta uma medida
que tem em consideragdo as perdas que vao para além do nivel do VaR, isto ¢, avalia
adequadamente as perdas extremas na cauda da distribui¢ao, quando o nivel proposto para
o VaR ¢ excedido. Para além disso, o Expected Shortfall assegura maior coeréncia enquanto

medida do risco.

2.2 Expected Shortfall (ES)

O Expected Shortfall (ES), ou também, conhecido por VaR condicional (CVaR), estima a

dimensao potencial esperada da perda que excede o quantil dado pelo VaR. Dada a

preferéncia em trabalhar com nimeros positivos, assume-se y = —VaR,(X), pelo que
ES,(L) = E(L|L = VaR,(L)) (1.3)
Onde L = —X, representa as perdas (por exemplo, retorno logaritmico diario do preco de

acao). Como referido anteriormente, por simplificacdo, é preferivel referirmo-nos a uma

queda em x% no indice de mercado de a¢oes, em vez de taxa de retorno observada de —x%.
Propriedades do ES:
1. Linearidade:
ES,ipx = a + bESy
2. Convexidade. Caso as fung¢oes distribuicao sejam continuas, entdo
ESax+-ayy < ESx + (1 — a)ESy 0<a<l
Pelo que, o ES ¢ subaditivo:

ESysy < ESy + ESy

2.3 Métodos tradicionais de estimacdo do VaR

Os modelos convencionais para estimar o VaR tém sido alvo de criticas ao longo da dltima
década, de acordo com Omati et al. (2020), uma vez que falharam numa previsao precisa das

grandes perdas repentinas que abalaram os mercados financeiros durante a crise global
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financeira 2007-08. Por se tratar de modelos que assumem que os retornos dos ativos seguem
uma distribui¢do normal, ignorando caracteristicas de caudas tipicamente grandes,

subestimam a probabilidade de ocorréncia de movimentos extremos no preco dos ativos.

No contexto do VaR, segundo Assaf (2009), prever de forma precisa a probabilidade de
ocorréncia de um evento extremo e compreender a influéncia do mesmo nos mercados
financeiros ¢ uma das grandes responsabilidades dos gestores de risco. Dado que as
metodologias das medidas de risco usada para estimar o VaR de um portfélio assumem que
o comportamento do mercado é relativamente estavel, o estudo dos eventos extremos requer
uma abordagem especial, uma vez que estao relacionados com as caudas da distribuigao dos

retornos, como € o caso da teoria dos valores extremos.

Em termos praticos, existem diversas formas de avaliar as medidas de risco e a probabilidade
de ocorréncia de eventos extremos e raros. O calculo do VaR pode ser obtido, segundo
Danielsson e De Vries (2000), com recurso a métodos paramétricos, semi-paramétricos e
nao paramétricos. De entre os métodos tradicionais, nao-paramétricos, destacam-se 0s

seguintes:

Simulag¢ao historica (HS): Em vez de se basear na assun¢ao de distribui¢coes relativamente
aos retornos, tem em consideragdo retornos passados que serdo os usados para prever
retornos futuros. Trata-se de um termo pouco correto, na medida em que consiste no calculo
de um estimador empirico do quantil de uma amostra de dados histéricos, pelo que nao
existe propriamente uma simula¢do. A vantagem desta abordagem ¢ unicamente a

simplicidade de calculo, mas falha pela falta de precisio.

Simulagao de Monte Carlo: é uma tentativa de modela¢ao da incerteza do mundo real, que
visa a duplicagao, por meio de simulagoes, das suas caracteristicas. E uma abordagem flexivel,
pois nao existem restricdes no que diz respeito ao tipo de incerteza que pode ser modelada
nem ao tipo de regras de decisio que devem ser incorporadas. F frequentemente utilizada
pelas empresas, normalmente grandes empresas, como parte do processo de tomada de

decisiao de investimentos, entre outros.

No que respeita a previsao em termos paramétricos, a volatilidade futura prevista de um ativo
¢ uma funcao explicita de retornos passados e dos parametros estimados do modelo. Os
modelos mais comuns sio a normal incondicional com estimacio da variancia

frequentemente atualizada, ou os modelos explicitos para heteroscedasticidade condicional,
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como o caso do GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity Model). O
modelo GARCH (1,1) é o mais usual na literatura financeira, sendo a sua caracteristica
principal, e mais importante, a capacidade de captar a volatilidade entre c/usters nos dados

recolhidos.

A abordagem popular de RiskMetrics que usa um modelo normal frequentemente atualizado
¢ assintoticamente equivalente a um modelo IGARCH. No entanto, segundo Danielsson e
De Vries (2000), trata-se de uma abordagem que apresenta diversas razoes de fracasso no
que respeita a captura adequada das probabilidades das caudas, devido sobretudo ao

pressuposto de normalidade da distribuicao inerente aos retornos financeiros.

3. Dados

Relativamente as séries financeiras a usar para efeito do estudo em causa, opto por usar dados
secundarios recolhidos a partir do Datastream, referentes ao retorno logaritmico diario de
trés dos indices de mercado referentes a trés das areas financeiras mais relevantes a nivel
mundial, Estados Unidos da América, Unido Europeia e Japao. As séries financeiras
selecionadas foram, respetivamente, S&P 500, Euro Stoxx 50 e Nikkei 225, cujo periodo de
analise abrange os dados desde 1 de janeiro de 2002 até 30 de junho de 2021, como forma
de incluir o periodo de bolha no mercado imobiliario nos Estados Unidos da América, que
se estendeu até 2007, bem como o ¢rash que sucedeu, entre outros eventos de carater extremo.
Incluem-se na amostra 5087 observagdes diarias, um numero suficientemente grande de
observacdes de forma a tornar o estudo dos valores extremos mais viavel, nao
comprometendo a estacionariedade das séries temporais financeiras. O indice S&P 500,
também conhecido por Standard & Poor’s 500, ¢ um indice composto por quinhentas a¢oes
cotadas em bolsa dos indices de mercado NYSE ou de NASDAQ. Inclui as quinhentas
principais empresas e cobre aproximadamente 80% da capitaliza¢ao de mercado disponivel.
As principais caracteristicas dos indices S&P 500 sao bem conhecidas. Trata-se de um indice
ponderado do valor de mercado compilado, respetivamente, em intervalos de 1 minuto e 15
segundos. Nao inclui os pagamentos de dividendos e representam uma propor¢ao
consideravel do mercado respetivo, tanto em termos de capitalizagio como de urnover. E
uma média aritmética ponderada, tendo a capitalizagio de mercado como peso.

Relativamente ao Euro Stoxx 50, representa o desempenho das 50 maiores empresas que
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operam na zona euro e capta, aproximadamente, 60% da capitalizagdo bolsista em circulagao.
Inclui empresas que sao lideres nos respetivos setores e de paises da zona euro, entre os quais
a Alemanha, Bélgica, Espanha, Finlandia, Franga, Pafses Baixos, Irlanda, Italia, Luxemburgo.
No que respeita ao indice Nikkei 225, indice da Bolsa de Valores de Téquio, é a referéncia
mais importante da bolsa de valores do mercado asiatico ¢ o mais popular no mercado
japonés. B composto por 225 empresas com a liquidez mais elevada de entre as 450 acdes
mais liquidas (ponderadas pelo preco e nao pela capitaliza¢ao) do Primeiro Mercado da Bolsa
de Valores de Toquio. O Nikkei 225 é o indice mais citado dos movimentos de preco no
Tokyo Stock Exchange (TSE). B uma média ponderada dos precos das 225 acdes listadas na
primeira seccdo do TSE e é atualizado em intervalos de um minuto ao longo do dia de

negociagoes.

4. 'Teoria dos valores extremos

Para efeitos de um calculo mais adequado das medidas de risco, sao diversas as metodologias
usadas, no entanto as tradicionais assumem que as séries financeiras seguem uma distribuicao
normal. Uma vez que a distribui¢ao caracteristica dos retornos das séries financeiras se pauta
frequentemente por caudas mais pesadas que as consideradas pela normalidade, o recurso a
estas metodologias torna-se pouco preciso no calculo das medidas de risco mencionadas.
Neste contexto, a Teoria dos Valores Extremos (EVT) é a mais privilegiada como
metodologia de calculo das medidas de risco e fornece procedimentos cientifica e
estatisticamente racionais para estimar valores extremos constantes das caudas das

distribuicoes.

No contexto dos eventos extremos e, como tal, raros, a analise dos valores extremos oferece
um paradigma tedrico natural que se baseia essencialmente na teoria dos valores extremos
em conjunto com uma série de ferramentas estatisticas modernas e técnicas de forma a

solucionar a mais ampla série de questées que surgem no contexto da avaliagio e gestao do

risco financeiro (Nolde e Zhou, 2021).

Em termos historicos, os fundamentos tedricos do argumento assintdtico que se encontra
na base da teoria dos valores extremos foram formulados por Fisher e Tippett (1928), apesar

da sua relutancia em propor os modelos para aplicagao estatistica. Esta teoria foi, mais tarde,
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unificada e estendida por Gnedenko (1948), tendo o mesmo autor, em 1958, sido o primeiro

a estudar e a formalizar a aplicagdo estatistica dos modelos probabilisticos para extremos.

Mais tarde, o comportamento das caudas da distribuicio esteve na base de diversos
argumentos discutidos por diversos autores, entre os quais se destacam Koedijk et al. (1990),
Dacorogna et al. (2001), Loretan e Phillips (1994), Longin (1996), Danielsson e De Vries
(2000) e McNeil e Frey (2000). Relativamente ao potencial da aplicagao da teoria dos valores
extremos na gestao do risco, uma abordagem interessante é discutida por Christoffersen et

al. (1998).

Uma questao importante relativamente a EVT ¢ a possibilidade de estender os seus
resultados principais a um contexto multivariado. No entanto, trata-se de um enquadramento
que envolve calculos complexos pelo que, na pratica, as distribuicdes sao geralmente

consideradas bivariadas, caso que sera abordado neste trabalho.

De um ponto de vista tedrico, quando estudamos os extremos das séries temporais
multivariadas, a dependéncia entre os valores extremos de componentes distintos tem um
papel crucial. No que respeita a medida de dependéncia convencional, o coeficiente de
correlacao de Pearson p, esta é calculada como uma média dos desvios em relagiao ao valor
médio, pelo que nao faz qualquer distingao entre realizagGes grandes e pequenas, (Poon et
al., 2004). Além disso, nio distingue retornos positivos de retornos negativos, assumindo
uma relagdo linear e uma distribui¢do do tipo Gaussiana multivariada, o que pode levar a

uma subestimagao significativa do risco sobre eventos extremos conjuntos.

As estruturas de dependéncia podem ser agrupadas da seguinte forma: independente,
perfeitamente dependente, assintoticamente dependente e assintoticamente independente.
No caso das variaveis serem positivamente relacionadas e assintoticamente dependentes ou
independentes, valores significativamente grandes de cada variavel irdo ocorrer de forma
simultanea mais vezes do que se estas variaveis fossem independentes, ou menos vezes caso
fossem perfeitamente dependentes. Esta distin¢ao entre as estruturas de dependéncia ocorre
quando ambas as varidveis se aproximam dos respetivos limites superiores. A medida que
uma variavel tende para o seu limite superior, a probabilidade da outra variavel estar proxima
do respetivo limite superior tende para zero no caso de serem variaveis aleatorias
assintoticamente independentes, e para um limite diferente de zero se considerarmos

variaveis assinoticamente dependentes. Desta forma, os valores extremos de cada variavel
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apenas podem ocorrer simultaneamente se as variaveis exibirem uma relagao de dependéncia
assintética, caso contrario, irdo ocorrer em tempos distintos no caso de serem
assintoticamente independentes. No Capitulo II serio definidos os parimetros de

dependéncia de cauda usados para o estudo em causa com maior pormenor.

Neste trabalho ¢ realizada a caracterizagao do comportamento extremal das séries financeiras
das respetivas economias mais importantes, tomando, para tal, como dados os logaritmos
dos retornos diarios, de forma a garantir a estacionariedade das séries temporais, e
recorrendo a uma abordagem que admite dependéncia entre observagdes extremas
consecutivas, tanto da cauda dos minimos, inferior, como da cauda dos miximos da
distribuicdo, superior. E adotado um método paramétrico nesta abordagem para a realizacio
do estudo para a cauda conjunta de uma distribuicio bivariada, descrito por Ramos
e Ledford (2009). Trata-se, portanto, de um modelo flexivel paramétrico em que ¢ possivel
a analise da dependéncia temporal de curta duragdio numa série temporal estacionaria, de
forma a caracterizar o comportamento extremal da série. Este tipo de caracterizagao parte
do pressuposto essencialmente de que a série temporal apresenta propriedades de
Markov, visto que a classe das cadeias de Markov de ordem d ¢ suficientemente geral e
tratavel. A modelagao da cauda conjunta da distribuicio de um par de valores consecutivos
(Xi, Xi11) de uma cadeia de Markov estacionaria de primeira ordem vai ser realizada através
do modelo proposto por Ramos e Ledford (2009). Esta analise requer a avaliagdo conjunta
dos extremos da estrutura de dependéncia temporal, bem como da cauda da distribuicao
marginal. Em particular, estuda-se o grau de dependéncia extremal na cauda conjunta
superior e na inferior de duas observagdes consecutivas e o peso da cauda da série, pela
estimativa de parametros que serdo posteriormente descritos.

Assim, no que diz respeito a metodologia, pretende-se realizar o estudo do comportamento
extremal temporal de séries financeiras, no caso concreto, os principais indices de mercado
de a¢Ses, Euro Stoxx 50, S&P 500 e Nikkei 225. Isto ¢é, pretende-se estudar a existéncia de
dependéncia temporal de curto prazo entre quedas extremas consecutivas, como ¢ 0 caso
dos crashes no mercado financeiro, e subidas extremas consecutivas, como acontece em
periodos de bolhas, recorrendo, para efeitos do estudo em causa, a utilizacao de modelos
multivariados da teoria dos valores extremos, sendo, para o caso, particularmente uteis os
modelos bivariados. A partir das estimativas obtidas para os diversos parametros estudados

no seguinte Capitulo, pode efetuar-se a analise do risco financeiro de forma mais precisa,
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devido ao modelo utilizado, através das medidas de risco, como o VaR e o Expected Shortfall.
Danielsson (2011) combinou, no que respeita a previsio do risco financeiro, o estudo do
VaR e a teoria dos valores extremos com a versatilidade e o poder de processamento de

softwares como R ou o MATLAB.
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Capitulo II

1. Teoria dos Valores Extremos

1.1 Nogoes Basicas

A teoria dos valores extremos (EVT), na sua forma mais simplista, dada uma amostra
aleatoria de dados independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) Xq, X5, ... X, de uma
fungao distribuicdo desconhecida, F, a teoria dos valores extremos preocupa-se
essencialmente com o estudo estatistico das suas propriedades extremas. De forma geral, os
métodos utilizados por esta teoria envolvem a modelagio da cauda da distribuicdo
desconhecida de uma série de dados observados e fornecem meios de quantificagao da
intensidade e frequéncia dos extremos. No entanto, como se pode observar no grafico da
Figura 1, os valores extremos sao escassos, existem poucas observagdes nas caudas,
concentrando-se a maior parte no centro da distribuicao, pelo que existe uma certa
dificuldade em ultrapassar este problema por falta de informagao. Assim, a extrapola¢ao do
modelo para além da série de dados observados ¢ requerida e trata-se de uma caracteristica
que distingue a estatistica de valores extremos da maior parte das outras areas de modelagao

estatistica.

0.4

0.3

f(x)
0.2

0.1

0.0

Figura 1: Amostra de dados e func¢io densidade, f (fonte Stuart Coles (1999)).

A EVT capta os valores extremos das caudas de uma determinada distribui¢ao e prever os

riscos associados. Pode ser aplicada segundo essencialmente dois métodos, o primeiro, o

21



método Block Maxima, considera que a distribuicdo assintética dos valores minimos e
maximos (extremos da amostra) ¢ modelada sendo essa funcio distribuicdo estandardizada
dada por uma das trés distribui¢oes de valores extremos, Gumbel, Fréchet ou Weibull, que
serao definidos posteriormente. A distribuicao generalizada de valores extremos (Generalized
extreme valne distribution, GEV) ¢é a forma estandardizada geral das trés distribuicoes
apresentadas e, portanto, as séries de valores maximos ou minimos devem convergir para a
GEV. O segundo método, peak over the threshold (POT), modela a distribui¢ao dos valores que
excedem um determinado limite. A EVT mostra que a distribuicao limite dessas excedéncias

¢ a distribuigao de Pareto generalizada (Generalized Pareto Distribution, GPD).

X2 o y ¢
11 11

X5
T T oyt e
1 2

I I
3 4

Figura 2: Método block maxima, grafico da esquerda, e método peak over the
threshold u, grafico da direita (fonte Manfred Gilli e Evis KAellezi (2006)).

Relativamente a primeira abordagem, concentra-se nos valores maximos que a variavel pode
tomar em perfodos com o mesmo horizonte temporal e sucessivos, em meses ou anos, por
exemplo. Para cada periodo de analise, o valor maximo observado constitui um evento
extremo, conhecidos por block maxima (por periodo). Por exemplo, no grafico da esquerda
Figura 2, os valores observados, X,, X5, X7 ¢ X1, constituem os block maxima por quatro

periodos de trés observagoes cada, os quais se representam por My,.

No caso da segunda abordagem, interessam, para a analise, os valores que excedem um
determinado valor limite relativamente elevado, u. Assim, como representado no grafico, os
valores que constituem extremos sio as observacoes X1, X, X7, Xg, X9 ¢ X141, pois sdo os
que excedem esse determinado patamar, previamente selecionado. Considerando,
novamente, uma fungao distribuicao F, de uma variavel aleatéria X, nesta abordagem, o
interesse recal sobre a estimagao da fungao distribuicao F, das observagdes acima do patamar

estipulado, u. Uma vez que os dados se encontram essencialmente entre 0 e U, a estimacao
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da fungao das excedéncias, por natureza escassas, apresenta um problema para o qual a teoria

dos valores extremos se mostra particularmente util.

A aplicagao de um dos métodos referidos depende essencialmente da disponibilidade dos
dados, do horizonte temporal selecionado para o estudo em causa e do tipo de medidas do
risco que queremos prever, Singh et al. (2013). Tradicionalmente, o método block maxima é o
mais utilizado quando os dados apresentam caracteristicas de sazonalidade. No entanto, o
método peak over the threshold é capaz de fazer uso dos dados de forma mais eficiente e, como
tal, tem sido o mais utilizado em aplicagbes recentes, dado que usa apenas valores extremos
que excedem um determinado limiar, o #hreshold. Assim, no caso do meu trabalho irei recorrer

a0 método POT.

1.2 Distribuig¢do dos valores maximos

Seja Xy, ...,X;, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas com uma funcgio distribuicao comum F. Segundo esta forma de caracterizacao
do comportamento dos extremos considera-se o comportamento do maximo M, =
max (X, ..., Xp), onde n representa o tamanho da subamostra, ou bloco. Entio, a func¢io

distribuicao de My, ¢ dada por

Pr(M, <x)=Pr (X; <x,..,X, <x)=F"(x) (2.1)
Para um determinado X fixo, este resultado torna-se degenerativo, isto é, tende para 0 ou
para 1, 2 medida que n — 00, uma vez que, com probabilidade de 1, M, converge para o
ponto limite superior w(F) da fun¢io distribui¢io F, definido por w(F) = sup {x :
F(x) < 1}. Assim, tal como para o teorema do limite central, é requerida alguma

normaliza¢do de M, como forma de obter uma distribui¢io limite ndo degenerada.
A lei limite para o conjunto de maximos, M, ¢ dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1 (Fisher e Tippett (1928), Gnedenko (1943)) Seja X,, uma sequéncia de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Se existirem constantes

a, > 0e b, € R, tal que, a medida que n = o,

Pr{(M,, — b,/a, < x} - G(x) (2.2)
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o resultado em (2.1) seja satisfeito para uma fungao distribuicdo G nao degenerada, entio G

¢ do mesmo tipo que uma das seguintes distribui¢oes:

[: 6(x) = exp{—exp(—x)} —o0<x< oo

1:c _ 0 x<0
60 = Hogpx  xn0a50

) _ (exp {—(—x*)} x<0,a>0
11 G(x) = {exp Ceey o

Por outro lado, cada uma destas distribuicdes, G, pode aparecer como limite para a
distribuicdo de (M, — by,)/ay e, de facto, tal acontece quando o préprio G ¢é a distribuicao

de X.

Estas trés classes de distribuicao do Teorema 2.1 sdo as chamadas distribuicdes dos valores
extremos, sendo, respetivamente, os tipos I, II e III amplamente conhecidos por tipos
Gumbel, Fréchet e Weibull. O Teorema 2.1 nao garante, porém, a existéncia de um limite
nao degenerado para M,,, nem especifica qual o limite que ird surgir quando tal limite existe.
No entanto, quando esse limite existe efetivamente recorrendo a analogia com o Teorema
do Limite Central, temos que a distribui¢ao limite do maximo da amostra segue uma das

distribuicoes especificadas no Teorema 2.1, seja qual for a distribuicao original de F.

No que respeita a distribuicao Fréchet, esta apresenta uma cauda decrescente de forma
polinomial pelo que ¢ a mais adequada para distribuicoes que apresentem caudas pesadas. As
caudas decrescentes de forma exponencial da distribuicio do tipo Gumbel caracterizam
essencialmente distribui¢oes de caudas finas. Por fim, a distribui¢do do tipo Weibull é a

distribuicao assintotica de distribui¢ées de ponto limite superior finito.

Jenkinson (1955) e von Mises (1954) sugerem a seguinte representacao generalizada de

apenas um parametro,

1
- K3
He(x) =1 € (1_+jx) se§#0; (2.3)
e~ ¢ seé=0.
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das trés distribui¢oes padrio, com x tal que 1+ éx > 0. Esta generalizacao é conhecida
como a distribuicdo generalizada dos valores extremos (Generalized Extreme 1V alue, GEV),
onde o patrimetro ¢ ¢é denominado indice de cauda, que mede o peso e determina o
comportamento da cauda de Hg(x). Trata-se de uma distribuicio ndo degenerada e
generalizada na medida em que a forma paramétrica sumariza os trés tipos de distribui¢des
conhecidos. Além disso, se £ = 0, entio H é uma distribui¢ao do tipo Gumbel; se & > 0,

entio H é uma distribuicio do tipo Fréchet; por fim, se tivermos & < 0, entio H é do tipo

Weibull.

Geralmente nao sabemos, a priori, o tipo de distribuicdo limite inerente aos dados da amostra
de maximos, pelo que a GEV ¢ particularmente ttil quando se devem calcular estimativas de
maxima verosimilhan¢a. Além disso, a GEV padrio definida anteriormente ¢é a distribuicao
limite dos extremos normalizados. Uma vez que, na pratica, a verdadeira distribui¢io dos
retornos nio é conhecida e, como consequéncia, ndo sao conhecidas as constantes a, e by,
usamos a especificacao de trés parametros da GEV, como distribui¢io limite dos maximos
nao normalizados,
o
|—oo,u—=[ se <0

$

x_
'u)xeD, D =<{]—o00,00] se £ =0;

o

Hf,U,H(x) = HE ( A
]M—E,OO[ se £>0.

Os parametros adicionais, i e 0, sao os parametros de localizagao e de escala, respetivamente,
que representam as constantes de normalizacao desconhecidas.

As quantidades de interesse ndo sido os parametros em si, mas antes os quantis, também

denominados de niveis de retorno, da GEV estimada,

1
R =Hg,, (1 - E) (24)

Substituindo os patrametros &, 0 e U pelas suas estimativas ¢ , 6 e I, temos

.2 1 (1 (1 1))_3 £+ ()
f z og X seé

1 .
ﬁ—&log(—log(l—;)) seé=0

R =
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Neste contexto, um valor de R de 7 significa que a maxima perda observada durante o

periodo de um ano ira exceder 7% uma vez em cada 10 anos, em média.

1.2.1 Método Peak over the threshold

Como referido anteriormente, uma abordagem alternativa ao método Block Maxima, e mais
eficiente na utilizagao das observagoes extremas, ¢ o método peak over the threshol, no qual sio
considerados os valores que excedem um determinado limiar (#hreshold). Quando temos uma
sucessao de variaveis i.i.d. aleatdrias {Xl,Xz, ...,Xn} associadas a uma funcio distribuicio
desconhecida F(x) = Pr[X; < x], os valores extremos definem-se como os valores X; que
excedem um determinado limiar u relativamente elevado. Desta forma, a variavel X —u
representa os excessos sobre esse limiar e a distribui¢ao de excessos sobre o limiar U define-
se como uma probabilidade condicional

F(y +u) — F(u)
1—F(u) '

E)=PrX—u<ylX>u = y>0 (2.5)

onde X é uma variavel aleatéria, U o determinado nivel elevado, y = X — U os excessos sobre
o determinado nivel elevado e xp < 00 ¢ o ponto final direito da fungio F. Esta equacao pode
ser interpretada como a probabilidade de uma perda exceder o limiar # em um determinado
valor igual ou inferior a ¥, dado que o limiar u foi excedido. Para M), = max{X;, X5, ..., Xp},
definido como as piores perdas numa amostra de perdas de dimensio n, a funcio

distribui¢io F satisfaz o Teorema Fisher-Tippett (Teorema 2.1).

As realizagGes da variavel aleatéria X situam-se geralmente entre 0 e u, pelo que a estimagio
de F, para este intervalo, é relativamente simples. J4 a estimacdo da fung¢do F, pode ser mais
complexa, uma vez que lidamos com poucas observagdes nesta area. Neste contexto, a EVT
pode ser particularmente util, dado que fornece um forte resultado relativo a fungao

distribuicao de excessos condicional, tal como o estabelece o seguinte teorema:

Teorema 2.2 (Pickands (1975), Balkema e de Haan (1974)) Para uma classe de fung¢oes
distribuicdo subjacentes F, a funcao distribui¢ao de excessos condicional F,(y), para um u

elevado, é bem aproximada por

E,() = Gf,a()’)a u— x,
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onde temos

1
§ )_?
Gg,(,—(y) — 1—<1+0_y Sef #0
y
l—eo seé=0

para y € [0,(xp —uw)], seé=0eye€ [O, —g], se & < 0. Gg, ¢ a chamada distribuicio de

Pareto generalizada (Generalized Pareto Distribution, GPD).

Se x for definido como x = u + y, a GPD pode, também, ser expressa em fungao de X, isto
-1/

. §(x—u)

6 Gra() =1—(1+552)

’ g

A distribuicdo de Pareto generalizada assume formas diferentes, consoante o valor do

patrametro de forma ¢, ou indice de cauda, tem um valor negativo, positivo ou nulo. O indice

de cauda ¢ indica a forma como decai a cauda da distribuicio, isto ¢, indica o peso da cauda.

Assim, quanto maior for &, mais pesada sera a cauda, pelo que esta decai mais drasticamente.

Como, geralmente, ndo ¢é possivel estabelecer um limite superior para perdas a nivel

financeiro, apenas sio consideradas adequadas distribui¢oes com um parametro & = 0 para

modelar distribuicoes de retornos financeiros.

Assumindo a fungao GPD para a distribuicdo da cauda, podemos definir expressoes
analiticas para o VaRp e ES,como funcio dos parametros GPD. Isolando F x)=(wWw+y)

em (2.5), tem-se

F(x) = (1= FW)E,() + F(u) (2.6)

- o : L -N.
e substituindo F, pela distribuicio de Pareto generalizada, e F(u) pela estimativa %,

onde n representa o nimero total de observagdes e N, o numero de observacbes que

excedem o limiar U, obtemos
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Que podemos simplificar para

. ~1/%
PG =1- ﬂ(1 ia- u)) @7)
n o

Se invertermos esta equagao para uma determinada probabilidade a obtemos

VaR, = u + g((Nla)_E — 1) (2.8)

u

Podemos reescrever a equacao do Expected Shortfall da seguinte forma

ES, =VaR, + E(L — VaR,|L > VaR,) (2.9)
onde L = —X representa os retornos negativos e na qual o segundo termos da direita da

equacdo ¢ o valor expectavel dos excedentes sobre o limiar VaR,. Sabemos que a func¢ao

média de excessos (mean exess function) para a GPD com parametro & < 1 é dada por

o+¢z

e(z) =EX—z|X>2)= T—¢’

oc+éz>0 (2.10)

que nos da os excessos de X, em média, sobre valores variaveis do limiar z.

De forma similar, tendo em consideraco a defini¢ao descrita em (2.9) para o Expected Shortfall
e recorrendo a (2.10), para z = VaR,, — u, obtemos
—~  _— 6+&VaR,—u) VaR, &-&u

ES, =VaR, + =+ = 2.11
« = VaRq - Al 1)

E, também, possivel realizar uma estimativa nao paramétrica do parametro de forma, ¢, e do
parametro de escala 0 das distribuicbes Hg (2) e Gg (y) com recurso ao método Hill, Hill

(1975), no qual £ > 0 (a > 0), é gerado pelas mesmas distribuicoes de caudas grandes no
dominio de atragdao da distribuicio GEV do tipo Fréchet. Tendo em consideracio uma

amostra de perdas {X3, X5, ..., X7}, estatisticas de ordem sio definidas como Xy 2 Xp) =

-+ = X(r) e para todo o k positivo, e o estimador de Hill de § ¢ definido como ERUL(L) =

1
2= [log X¢jy — log Xy .
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2. Séries temporais estacionarias

Em diversas areas de aplica¢ao os dados observados exibem alguma forma de dependéncia
temporal ou espacial, sendo a consequéncia que resulta da dependéncia entre valores
observados de uma série um aspeto muito importante a ter em considera¢do. assim, neste

ponto importa descrever o conceito de séries temporais estacionarias.

A importancia da estacionariedade revela-se em diversos aspetos, entre os quais a
possibilidade de desenvolver uma teoria de valores extremos adequada, generalizando os
métodos classicos; o facto de existir uma ampla variedade de aplica¢Oes praticas para as quais
os modelos de estacionariedade sdo geralmente mais realistas relativamente ao pressuposto
de variaveis i.i.d.; por ultimo, mesmo séries nao estacionarias podem geralmente ser divididas
em periodos em que apresentem alguma estacionariedade, podendo considerar-se

aproximadamente independentes.

Definigido 2.1 (Estacionariedade) Uwa sequéncia de varidveis aleatirias X1, Xy, ... ¢ estaciondria

se as distribuigoes conjuntas de (le, v ij) e (Xj1+q, v ij+q) sao idénticas para todo , j1, -+, Jp
eq.

Para obter resultados uteis, devem ser impostas condi¢oes de forma a limitar a persisténcia
da dependéncia entre Xje Xj,, 2 medida que |k| — oo, Para este propésito, foram
consideradas por Leadbetter et al. (1983) duas condi¢oes D e D’. A condi¢do D restringe

dependéncia de longo alcance, enquanto que a condi¢ao D’ restringe a dependéncia entre

observagdes X;’s proximas (dependéncia a curto prazo).

Definigio 2.2 (A condigdo D(u,,)) Para uma determinada sequéncia Uy, a condicio D (uy,) diz-

se gue se verifica para todo Iy < +++ < by < Jq < -+ < Jgoomj; —ip =1lse

Pr (Xi1 <ty o, Xy Xy S Uy, Xy S ) —

= n,1
Pr (X, < tn o, Xi) < ) X Pr (X, S ity o, X, <1y
onde A, —> 0 a medida gue N — 0 para alguma sequéncia l, = o(n).
Considerando, agora, que X3, ..., X, ¢ uma sequéncia estaciondria de variaveis aleatérias com

uma funcio distribuicdo comum F. Para M, definido como anteriormente, temos os

seguintes resultados
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Teorema 2.3 (Teorema dos tipos extremos para sequéncias estacionarias) Se D(u,) ¢

satisfeita com Uy = AnX + by, com Ay > 0 e by, constantes, e se

r (Mn _bn) <x
an

p 260

Em alguma funcao distribuicao G nao degenerada, entio G é uma distribuicio generalizada dos valores

exctrenios.

O Teorema 2.3 pode ser interpretado da seguinte forma: para processos estacionarios que
sejam independentes a longo prazo (no contexto definido pela condigio D (uy)), os limites
assintéticos standard aplicam-se também aos seus maximos My,. Isto ¢, a dependéncia nao
tem qualquer impacto na classe das possiveis distribui¢oes limites ndo degeneradas. Tal como
no caso de variaveis aleatérias 1.1.d., este teorema nao nos informa sobre qual a distribuicao,
se é que existe, que se aplica dos trés tipos de possiveis limites para um determinado processo

estacionario, mesmo que F seja conhecida.

3. Modelos multivariados dos extremos

A partir deste ponto serdo considerar os valores extremos de dados multivariados. Ao
contrario do que acontece no caso dos dados univariados, nos quais conceitos como fungao
de maximos, estatisticas de ordem e valores extremos tém definicdes naturais, no caso dos
dados multivariados, estas defini¢oes nao aparecem de forma tao natural e imediata. A
abordagem classica neste caso tem sido considerar os maximos de uma amostra multivariada

como um vetor de componentes maximas.

As séries temporais multivariadas podem, a semelhanga do caso das séries univariadas, ser
modeladas por via dos métodos mais comuns, block maxima e a abordagem peak over the
threshold. Em ambos os casos, as fun¢des conjuntas tém um papel fundamental. Neste
contexto, a funcio conjunta k-dimensional é uma func¢io distribuicio conjunta definida em
[0,1]% com distribuicdes marginais padrio. De acordo com o Teorema de Sklar, para cada
funcao distribui¢ao conjunta F com margens Fjy, ..., Fy, existe uma copula C, isto ¢, uma
funcio distribuicio cumulativa multivariada, tal que F(xq, ..., x;) = C (Fl (x1), .., Fy (xk))
para todos os valores de Xy, ..., X € R. A funcio copula é geralmente usada para descrever ou

modelar dependéncia entre varidveis aleatdrias. Se as margens sdo continuas, entdo C ¢é unica,
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pelo que as fungdes conjuntas permitem que a estrutura de dependéncia de uma distribuigao

conjunta seja dissociada do seu comportamento marginal.

Tanto para o caso do método multivariado dos blocos maximos, como o método
multivariado peak over the threshold, os parametros podem ser estimados por via da maxima
verosimilhanga. Na abordagem dos valores que excedem um determinado limiar U, a fungao
de verosimilhanca é normalmente calculada com dados censurados, o que significa que para
cada observacio x = (x4, X, ..., X), 2 Unica informagio de interesse que pode ser retirada

das componentes Xj que se situam abaixo do determinado limiar u; correspondente é que

Xj < uj, independentemente dos valores que tomam.

3.1 Notagao e distribuigao limite

Considerando que Xj, X5, ..., X;, sdo variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.) k-dimensionais com funcdo distribuicio conjunta comum F(x) =
F(xq,...,xq). Sejam Fy, ..., Fy as distribui¢oes marginais de F(x) e definindo M, como o

vetor de dimensio d de observagoes das componentes maximas, isto é, M, =
1 da j j j , j ,

(M,(l ), ...,M,(l )), onde M,(l]) = max(Xij), ...,X,g])) paraj =1,..,de Xi(]) representa a j-

ésima componente de Xj.

Tal como no caso das séries univariadas, pretende-se caracterizar o comportamento limite

de M;,, ou seja, a distribuicdo G multivariada que devera surgir como limite a2 medida que

N — 00 na seguinte expressao

(M$ — b

, 1 d
Pr 0 <x;j=1..,d;= F”(u,(l ), ,u,(l )) - G(x) (2.12)
n

onde temos u,gj) = a,(lj)xj + b,(lj), para sequéncias a,(lj) >0e¢ br(lj) ER1<j<dn=1l

As distribui¢Ges limite G ndo degeneradas sao chamadas distribui¢oes multivariadas dos

valores extremos.

Pela equacio anterior (2.12) podemos obter, de forma simplificada
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Pr{(M,, — b,))/a, < x} = F*(a,x + b,) - G(x). (2.13)

De notar que cada distribui¢ao marginal G; da distribuigdo limite conjunta G ¢ de valores
extremos. Qualquer fungio distribuicao multivariada F para a qual a equagao (2.13) se ajusta

¢ tida como pertencendo ao dominio de atracao de G.

Existem dois aspetos separados a ter em aten¢ao em (2.13) e que devem ser considerados
individualmente: a convergéncia de cada distribuicio marginal de F™ para as distribuicdes
marginais correspondentes de G, e a convergéncia da estrutura de dependéncia de F™ para a

mesma de G.

Aspetos que se relacionam com a convergéncia marginal podem ser tratados com recurso
aos resultados univariados apresentados anteriormente. Assim, a estrutura de dependéncia
de G, bem como a convergéncia da estrutura de dependéncia de F™ para a de G, devem ser
consideradas para varidveis marginais estandardizadas. Por simplicidade de notagio e
transparéncia na apresentacao de resultados, é conveniente escolher as variaveis marginais
como Fréchet unitaria distribuida, isto é, tendo a seguinte fungio distribui¢io Pr(X < x) =
exp(—1/x) com x >0, o que nio resulta em falta de generalidade, uma vez que
transformagdes univariadas de probabilidade integral podem ser usadas para relacionar os

resultados a distribuicdes marginais arbitrarias.

3.1.1 Mcétodo peak over threshold (POT)

No caso do método peak over the threshold, este pode ser estendido de forma similar ao
enquadramento multivariado ao dissociar as margens da estrutura de dependéncia inerente a
fungao copula. O objetivo neste caso ¢ modelar a cauda superior da distribui¢ao conjunta F,
calculada nos pontos que excedem um determinado vetor de limiares relativamente elevados
u = (Uyq, ..., u)T. Sob o pressuposto de que a funcao F pertence a0 dominio de atracio dos
méaximos da distribuicdio multivariada dos valores extremos, para todo Xj = u; (=
1,..,k)entio F(x) = C(F1 (xq), ...,Fk(xk)) pode ser aproximado por F(x) =

Co (F'l (x1), oo, E (xk)), onde C representa a copula limitante dos valores extremos de C e

as margens Fj,j =1, ..., k, tém formas derivadas das distribuicdes de Pareto generalizadas.
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No contexto dos modelos multivariados, assume-se que os valores excedentarios
relativamente a um determinado limiar © seguem uma distribui¢ido de Pareto generalizada.
Para valores que se situem abaixo do limiar u, consideram-se censurados em u. O modelo

para a cauda da distribuicao F é dada, como resultado, por

1
Pr(X<x)=1- Au{l + f(xa——,u)} : parax > u (2.14)

onde 4, =1 —F(u),0’ > 0 representa o parimetro de escala e & o parimetro de forma.
Qualquer ponto com Xx; > U contribui para a verosimilhanca L(4,,0’,&; x;) da seguinte
forma

_dF(x)

LAy 0", &%) = (2.15)

-(1+&)
- tu

!
dx ly=y; o N

Devido ao sistema de censura, a contribui¢ao para a verosimilhan¢a de um determinado

ponto X; que nao exceda o limiar U ¢ dada pela seguinte expressao
LAy, 0", &Ex) =F(uw) =1— 24, (2.16)
Desta forma, o valor de verosimilhanga para uma determinada série de n pontosi.i.d., é dada

por

n

L(Aul O-,F f; X) = r L(/lul O-,I E; xl)

i=1

; E(x _ u) -(1+8)/¢
- —[ (1-2) 1_[ Ao’ {1 +—’U, }

i:xi<u Jixj>u +

!

-(1+8)/¢
I I Xi—Uu
— (1 _ Au)n—nu/—lunuo_l—nu {1 + E( ]O- )}

Jixj>u +
onde N, representa o nimero de pontos que excedem o limiar U.

De facto, a contribuicao da observacao X para a funciao de verosimilhanca é dada pela

derivada parcial de F no que respeita as componentes X;j de X tais que Xj = U;, avaliadas no

T . L.
ponto y = (yl, ...,yk) definido como y; = X; se X; = U;, € ¥; = U; caso contrario.
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3.2 Medidas de dependéncia para valores extremos

A distribuicdo conjunta de uma série de variaveis pode ser separada nas respetivas
distribuicées marginais e estrutura de dependéncia entre elas. F til, para o estudo da
estrutura de dependéncia de distribui¢oes multivariadas, remover qualquer influéncia de
aspetos marginais, inicialmente pela transformacdo de dados aleatérios numa distribuicao
comum marginal. Apds essa transformacdo, qualquer diferenca entre as distribui¢oes é
devida unicamente a aspetos de dependéncia, (Poon et al., 2004). Assim, retornos bivariados

(X,Y) podem ser transformados em marginais Fréchet unitarias(S, T) da seguinte forma

1 1
__ - 2.17
Ui ="tegrm0 ¢ V= Tlogrm) @17

onde Fy e Fy representam as respetivas funcoes distribuicio marginais para as variaveis X e
Y. E usada uma transformacio do tipo Fréchet devido a evidéncia na literatura relativamente
a caracteristica de caudas pesadas tipica na distribui¢dao dos retornos dos ativos e representada
pela distribuicao Fréchet, segundo Loretan e Phillips (1994) e Longin (1999). Neste trabalho,
a discussao de resultados ira centrar-se na estimagao da dependéncia no contexto bivariado,

apesar das técnicas utilizadas se estenderem naturalmente a dimensdes de ordens superiores.

3.2.1 Dependéncia assintética e independéncia assintdtica

Seja (X,Y) uma varidvel bivariada aleatéria sobre a qual assumimos, por conveniéncia, que
X e Y seguem distribuicio marginal Fréchet unitaria tal que Pr(X < x) =Pr(Y <x) =

exp(—1/x) para x > 0. Seja k a probabilidade condicional limite em

&irrolo{Pr(X >ulY >u)} =k (2.18)

entio X ¢ Y dizem-se ser assintoticamente dependentes se k > 0 e assintoticamente
independentes no caso de k = 0. Os modelos que forem obtidos por intermédio da
abordagem classica dos extremos bivariados sao bem-sucedidos quando X e Y sao
assintoticamente independentes. Por exemplo, quando X e Y apresentam uma estrutura de

dependéncia bivariada normal com cotrrelacdo p # 1 entdo a abordagem classica fornece um

34



modelo limite que trata os extremos marginais como independentes seja qual for o valor de

p, de acordo com Sibuya (1960).

Existem, no entanto, dificuldades adicionais causadas sobretudo pelo paradigma
fundamental da modelagao dos valores extremos que se baseia no tratamento de resultados
assintoticos como aproximagoes dentro de regides da cauda que sejam suficientemente
extremas. Uma forma de ilustrar este problema é demonstrando que se o limite definido em
(2.18) for tratado como uma igualdade quando ambos X = u ¢ ¥ = u para um determinado
nivel elevado u, entio Pr(X >u,Y >u) = Pr(X > u|Y > u)Pr(Y > u) = k Pr(Y >
u) que ¢ 0 se X e Y forem assintoticamente independentes. No seu nivel mais simples, a
abordagem de Ledford e Tawn (19906) evita esta dificuldade ao introduzir o parametro 1 que

controla a taxa de decadéncia de Pr(X > u,Y > u) para um elevado valor de u.

3.2.2 Parametro de dependéncia de cauda, n

Focando no caso bivariado, no contexto da dependéncia de caudas conjuntas, Ledford e
Tawn (1997) introduziram o coeficiente de dependéncia de cauda n € (0,1] e
demonstraram através de uma variedade de exemplos que as estruturas de dependéncia de
todas as distribui¢oes bivariadas de valores extremos e uma vasta variedade de copulas

comummente utilizadas podiam ser expressas dentro da sua estrutura ou seu enquadramento

e que o parametro 1) governa amplamente a forca e natureza da dependéncia extremal.

Uma vez que as variaveis marginais X e ¥ sao estandardizadas de modo a serem distribuidos
Fréchet unitarios, o parametro 7] fornece uma medida de dependéncia entre caudas
marginais. Nestes termos, a dependéncia assintotica corresponde ao caso em que 7 = 1, o
que significa que as observagoes sao sempre dependentes para qualquer nivel elevado, e a
independéncia assintética an < 1, o que significa que a independéncia entre as observagdes
pode ocorrer no infinito, no entanto, para limites finitos, sub-assintéticos, existe dependéncia

entre as observagoes, sendo que diminui 2 medida que se consideram niveis cada vez maiores.

1 L L o
No caso de termos —<n =<1 entio diz-se que as varidveis marginais se encontram
.. . , 1 .. .
positivamente associadas. Ja no caso em que ) = 5 dizem-se independentes. Por fim, se 0 <

1 ~ . o . .
< = entio as varidveis estio negativamente associadas.
2
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Toda a estrutura de dependéncia de valores extremos bivariados e a grande maioria das
estruturas de dependéncia que existem no contexto da literatura das copulas tém estruturas

de dependéncia extremal que podem ser representadas na seguinte forma simplificada da

abordagem de Ledford e Tawn (1997)

L(x,y)

Fyy(x,y) =Pr(X > x,Y > y) = )i/

onde 1 € (0, 1] é o coeficiente de dependéncia de cauda e £ a fungio bivariada de variagio
lenta. Ao examinar o valor do parimetro 7] para estruturas de dependéncia parametrizadas
diferentes podemos comparar e contrastar as suas caracteristicas de dependéncia. Sem este
parametro, ou outras escalas de referéncia como o caso de x e de ¥ medidas de dependéncia

extremal dadas por Coles et al. (1999), tais comparagbes sao muitos mais dificeis de efetuar.

4. Modelos para as caudas de cadeias de Markov

Os avangos na teoria dos valores extremos multivariados tém permitido desenvolver e
melhorar técnicas de caracterizagdio do comportamento extremal das séries temporais
estacionarias, nomeadamente no que respeita ao comportamento dentro de ¢/usters de valores
extremos de uma série temporal, que se determina pela dependéncia temporal de curto prazo.
Por serem facilmente trataveis e suficientemente gerais, assumem-se caracteristicas de cadeia

de Markov associadas ao comportamento das séries temporais.

Para a modelagao estatistica da cauda de uma cadeia de Markov, uma abordagem comum
consiste na utilizacio de uma determinada distribuicio conjunta d-dimensional de valores
extremos como forma de modelar a estrutura de dependéncia entre variaveis consecutivas
Xi, ..o, Xj+q que excedam um determinado limiar, nivel relativamente elevado, fixo u. Esta
abordagem pressupde que o comportamento extremal da cadeia ¢ de igual modo valido para

valores acima de um limiar u.

Uma cadeia Markov de 1* ordem significa que uma determinada observa¢ao depende apenas
da observacdo imediatamente anterior, isto é, uma observagio X;;; depende apenas da
observag¢ao anterior X;, a observacio X;y, depende da observacio X;yq; € assim
sucessivamente. No caso de uma cadeia de Markov de 2* ordem temos que uma determinada

observa¢ao depende das duas observagoes imediatamente anteriores. No presente trabalho,
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uma vez que o estudo se centra na dependéncia temporal de curto prazo e de forma a
simplificar o cilculo, recorre-se as cadeias de Markov de 1* ordem. Assim, seja {Xy, },»1 uma
cadeia de Markov estacionaria, de 1* ordem com espagos de estados continuos e seja a sua
funcdo de distribuigio conjunta F(x;, X;41), cuja distribuicio marginal é dada por F(x) =
Pr(X; < x) para todo o i = 1. Posteriormente, considera-se a distribuicio de Pareto
generalizada (GPD) para descrever o comportamento da cauda univariada acima do

determinado nivel elevado Uy, nivel na escala original da variavel Xj, isto ¢, a distribui¢ao

F(x) = 1-—X4 {1 + —f(x ; ul)}_f

1-14, x <uy

) X2 (2.19)

onde S, = max(s, 0), ¢ e 0 > 0 representam, respetivamente, os parametros de forma e
de escala, e 1y = Pr(X > u,) representa a probabilidade do nivel ser excedido, sendo que &
quantifica o peso da cauda. A distribuigio conjunta (Xj, Xj41) numa regido de cauda Ry; =
(ug, ) X (uy,) obtém-se de forma semelhante. E adotado um modelo logistico n-
assimétrico como modelo da cauda conjunta de forma a descrever a dependéncia entre

observagoes extremas consecutivas da cadeia, o qual é dado por

F(x;,xi41) = F(x) + F(x;41) — 1
\—1/n C\"Unm N\~ RN VANl
Al e e ] -
No |\ ur ouy Us ouy

a

1 1
para X;,X;41 > Uy ¢ onde n,a € (0,1] ¢ ¢ >0,N, = o~/ 4 ot/m — (Q_E + Qa)n,

y; = —1/log F(xj) (G=ii+1), F(x), eur = —1/log(1 — 4;) ¢ o nivel elevado na

escala de Fréchet unitaria.

O ajustamento do modelo é feito com recurso ao método da maxima verosimilhanga com
multipla censura, sendo observagoes que se situem abaixo de um nivel elevado censuradas

para cada margem, como sera demonstrado de seguida na secgao 4.1.

Para o célculo do VaR e do ES,

FX,Y) =P(X<x,Y <y) (2.21)
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onde X e Y representam as observagdes X; e X;41, respetivamente. O calculo conjunto das
variaveis nao é possivel, pelo que pode ser atribuido um valor suficientemente elevado a uma
das variaveis, como por exemplo o valor do préprio nivel elevado u. No entanto, tal valor
nao aparente ter significado econémico. Assim, no caso concreto, substituimos na expressao

(2.21) da seguinte forma
P(X <x,Y < +00)

onde ¥ < 400, sendo um acontecimento certo, tem probabilidade de 1, pelo que obtemos

assim as margens
P(X <x) =F(x;)

onde F(x;) representa a funcio distribuicdo de Pareto generalizada da expressio (2.20), tal
como obtido no caso dos métodos univariados da EVT apresentados anteriormente no
presente capitulo, diferenciando-se este método pela forma como os parimetros siao
estimados com recurso a um modelo conjunto, mais completo e realista, tornando as

previsoes mais fiaveis e precisas.

Assim, de forma idéntica 2 demonstrada no subcapitulo 1.2.1, partindo da expressio da

distribuicao de Pareto generalizada em (2.19), tem-se

Sf(x —uy) i

A

de onde, invertendo a expressio anterior, obtemos, a semelhanca da equacio (2.8), a

seguinte expressao para o [ alue-at-Risk

A G(ra\¢
VaR =u + < (—) -1
&\

Para o Expected Shortfall obtemos novamente a expressio descrita em (2.9)

ES, =VaR, + E(X —VaR,|X > VaR,)
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4.1 Método da maxima verosimilhanga

O ponto de partida é a abordagem da maxima verosimilhanca de niveis censurados que foi
descrita por Smith et al. (1997), onde dados abaixo de um determinado nivel elevado em cada
margem sio censurados. Seja {(X;,Y;),i = 1, ...,n} uma série de observacdes bivariadas
independentes e identicamente distribuidas. Neste contexto, ignora-se o problema da
necessidade em estimar as distribui¢bes marginais ao assumir que X e Y sdo conhecidas por
seguirem uma distribui¢do Fréchet unitaria. A estimagao das distribui¢oes marginais serao
demonstradas posteriormente (no artigo). O resultado é dividido em quatro regides
{Rij: i=Ix=zw),j=I1y = u)} onde I(*) representa a funcio indicadora. Obsetvacoes
marginais que nao excedam o nivel elevado u sio consideradas censuradas ao nivel u, e,
portanto, nao sao realizadas assuncOes relativas a estrutura de dependéncia fora da regiao

Rll.

Representando por Lij(xO:YO) a contribuicio de verosimilhanga para um determinado

ponto (Xq, ¥o) que se situa na regiio R;;, temos

Loo(x0,¥0) = 2F (W) — 1 + Fyy(u, u),

OFyy(u,y)
Lo1(x0,¥0) = f(yo) + —Xg ,
Y Y=Yo

OFyy(x, 1)
L1o(x0,¥0) = f(x0) + —ng ,
xX=xg

0%2Fyy(x,y)

Ly;1(xg,y0) = —(;(;6 .
Y =ty

Onde F(x) = exp(—1/x) e f(x) = x~2 exp(—1/x) sio, respetivamente, a distribuicio
unitaria Fréchet e a fun¢ao densidade. Das expressoes anteriores, de acordo com Ramos e

Ledford (2009), obtém-se

Loo(x0, o) = 2exp(—u~1) — 1 + 2,

1
Lo1(x0,¥0) = f(yo) — n/;l;\rllp <%)_(1+%) - {(Pu)_é + <%>_%} (&)—(”a) )
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a
1 2 q
1yvn

_ _ Aulp —(1+1) _é U\ a —(1+%)
L1o(x0,y0) = f(x0) —an (pxo) m {(Pxo) +<p> } (pxo) )
Lo ) = W/ (n —a) ( )_% N (&)_% ﬁ—z( )_(H%)
11\Xo, Yo) = —aﬂsz PXo P Xo0Yo .

Desta forma, a maxima verosimilhanca de uma determinada série de n observagoes

bivariadas independentes ¢ dada por

n
L,(n,a,p,A) = nz Lij(xk:yk)l{(xk'Yk) € Rij}-
k=1 ij

Esta abordagem pode ser estendida a aplicagdes em que as distribui¢des marginais sejam
desconhecidas recorrendo, para tal, a GDP para modelar as caudas das distribuicoes

marginais.
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Capitulo I1I

1. Aplicagido aos dados

Neste capitulo sera realizada a analise do comportamento temporal extremal dos dados
recolhidos, referentes aos indices Euro Stoxx 50, S&P 500 e Nikkei 225, bem como a
implementacao dos modelos da teoria dos valores extremos descritos anteriormente, a partir
dos quais se preve atingir uma melhoria na previsao das medidas de risco, VaR e ES, tendo

em consideragao os conceitos do capitulo anterior.

Neste trabalho sao analisadas 5087 observagoes diarias, 5 dias por semana, no horizonte
temporal compreendido entre 1 de janeiro de 2002 e 30 de junho de 2021. Os dados das
respetivas séries temporais financeiras foram obtidos com recurso a base de dados
Datastream conforme referido anteriormente e dizem respeito aos precos de fecho do
mercado de agdes dos indices mencionados. Para que seja observada estacionariedade nas
séries temporais, consideram-se, como ¢é habitual na area econémica e financeira, os retornos

diarios logaritmizados.

Como podemos observar nos graficos apresentados em seguida, em termos visuais
facilmente se retira a conclusao de que os retornos diarios nao logaritmizados, representados
pelo grafico da Figura 3, evidenciam um comportamento totalmente irregular, nio se
verificando estacionariedade, pelo que o primeiro passo da analise sera transformar os

retornos em retornos logaritmizados a fim de se obter estacionariedade das séries temporais.

EuroStoxx 50 S&P 500
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Nikkei 225
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Figura 3: Indices financeiros EuroStoxx 50, S&P 500 e Nikkei 225.

Nos graficos da Figura 4, sio apresentados os retornos logaritmicos das séries financeiras e,
como ¢ possivel observar visualmente, os dados exibem uma maior estabilidade,

evidenciando, de facto, a existéncia de estacionariedade.
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Figura 4: Retornos logarftmicos dos indices financeiros Euro stoxx 50, S&P 500 e Nikkei 225.

A existéncia e consequente importancia dos valores extremos, tanto em termos de grandes
quedas como de grandes subidas ¢ ja bastante evidente na distribuicio dos retornos diarios
das séries financeiras consideradas que apresentam caudas pesadas, onde valores superiores
a aproximadamente 0.025 e inferiores a -0.025, no caso dos indices Euro Stoxx 50 e Nikkei

225, sao considerados outliers, e superiores a 0.020 e inferiores a 0.020, no caso do indice S&P
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500, tal como pode ser observado nas caixas de bigodes representadas nos graficos das

Figuras 5, 6 e 7 apresentadas em seguida.
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Figura 5: Caixa de bigodes da distribui¢do dos retornos diarios do indice Euro Stoxx 50.
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Figura 6: Caixa de bigodes da distribui¢do dos retornos diarios do indice S&P 500.
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Figura 7: Caixa de bigodes da distribuicao dos retornos diarios do indice Nikkei 225.
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1.1 Anilise do comportamento extremal temporal

Nesta sec¢ao sera aplicada a metodologia dos modelos das cadeias de Markov, conforme
descrito anteriormente, no Capitulo II. Para a cauda conjunta superior dos pares (X;, Xj11)
ira ser estudada o grau de dependéncia extremal, medida por via do parametro de
dependéncia 71, bem como o peso de ambas as caudas, superior e inferior, por via do
parametro ¢, dos indices financeiros considerados para efeito. Trata-se de uma andlise que
requer a estimagao conjunta da estrutura de dependéncia temporal extremal, assim como da

cauda da distribui¢ao marginal.

O modelo Markov descrito no Capitulo II para as caudas conjuntas, superior e inferior, foi
ajustado aos dados para o nivel elevado que corresponde ao quantil empirico de ordem 0.92,
o que significa que apenas 8% das observagoes se situam acima do nivel elevado, da

distribui¢io marginal de {X,}.

Para o caso do indice Euro Stoxx 50, através desta analise, foram obtidas, por via do método
da maxima verosimilhanga descrito no capitulo anterior, as seguintes estimativas relativas aos
parametros de dependéncia, para a cauda superior: & = 1.116, fj = 0.628, p = 2.341 ¢ as
estimativas dos parametros marginais: & =0.110 ¢ & = 0.011. Para a cauda inferior, foram
obtidas as seguintes estimativas dos parametros de dependéncia: @ = 0.903, 7} = 0.663, p =
1.220, e as estimativas dos parametros marginais: & =0.191 ¢ & = 0.010. Estes valotes foram

obtidos com recurso a programagao no soffware R, cujos comandos utilizados se encontram

no Anexo I.

A partir destes valores podemos concluir que para valores estimados do coeficiente de
dependéncia assintética de cauda, 7, significativamente inferiores a 1 indica que a série
analisada ¢ assintoticamente independente, apesar de se observar alguma dependéncia
temporal extremal positiva entre observacdes consecutivas (Xj, X;41) acima de niveis
elevados sub-assintéticos visto que o valor estimado do coeficiente 7 se situa entre 0.5 e 1.
Conclui-se, ainda, que, estando o valor do parametro estimado para a cauda inferior um
pouco mais préximo de 0.5, esta apresenta uma fraca dependéncia entre retornos negativos
extremos consecutivas. Além disso, a estimativa obtida no caso do parametro que mede o
peso da cauda, o indice de cauda, &, superior a 0 sugere que a distribuicio marginal apresenta
caudas pesadas, tanto a nivel da cauda superior como da inferior, sendo mais pesada no caso

da inferior.
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A qualidade do ajuste do modelo utilizado na analise do comportamento extremal do indice
Euro Stoxx 50 pode ser observada no grafico da Figura 8, onde estdo representadas as curvas
de nivel da densidade do modelo que foi ajustado as caudas conjuntas das observacoes
extremas consecutivas (X;, X;41) que se apresentam sobrepostas. Neste grafico observa-se

que as curvas acompanham de forma adequada o comportamento das observacoes extremas.
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Figura 8: Curvas de nivel da densidade do modelo ajustado as caudas conjuntas das observagoes

(X;, X;+1) do indice Euro Stoxx 50. O nivel elevado escolhido esta, também, identificado a verde
para o caso da cauda superior e a vermelho para a cauda inferior.

Para verificar a existéncia de estabilidade relativa as estimativas obtidas, o modelo desctrito
foi novamente ajustado a varios niveis elevados u;. As estimativas obtidas para os
parametros sao apresentadas na Tabela 1 para os diversos niveis elevados, os quantis
empiricos de ordem 0.88, 0.89, 0.90, 0.91, 0.92, 0.93, 0.94 ¢ 0.95, como forma de obter
estimativas mais viaveis de ambos os parametros. Na seguinte tabela sao apresentadas as
estimativas obtidas, para o caso do indice Euro Stoxx 50, relativas aos parametros de
dependéncia de cauda, 1), e indice de cauda, f , para a cauda superior e inferior, bem como os

respetivos desvios-padrio, apresentados entre paréntesis:
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Tabela 1: Estimativas dos parametros de dependéncia, 17, e indice de cauda, &, para os diversos

nfveis elevados e respetivos desvios-padrio, referentes ao indice Euro Stoxx 50.

7 §
Cauda Superior | Cauda Inferior | Cauda Superior | Cauda Inferior
088 0.676 0.775 0.130 0.154
. (0.054) (0.080) (0.048) (0.047)
0.89 0.659 0.770 0.132 0.160
' (0.050) (0.084) (0.050) (0.050)
0.665 0.719 0.139 0.164
0.90
(0.060) (0.081) (0.054) (0.052)
091 0.636 0.706 0.137 0.188
. (0.063) (0.085) (0.057) (0.058)
P 0.621 0.664 0.110 0.191
0.92
(0.064) (0.083) (0.058) (0.061)
093 0.623 0.713 0.078 0.167
. (0.079) (0.103) (0.057) (0.063)
0.709 0.732 0.078 0.163
0.94
(0.107) (0.120) (0.062) (0.068)
0.681 0.725 0.081 0.211
0.95
(0.115) (0.133) (0.068) (0.081)

Com as estimativas dos parametros representadas na tabela anterior, foi possivel obter os
graficos da Figura 9, no qual é possivel verificar uma estabilidade das estimativas do
parametro 7 da cauda superior, representada pela linha a preto, e da cauda inferior,
representada pela linha a azul, bem como das estimativas do parametro € no grafico a baixo.
No caso da cauda superior, verifica-se uma estabilidade do parametro ) em torno de 0.63 ¢
do parametro ¢ em torno do valor positivo 0.11. No caso da cauda inferior, verifica-se
estabilidade das estimativas do parametro 1 em torno do valor 0.70 e das estimativas do
parametro & em torno do valor 0.2. Sio ainda incluidos na figura, os respetivos intervalos de

confianca das estimativas obtidas, para um nivel de confianga de 95%, representados pelas

linhas a tracejado.
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Coeficiente de dependéncia de cauda
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Figura 9: Estimativas de 7 (grafico de cima) e de € (grafico de baixo) obtidas ajustando o modelo

descrito para varios valores do nivel U, e respetivos intervalos de confianga a 95%, do indice Euro

stoxx 50.

Os valores observados continuam a sugerir uma forte dependéncia temporal extremal, bem

como cauda marginais pesadas. Pode-se, ainda, concluir, por analise dos graficos, que existe

maior dependéncia temporal extremal no caso da cauda inferior relativamente a cauda

superior, isto ¢, subidas extremas tendem a ocorrer de forma mais isolada (de forma separada)

no tempo relativamente as quedas extremas. Relativamente ao parametro que mede o peso

da cauda, podemos concluir que no caso do Euro Stoxx 50, este indice apresenta uma cauda

inferior mais pesada relativamente a cauda supetior, o que sugere que as quedas extremas sao

geralmente mais agressivas que as subidas extremas.
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Para o caso do indice financeiro S&P 500, foram obtidas as seguintes estimativas, por via do

mesmo método, dos parametros de dependéncia da cauda superior: @ = 0.771, 7 = 0.905 e

a

p = 0.908 ¢ as estimativas dos pardimetros marginais: §¢ = 0.211 e 6 = 0.009. Para o caso da

cauda inferior, obtiveram-se os seguintes valores dos parametros de dependéncia: @ =0.500,

a

) = 0.681 ¢ p = 0.989, e as estimativas dos parametros marginais: §¢ = 0.333 ¢ & = 0.006.

De acordo com as estimativas obtidas, conclui-se que para o coeficiente de dependéncia
assintética, 7, em ambas as caudas, inferior a 1 sugere que a série ¢ assintoticamente
independente em ambos os casos, embora se observe uma maior dependéncia temporal
extremal positiva entre as observages consecutivas da cauda superior acima de niveis
elevados sub-assintéticos, uma vez que o valor de 77 em ambos os casos se situa entre 0.5 e
1, estando mais proximo de 1 no caso da cauda superior. Além disso, verifica-se um valor da

estimativa do indice de cauda, &, supetior a 0, que indica que as distribui¢des marginais

b

apresentam caudas pesadas.

A qualidade do modelo utilizado ajustado aos dados pode ser verificada na Figura 10,

conforme descrito anteriormente para a série financeira S&P 500.
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Figura 10: Curvas de nivel da densidade do modelo ajustado as caudas conjuntas das observacoes

(X;, X;4+1) do indice S&P 500. O nivel elevado escolhido esta, também, identificado a verde para o
caso da cauda superior e a vermelho para a cauda inferior.

Para verificar a estabilidade das estimativas que foram anteriormente obtidas, ajustou-se

novamente o modelo anteriormente descrito para os varios niveis de uU; considerados

48



anteriormente. Na Tabela 2 sao apresentados os valores das estimativas dos parimetros 1) e

¢ para os diversos niveis elevados, bem como os tespetivos desvios padrdes, entre paténtesis,

obtidos para o caso do indice financeiro S&P 500.

Tabela 2: Estimativas dos parametros de dependéncia, 17, e indice de cauda, &, para os diversos
niveis elevados e respetivos desvios-padrao, referentes ao indice S&P 500.

; ¢
Cauda Superior | Cauda Inferior | Cauda Superior Cauda Inferior
0.774 0.661 0.158 0.282
o8 (0.068) (0.060) (0.045) (0.053)
0.773 0.632 0.163 0.278
0 (0.073) (0.067) (0.048) (0.055)
0.866 0.664 0.184 0.288
00 (0.088) (0.0706) (0.053) (0.059)
091 0.830 0.671 0.203 0.308
(0.090) (0.084) (0.058) (0.065)
P 0.0 0.894 0.667 0.211 0.333
(0.110) (0.091) (0.064) (0.072)
093 0.840 0.688 0.195 0.297
(0.100) (0.100) (0.064) 0.074)
0.94 0.885 0.690 0.177 0.280
(0.127) (0.119) (0.067) (0.080)
095 0.875 0.692 0.204 0.284
(0.139) (0.138) 0.077) (0.090)

Obtiveram-se, de forma semelhante, os graficos da Figura 11, no qual ¢ possivel analisar

visualmente uma estabilidade das estimativas do parametro 7 da cauda superior, representada

pela linha a preto, e da cauda inferior, representada pela linha a azul, assim como as

estimativas do parametro ¢. Para a cauda superior, verifica-se uma estabilidade do parametro

de dependéncia em torno do valor 0.9 e do parametro ¢ em torno do valor 0.2. No caso da

cauda superior, verifica-se uma estabilidade do parametro ) em torno de 0.63 e do parametro

¢ em torno do valor positivo 0.11. Sao ainda incluidos na figura, os respetivos intervalos de
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confianga das estimativas obtidas, para um nivel de confianga de 95%, representados pelas

linhas a tracejado.

Coeficiente de dependéncia de cauda
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Figura 11: Estimativas de 17 (grafico de cima) e de § (grafico de baixo) obtidas ajustando o modelo

descrito para varios valores do nivel U, e respetivos intervalos de confianca a 95%, do indice S&P

500.

Observando os graficos da Figura anterior, conclui-se que os valores obtidos sugerem
novamente uma forte dependéncia temporal extremal e caudas marginais pesadas. Conclui-

se, também, que existe maior dependéncia temporal extremal no caso da cauda supetior
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relativamente a cauda inferior, isto ¢, quedas extremas tendem a ocorrer de forma mais
isolada (de forma separada) no tempo relativamente as subidas extremas, ao contrario do que
acontece no caso do indice estudado anteriormente. Relativamente ao parametro que mede
o peso da cauda, este indice apresenta uma cauda inferior mais pesada relativamente a cauda
superior, 0o que sugere ser expectivel que as quedas extremas sejam geralmente mais

agressivas que as subidas extremas.

Por fim, no caso do indice financeiro Nikkei 225, obtiveram-se as seguintes estimativas dos

parametros de dependéncia da cauda supetior: & = 1.018, 7 = 0.894 ¢ p = 0.526 ¢ as

a

estimativas dos pardmetros marginais e respetivos desvios padrio entre paréntesis: ¢ = 0.174
e 6 = 0.009. No caso da cauda inferior, obtiveram-se os seguintes valores dos parimetros
de dependéncia: @ = 0.848, ) = 1.000 ¢ p = 0.723, ¢ as estimativas dos parametros

marginais: £ = 0.195 ¢ & = 0.007 .

A partir das estimativas obtidas anteriormente, é possivel concluir que um valor do
coeficiente de dependéncia assintotica, 7, no caso da cauda superior, inferior a 1, e supetior
a 0.5, sugere que a série financeira ¢ assintoticamente independente, estando positivamente
relacionadas. Ja no caso da cauda inferior, este valor é exatamente 1, o que sugere
dependéncia assintotica entre quedas extremas desta série financeira. Verifica-se, ainda, um

valor estimado do indice de cauda, &, supetior a 0, o que sugere a presenca de caudas pesadas.

A qualidade do modelo utilizado ajustado aos dados pode ser verificada na Figura 12,

conforme descrito anteriormente para a série financeira Nikkei 225.
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Figura 12: Curvas de nivel da densidade do modelo ajustado as caudas conjuntas das observagoes

(X;, X;+1) do indice Nikkei 225. O nivel elevado escolhido est4, também, identificado a verde para

o caso da cauda superior e a vermelho para a cauda inferior.

Novamente, para verificar a estabilidade das estimativas anteriormente obtidas, o modelo

descrito foi ajustado para varios niveis de Uy. Na Tabela 3 sdo apresentados os varios valores

obtidos para as estimativas dos parametros 1 e € para cada nivel elevado, bem como os

respetivos desvios padroes, entre paréntesis.

Tabela 3: Estimativas dos parametros de dependéncia, 7, e indice de cauda, &, para os diversos

niveis elevados e respetivos desvios-padrio, referentes ao indice Nikkei 225.

7 §
Cauda Superior | Cauda Inferior | Cauda Superior Cauda Inferior

0.676 0.821 0.126 0.135

88 (0.068) (0.090) (0.042) (0.042)
0.673 0.856 0.142 0.155

08 (0.072) (0.101) (0.072) (0.040)
0.742 0.893 0.148 0.160

00 (0.090) (0.113) (0.048) (0.049)
P 001 0.755 0.910 0.151 0.198
(0.098) (0.120) (0.050) (0.050)

0.2 0.872 0.986 0.174 0.195
(0.129) (0.144) (0.050) (0.060)

0.922 0.948 0.269 0.203

0% (0.164) (0.150) (0.071) (0.064)
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1.000 0.999 0.274 0.190
0 (0.199) (0.167) (0.076) (0.068)
005 0.954 1.000 0.266 0.186

(0.210) (0.166) (0.083) (0.070)

No grafico seguinte da Figura 13, ¢ possivel observar visualmente a estabilidade das
estimativas obtidas anteriormente para os parametros 1), para a cauda superior representada
pela linha a preto e cauda inferior representada pela linha a azul, e § da mesma forma para
ambas as caudas. Em comparagdo com os casos apresentados anteriormente, observa-se
menor estabilidade dos valores obtidos para o parametro de dependéncia de cauda, 1. No
caso da cauda superior este valor situa-se por volta de 0.83, proximo do valor obtido
anteriormente. Para o caso da cauda inferior verifica-se maior estabilidade do valor das
estimativas obtidas para o parametro em causa, em compara¢io com o caso da cauda
superior, em torno do valor 0.93, muito proximo de 1, conforme o valor obtido
anteriormente para o nivel elevado de 0.92. Observa-se para niveis cada vez mais elevados
que os valores destas estimativas se aproximam de 1., o que indica que a medida que se
consideram niveis mais elevados, ¢ sempre possivel que se observem duas observacoes

superiores a esse nivel elevado consecutivas, devido a dependéncia assintotica.

Coeficiente de dependéncia de cauda

1.2

1.0

0.6

04

0.2
l

I I I T l T T 1
0.88 0.89 0.90 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95

Probabilidade do nivel elevado
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Parametro do peso da cauda
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Figura 13: Estimativas de 1 (grafico de cima) e de & (grafico de baixo) obtidas ajustando o modelo

descrito para varios valores do nivel U, e respetivos intervalos de confianga a 95%, do indice Nikkei
225.

No caso das estimativas obtidas em cada nivel elevado para o parametro que mede o peso
da cauda, observa-se, visualmente, uma maior estabilidade, que em ambos os casos sugere
caudas pesadas. Para o caso da cauda superior, verifica-se uma certa estabilidade das
estimativas obtidas em torno do valor 0.2, situando-se, para o caso da cauda inferior, em
torno de 0.19. Estes valores sugerem que a cauda superior tem um peso supetior ao da cauda
inferior, pelo que se espera que subidas de ordem extrema tenham um peso superior ao das

quedas extremas.

Os valores observados no grafico da Figura anterior sugerem uma forte dependéncia
temporal extremal, bem como caudas marginais pesadas. Conclui-se, ainda, que existe maior
dependéncia temporal extremal no caso da cauda inferior relativamente a cauda superior, isto
¢, subidas extremas tendem a ocorrer de forma mais isolada relativamente as quedas
extremas, pelo que é mais expectavel seguir-se uma nova queda de ordem extrema apos ter
sido observada uma queda extrema, do que no caso das subidas extremas. Atentando nos
valores obtidos para o parametro que mede o peso da cauda, conclui-se que apresenta uma
cauda inferior mais pesada relativamente a cauda superior, para valores do nivel elevado
inferiores, de 0.88 2 0.92, o que sugere que as quedas extremas sao geralmente mais agressivas

que as subidas extremas.
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1.2 Comparagio entre os resultados obtidos para cada indice financeiro

A partir dos resultados apresentados na sec¢ao anterior, podemos fazer algumas
comparagoes entre as estimativas obtidas para os parametros de dependéncia e peso da cauda

dos indices selecionados para o efeito.

Para valores extremos positivos, da cauda superior da distribui¢ao dos retornos diarios, no
que respeita a0 peso da cauda, &, podemos concluit que o indice financeiro S&P 500
apresenta o valor da estimativa mais elevado relativamente aos restantes, o que indica a
existéncia de uma cauda superior mais pesada, sugerindo que este geralmente experiencia
subidas mais acentuadas dos retornos. Por outro lado, o Euro Stoxx 50 apresenta o valor
mais baixo da estimativa deste parametro, sugerindo que geralmente quando ocorrem subidas
de ordem extremas, estas tendem a ser, neste caso, as menos acentuadas. No que respeita ao
parametro de dependéncia de cauda, 7, o indice S&P 500 ¢é, também, o que apresenta um
valor estimado superior, o que sugere que se trata do indice que apresenta maior dependéncia
temporal extremal relativamente aos restantes. Isto ¢, é mais expectavel, neste caso, que se
observem subidas consecutivas de ordem extrema nos retornos diarios financeiros. Potr outro
lado, o indice Euro Stoxx 50 ¢ novamente o que apresenta o menor valor estimado deste

parametro, sugerindo uma menor dependéncia extremal temporal.

No caso dos valores extremos que se situam na cauda inferior da distribuicdo dos retornos
diarios financeiros, que representam as quedas de cariter extremo, podemos concluir que o
indice S&P 500 ¢ o que apresenta a cauda inferior mais pesada, sugerindo ser mais expectavel
estar sujeito a quedas extremas mais acentuadas que os restantes. Por outro lado, o indice
Euro Stoxx 50 é o que apresenta um menor valor da estimativa do parametro do peso da
cauda, o que sugere que as quedas extremas no retorno diario financeiro sejam menos severas
que os restantes. Por fim, no que respeita ao parametro de dependéncia de cauda, o indice
Nikkei 225 é o que apresenta maior dependéncia extremal temporal, sendo mais expectavel,
neste caso, a observagao de quedas consecutivas nos retornos diarios extremas. Neste
contexto, o indice S&P 500 é o que apresenta menor dependéncia extremal temporal entre
quedas extremas consecutivas, nao sendo expectavel que apos uma queda extrema se observe

nova queda extrema, como nos restantes casos estudados.
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1.3 Melhorias obtidas no calculo do VaR e ES

Trata-se de uma abordagem assente em pressupostos mais realistas relativamente as
metodologias univariadas da teoria dos valores extremos, uma vez que admite existir
dependéncia extremal temporal entre duas observagoes extremas consecutivas, a0 contrario
do pressuposto das variaveis independentes e identicamente distribuidas. Na realidade ¢é
expectavel que se observe dependéncia entre subidas extremas consecutivas ou quedas
extremas consecutivas, especialmente no caso dos eventos extremos como crashes, para o
caso das quedas extremas, e bolhas, no caso de subidas extremas, como foi referido
anteriormente no Capitulo I, como se concluiu por analise dos parametros estimados para
cada indice estudado. Desta forma, o modelo utilizado para estudar os varios parametros,
com especial atenc¢ao dos parametros de dependéncia de cauda e do peso da cauda,
proporciona estimativas mais realistas que, por si so, contribuem para uma melhoria no

calculo do VaR e do ES.

No presente trabalho pretende-se apenas demonstrar a forma como este modelo Markov
pode melhorar o calculo das medidas do risco referidas, destacando, por conseguinte, a
importancia desta melhoria na area da gestao do risco financeiro, pois permite a obten¢ao de
previsdes do risco mais precisas e proximas da realidade. Apesar de se recorrer as funcoes
marginais para calculo dos mesmos, isto é, o calculo das medidas do risco efetua-se da mesma
forma que para o caso das metodologias univariadas, tal como foi descrito no Capitulo 1I,
obtém-se uma melhoria por via de valores estimados dos parametros mais viaveis. O facto
de serem usadas as fungdes marginais aproxima o calculo do VaR e do ES do que ¢ efetuado
com recurso as metodologias univariadas da teoria dos valores extremos, no entanto, como
referido anteriormente, trata-se de uma melhoria devido a forma como os paraimetros sao

estimados.

Em trabalhos futuros, pode ser estudada uma forma de, com recurso ao modelo descrito no
presente trabalho, calcular as medidas de risco de forma conjunta, encontrando um

determinado valor com significado econémico para uma das observagoes.
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Conclusao

Ao longo dos anos, foram diversas as ocorréncias extremas nos mercados financeiros que,
apesar de raras, tem preocupado os agentes econoémicos pelas perdas avultadas em que
resultam, nao sé a nivel das institui¢Ges financeiras como da economia global. Por esta razao
tem-se tornado cada vez mais crucial o desenvolvimento de uma gestio do risco financeiro
adequada, de forma a minimizar as perdas. Para tal, tém sido desenvolvidas formas de tornar
o calculo das medidas de risco, como o VaR e o ES, cada vez mais precisas e viaveis de

maneira a adequar a implementagao de politicas.

Ao longo do presente trabalho, foi demonstrada a melhor adequagao da teoria dos valores
extremos relativamente as metodologias tradicionais, devidos aos pressupostos em que
assenta. Como foi possivel observar pelos resultados obtidos, a distribui¢ao dos retornos
diarios logaritmizados das séries financeiras apresenta, de facto, caudas pesadas, pelo que o
pressuposto da normalidade assumido pelas metodologias tradicionais descritas no Capitulo

I nao descreve corretamente estas distribuicoes.

De facto, do estudo realizado pode concluir-se que, no geral, os indices financeiros
apresentam cauda pesadas, tanto a nivel dos retornos positivos extremos, isto ¢, cauda
superior, como dos retornos negativos extremos, cauda inferior, sendo mais comum as
caudas inferiores apresentarem um peso superior ao das caudas superiores, o que indica que
as quedas extremas tendem a ser mais severas, cujas consequéncias sao as que mais
preocupam os agentes economicos. Esta conclusio, que ja seria de prever, demonstra a
adequagao da teoria dos valores extremos no estudo dos extremos para calculo das medidas
de risco, permitindo um calculo das mesmas mais preciso e viavel. No caso em concreto,
demonstrou-se ainda que o modelo conjunto baseado em metodologias multivariadas da
EVT ¢ adequado e parte de pressupostos mais realistas, pois permite que haja dependéncia
entre duas observagdes extremas consecutivas, seja da cauda superior ou inferior, ao
contrario do pressuposto assente na independéncia entre observagdes das teorias univariadas.
Desta forma, em relagdo as teorias univariadas da EVT, é possivel obter uma melhoria no
calculo das medidas de risco, VaR e ES, uma vez que os parametros sao estimados com

recurso a este modelo conjunto.

Como se pode observar pelos resultados obtidos, existe, de facto dependéncia entre

observagoes extremas consecutivas, sendo expectavel que apds uma queda extrema, como
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acontece em periodos de crashes, se suceda uma nova queda de ordem extrema. O mesmo

acontece no caso de subidas extremas, o que pode ser esperado em periodos de bolhas.

Por ultimo, como foi referido anteriormente, o cilculo das medidas de risco é realizado de
forma semelhante quando recorrendo a metodologias univariadas da EVT, diferenciando
apenas na forma como se obtém as estimativas dos paraimetros necessarios ao calculo do
VaR e do ES. Nio sendo possivel o calculo conjunto, recorre-se as margens, conforme
demonstrado anteriormente. Seria possivel atribuir um valor suficientemente elevado a uma
das variaveis, no entanto, nao teria qualquer significado econémico. Este ponto pode vir a

ser estudado e desenvolvido em estudos futuros.
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Anexos

Anexo I — comandos principais utilizados para realizar o estudo do comportamento extremal

dos indices financeiros

#Calculo dos retornos logaritmicos
retornos <- diff(log(dados))

#para as caudas inferiores
Retornos.n <- - retornos

#Htornar os dados unit Fréchet

Retornos.F <- -1/log(rank(retornos)/ (length(retornos)+1))

lik11.mark.frech <- function(datapair,a,e,ro,uval,la)
{
ss <- (datapair[,1])
tt <- (datapair[,2])
N.t.f <- ro”(-1/e) +ro”(1/e)- (to™(-1/a) +ro”(1/2))"(a/e)
answer <- -log((e-a)/N.t.f) +log(a) +2*log(e) -
(a/e-2)*log(ss™(-1/a)+tt"~(-1/2)) -(1/e)*log(uval) -log(la) +
(1/a+1)*log(ss*tt)
return(answer)

}

lik10.mark.frech <- function(datapair,a,e,ro,uval,la)
{

ss <- (datapair[,1])
tt <- rep(uval/ro,length=length(ss))
N.t.f <- r0"(-1/¢) +ro™(1/e)- (r0™(-1/a) +ro™(1/2))(a/e)
dl < (exp(-10/(s9))*10"(2))/(5572)
d2 <-e*N.t.f
d3 <-ss™(-1/e-1)-
(ss™(-1/2) + tt"(-1/a)(a/e - 1)* ss™(-1/a-1)
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answer <- -log(d1 -(la*uval”™(1/e)*ro*d3)/d2)
return(answer)

}

likO1.mark.frech <- function(datapair,a,e,ro,uval,la)
{

tt <- (datapair[,2])
ss <- rep(ro*uval,length=length(tt))
N.t.f <- ro”(-1/e) +ro™(1/e)- (r0™(-1/a) +ro™(1/a))"(a/e)
dl <- exp(-1/(ro*tt))/ (ro"2*tt"2)
d2 <-e*N.t.f*ro
d3 <-tt"(-1/e-1) -
(ss™(-1/a) + tt™(-1/a))"(a/e - 1)* tt"(-1/a-1)
answer <- -log(d1 -(la*uval”™(1/e)*d3)/d2)
return(answer)

}

1ikOO.mark.frech <- function(datapair,a, e, uval, la)
{
dl <-2*exp(-1/uval) -1 +la
answer <- rep(-log(d1),length=length(datapair[,1]))
return(answer)
}
overall.mark.frech <- function(p,mark,u)
{
a <-p[l]
e <-pl2]
ro <- p[3]
n <- length(mark)
x <- mark[1:n-1]
y <- mark|2:n]
if (abs(a-e)<le-5) answer <- 1el8

else {
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index] <-x<u&y<u

index2 <-x<u&y>=u

index3 <-x>=u&y<u

index4 <-x>=u&y>=u

ss <- ro*x

tt <-y/to

la <- sum(index4)/length(x)

datapair <- cbind(ss,tt)

LLOO <- 1ik00.mark.frech(datapair,a,e,uval=u,la)
LLO1 <- likO1.mark.frech(datapair,a,e,ro,uval=u,la)
LL10 <- lik10.mark.frech(datapair,a,e,ro,uval=u,la)
LL11 <- lik11.mark.frech(datapair,a,e,ro,uval=u,la)

answer <- sum(LLOO[index1]) + sum(LLO1[index2]) + sum(LL10[index3])
+ sum(LL11[index4])

den.f <- x*(-2)*exp(-x"(-1))

LL.den <- log(den.f)

answer <- answer +(sum(LL.den)-LL.den[1])
cat('a=",a,'e=",e,fill=T)
cat('answer="answer,fill=T)

}

answer
}
Threshprob <- 0.92
Htransformar na escala Fréchet
thresh.x <- quantile(Retornos.F, threshprob)
resultados <- nlminb(c(0.9,0.75,0.9),overall. mark.frech,
lower=c(le-3,1e-3,1e-4),
upper=c(10,1,20),mark=Retornos.F, u=thresh.x)

parametros <- resultados$par
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# Para obter estimativas para os parametros com varios thresholds e respetivos intervalos
de confianca

Llik00.mark.n <- function(x,lal,la)

{
#

}

answer <- -log( 1 -2*lal +la) + log(1-lal) assim fazia 2 vezes!
answer <- -log( 1 -2*lal +la)
answer <- rep(answer, length(x))

answer

11ikO1.mark.n <- function(p,u,den2,T1,Fyla)

{

}

a<-pll]
e < pl2]

ro <- p[3]

N.t.f <-ro”(-1/e) +r0™(1/e)- (ro”(-1/a) +r0”™(1/a))"(a/¢)

u <- rep(u, length(den2))

d2 <- (la*u*ro)/(e*Fy*N.t.f)

d3 <-T1"(-1/e+1) -(r0™(-1/2) + T17(-1/2))"(a/e-1)*T1"(-1/a+1)
answer <- -log(den2) -log(1-d2*d3)

answer <- -log(1-d2*d3)

answer

Llik10.mark.n <- function(p,u,den1,S1,Fx,la,]lal)

{

a<-p[l]

e <-p[2

ro <- p[3]

N.t.f <- r0™(-1/€) +10™(1/€)- (ro™(-1/a) +ro™(1/a)"(a/¢)

u <- rep(u, length(dent))

d2 <- (la*u)/ (ro*e*Fx*N.t.f)

d3 <- S17(-1/e+1) -(S1°(-1/2a) +ro™(1/2)(a/e-1)¥*S1™(-1/a+1)
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H answer <- -log(denl) -log(1-d2*d3) +log(1-lal)
answer <- -log(denl) -log(1-d2*d3)
answer
}
Llik11.mark.n <- function(p,denl,den2,S1,T1,Fx,Fy,u,la)
{
a<-p[l]
e <-pl2]
ro <- p[3]
N.t.f <-ro”(-1/e) +r0™(1/e)- (ro”(-1/a) +r0”™(1/a))"(a/e)
answer <- -log(la) -2*log(u) -log((e-a)/N.t.f) +log(a) +
2*log(e) - log(denl) -log(den2) +log(Fx) +log(Fy)-
(a/e -2)*log( S1°(-1/2a) + T1"(-1/a) )-
(-1/a +1)*log(S1*T1)
H# -log(den2)
answer
}
overall.loglik.mark.n <- function(p,mark,uG)
{
a <-pll]
e <-p|2]
ro <- p[3]
xil <- p[4]
sil <-p[5]
n <- length(mark)
x <- mark[1:n-1]
y <- mark|[2:n]
ind <- mark>uG
nu <- length(mark|ind])
lal <- nu/n

11 <- pmax((1 + xil*(x-uG)/sil),rep(0,length=n-1))
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12 <- pmax((1 + xil*(y-uG)/sil),rep(0,length=n-1))
ind1 <-ind[1:n-1]
ind2 <- ind[2:n]
flagl <- sum(l1[ind1] <= 0)
flag2 <- sum(12[ind2] <= 0)
F1 <-1-lal*11"(-1/xil)
F1[lind1] <-1 - lal
F2 <-1 - lal*12"(-1/xil)
F2[lind2] <-1 - lal
denl <- (lal/si1)*117(-1/xil-1)
den2 <- (lal/si1)*12"(-1/xil-1)
u <- -1/log(1-lal)
la <- sum(x >=uG &y >=uG)/(n-1)
xx <- -ro/log(F1)
yy <- -1/(ro*log(F2))
S1 <- xx/u
T1 <-yy/u
if (flagl 1= 0 | flag2 I= 0) answer <- 1el8
else {
if (abs(a-e)<le-5) answer <- 1el8
else {
index1 <-x <uG &y <uG
index2 <-x <uG &y >=uG
index3 <-x >=uG &y <uG
index4 <-x>=uG &y >=uG
LLOO <- Llik00.mark.n(x,lal,la)
LLO1 <- LlikO1.mark.n(p,u,den2,T1,Fy=F2 la)
LL10 <- Llik10.mark.n(p,u,den1,S1,Fx=F1,la,lal)
LL11 <- Llik11.mark.n(p,denl,den2,S1,T1,Fx=F1 Fy=F2,u,la)

answer <- sum(LLOO[index1]) + sum(LLO01[index2]) + sum(LL10[index3]) +
sum(LL11[index4])
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den.f <- denl
den.f[lind1] <-1 - lal
LL.den <- log(den.f)

answer <- answer +(sum(LL.den)-LI.den[1])

# cat('a=",a,'e=",e fill=T)
H cat('answer="answer,fill=T)

§

h

answer
h
obs.infol.mark <- function(f, alpha, ep = le-4, data, u)
{

eps <- ep * alpha
n <-length(alpha)
m  <- matrix(0, ncol = n, nrow = n)
for(iin 1:n) {
for(j in 1:n) {
al  <-alpha
al

—

i] <-alfi+epsli]

alfj] < alfjl+eps[j

a2 <-alpha

a2[i] <- a2[i]+epsli]

22fj] <~ a2fjl-eps[j

a3 <-alpha

a3[i] <- a3[i]-eps]i]

a3[j] <-a3[j|+epsli]

a4 <-alpha

a4[i] <- a4[i]-epsli]

a4fj] <~ a4[j|-eps[j]

mli, j| <- (f(al,mark=data,uG=u)-f(a2,mark=data,uG=u)-
f(a3,mark=data,uG=u)+f(a4,mark=data,uG=u))/ (4*eps[i]*epsi])
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}

answer <- m
answer

}

desvio.mark <- function(results,data,u)
{
mark <- data
ob.info.vals <- obs.infol.mark(overall.loglik.mark.n,alpha=results,
data=data,u=u)
mle.var <- solve(ob.info.vals)
alpha.var <- mle.var|[1,1]
eta.var <- mle.var[2,2]
ro.var <- mle.var[3,3]
xil.var <- mle.var[4,4]
sil.var <- mle.var[5,5]
answer <- cbind(alpha.var,eta.var,ro.var,xil.var,sil.var)
answer <- sqrt(answer)
answer

}

function(ret.ind)

{
retind.n <- -ret.ind
etalnd <- NULL
xilnd <- NULL
etalnd.. <- NULL
xilnd.L. <- NULL
eta.st <- NULL
xi.sd <- NULL
eta.st.L. <- NULL
xi.sd.. <- NULL
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silnd <- NULL
silnd.I. <- NULL
si.st <- NULL
st.st.L <- NULL
TSdatal <- na.exclude(ret.ind)
TSdata2 <- na.exclude(ret.ind.n)
prob.thres <- ¢(0.88,0.89,0.9,0.91,0.92,0.93,0.94,0.95)
for (iin 1:8){
results] <- NULL
threshprob <- prob.thresi|
thresh.x  <- quantile(TSdatal, threshprob)
cat("p=",threshprob,fill=T)
results1 <- nlminb(c(0.2,0.7,0.6,-0.16,1.6),0overall loglik.mark.n,
lower=c(le-3,1e-3,1e-3,-1,1¢-8),
upper=c(10,1,10,1,3),mark=TSdatal uG=thresh.x)
etalnd[i] <- results1$par|2]
xilnd[i] <- results1$par[4]
silnd[i] <- results1$par[5]
cat("results1=",results1$par,fill=T)
rr <- results1§par
desv.up <- desvio.mark(rr,data=TSdatal,u=thresh.x)
cat("desv=",desv.up,fill=T)
eta.st[i] <- desv.up[2]
xi.sd[i] <- desv.up[4]
si.sti] <- desv.up[5]
thresh.x2  <- quantile(TSdata2, threshprob)
results2 <- NULL
results2 <- nlminb(c(0.2,0.7,0.6,-0.16,1.6),0overall loglik. mark.n,
lower=c(le-3,1e-3,1e-3,-1,1e-8),
upper=c(10,1,10,1,3),mark=TSdata2,uG=thresh.x2)
etalnd.L[i] <- results2$par|2]
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xilnd.L[i] <- results2$par[4]
silnd.L[i] <- results2$par|5]
rs <- results2§par
desv.dw <- desvio.mark(rs,data=TSdata2,u=thresh.x2)
#H cat("desv=",desv.dw)
eta.st.L[i] <- desv.dw][2]
xi.sd.L[i] <- desv.dw[4]
si.st.L[i] <- desv.dw][5]
b

answer <-
cbind(etalnd, xilnd,etalnd.lxilnd.L eta.st,xi.sd,eta.st.Ixi.sd.L,silnd,silnd.L,si.st,si.st.L)

answer

}

parametros <- st.ret.etaxi.series(Retornos)
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