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En 1939, Wigner clasific las representaciones unitarias irreducibles del grupo
de Poincaré; desde entonces, tales representaciones se identifican con particulas
con simetria relativista. Se conocen las representaciones masivas, con o sin espin,
y las representaciones sin masa de helicidad fija. Pero hay otras dos familias (sin
masa) que han recibido menos atencién: las llamadas representaciones de espin
continua, con la excusa de que nunca han sido observadas.

Hoy en dia, por diversas razones, hay un renovado interés en esas representa-
ciones. Revisaremos un panorama de su teoria moderna. Un estudio semiclésico,
con el método de las 6rbitas coadjuntas, revela una interesante cinemaética de esas
altimas particulas de Wigner. Para ellas, entre otras cosas, resulta que la helicidad
no es un invariante relativista. En las ecuaciones de onda propias a esas particu-
las entra la variable angular, dual a la helicidad, que motiva el concepto espurio
de espin continua.

1 Aspectos cldsicos del grupo de Poincaré

1.1 Introduccion

¢Qué cosa es una particula elemental?

Esa pregunta se plantea desde los inicios de la teoria atémica de la materia hace
dos siglos, con mayor insistencia desde los comienzos de la teoria cudntica que ha
revelado el zoolégico interno del 4tomo. En algunos épocas, la palabra particula ha
sido sustituida por frases mds largas como constituyente fundamental de la materia; pero
eso desplaza el problema sin resolverlo.

Desde el trabajo pionero de Eugene Wigner hace ochenta afios [1], el concepto
se identifica frecuentemente con una representacion unitaria irreducible del grupo
inhomogéneo de Lorentz, mejor conocido como el grupo de Poincaré. Aunque esa
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identificaciéon no es del todo exacta en el caso de particulas sin masa (como el fotén,
por ejemplo), es oportuno comenzar con esas representaciones.

De modo maés general, se puede partir de un grupo de simetria G y determinar las
representaciones irreducibles (unitarias, tal vez proyectivas) de G. Tales representa-
ciones pueden llamarse sistemas elementales cuanticas.

» Enlo sucesivo, M* denotar el espacio de Minkowski, cuyos elementos son cuadri-
vectores x = (xY, x) o bien cuadrimomentos p = (p®, p). La métrica de M* se denotara
con paréntesis:
(xy) = xty, = x"y' —x - .

Wigner clasificé las representaciones unitarias irreducibles (unirreps) del grupo
331 = R* xLl que combina las traslaciones con el grupo propio ortécrono de Lorentz,!
segun los estados propios del operador de cuadrimomento P, (de la representacion
infinitesimal). El grupo de Lie posee dos Casimires, que conmutan con todos los opera-
dores de la representacién. El primero de ellos es bien conocido: C; := (PP) = P, P¥,
viene del subgrupo de traslaciones. Si ], denota los generadores del grupo de Lo-
rentz, el segundo es

Cy:= (WW)=WHW, donde WH!:=1ePoP, ], (1.1)

es el pseudovector de Pauli y Lubanski. Por la antisimetria del tensor ¢#"F?, es evidente
que (PW) = P,W# = 0. En consecuencia, (PP) > 0 implica (WW) < 0.

Los valores de C; = (PP) corresponden a las 6rbitas de p € M* bajo el grupo de
Lorentz LIF . En la Tabla 1, aparece un punto de base de cada 6rbita de [Jl y el grupo
pequefio que deja fijo ese punto de base.

Tabla 1: Orbitas de LIL y sus grupos pequeiios

(pp) =m*>0  (£m,0,0,0) SO(3)
(pp) =0,p#£0 («1,0,0,1) E(2)
(pp) =-m><0 (0,0,0,m) SO@2,1)
p=0 0,0,0,00 £}

En breve, tenemos: (a) particulas masivas (con o son espin); (b) particulas sin
masa; (c) taquiones; y (d) una representacion trivial.

*Aqui dejamos de lado las simetrias discretas de paridad e inversién temporal.
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Al desechar las tiltimas dos opciones, surgen tres posibilidades al tomar en cuenta
el segundo Casimir:

o (PP) =m? >0, (WW) = —m?j(j + 1): para particulas masivas de espin j;
o (PP) =0, (WW) = 0: para particulas sin masa “ordinarias”;

o (PP) =0,(WW) = —x2 < 0: una “dltima” especie de particulas. Ellas forma dos
familias de representaciones, parametrizadas por « > 0; hay versiones bosénicas
y fermionicas [2], introducidas por Bargmann y Wigner en 1948.

Aqui esa ultima especie serdn llamadas particulas de Wigner (WP), un tanto im-
propiamente. En muchos textos de la teoria de campos cuanticos, tales particulas
son despreciados porque “no han sido observadas”. En afios recientes, algunos ob-
servadores astutos han abogado por revisar esa opinion.

1.2 Sistemas elementales clasicos

Una posible aproximacion al problema de cuantizacién es el estudio de un sistema
clasico en un espacio de fases (M, w) — esta es una variedad diferencial M dotado de
una forma simpléctica, es decir, una 2-forma cerrada w € A%(M), dw = 0. Localmente
se puede escribir @ = dq/ A dp; por un teorema de Darboux, usando “coordenadas
generalizadas” (ql, ...,q9"%, p1,-..,pn)- Loquenosinteresa es el caso en donde (M, w)
es un espacio homogéneo bajo una accién transitiva de un grupo de simetria G.
Podemos dar vuelta a la moneda, empezando con el grupo de simetria y tratando
de construir variedades simplécticas G-homogéneas. Resulta que un tal objeto es una
orbita coadjunta de G, o bien un espacio recubridor de una 6rbita coadjunta [3].
Una teoria llamada cuantizacion geométrica estudia esas 6rbitas coadjuntas, iden-
tifica ciertas que cumplen una condicién de integralidad que permite construir un
espacio de Hilbert que admite una unirrep de G de una manera algoritmica.

» Sea G ungrupode Lie, con dlgebra de Lie g; y sea g* el espacio R-vectorial dual de g.
Una base {Xj, ..., X} de g da lugar a un juego de coordenadas lineales {x!, ..., x"}
de g* por la dualidad obvia:

(xi,X]'> = 5;

La accién adjunta de G sobre g se define por la regla:

exp[t Ad g(X)] = g(exptX)g™! para teR, geG, Xeg.
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Hay una accién contragrediente de G sobre g*, dada por

(g u,X):=(u,Ad(g"HX) para ue€g" (1.2)

Esta es la accion coadjunta de G. Las 6rbitas de esta acciéon son las érbitas coad-
juntas de G. (Es obvio que la accién no es transitiva: la 6rbita del origen 0 € g* es el
singulete {0}.)

El corchete de Lie de g define un corchete de Lie-Poisson para polinomios sobre g".
Como la regla de Leibniz

{f, ght=A{f,gth+g{f h}

es valida para cualquier corchete de Poisson, este estd determinada por su accién
sobre coordenadas lineales. La definicién es, entonces:

[Xi, Xj] = cf.‘].Xk = {x;,xj}:= cf.‘]. Xk - (1.3)

Esta estructura de Poisson es G-equivariante y su restricciéon a cada 6rbita coad-
junta M C g* coincide con la estructura simpléctica de Kirillov sobre la 6rbita [4]. Esta
se define como sigue. Cada X € g genera un campo vectorial X sobre M. La 2-forma
de Kirillov w € A?(M) estd dada por la receta wu()?u, 17“) :=(u,[X,Y]). Sin embargo,
es mds sencillo trabajar directamente con las corchetes de Poisson para obtener unas
férmulas concretas para w.

Ejemplo 1.1. El grupo de Heisenberg H,, = R>" xR tiene 4lgebra de Lie h,, generado
por {Q1,...,Qu, P1,..., Py, Z} con corchetes no nulos [Q;, Pj] = 6;;Z. (El elemento
Z es central.) Entonces b, ~ R?"*1. Si 7 # 0, la 6rbita de (0,0, %) es el hiperplano
z = Ti; su forma simpléctica es:

w=dg’ A dp;.

Este es el ejemplo original de la tesis de Kirillov [5].
También hay 6rbitas puntuales {(g, p,0)}. Por ser variedades simplécticas, todas
las 6rbitas tienen dimensién par. o

Ejemplo 1.2. Los grupos semisimples SU(2) y SO(3) tiene élgebra de Lie su(2) =
50(3) = lin(X1, X, X3) con corchetes [X;, X;] = eijk donde 5:1%2 =41 = —sgl. El
grupo SU(2) acttia sobre su(2) ~ R® por rotaciones. Aparte del origen, las 6rbitas
son esferas concéntricas r = ro. Se debe notar que S?, la 6rbita r = 1, tiene forma
simpléctica:

w=sin0dO Adp =dd Ad(cos0). o
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Ejemplo 1.3. El grupo semisimple SU(3) tiene dimensién 8. Su algebra de Lie esta
generada por ocho “matrices de Gell-Mann” 3 X 3, entre ellos las matrices diagonales:

(100 L (100
M=zl0 -1 0, As=—[01 0.
0 0 0 2V3\g o -2

Ellas generan el subgrupo diagonal T < SU(3), un “toro maximal”. Una de las 6rbitas
coadjuntas, de dimensién 6, es el cociente SU(3)/T?, llamada variedad de bandera. Una
férmula explicita para su forma simpléctica w fue calculada por Picken [6]. o

1.3 Accién coadjunta del grupo de Poincaré

El &lgebra de Lie p del grupo de Poincaré T1 tiene diez generadores H = Py, P,, L,, K,
cona =1,2,3: las generadores de traslacional temporal H, traslaciones espaciales P,,
rotaciones L, y empujones (“boosts”) K,. En vez de enumerar sus corchetes de Lie
no nulos, vamos a listar directamente los corchetes de Lie-Poisson no nulos de las
coordenadas lineales i, p?, 1%, k* sobre p*:

{110y =€l {1k = ek, (KK = et I
{la,pb} — fabc PC, {pb,ka} — 5abh, {h,ka} — pa. (14)

Un rotacion R € SO(3) < Ll tiene eje m (un vector unitario en R3) y angulo de
rotacion & y se expresa como Ry, := exp(am - L). Debido a la relacion {I?,h} = 0,
esa rotacién deja fijo a la coordenada k. Debido a las relaciones {I%, p’} = ¢, p¢, el
efecto sobre el trivector p := (p!, p?, p°) es la férmula estandar de rotacién:

Roym>p =pcosa+mxpsina+ (m-p)m(l —cosa). (1.5)

La misma rotacién gira los trivectores I y k de manera idéntica.

Un empujon puro en Ll tiene un eje n (otro vector unitario y parametro de magni-
tud C € R; se expresa como K¢, := exp(Cn -K). La accién coadjunta de los empujones
sobre las coordenadas de p* estd dada por las férmulas siguientes:

Key»h=h =hcosh(+mn-psinh(,

Kenpp=p' ' =p+hnsinhC+ (n-p)n(coshC -1),
Kippl=1coshC+nXksinhC— (n-I)n(coshC —-1),

Ken> k =kcoshC —n x1sinhC—(n - k)n(coshC —1). (1.6)
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Consideremos la primera linea de (1.6) en mas detalle. La accion adjunta de K¢,
sobre el generador H de p viene del cdlculo directo:

Ad(K¢,)H = Ad(exp(Cn - K))H

2 3
=H+C[n-K,H]+%[n-K,[n-K,H]]+%[n-K,[n-K,[n-K,H]]]+---
2 3
=H—Cn-P+%H—%n-P+--~=HcoshC—n-PsinhC.

Unos calculos similares dan el efecto de Ad(K¢,) sobre P, L, K. La transpuesta del
inverso Ad(K_¢,) resulta ser equivalente a la operacién de cambiar el signo C +— —Cy
reemplazar generadores en mayusculas por coordenadas en mintsculas [7].

» El 4-vector de Pauli y Lubaniski W = (W?, W) fue introducido en (1.1). Conviene
emplear una notacién de 3-vectores, donde w = (w’, w) se define por los siguientes
polinomios cuadriticos sobre p*:

w’:=1-p, w:=kXp+hl (1.7)

Fijese que (pw) = hw’ — p - w = 0. Ahora ocurre un pequefio milagro: resulta
que (w®, w) se transforma como (h, p) bajo la accién coadjunta. Por ejemplo, K¢, > w® =
(Kzn > 1) - (Ken > p); de las férmulas (1.6) se puede calcular que:

0= w%coshl +n-wsinh(,

KCn > W
Kew>w =w +w’nsinh  + (n - w)n(cosh - 1),
en concordancia estricta con las primeras dos lineas de (1.6).
La regla de Leibniz permite los corchetes de Poisson que involucran las funciones
wt. Por ejemplo, se ve que {h, wt} =0, {p®, w#} = 0y {1, w"} = 0. Otros corchetes
notables son:

{1, ' = e"w’, (K =-w",  {k% W’} = -6"w.
Entre las componentes de w, hay corchetes no nulos:
{w®, w"} = (w x p)*, {w", w'} = e (hw® — w’p°).
Con estas férmulas, es un ejercicio [8] verificar que las dos funciones de Casimir:
C1:= (pp) = h* - |p)?, Co:=(ww)=(l-py—|kxp+hl (1.8)

son elementos centrales del algebra de Poisson de polinomios sobre p*. Esto tiene la
siguiente consecuencia.

Proposicién 1.4. Las orbitas coadjuntas maximales del grupo de Poincaré, de dimension 8,
son “superficies de nivel” de las dos funciones C1 y Ca.
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1.4 Orbitas masivas: coordenadas de posicién

La siguiente tarea es la de describir las 6rbitas como variedades simplécticas: luego
de asignar valores fijos a las funciones de Casimir C; y C,, se debe dar férmulas
explicitas para la 2-forma simpléctica w.

Por su definicién, p = (p!, p?, p) representa tres coordenadas de momento. Hace
falta encontrar variables conjugadas q = (q*, g2, ¢°) tales que {g", p’} = 6?, que pueden
ser consideradas como “coordenadas de posicién”. Ademas, en los casos de 6rbitas
de dimensién maximal 8, es necesario producir dos coordenadas méas para completar
el cuadro.

» Consideremos primero el caso “masivo” de que C; = m? con m > 0. Entonces

h% = m? + |p|%. Se puede elegir i > 0 o bien 1 < 0: estas alternativas dan familias de
Orbitas disjuntas. Fijemos h > 0 — energia positiva.

Entonces se toma /i = ++/m? + |p|?. Esta ecuacion determina el “hiperboloide de
masa” H;, ¢ M#, con un “punto de base” (m,0) € H;,. El subgrupo de LI que lo deja
fija es el grupo de rotaciones espaciales SO(3).

Dadop = (h, p) € H;,,hay unempujén B, := K¢, con B,(m, 0) = p. Como (pw) = 0,
se ve que K_¢,w = B;lw = (0, ms) para algiin s € R3, llamado vector de espin, con
|s| > 0 fijo. Convencionalmente, se escribe |s|> = s(s + 1); de este modo, se obtiene
Cy = —m?|s|> = =m?s(s + 1) con s > 0.

La prescripcion para las coordenadas candnicas de posicion g%, en términos de las
coordenadas de p*, es la siguiente [7]:2

__ k _pxw _ k pPXs_
1= 0 " whm+n) .k hm+h) (19)

Ahora es un ejercicio determinar los corchetes de Poisson de las variables (g, p, s):
{qa,pb} — 6ab’ {Sa,Sb} — 8abC s,

y ademas {s?, qb} =0={s%,p’}. La féormula {s”,s"} = €%, s es la que corresponde
a la estructura simpléctica de la esfera S. Se distinguen dos casos:

o SiCi = m? Cp, = 0 (asi que s = 0), la 6rbita Oy04 es R® con coordenadas
conjugadas (g, p). Este es el caso de masa m y espin 0.

o SiC; =m? Cy <0, la 6rbita 0,5+ es homeomorfa a R® x S? y también isomorfa
a ella como variedad simpléctica. Asison las 6rbitas masivas con espin s > 0.

*Los signos de algunos de nuestros férmulas difieren de los de [7], pues en esa referencia se usé6
el convenio (xy) = —x%y* + x - y.
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Esta presentacion cldsica de los particulas con espin se remonta al viejo libro de
Sudarshan y Mukunda [9].

» Para despejar s en términos de las coordenadas originales, se debe usar la férmula
explicita para el B, que lleva (m,0) a p:
ha +p - a a® p-a

Byja=|—7"—,a+—p+

- - mp . (1.10)

De ahi, al ser (0, ms) = B(n,—p)w, se obtiene:

w w"

T mm b

Vale la pena notar el siguiente limite cuando m | 0y |s| T oo, pero con m|s]| fijo.
0 0

w ..
P w P cuando m — 0 con m|s| fijo. (1.11)

ms =w —

» Se ha determinado la topologia y la estructura simpléctica de las 6rbitas masivas
con el uso de las coordenadas canénicas (g, p, s). ;Cémo se comportan estas Orbitas
como espacios homogéneos bajo el grupo de Poincaré? Es facil comprobar, a partir
de la accién coadjunta sobre p*, los efectos de las traslaciones y rotaciones sobre las
coordenadas de O,s4:

exp(—a°H) > (q,p,s) = (q —a’p/h,p,s),
exp(a-P)>(q,p,s)=(q+a,p,s),
eXP(am ‘L)>(q,p,8) = (Ramq, Ramp, Rams). (1.12)

El efecto del empujén K = K¢, = exp(Cn - K) sobre p ya aparece en (1.6); esta es
Kep =p+hnsinhC+(n-p)n(coshC—1). Sin || p, se estira p en la misma direccién,
de lo contrario hace un desvio.

En cambio, K actta sobre el vector de espin s por una rotacion: sis — s’, w +— w’
bajo la accién de K, entonces

,ms") =B, w =B, Kw= By, ,ms) = Rs,
(0, ms’) = By, w’ = Bi,Kw = By, KB, (0, ms) = R

donde R := Bg;KBp es la llamada rotacién de Wigner asociada a Ky p.

El efecto de K sobre la coordenada g es una férmula complicada. Hay un artificio
que simplifica el cdlculo: se puede reemplazar q por una coordenada de posicion
alternativa x, al precio de perder la propiedad canénica [7]:

k pXxs pXs
B w1 e (113)

X =
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El efecto del empujon sobre x es

n-x . h(n - x)
Kippx =x— Tpsmhc - Tn(coshc -1).
Cuando se trata de “cuantizar” las 6rbitas mediante procedimientos geométricos
(como en [7], por ejemplo), resulta mas comodo usar la coordenada “covariante” x
en vez de la coordenada “canénica” q. Esto refleja la circunstancia que el concepto

de posicién es menos natural que el de momento en contextos relativistas.

1.5 Orbitas para las particulas de Wigner

Un anadlisis similar es factible para las 6rbitas “no masivas”, donde C; = 0. En este
caso h? = |p|?,asique h = +|p|. En el espacio de Minkowski, esto determina dos “em-
budos” Hy del cono de luz, excluyendo el origen. Para el punto de base en H, se suele

tomar (1,0,0,1). El subgrupo de 131 que lo deja fija esta formado por las rotaciones
alrededor del eje z y unas “rotaciones nulas” en la terminologia de Penrose [10]: es
isomorfo al grupo euclidiano E(2) := R? = SO(2).

Si C; = 0 también, se puede construir representaciones de ?1 por induccién
de unas representaciones del grupo pequesio E(2). (El método fue introducido por
Wigner [1] siguiendo las técnicas de Frobenius para grupos finitos.) Convencional-
mente, esto describe particulas como fotones y neutrinos sin masa (antes de 1998!)
que no poseen espin sino un grado de libertad llamado helicidad A := w°/h, donde
el 3-vector w = Ap es paralelo a la direccién del momento p.

El caso restante C; = 0, C» = —«x? < 0 suele mencionarse en buenos textos de
la teoria cudntica de campos (por ejemplo, el de Weinberg [11]) pero en seguida se
descarta “por no haber sido observado nunca”. Este prejuicio empezé a cambiar hace
unos afios con los estudios de Schuster y Toro [12] que sefialaron sus posibles impli-
caciones cosmolégicas —aunque siguen sin observacion. Aquillamamos particula de
Wigner — abreviado como WP — a este especie de particula, por el interés del propio
Wigner en estudiarla a través de sus ecuaciones de onda [2,13].

» Una tarea inicial es la descripcién de la érbita coadjunta O, para el caso C1 = 0,
Cpr=-x2,conk >0 fijo. De (1.8), estas condiciones son:

=pPk,  —(ww)=|wP- (@’ =|kxp+hl?-(1-p)?=1?

asi que « tiene las dimensiones de energia (o de masa, ya que se ha tomado ¢ = 1,
implicitamente).
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La clave para describir la topologia de la 6rbita Og, es la identificaciéon de una
buena coordenada de posiciéon. Aqui se puede sacar provecho de una sugerencia
de Schwinger [14], partiendo del buen comportamiento del limite de ms observado
en (1.11):

ms—>w—(w0/h)p =:t. (1.14)
Obsérvese que t -p = w - p — wh = 0; y |t|*> = |w|?> — (w’)® = x2. Esto dice que el
3-vector t queda en el circulo de radio k en el plano L a p.

Por otro lado, la férmula (1.9) es singular en este limite, debido al denominador

mh(m +h). Lo que Schwinger sugiere es reemplazar este denominador por h?(m + h);

esto es,
k pXw k pXw

L T ) R I T
y en el limite cuando m | 0, |s| T co con m|s]| fijo, g queda reemplazada por

k pxw k pXxt
R T TR T8

r:=

Ahora se observa que {r*, pb} = —{k*, pb}/h = 5%, el cual es el primer requisito
de unas coordenadas de posicién. Ademas, la helicidad A := w®/h cumple

{A,p"} =0, {A, 7%} =0. (1.15)

Esto dice que A podria ser una sétima coordenada para la 6rbita; solo falta uno. Sin
embargo, hay una nota bemol: las coordenadas r” no conmutan entre si, porque [8]:

(7,10} = =" Ap/h3 £ 0. (1.16)

Como veremos, esto no es un obstaculo; mas bien, es compatible con la topologia de
la 6rbita Og.

» El3-vector t de (1.14) es caracteristica de las 6rbitas de la WP — fijese que ¢ = 0 para
las particulas sin masa “ordinarias”. Es necesario parametrizar el circulo donde vive ¢
con una variable angular. Elfjase un 3-vector ¢;(p) en el circulo L a p, de tal manera?®
que t1(Ap) = Ati(p) para una familia transitiva de elementos A € Ll. Definase
t(p) := p/h X t1(p). Entonces se puede escribir

t =ti(p)cos O + tr(p)sin® con O € st

3Para ver que eso es factible, témese algtin 3-vector p de referencia y elijase ¢;(p) ortogonala p y
de longitud k. Sea B, una transformacién de Lorentz tal que p = B,,p —entiéndase esto como notacién
abreviada para (h, p) = Bp(fz, p) -y definase t1(p) := B, t1(p).

10
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Aunque hay cierto grado de ambigiiedad en la definicién de 0, la diferencial d0 esta
bien definida. Nétese que {p, t1, t2} es un triedro moévil ortogonal en [R3.

Ahora (r,p, A, 0) proporciona un juego de coordenadas para esta 6rbita de dimen-
sién 8. Las variables r y A no tienen restricciones, perop # 0,y 0 € S!. Por lo tanto,
la 6rbita Op . es al menos homeomorfa a R3 x (R X S$?) x R x St.

» Es necesario identificar la forma simpléctica w € Az(O(),K) en términos de estas
coordenadas. Como {A,p} = 0, se puede pedir {A, t;(p)} = 0y {A, t1i(p)} = 0.
Resulta que [8]:

{A,t}=—-p/hxt=—tp)cosO + ti(p)sen O,

y por ende {A,cos 0} =sen 0, {A,sin 0} = —cos 0. Esto dice que A y 0 son variables
conjugadas. Tomando en cuenta las relaciones (1.15) y (1.16), se obtiene la siguiente
receta para la forma simpléctica:

w=dr" Adp, — et Apch2dr® Adrb + dA A d6. (1.17)

Elsegundoindica quelahelicidad A juega un papel andlogo ala carga de un monopolo
magnético; pero la analogia no es exacta. Es un ejercicio verificar que la relacién
dw = 0 depende de la igualdad |p|> = h%: esta forma no seria simpléctica sobre una
Orbita masiva.

» ;Coémo se comporta la érbita Op . como espacio homogéneo? En otras palabras,
(cudl es el efecto de la accién adjunta sobre las nuevas coordenadas? Para contestar
esa pregunta, es conveniente reemplazar la coordenada 0 por el 3-vector ¢, aceptando
la redundancia que eso implica. No es dificil verificar las acciones analogas a las del
caso masivo (1.12) para los subgrupos de traslaciones y rotaciones:

exp(_aoH) > (1", P/ t/ /\) = (1" - aop/h/ | t/ /\)/
exp(a-P)>(r,p,t,A)=(r+a,p,t,A),
exp(am -L)>(r,p,t,A) = (Ram?, Ramp, Ramt, A).
Ya sabemos el efecto del empujon K¢, = exp(Cn - K) sobre p. Como en el caso masivo,

K¢y > r estd dado por una férmula complicada. Mds interesante es su efecto sobre la
helicidad:

(wo)'_wocoshC+n-wsinhC_ N n-ttanhC
W hcosh(C+mn-psinhC h+n-ptanhC’

K> A = (1.18)
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Las particulas de Wigner

Este calculo muestra que en las 6rbitas dela WP, con t # 0, Ia helicidad no es un invariante
para el grupo de Lorentz. Esto marca un contraste notable con el fotén y con el “neutrino
no masivo”.*

Sip’ = Ken > p, W' = K¢y > h, la transformacion p/h +— p’/h’ entre dos 3-vectores
de longitud 1 corresponde a una rotacion Rs., (que depende de C, n, h 'y p): el eje es
m := (p X n)/|p X n| y el angulo 6 estd dado por

_ hsinhC+ (n - p)(cosh C — 1)

lp x nl?
hhl /

lp xn|, cosd=1—--———(cosh(-1).

sin O o

Un resultado un poco sorprendente [8] es que la transformacién ¢ +— ¢’ entre dos
3-vectores de la misma longitud « estd dada por la misma rotaciéon Rs,,. Lo mismo
sucedeconp/hxt +— p’/h’xt’. Enotras palabras, el triedro ortogonal (p /h, t, p/hxt)
cambia rigidamente por la rotacién R, bayo el empujon K¢,,. Este giroscopio escondido
es quizds la caracteristica més sobresaliente de las érbitas coadjuntas de la WP.

2 Representaciones y ecuaciones de onda para la WP

2.1 El método del grupo pequeiio

En los afios veinte del siglo pasado, se descubrié que los observables de la mecénica
cuantica podrian ser realizadas como operadores sobre un espacio de Hilbert. Un co-
laborador posdoctoral del propio Hilbert, John von Neumann, se di6 cuenta de que el
espacio de Hilbert era indispensable para obtener el espectro correcto de autovalores
reales de un observable: ningtin otro espacio de Banach servia para ese proposito.
Un estado puro se identificaba con un vector ¢ (salvo factores de fase) en un espacio
de Hilbert J{.

Una simetria 1 + g1 debe conservar las probabilidades de transicién [{¢ | 1)|?
y por eso debe ser representado por un operador U(g) sobre H que es bien unitario
o bien antiunitario — por un teorema de Wigner mismo (1931). Para un grupo de
simetrias conexo, los representantes son unitarios. Por eso, es necesario estudiar rep-
resentaciones unitarias de grupos sobre espacios de Hilbert. Un sistema elemental
cudntico esta dado por una representacién unitaria irreducible del grupo de simetria.

Los elementos del grupo de Poincaré P son productos de los del grupo conexo SPIr
y dos simetrfas discretas: la reversiéon temporal T (representado por un operador

4El fenémeno llamado “oscilacién de neutrinos” solo se explica si entre las tres estados de masa
de los neutrinos, al menos dos tienen una masa (muy) pequea. Aunque no es muy probable, no se
ha excluido experimentalmente (hasta hoy) que el tercero tenga masa nula.

12



Las particulas de Wigner 2.1. El método del grupo pequefio

antiunitario) y la inversién espacial I (paridad). Aqui dejamos de lado las simetrias
discretas: el grupo de interés es iP_TP

» Elgrupo TI es un producto semidirecto R4><L1, cuyos elementos son (a, A) cona €
R* A€ £1. En primer lugar, el grupo abeliano R* tiene unirreps unidimensionales:
cada unirrep de R* es de la forma a + ¢/ para algtin p € M*. En el espacio
de Hilbert J{ de un unirrep U de iPL el subgrupo de traslaciones se representa por
(a,0) — ei@P) = pia’Po=ia-P qonde los generadores Py, P1, P>, P3 son operadores auto-
adjuntos sobre H que conmutan entre si.

Ademaés (PP) = PO2 — P - P conmuta con cada U(a, A). Por el lema de Schur, la
irreducibilidad de U muestra que (PP) es un operador escalar de valor Cy, el primer
Casimir de iPl. Entonces las unirreps se clasifican en familias segtin el valor de C;.

El préximo paso, segtn el articulo original de Wigner [1], considera H{ como un
espacio de funciones de onda ¢(p, &), donde p € M* con (pp) = C; y & denota otros
pardmetros pertinentes. Entonces las traslaciones se representan por

U(a,0) p(p, &) = e Po(p, &). (2.1)

Considérese la accion “regular” del group de Lorentz, dado por los siguientes ope-
radores P(A), para A € Ll:

P(A)@(p, &) = 9(A7p, ).
Entonces un calculo facil muestra que
P(A)U(a,1) = U(Aa,1) P(A).
Por ser iPTF un producto semidirecto, sus dos subgrupos obedecen la misma férmula:
u,A)U(a,1) = U(Aa,1) U, A).

Entonces U(0, A)P(A)~! conmuta con todos los U(a, 1) y por ende con cualquier ope-
rador de multiplicacién f(p). Entonces se puede escribir

U, MPW)(p, &) = ), Qlp, Aeq @(p, 1) (22)

donde Q(p, A) es una matriz unitaria u operador unitario en el espacio de las varia-
bles & solamente.
La ley de grupo para los U(0, A) y los P(A) dan reglas para los Q(p, A):

Q(p, AN) = Q(p, AQ(A'p, N),  Qp, A =Q(A'p, AT, (23)
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Las particulas de Wigner 2.1. El método del grupo pequefio

» Para determinar los posibles Q(p, A), Wigner reduce el analisis al grupo pequerio —
“little group” — por un procedimiento debido a Frobenius [16], hoy en dia conocido
como la induccién de representaciones.

Para cada 6rbita del grupo de Lorentz LIL en M?, elfjase un representante p; supéngase
que existe, para cada p en esa érbita, una transformacién de Lorentz B, tal que B, (p) =

py que p — B, sea continua.’ Dado A € Ll, definase R = Ry, por
R:=B,  ABx-,. (2.4)
Entonces Rp = p, por la cadena de transformaciones:
p— A_lp —p— p.

Esto es: R pertenece al grupo de isotropia L5 de p, bautizado grupo pequefio por
Wigner. Los grupos de isotropia de diversos puntos de la misma 6rbita son con-
jugados, asi que el grupo pequefio, hasta isomorfia, solo depende de la 6rbita.

En la Tabla 1 de la seccién 1.1 se exhiben grupos pequefios para 6rbitas tipicas.
Para C; = m? > 0, tdmese p == (+m,0,0,0); la 6rbita es un hiperboloide y el grupo de
isotropia £ es el grupo de rotaciones SO(3).

Para C1 = 0, fuera del origen, témescT := («1,0,0,1); la 6rbita es el semicono
“a futuro” del cono de luz (pp) = 0y el grupo de isotropia £; es el grupo euclidiano
E(2) ~ R? = SO(2), mencionado al inicio de la seccién 1.5.

"~ La transformacién (2.4) se llama, por costumbre, la rotacién de Wigner asociado
al par (A, p) —a pesar de que en el caso £ = E(2), R generalmente no es una rotacién.

» Cuando P =py R, R’ € L, las reglas (2.3) se simplifican:
QA RR) = Q(p,R)Q(F,R), QAR =Q(p,R™.

Es evidente, entonces, que R +— Q(p, R) es una representacion unitaria del grupo pequefio
L. Conviene abreviar Q(R) = Q(p, R), al fijar p; un cambio de p en la misma 6rbita
produce una representacion equivalente del grupo pequerio.

Se puede comprobar que esta representacion de £; es irreducible si y solo si la

representacion de 331 dada por

U(a,A) p(p, &) == e"P)Q(B, ABy-1,) p(A™'p, &) (2.52)

es a su vez irreducible [1, 15].

5Esto es ciertamente factible, aunque la eleccién de B, no es tinica. (Para el hiperboloide (pp) = m?,
p® > 0, se puede usar la férmula (1.10) anterior.) Resulta que las representaciones construidos con otras
elecciones de p y de B, son equivalentes a la que vamos a exhibir [1].
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En resumen: se puede obtener cada unirrep de fPl por la receta (2.5) a partir de
una unirrep del subgrupo pequefio. Dicese que U es la representaciéon inducida a
partir de la representaciéon Q del subgrupo L.

La construccién anterior de representaciones inducidas por Wigner en 1939 es
histéricamente la primera instancia de una induccién para grupos de Lie (siguiendo
la receta de Frobenius [16] para grupos finitos). Afios més tarde [17], Mackey lo gen-
eraliz6 al procedimiento de induccién que aparece en los textos modernos.

» En la exposicién anterior, se omitié un detalle importante: se admiten representa-
ciones proyectivas U(a, A), donde la ley de grupo es vélida hasta factores de fase
e'% € U(1). Estos se obtienen, por la misma induccién, de representaciones proyec-
tivas del grupo pequeno. En el caso de SO(3), estas son representaciones ordina-
rias del grupo recubridor doble SU(2) — SO(3), con factores de fase +1. También,
LIF =~ SO(1, 3) tiene un doble recubridor SL(2,C) — SO(1,3). Dado A € SL(2,C) tal
quetA - A€ LL la férmula correspondiente es

U(a, A) qD(P, &)= ei(ap)Q(B;1 A BAflp) (P(A_lp/ &) (2.5b)

Estas “representaciones de valores dobles” de ‘PIL corresponden a particulas masivas
de espin semientero (fermiones). El mismo fenénemo se presenta con la WP: hay
representaciones simples (bosénicas) y dobles (fermiénicas) correspondientes a las
Orbitas coadjuntas Oy .

2.2 Representaciones inducidas de iPTF

Para las d6rbitas masivas y de la WP, el problema se reduce a la clasificaciéon de las
unirreps de los grupos pequetios SO(3) y E(2) — o de sus recubridores dobles. Las rep-
resentaciones de SO(3) y SU(2) son conocidas: paracadaj € 3N ={0,1,1,3,2,...}
hay una tnica unirrep de SU(2) —hasta equivalencia —de dimensién 2j+1. Esta es una
representacion simple o doble de SO(3) segtin sea j € N o no. Entonces la variable &
en (2.1) y (2.5) toma valores discretos £ € {—j,—j+1,...,j—1,j} ycada Q(R) es una

matriz en Mp;j41(C).

» En vez dar una descripcién completa de tales representaciones, optamos por cat-
alogar representantes de los generadores del subgrupo de los U(0, A). Las 6rbitas
coadjuntas Oy correspondientes estan dadas por s = j € IN; para otras s > 0, se
trata de 6rbitas “no integrales”. En vez de ¢(p, &) conviene usar la notacién ¢(p, m)
donde se elimina p° por la relacién

p’ =zw, donde w,:=+m2+|pl2.
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Los generadores de los subgrupos uniparamétricos t +— U(0, exp(itL?)) se de-
notan, con un abuso de notacién, por L?, paraa = 1,2, 3; y similarmente se escribe
K’ para el generador de t — U(0, exp(itK”)). Estos son operadores diferenciales de
primer orden, con las relaciones de conmutacién:

[L%, 1L°] = ie LC, L%, Kb] = e K€, [K?, K] = —ie, LC. (2.6)

Estos seis operadores L y K se obtienen de un calculo largo pero directo; véase, por
ejemplo, [15, §5.1]. El resultado es:

. 0 = N 0 0
L=-ipx=—+S, K=ip=—+
p P 5

p -
XS, 2.
op )P (2.7)

wp(m + wy

donde S = (S', $?, $3) son matrices en M3;+1(C) que cumplen [S*, St] = i, S°.
Fijese que la primera férmula expresa L como la suma del momento angular orbital y
del espin.

» El método del grupo pequeno también es aplicable a las 6rbitas Oy, de la WP (con
x > 0). Los generadores correspondientes aparecen por primera vez en un articulo
corto [18] de Lomont y Moses (1962). Para su derivacién detallada, véase [15,§ 5.2]. El
grupo pequefio es E(2) ~ R? x SO(2); el pardmetro extra es un 3-vector & = (&1, &2,0)
en un circulo de radio x, esto es, (§1)% + (£2)? = k2. Se puede identificar la helicidad A
con la variable conjugada al parametro angular 0 del circulo. Hay unirreps del grupo
recubridor doble E(Z) siysolosiA € %N. En breve: la helicidad esta discretizada, con
valores semienteros para representaciones fermiénicas y valores enteros para repre-
sentaciones bosoénicas.

En un marcado contraste con el caso C1 = C, = 0, los diversos valores de la
helicidad no marcan unirreps inequivalentes. Se distinguen solo cuatro unirreps en el
caso C; = 0, C2 = x > 0; dos bosénicas con helicidad entera y dos fermidnicas con
helicidad semientera. En cada pareja, la distincién es el signo de p® = +|p|. Esto es
posible porque, como ya se vi6 en (1.18), para la WP la helicidad no es un invariante de
Lorentz. En consecuencia, la particula de Wigner —si existe — conlleva una torre infinita
de helicidades, como ha sido enfatizado por Schuster y Toro [12].

Fijese bien que la variable que se discretiza (al pasar de clasico a cuantico) es la
helicidad A. Su variable conjugada, el angulo 0, permanece continua. Esto ha dado
lugar a una confusién terminolégica pues estas representaciones han sido bautizados
de continuous spin, porque el andlogo del espin es A y no 6. (Lamentablemente, los
culpables de este adefesio lingiiistico son los propios Bargmann y Wigner [2].)
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» Los generadores para la WP, segtin Lomont y Moses, son los siguientes, para la

version bosonica con po > 0. Téomese p := (1,0,0,1) y n := (0,0,1). Entonces se
obtiene:
> : pripln(_4 0 , 0
L=— 2 _ _
g (¢ 5 )
- .0 "XP(107 23) p (P+|P|n )
K=i|lp|=— - ¢ - & + X x <. 2.8
P o i \Cae maa) T X \iprepr ¥8) @Y

Es un ejercicio comprobar que estos operadores cumplen las relaciones (2.6). La
dependencia de la eleccién de p salta a la vista: esta presentacién de la accién del
grupo de Poincaré sobre vectores ¢(p; &!, £2) no se destaca por su belleza.

2.3 Representaciones covariantes y ecuaciones de onda

Las representaciones irreducibles construidas por induccién desde representaciones
del grupo pequerio no son bien adaptadas para el paso (eventual) a una teoria cuan-
tica de campos, en donde se enfatiza la invariancia (o bien covariancia) bajo el grupo
de Poincaré. Hay una formulacién alternativa en donde ?IL acttia sobre un espacio
(de Hilbert) de funciones de valores vectoriales \W(x), para 4-vectores x € M?; o dual-
mente, sobre funciones ®(p) de 4-momentos p, de la siguiente forma:

T(a,A)W(x):= DA) V(A (x —a)),
T(a, A)®(p) := e"®PD(A) D(A"p), (2.9)

donde +A — A en el recubrimiento doble SL(2,C) — LIF. Aqui A — D(A) de-
nota una representacion finitodimensional de SL(2, C) que no tiene que ser unitaria ni
irreducible, a priori.

De hecho, todas las representaciones unitarias no triviales de 51 o de SL(2,C)
son infinitodimensionales. Sin embargo, resulta que solo es necesario que D(A) sea
unitaria sobre el grupo pequefio: esto es, para A € SU(2) 0 A € E(2), segtin el caso.

» Paraobtenerirreducibilidad a partir delas acciones covariantes (2.9), se debe proyec-
tar estas acciones en un subespacio apropiado de los W(x) o los @(p). En el caso masivo de
espin j, larestriccién de D a SU(2) se descompone en una suma directa de irreducibles
D/; sea Q el proyector (esto es, Q> = Q = Q') sobre un subespacio del componente
D/. Supéngase que ®(f) queda en ese subespacio, o sea, Q®(p) = ®(). Al definir
Q(A™1p) := D(A)~1 Q D(A), se obtiene

Q(p)P(p) = ©(p) paratodo p enla 6rbita de p. (2.10)
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Esta es una ecuacién de onda para los elementos ®(p) del subespacio buscado.

Como ejemplo de una ecuacién de onda, témese la representaciéon de SL(2, C)
dado por D = D2 @ D%2, actuando sobre 4-espinores. Si Q := 2(1 + p), empleando
la matriz 8 de Dirac (8% = 1), se puede comprobar que Q(p) = %(1 +ytpu/m) € My(C);
y la relacién (2.10) es la ecuacion de Dirac:

(y*py —m)®@(p) =0; obien (iy*d, —m)W¥(x)=0.

Para elucidar la relacién biunivoca entre las representaciones inducidas (2.5) y las
representaciones covariantes con proyeccion de espin (2.9) y (2.10), véase el par de
articulos fundamentales [19] de Niederer y O’Raifeartaigh (1974).

» Para la WP bosoénica, la ecuacion covariante tiene el aspecto de una particula escalar,
es decir, la representacion D del grupo de Lorentz es la trivial, y las funciones W
y @ toman valores escalares. En cambio, es necesario incorporar condiciones tales
que (pw) = 0 en las ecuaciones de onda. Para lograrlo, Wigner introdujo, en otro
articulo fundamental [13] en 1948, una familia de ecuaciones de onda para funciones
de dos variables W(x, w) o ®(p, w), donde w € M* es un 4-vector auxiliar — denotado
w por razones que luego serdn obvias. En el espacio de momentos, las primeras tres
ecuaciones son:

(rp)@(p,w) =0, ((ww)+x?) d(p,w) =0, (pw)®P(p,w)=0. (2.11a)
Estos pueden ser escritos de otra manera en el espacio de configuraciones:
0,W(x,w) =0; ((ww)+x%) W(x,w)=0; (wdy)W(x,w)=0,

al aplicar una transformaciéon de Fourier para hacer el cambio de variable p +— x
(solamente). La primera de ellas es la ecuaciéon de Klein y Gordon para masa cero.
Es evidente que las tres ecuaciones en (2.11a) son ligaduras propias de la natu-
raleza de la WP (bosénica)® determinadas por (pp) = (pw) = 0, (ww) = —x2? en M*.
Hace falta una cuarta ecuacién, que efecttia la condicién C, = —x2. Al recordar
que C; = WHW,, donde W# = %e“VP"PV]pg, véase (1.1), se obtiene

(WW) = 25D, Jir €xpugPP ]V = =3 Jue J*TPoP + ]y J7V P PP .

®Para la versién fermidnica, se reemplaza la ecuaciéon de Klein y Gordon por otra de tipo Dirac:
iy#d,W(x) = 0; las otras no se cambian.
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El operador diferencial que corresponde a C, en un espacio de variables p donde
(PP) = P¥P, se anula, es el siguiente:

Ca = (WW) = J,,J"P,PF
= (wy IY — wp, V) (w" 9% — w I},) 9L Iy = -+

Kz(p aw)z - (Pw)2 O + 2(pw)(p dw)(w dy) = —x2.

con algunos detalles del calculo omitidos. Al incluir la condicién (pw) = 0, esta se
reduce a la cuarta ecuacion de onda:

((p du)* +1) D(p, w) = 0. (2.11Db)
La particula de Wigner bosénica debe cumplir las cuarto ecuaciones de onda (2.11a)
y (2.11b). No hay maés requisitos.”

» La ultima ecuacién diferencial es de segundo orden, pero el operador diferencial
se factoriza facilmente:

(p 9)* +1 = ((p Iw) = i)((p Iw) + 1),

dando dos alternativas equivalentes. Wigner entonces opta por “simplificar” la ecua-
cién (2.11b), reemplazéndola por

((p 9w) + 1) D(p, w) = 0. (2.11¢)
Esta ecuacion se puede integrar en seguida:
D(p, w - yp) = e*7 D(p, w). (2.12)

donde entra un escalar y como parametro de tipo “gauge”. Al recordar la identidad
w — Ap = t, se ve que y es un marcador para la helicidad.

Desdichosamente, esta decisién de Wigner fue errénea. =

Porque es una consecuencia de (2.12) que la transformada de Fourier ordinaria
W(x, w) no admite soluciones reales de las ecuaciones de onda, que a lo largo resultan
indispensables para el anélisis de particulas bosénicas.

» Sin embargo, al seguir con (2.11a) y (2.11c), se puede eliminar variables redun-
dantes con po = |pl,y — wo/pO = A w=Ap+t,t = ticosO + tsin 0, para

7Algunos autores prefieren hacer una transformacién de Fourier en ambos variables: (p, w) —
(x,v). Sin embargo, se puede chequear que la transformacién d,, +— iv, w — —id, conduce a la
misma expresién para el operador C; con (p, v) en lugar de (p, w). Las ecuaciones de onda obtenidas
son equivalentes a las nuestras.
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reemplazar ®(p, w) por e** ®’(p, 6). Entonces |®(p, w)|?> solo depende de p y ©.
Bargmann y Wigner [2] entonces sugirieron la siguiente norma ‘PIL-invariante:

1D(p, w)|I? := (Const)/l (p’ d3pd9.

Con ella, las soluciones de (2.11a) y (2.11c) forman un espacio de Hilbert (al comple-
tar en esa norma), en donde se puede definir una representacién covariante de tipo
escalar:

U(a, N)D(p,w) = e'(@p) (A p, A w).

Una transformada de Fourier conduce formalmente a la férmula:
Ua, AW (x, w) = V(A (x —a), A" w).

Und da liegt der Hund begraben.® Al aplicar estos procedimientos a la parte de fre-
cuencia positiva (p’ > 0) solamente, se debe enfrentar el conocido conflicto entre
localidad y positividad para particulas bosénicas sin masa [19]. (Es por eso que se
dice que “el fotén no puede vivir en un espacio de Hilbert”.) El problema radica en
el uso inapropiado de la transformada de Fourier al pasar del espacio de momentos
al espacio de configuraciones. Y este problema todavia no ha sido completamente
resuelto. La historia continda ...
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