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Introduccion

Hace unas décadas, surgi6 la costumbre de usar el término andlisis funcional para denotar
la parte del andlisis matemético que maneja propiedades algebraicas o topoldgicas generales
de espacios de funciones u operadores. El texto de Rudin (1973) lo expresa asi: “el andlisis
funcional se propone estudiar ciertas estructuras topoldgico-algebraicas y los métodos que el
conocimiento de estas estructuras permite aplicar a los problemas analiticos”.

Las estructuras algebraicas relevantes son espacios vectoriales o dlgebras cuyos miembros
son funciones u operadores lineales. Dichos operadores o funciones se consideran como
elementos o “puntos” de un espacio vectorial, el cual tipicamente tiene dimension infinita.
La topologia de ese espacio vectorial estd determinada por una norma o por una familia
de seminormas. En muchas aplicaciones, el objeto de interés es un funcional, que lleva
funciones en nimeros reales o complejos. Esto conduce al estudio de los espacios normados
y sus funcionales lineales, abordado por Stefan Banach y sus colegas a partir de 1920.

Inicialmente se estudiaba espacios de funciones — continuas, diferenciables, holomorfas,
integrables, etc. —y los funcionales sobre funciones: diferenciacion, integracion, evaluacion
en un punto, etcétera. La introduccién axiomdtica de un espacio de Hilbert se debe a John
von Neumann en 1930, como parte de sus trabajos sobre los fundamentos de la mecénica
cuantica (en colaboracién con David Hilbert). Un tema fundamental desde entonces ha sido
la estructura de operadores sobre espacios de Hilbert. Otros temas importantes han sido las
representaciones unitarias de grupos, impulsados por Hermann Weyl (1925—27); las dlgebras
de Banach y las C*-dlgebras introducidos por Israil Guelfand y otros (1941—43); y la teoria
de las distribuciones de Sergei Sobolev (1936) y Laurent Schwartz (1949).

En este curso, se comienza con espacios vectoriales topoldgicos: de Hilbert, de Banach
y localmente convexos, constituidos por sucesiones o funciones. Siguen varios teoremas
fundamentales sobre funcionales y operadores lineales. El tema de dualidad entre espacios de
Banach o localmente convexos conduce a las distribuciones de Schwartz y la transformacion
de Fourier. Por ultimo, a través de las C*-dlgebras, se llega a la teoria espectral de los
operadores lineales sobre espacios de Hilbert.
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1 Los Espacios del Analisis Lineal

Gentlemen: there’s lots of room left in Hilbert space!
— Saunders MacLane

En este curso, los objetos principales de interés son ciertos espacios vectoriales infinitodi-
mensionales y sus transformaciones lineales. Muchos de esos espacios poseen topologias
compatibles con las operaciones algebraicas, obtenidas de una o varias normas o seminormas.

1.1 Espacios de sucesiones y de funciones

El cuerpo de base para todos los espacios vectoriales en este curso es [ := R o C, el cuerpo

de los niimeros reales o niimeros complejos, respectivamente. Habra una preferencia para

escalares complejos; para unificar los casos, se escribird @ := « para ¢ € R sin mayor detalle.!
En los sucesivo, E denotara un espacio vectorial sobre [F.

Definicion 1.1. Un producto escalar (o producto interno) en E es una forma hermitica
definida positiva sobre E, es decir, una funciéon E X E — F : (x,y) — (x| y) tal que:

(@) (z|ax+ Py) = alz|x)+ p{z|y), paratodo @, f € F; x,y,z € E;
(b) (x|y) = W para todo x,y € E;
(¢) (x|x) >0, conigualdad solosi x =0en E.
Un espacio [F-vectorial dotado de un producto escalar se llama un espacio prehilbertiano. ¢

Cuando F = R, el producto escalar es bilineal y simétrico, por las propiedades (a) y (b).
Cuando F = C, el producto escalar es lineal en la segunda variable, pero solo semilineal
(antilineal) en la primera variable: dicese que las propiedades (a) y (b) definen una forma
sesquilineal.? Este es el convenio de Dirac, de uso universal en textos de fisica. Sin embargo,
muchos libros de matemadtica piden linealidad en la primera variable y semilinealidad en la
segunda; el lector debe estar alerta contra ese mal habito.

Definicion 1.2. Una norma sobre E es una funcion E — R* : x — ||x|| tal que:
(a) |lax|| = || ||x|| paratodo « € F, x € E;
(b) [lx +yll < lIx[l + [[yll paratodox,y € E;

(¢) ||x|| = 0 con igualdad solosix =0enE.

'El cuerpo C admite dos automorfismos, la identidad y la conjugacién compleja @ +— a. El tnico
automorfismo de R es la identidad; desde luego, R={a € C:a =a}.
2El prefijo sesqui-, del latin, significa 3/2.
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Si E posee un producto escalar, entonces ||x|| := /(x| x) define una norma en E (debido a la
desigualdad de Schwarz).
Una seminorma en E es una funcién p: E — R* que cumple al menos (a) y (b):

{ plax) = |a| p(x)

paratodo «a €F, x,y € E.
plx +y) < p(x) + p(y)

Una familia de seminormas { p, : « € J } es separante para E si “p,(x) = 0 paratodo o € J”’
implica x = 0 en E. (Este es el caso si algtin pg s una norma.) 0

Definicion 1.3. La métrica usual sobre un espacio normado E es

d(x,y) = [lx —yl|. (1.1a)

Otra métrica equivalente es

, __x—yll
d(xa y) - 1 + ||x_y||’ (1'1b)

que ademds cumple 0 < d’(x,y) < 1. Las dos métricas son invariantes bajo traslaciones, es
decir, d(x —z,y —z) = d(x,y) para z € E. Si (x,) es una sucesion de elementos de E, entonces

xXp — x & dxp,x) >0 — d'(x,x) >0 & |lx, —x|| = 0.

Vale la pena observar que la norma de un espacio normado E es una funcion continua
sobre E. De hecho, si x, — x en E, la desigualdad triangular implica que

[l = Nl ll] < llcn = I,

asi que x, — x en E implica ||x,|| — ||x]|| en [0, o).
Si E no es un espacio normado, pero posee una familia numerable y separante de semi-
normas { px : k € N}, entonces se define la siguiente métrica sobre E:

(o)

— 1 plx—y)
d(x,y) := kzz(:) T T+ e —g) (1.2)

En ese caso x, — x, es decir, d(x,, x) — 0, si y solo si px(x, —x) — 0 para cada k. o

Definicion 1.4. Sea E un espacio [F-vectorial con una familia numerable y separante de
seminormas. Si E es completo con respecto a la métrica (1.2), dicese que E es un espacio de
Fréchet.

En particular, si E es normado y completo respecto de la métrica (1.1a), E se llama un
espacio de Banach.

Si ademds la norma de E es inducida por un producto escalar y si E es completo, dicese
que E es un espacio de Hilbert (real o complejo, segtin sea F = R o C). O

1-2
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Ejemplo 1.5. Sin € N, el espacio " es un espacio de Hilbert,? dotado del producto escalar
usual (y | x) 1= §1x1 + §ox2 + - -+ + YpXp. O

» A continuacion, se ofrece un catdlogo de espacios vectoriales complejos de dimension
infinita, algunos normados y otros dotados con familias numerables de seminormas.

Ejemplo 1.6. Denétese por C™N) el espacio de sucesiones en C con un niimero finito de
términos no nulos.* (Los paréntesis en el exponente sefialan que este es una suma directa
algebraica de N copias de C.) Escribase x := (x;) para denotar la sucesion (xo, x1, x2, . . . ).
Entonces p,(x) := |x,|, para n € N, es una familia separante de seminormas sobre CV. ¢

Es posible definir varias normas directamente sobre C™. Si 1 < p < oo, coléquese:

00 00 1p
el == > el Hﬂb=(§hm?); Il = sup el (1.3)
k=0 k=0

keN

El espacio C™) es incompleto respecto de cada una de estas normas. (Si 1 < p < oo, la
desigualdad triangular para || - ||, es una consecuencia de la desigualdad de Minkowski: véase
la Proposicion 1.26, mds abajo.)

Ejemplo 1.7. Denétese por CN el espacio de todas las sucesiones en C. (La ausencia de
paréntesis en el exponente sefiala que este es un producto cartesiano de N copias de C.) Las
seminormas p,(x) := |x,| constituyen una familia numerable y separante, y C" si es completo
en la métrica correspondiente. Luego CV es un espacio de Fréchet. El espacio vectorial CV
es un subespacio denso de CN. o

Ejemplo 1.8. Hay otras espacios de sucesiones intermedios entre CN) y CN. Al formar la
complecién de C™) en cualquiera de las normas (1 .3), se obtiene un espacio de Banach. Estos
espacios de Banach se denotan por:

€= {xeCV: x|y < +oo };
:={xeC": x|, <+co} paracada 1<p < oo;

(o = {x e CV:xt — 0cuando k — +0 }.

Enel casop =2, £2 es ademds un espacio de Hilbert, con producto escalar
(y|x):= Z Uk Xk- (1.4)
k=0

Es inmediato que (x | x) = ||x||§.
De igual manera se definen £ L), tP(Z), c,(Z), como subespacios normados de cZ. ¢

3Aqui se usa el convenio francés: se escribe N = {0,1,2,3,...} peroN* = {1,2,3,...}.
4Evidentemente, se definen espacios R-vectoriales de sucesiones reales de la misma manera.
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Ejemplo 1.9. El espacio vectorial de las sucesiones acotadas es
= {xeC:|x]lo < +o0},

Este espacio es completo en la norma || - ||o; €s un espacio de Banach que incluye ¢, como
subespacio cerrado. o

Ejemplo 1.10. Un elemento x € CN es una sucesién rapidamente decreciente si la sucesion
asociada (nFx,)nen estd acotada, para cualquier k € N. Esto da lugar a una familia de
seminormas

qi(x) := sup [n*x,|, paracada ke N*. (1.5)

neN

Esta claro que gix(x) < gi+1(x) en cada caso; que la condicién gi+1(x) < oo implica que
nkx, — 0 cuando n — oo; y que la condicién g,»(x) < oo implica que la serie DI nkx, es
absolutamente convergente.

El espacio vectorial s de sucesiones rdpidamente decrecientes, dotado con las seminormas

{qr : k € N}, es un espacio de Fréchet. o

» A continuacion se introduce una segunda clase de espacios C-vectoriales, con topologias
determinadas por una norma o varias seminormas, cuyos elementos son funciones continuas.

Ejemplo 1.11. Sea K un espacio topolégico compacto (y de Hausdorff).> Denétese por C(K)
el espacio vectorial de funciones continuas f: K — C. Se define una norma sobre C(K) por

[1flleo == sup | f(x)].
x€K

Si una sucesion (f,,) en C(K) es de Cauchy en esta norma, entonces ( f,(x)) es de Cauchy en C
para todo x € K. Si se define f(x) := lim,— fy(x), es facil mostrar con un “argumento
de ¢/3” que f es continua y que ||f, — fllo — 0. EI espacio normado C(K) entonces es
completo en la norma || - ||, €s decir, es un espacio de Banach. O

Ejemplo 1.12. Si X es un espacio topoldgico localmente compacto pero no necesariamente
compacto, dicese que una funcién continua f: X — C se anula en el infinito si, dado
¢ > 0, hay un compacto K, c X tal que |f(x)| < ¢ para x ¢ K,. Denétese por Co(X) el
espacio vectorial de todas estas funciones. Cada f € Cy(X) estd acotada y la asignacion
Il flleo := sup,ex | f(x)| determina una norma sobre Co(X). No es dificil comprobar que Cy(X)
es completo en esta norma.

SEn este curso, cada espacio topoldgico compacto es también de Hausdorff. (Algunos autores usan el
término cuasicompacto para espacios topoldgicos donde cada cubrimiento abierto admite un subcubrimiento
finito, aunque no cumplen la propiedad T, de separacién: tales espacios son ubicuos en la geometria algebraica.
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La compactificacion de un punto del espacio localmente compacto X es el espacio
compacto X* := X @ {oo}, obtenido al agregar el punto suplementario co a X, declarando
que los vecindarios abiertos de co son todas las partes (X \ K) & {0} con K C X compacto.
Fijese que oo es un punto aislado en X* si y solo si X es compacto. Es facil verificar que
Co(X) = {f € C(X"): f(c0) =0}, donde ~ denota una isometria, es decir, un isomorfismo
algebraico que preserva las normas. o

Ejemplo 1.13. Si X es un espacio topolégico localmente compacto y ademds o-compacto,
es decir, si X = [J,en Ky donde cada Kj, es compacto y K, € K> | para todo n, la familia
numerable de seminormas®

pn(f) = sup{[f(x)] : x € Ky} (1.6)

define una topologia sobre C(X). Resulta que f: X — C es continua si y solo si cada
restriccion fg, : K, — C es continua. Entonces el espacio vectorial C(X), dotado con la
métrica (1.2), es completa, asi que C(X) es un espacio de Fréchet.

La topologia de C(X) definido por las seminormas (1.6), a través de la métrica (1.2), se
llama la topologia de convergencia uniforme sobre compactos. o

Ejemplo 1.14. En particular, si U es una regioén de C (una parte abierta y conexa), se puede
tomar
Ky,:={z€eU:|z| <n; dz,C\U) > 1/n}. (1.7)

Si se denota por H(U) el espacio de funciones holomorfas f: U — C, esta es un subespacio
de C(U) con la topologia de convergencia uniforme sobre compactos. Un teorema de Weier-
stral} garantiza que el limite, en esa topologia, de una sucesion de funciones holomorfas es
también holomorfa; en consecuencia, H(U) es un subespacio cerrado de C(U), y por ende
H(U) es también un espacio de Fréchet. o

Ejemplo 1.15. Sea U C R™ un conjunto abierto, no vacio. La férmula (1.7), con C \ U
reemplazado por R™ \ U, sirve para definir una familia de compactos K,, con K;, C K> | para
cada n, tales que U = (U ey K- Si a € N™ es un multiindice, escribase

n ||
la| = Zaj, 0" = — i -
= Ox|' 0x,° ... Oxp,

El espacio vectorial C*(U) de funciones suaves f: U — C admite una familia numerable de
seminormas

ra(f) :=sup{ |0 f(x)| : || < n, x € K, }. (1.8)

6Si A C X, la notacién A° denota el interior topolégico de A.
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Obsérvese que r,(f) < ru+1(f) para cada n, y que la familia (r,,) es separante (de hecho, cada
r, es una norma). Cualquier sucesién de Cauchy {fi}ren en la métrica correspondiente es
una sucesioén de Cauchy en C(U); y para cada @ € N" la sucesion {9“ fi }ken también es de
Cauchy en C(U). Luego hay funciones f* € C(U) para cada «, tales que 0% fr — f* en C(U)
cuando k — +oo. Al colocar f := f°, se comprueba que d%f = f* para todo a, asi que
fi = fenC®(U) con respecto a la métrica determinada por (1.8). Por lo tanto, C*(U) es un
espacio de Fréchet. o

Ejemplo 1.16. Dicese que f: R" — C es una funcién rapidamente decreciente si

| l|im p(x)f(x) =0 para todo polinomio p sobre R".

X|—00

Se dice que f es una funcion declinante? si (a) f es suave; y (b) f y todas sus derivadas
parciales 0% f son rapidamente decrecientes. Sea S(R") el espacio vectorial de las funciones
declinantes sobre R", comtinmente llamado el espacio de Schwartz.8 La funcién gaussiana
X exp(—%llx”z) es un ejemplo de una funcién declinante. Si p es un polinomio, hay
constantes C > 0, R > 0y N € N, dependientes de p, tales que

p(x) < C(1 + ||Ix|HN  para ||x|| = R. (1.9)

Si f € §(R™), entonces, para cada N € Ny & € N, las funciones x > (1 + [|x]|>)N9* f(x)
estdn acotadas. Las siguientes seminormas { s,, : m € N } definen la topologia de S(R"):

sm(f) = sup{ (1 + [|x[|*)"0% f(x)| : |la| < m, x € R"}. (1.10)

Resulta que S(R") es completa en la métrica inducida por estas seminormas, asi que es otro
espacio de Fréchet. O

» Es hora de examinar una tercera clase de espacios C-vectoriales infinitodimensionales,
cuyos elementos son funciones medibles o integrables.®

Ejemplo 1.17. Sea (X, J, ;1) un espacio de medida o-finita: J denota la o-dlgebra de las
partes medibles del conjunto X, y p: F — [0, +00] es una medida o-finita. Sea £'(X, p) el
espacio C-vectorial de las funciones integrables con respecto a p, dotado con la seminorma

11l == /X £ dp(). (1.11)

7El término declinante se debe a Bourbaki; no es muy ilustrativo, pero responde al requisito bourbachique
de caracterizar una propiedad matemadtica con una sola palabra.

8En honor al matemdtico francés Laurent Schwartz (1915-2002), uno de los inventores de la teorfa de
distribuciones.

9Para evitar algunos casos esotéricos, todas las medidas consideradas en este curso serdn o-finitas.
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Obsérvese que || f|l; = Osiysolosi f € N,donde N € £!(X, p) es el subespacio de funciones
nulas casi por doquier. Al identificar funciones que coinciden casi por doquier (con respecto
a p1), se obtiene el espacio vectorial cociente

LY(X, 1) = £ (X, ) /N,

La férmula (1.11) induce una norma sobre este espacio, que también se denota por || - ||;.
Por un abuso de lenguaje, es comiin referirse a los elementos de L'(X, ;1) como “funciones
integrables”. El teorema de Riesz y Fischer dice que L' (X, y) es completo en esta norma, asi
que es un espacio de Banach. O

Ejemplo 1.18. Si 1 < p < 400, definase

1/p
Wm:(évmwwm) (1.12)

y denétese por L£P(X, i) el espacio C-vectorial de las funciones y-medibles f: X — C tales
que [|fl, < co. En breve se comprobard que || - ||, es una seminorma sobre este espacio.
Ademds, es evidente que || f]|, = 0 siy solosi f € N, asi que || - ||, induce una norma sobre
el espacio vectorial cociente LP(X, u) := LP(X, u)/N. Hay una version del teorema de Riesz
y Fischer que garantiza que LP(X, u) es un espacio de Banach. O

Ejemplo 1.19. En el subcaso p = 2, L*(X, y1) es un espacio de Hilbert: su producto escalar
estd dado por

1) = [ G6f00) dute).
X
Se ve inmediatamente que || f|> = /{(f | f)- O

Ejemplo 1.20. Si f: X — C es una funcién p-medible, su supremo esencial,

Iflks = es sup )l
x€X

denota el infimo de las constantes M > 0 tales que p({x € X : |f(x)] > M}) = 0. Sea

L(X, p) el espacio C-vectorial de las funciones esencialmente acotadas (con respecto a y),

es decir, las funciones medibles f con || f||l < co. Al notar que || f|lcc = 0siysolosi f €N,

se ve que || - || induce una norma sobre el espacio vectorial cociente L™ (X, u) := £L2(X, u)/N.

Resulta que L*(X, u) es completo en esta norma. o

Ejemplo 1.21. Denétese por F(C) el espacio de funciones holomorfas enteras f: C — C
tales que

1 -z
717 = [ 1R e dydx <o
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Con esta norma, J(C) es un espacio de Hilbert, cuyo producto escalar estd dado por
1 — 22
gl f):= ;‘/Cg(z)f(z)e 1 dydx.

En efecto, F(C) es un subespacio cerrado de L?(C, i), donde ;1 denota la medida gaussiana
sobre C = R%: . .
du(z) == — e Y dydx = — re™” drdo.
T

T
Este espacio F(C) se llama el espacio de Bargmann y Segal. '© o

Ejemplo 1.22. Sea Q una parte abierta de R". Si A denota la medida de Lebesgue sobre
Q C R", se escribe £P(Q) = LP(Q, 1) y LP(Q) = LP(Q, A). Si f € LP(Q) N CK(Q) es k veces
diferenciable, la condicion de que 9* f € LP(Q) para |a| < k permite considerar la norma

1/p
£l o= (Z ||a“f||£) . (1.13)

la|<k

La complecion en esta norma del espacio C-vectorial
CleP(Q) == { f € CK(Q) : 8% F € LP(Q) para |a| < k}

es un espacio de Banach denotado W*P(Q). Esta se llama un espacio de Sobolev con
pardmetros k, p. Cuando p = 2, wkp () es un espacio de Hilbert.

[ Un teorema de Sobolev garantiza que hay una inclusién continua W*(Q) «— C"(Q)
cuando r < k — (n/p). || O

» Para completar este catdlogo de espacios vectoriales normados o seminormados, es nece-
sario verificar algunas afirmaciones en los ejemplos. En primer lugar, hace falta comprobar
que la notacién || -||, introducida en (1.3) y generalizada en (1.12) es efectivamente una norma,
porque su desigualdad triangular no es obvia.

Fijese que £ es un caso particular de la familia de espacio vectoriales LP(X, u). En efecto,
al tomar X = N, F = P(N) y v(A) := #(A), la cardinalidad de A c N, se ve que el espacio
LP(N, v) correspondiente es £. Esta “medida del conteo” es puramente atémica: el Gnico
elemento de N es el vacio 0, asi que LP(N, v) = LP(N, v) = £. La integral con respecto a esta
medida es simplemente la sumatoria de series.

19E] espacio F(C) fue introducido por Bargmann en el articulo: Valentin Bargmann, On a Hilbert space of
analytic functions and an associated integral transform, Communications in Pure and Applied Mathematics 14
(1961), 187—-214. Sin embargo, este enfoque, basado en la mecdnica cudntica, fue anticipado por Irving Segal
en una conferencia en Boulder, en 1960. Segal plante6 un reclamo y obligd a Bargmann a disculparse por no
haber reconocido su prioridad. Algunos autores llaman F(C) el espacio de Segal y Bargmann.

1-8
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s=f()

(0,b)
O, f(a))¢------------- /

(a,0)

Figura 1.1: La desigualdad de Young
Proposicion 1.23 (Desigualdad de Young). Sea f: [0, 00) — [0, 00) una funcion diferenciable
y estrictamente creciente con f(0) = 0 y limy_,e f(t) = +00; sea g: [0,00) — [0, 00) su

funcion inversa. Sean F y G las primitivas respectivas de f y g, determinadas por la
condicion F(0) = G(0) = 0. Entonces, para todo a > 0y b > 0, se cumple la desigualdad:

ab < F(a) + G(b),
con igualdad si 'y solo si b = f(a).

Demostracion. Las dos primitivas del enunciado son

x y
F(x) := /0 f(t)dt, G(y) := ./0 g(s)ds.
Las condiciones f(0) = 0y lim;—,o f(t) = +co implican que f: [0, c0) — [0, 00) es sobreyec-
tiva; y es inyectiva por ser estrictamente creciente. Entonces, para cada s > 0, hay un tnico
t > 0cons = f(t); luego t = g(s). La funcién inversa g también es estrictamente creciente,

con g(0) = 0y lims_,6 g(s) = +00.
Considérese la funcion

x f0)
h(x) := /0 f(t)dt + /0 g(s)ds = F(x) + G(f(x)).
Entonces h'(x) = f(x) + g(f(x)) f'(x) = f(x) + xf'(x); y h(0) = 0, asi que
F(x) + G(f(x)) = h(x) = /X H'(t)dt = xf(x), paratodo x > 0.
0

Este es el area del rectangulo con vértices opuestos (0, 0) y (x, f(x)).

1-9
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Ahora, si b > f(a) — véase la Figura 1.1 — entonces

F(a) + G(b) — ab = G(b) — ab + af(a) — G(f(a))
b
= G(b) - G(f(a) —alb - f(a) = " )(9(8) —a)ds >0,
porque g(s) > a paras > f(a).
Si b < f(a), entonces a > g(b); al intercambiar los papeles de f y g, se obtiene también
G(b) + F(a) — ba > 0.
Finalmente, si b = f(a), entonces F(a) + G(b) = h(a) = af(a) = ab. ]

Corolario 1.24. Sil <p <ooysiq:= T entonces paraa > 0, b > 0, vale

a? bl
ab < ; + —, con igualdad si y solo si b1 = a’. (1.14)

Demostracion. En primer lugar, ntese que

1 -1 1 1 1 -1
q:—p (:)—:p—<=>—+—:1<=>—:—q (:)p:—q ,
p-1 q P P q P q q-1
yporende 1/(p—1)=q/p=q—-1.
Témese f(t) := tP~!, una funcién diferenciable estrictamente creciente, cuya funcién

inversa es g(s) = s!/®~1) = 59/ Entonces:
a P b pla+p)/p ba
F(a) = / Pl dt = a—, G(b) = / siPds= —— =~
0 p 0 (g+p)/p ¢
Eneste casob = f(a) & g(b)=a = bI/P =g — bl =dl. O

En vista de la simetria p <> g en larelaciéon q = p/(p — 1) < p = q/(q — 1), dicese
que p y g son exponentes conjugados. En el caso p = g = 2, la férmula (1.14) se reduce
a 2ab < a® + b2, la cldsica desigualdad de Cauchy. Ademds, vale 1 < p < 2 si y solo si
2 < g < o0y viceversa.

Proposicion 1.25 (Desigualdad de Holder). Sea (X, T, 1) un espacio de medida o-finita. Para
pe(l,0)yq:=p/(p—1) tomese f € LP(X,pu)yh e LIUX, p). Entonces vale

/le(x) h(x)| dp(x) < [ fllp llAllg (1.15)

con igualdad solo si las funciones x — |f(x)|P, x + |h(x)|? son proporcionales casi por
doquier.
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Demostracion. Si una de las funciones f, h se anula casi por doquier, los dos lados de (1.15)
son iguales a cero. Supdngase, entonces, que || f||, # O, [|k|l; # 0. Esto permite considerar
las funciones normalizadas f(x) := f(x)/||fll, y h1(x) := h(x)/||All4-

Para cada x € X, apliquese el Corolario 1.24 con a := |fj(x)|, b := |h1(x)|; se obtiene

AP | @I _ f0F A
p

h <
i e ¢ pIFIE T gl

(1.16a)

y al integrar sobre X, se obtiene

Kl dpe) | J Il du) 1 1 e

plfly qllkllg P q
Entonces, al multiplicar los dos lados por || f|,||hll4, sale la desigualdad (1.15).

Hay igualdad en (1.16a) solo si |fi(x)[? = |hi(x)|?. Después de integrar con respecto
a x, hay igualdad en (1.16b) solo si |fi|P = |h|? casi por doquier; solo si |f|” y |h|? son
proporcionales casi por doquier. O

/X i (GOh(0] dutx) <

En particular, si X = Ny si p es la medida de conteo, se obtiene la desigualdad de Holder
para series de nimeros complejos:

o) o) 1/ 00
D I < (Z |xk|f’) p(Z |yk|q)
k=0 k=0 k=0

asi que la serie ;7 7kXx converge absolutamente, toda vez que x € ¢, y € ¢? cuando
l<p<ooyqg=p/lp-1.

En el caso p = 2, en vista del producto escalar (1.4), esta desigualdad se reduce a la
desigualdad de Schwarz: |(y | x)| < ||x]|2 ||lyl]2-

1/q

Proposicion 1.26 (Minkowski). Sean f,g € LP(X, p) con 1 < p < co. Entonces vale

If +glly < 1If1lp +ll9llp» (1.17)

con igualdad solo si f 6 g es nula, o si existe C > 0 tal que f(x) = C g(x) para casi todo x.

Demostracion. La desigualdad de Holder con g := p/(p — 1) implica lo siguiente:
I + gl = /X £ + 9G0P dp()
< /X £ (o) + g() P! | £ ()| dpa(x) + /X f (o) + 9P g dp(x)  (1.18a)

1/q
< (/X If(x)+g(x)|q(”‘”du(x)) (£l + liglly) (1.18b)

1/q
= (/X |f(x) + g(0)IP du(x)) (£l + lglly) = 1L +g||£/q(||f||p +[lgllp)-
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La expresion (1.18a) sigue de la desigualdad triangular en C para cada x € X. Luego
se obtiene (1.18b) con dos instancias de la desigualdad de Holder. Para que haya igualdad
en estas expresiones, se requiere (i) que los niimeros complejos f(x) y g(x) tengan el mismo
argumento e*™ para casi todo x; (i) que |f + g|?, | f|P y |g|P sean proporcionales casi por
doquier. Esto ocurre siy solo si f y g son proporcionales casi por doquier, con una constante
de proporcionalidad no negativa.

Ahora, como p — (p/q) = 1, se concluye que || f + gll, < ||fll, + |lgll», con igualdad solo
en los casos enunciados. O

La desigualdad de Minkowski (1.17), junto con la observacién de que [[afll, = |a] || f1],
para a € C, dice que f — || f]|, es una seminorma sobre LP(X, i) e induce una norma sobre
IP(X, ), cuando 1 < p < co.

1.2 La estructura de los espacios de Hilbert

Proposicion 1.27 (Desigualdad de Schwarz). Sea E un espacio prehilbertiano. Cada par de
vectores x,y € E cumple la desigualdad.:

|G L] < lIxIl gl (1.19)
con igualdad solo si x, y son proporcionales.

Demostracion. Para todo nimero real t € R, la cantidad siguiente es no negativa:

0< |+ ey |0yl = (e + 1y | )y | x + 1y | x)y)
= (x| x) + 2t (e | )P+ 21 )Py | )

” 2
Por lo tanto, la forma cuadritica real t ||x + Ky | x)y” = At? + Bt + C toma valores no
negativos solamente, asi que B2 —4AC <0, esto es,

Ax [t < Ax [P (1) )

Por lo tanto —en el caso de que (y | x) = 0 también— se concluye que

[ Ty < (e lx) (y | y)s

lo cual es equivalente a (1.19).

El caso de igualdad ocurre si y solo si x = —to(y | x)y para algin tp € R, si y solo si
los vectores x,y son proporcionales. (El factor de proporcionalidad —y(y | x) € C no es
necesariamente real.) O
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La funcién x — +/(x | x) cumple la desigualdad triangular, y por ende define una norma
en E, en virtud de la desigualdad de Schwarz. Es cuestion de notar que

e+ ylI> = xl> + 2 R G [y + 1yl < Hlxll> + 2| 9] + Iyl
2
< el + 20yl + lgll® = (llxll + Nlyll)

La desigualdad de Schwarz!! implica que el producto escalar sobre E es una funcion
continua E X E — C. En efecto, si x, — xen E, y, — y en E, entonces

[y | %0 = %)| < llyll llxa — x| = 0 cuando n — oo,
asi que (y | x,) — (y | x). De modo similar, se obtiene y también (x, | y) — (x| y). Luego,
[y =y | %0 = )| < llyn = yll llx, — x|l = 0 cuando n — oo,

asi que
Bim (yn | xn) = lm (yn | x) + lim Cy | xn) = Cy [x) = (y | %)

Ejemplo 1.28. Enel caso E = £2, la desigualdad de Schwarz dice que

) 2 (o) )

- 2 2
Zxkyk < ZIXkI Z|yk| ,
k=0 k=0 k=0

cuando las dos sumatorias a la derecha convergen; es decir, cuando x,y € fz.
Mis generalmente, cuando E = LZ(X , 1), la desigualdad de Schwarz tiene la forma conc-
reta:

2
< /X FCP du(x) /X 90O du(). 0

/ For)g(x) du(x)
X

Proposicion 1.29 (Ley del Paralelogramo). La norma de un espacio prehilbertiano cumple
la siguiente igualdad:

2 2 2 2
llx +yllI* + llx = ylI* = 2[lx]I” + 2llylI". (1.20)
Demostracion. Esta “ley” es una consecuencia directa del cdlculo:

llx = ylI> = lIxl1? £ (e ly) & (y 1 x) + llyll>. O

"'Esta desigualdad es una generalizacion de la desigualdad de Cauchy (1821) para vectores en C". Para
E = C([0, 1]), fue observado por Viktor Buniakovsky (1859) y Hermann Schwarz not6 lo mismo en 1885. Para
algunos autores, esta es la “desigualdad de Cauchy, Buniakovsky y Schwarz”.
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Resulta que la ley del paralelogramo caracteriza los espacios normados que admiten algin
producto escalar; este fendmeno fue observado por Pascual Jordan y John von Neumann en
1935. Si una norma sobre un espacio vectorial E cumple (1.20), entonces hay un producto
escalar en E tal que (x | x) = ||x||* para todo x € E. Cuando se cumple esta condicién
necesaria, el producto escalar estd dada por la siguiente formula de polarizacion.

Lema 1.30 (Férmula de Polarizacién). El producto escalar en un espacio prehilbertiano
queda determinado por la norma, como sigue:

4y | x) = lIx +yll> = llx = ylI” +illx + iyl* = illx - iy]>. (1.21)
Demostracion. La sesquilinealidad del producto implica que
lx 2yl = (xxyxxy) = xI* = (x| y) = (| x) + llyll*.

Por lo tanto,
llx + ylI> = llx — ylI* = 2(x | y) + 2(y | x).

De manera similar,
Il £ iyll* = (e iy | x £ iy) = [Ix]* £ i¢x | y) F iy [ x) + [yl

asi que
iflx + iyll? = illx = iyl* = =2(x | y) + 2(y | x).

La férmula (1.21) sigue directamente. |

Bases ortonormales

Definicion 1.31. Sea E un espacio prehilbertiano. Dos vectores x,y € E son ortogonales si
(x| y) =0, o equivalentemente (y | x) = 0, en cuyo caso se escribe x L y.

Sea H un espacio de Hilbert, es decir, un espacio prehilbertiano que es completo en la
norma. Si M C H, su complemento ortogonal es el subespacio cerrado

M*':={yeH:(y|x)=0paratodox € M}. (1.22)

Obsérvese que H+ = {0} y que {0}* = H.
Un juego de vectores { u; : j € A} C E es una familia ortonormal si!'?

1 sij=k;

i lue) = L=kl =9 sij# k.

'?La delta de Kronecker §j; se escribe [j = k] en la notacién de Iverson. En general, si R(x) es alguna
proposicién 16gica, que depende de una variable x, la funcién booleana [[R(x)] vale 1 cuando R(x) es cierta, y
vale 0 cuando R(x) es falsa. Véase el articulo expositivo: Donald E. Knuth, Two notes on notation, American
Mathematical Monthly 99 (1992), 403—422.
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En otras palabras, los vectores u; son ortogonales entre si y ademds normalizados: ||u;|| = 1
paracadaj € A.
Una familia de vectores { v; : j € A} (no necesariamente ortonormal) se dice total en E si

(vj|x) =0paratodoj€e A = x =0, (1.23)
es decir, si {v; : j € A} = {0}. 0
Si los vectores xi, . . ., X, son ortogonales entre si, un cdlculo directo muestra que

2 2 2
[+ -+l = Il + -+ [l I
Lema 1.32 (Férmula de Pitdgoras). Dada una familia ortonormal finita {uy, ..., u,} en un
espacio prehilbertiano E, cada vector x € E satisface:

2

r

x—Z(uj|x>uj

Jj=1

(1.24)

,
2 2
el = > [y | ) +

j=1

J

Demostracion. Coléquese y := Jr.zl (uj | x) u; y también z := x — y. Por la sesquilinealidad
del producto escalar, se obtiene

Iyl? = > Gy Ty Qe | x) (g L) = > [y | ).
=1

Jk=1 J

Entonces paracadak = 1,...,n, se ve que

(e | 2) = G | %) = >~y |2 G | ) = G | %) = ) Gy | %) [ = j] = 0.,
=1 =1

J J
En consecuencia,
r r
(ylzy= > Gl wlz) = D (xluy) (w | 2) = 0.
j=1 j=1

Por lo tanto,

Ixl> = lly +zlI> = (y | y) + (| 2) + (2 | y) + (2| 2) = IlylI* + ||zl
la cual es una forma abreviada de (1.24). O

Una consecuencia inmediata de esta férmula de Pitdgoras es la desigualdad siguiente.
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Proposicion 1.33 (Desigualdad de Bessel). Si { uy : k € A} es una familia ortonormal en un
espacio prehilbertiano E, entonces, para todo x € E, vale

2 2
D K |0 < x| (1.25)
keA
Demostracion. Sea {ji, ..., j, } un juego finito de indices en A, asi que {u;,,...,u; } es una

familia ortonormal finita en E. Entonces de la féormula (1.24) se deduce que
r
2 2
D K |0 < x
k=1

En consecuencia, el conjunto A, := {j € A: |(uj|x>|2 > %||x||2 } tiene a lo sumo n elementos;
por ende, el juego de indices {j € A: (u; | x) # 0} = (U, A, es numerable, y la sumatoria
en (1.25) bien es finita o bien es una serie ordinaria con términos no negativos.

Dado un vector x # 0, entonces, es posible ordenar el conjunto {j € A : (u; | x) # 0}
como { jo, j1, jo, - - - }. Por lo tanto,

n
2 2 2 2
DK 1P = ) K 1017 = sup > [y, | ) < Ilx]. 0
Jj€A k>0 neN %0

Para obtener igualdad en la desigualdad de Bessel, es necesario suponer que la familia
ortonormal es fotal y que el espacio E es completo, es decir, es un espacio de Hilbert.

Teorema 1.34. Sea H un espacio de Hilberty sea { u; : j € A} una familia ortonormal en H.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) La familia ortonormal { u; : j € A} es maximal.
(b) La familia ortonormal {u; : j € A} es total.

(¢) Cada vector x € H admite un desarrollo de Fourier convergente en H,

x:Z(uJ-|x>u]~. (1.26)

jeA
(d) Cada par de vectores x,y € H satisface la relacion de completitud:

(ylx) = (ylw) @l x). (1.27)

jeA
(e) Cada vector x € H satisface la igualdad de Parseval:

Ixl? = > Gy | )P (1.28)

JEA
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Demostracion. En vista de la demostracién de la Proposicion 1.33, se puede suponer que el
conjunto indice A es finito o numerable;! se escribe {u; : j € A} = {ug, uy, uo, ... }.

Ad(a) = (b): Sihubieraz # 0 en H con (z|u;) = 0 paratodo j, seav := z/||z||. Este v
serfa un vector de norma 1 ortogonal a cada u;, asi que {v, ug, uy, up, ... } serfa una familia
ortonormal que incluye { u; : j € A} estrictamente, contradiciendo su maximalidad.

Ad(b) = (¢): Dadox e Hyr € N, seax, := Z;:0<uj | x) uj. La desigualdad de Bessel
muestra que ||x,||*> = Jr.:O |(u; | x)|> < ||x||* para todo r. Si r < s, entonces

S
2 2
s = x> = > Ky | 0P,

Jj=r+1

y la convergencia de la serie ;50 [(u; | x)|?, con suma < [|x||>, muestra que {x,} es una
sucesion de Cauchy en H. Luego existe un (dnico) limite y := lim, x, en H. Entonces vale
y = 2j>0{u; | x) uj como suma de una serie convergente en H.

La continuidad del producto escalar muestra que (uy | y) = lim,(uy | x,) = (ux | x) para
todo k. Luego (ux | x —y) = 0 para todo k. Como la familia { uy : k € A} es total, se concluye
que y = x.

Ad(c) = (d): Dados x,y € H, hay dos desarrollos de Fourier convergentes:

x= D wlxu,  y= ) (wly)u

j>0 k>0

De la continuidad del producto escalar, se obtiene la siguiente suma convergente en C:

(lxy= > e Ty) (wy | x) (e Ly = ) (y | wy) G| x) -

jk=0 j=0

Ad(d) = (e): Es cuestion de tomar y = x en (1.27).

Ad(e) = (a): Si{u;:j € A} no fuera maximal, habria un vector v € H de norma 1
con {v, ugy, Uy, Uy, ... } ortonormal. La igualdad de Parseval (1.28) entonces implicaria que
1= lvlI* = Xjs0 ;| )|* = 0, absurdo! Luego {u; : j € A} si es maximal. O

Si se cumple una (luego, todas) de las condiciones (a)—(e) del Teorema 1.34, dicese que
la familia { u; : j € A} es una base ortonormal de H.

'3En principio, el conjunto A en (1.25) podria ser no numerable; en cuyo caso, una suma de términos
no negativos se define como el supremo de todas las posibles sumas parciales finitas. El argumento de esta
demostracién muestra que una serie convergente de esta clase solo posee un niimero contable de términos no
nulos, luego se puede reordenarla (por convergencia absoluta) como una serie ordinaria. Como corolario, se ve
que una serie incontable de nimeros positivos diverge a +co.



SP-1311: Andlisis Funcional 1.2. La estructura de los espacios de Hilbert

Los coeficientes en una expansion de tipo (1.26) son dnicos: si x = Y;c4 a;uj con {a;}
una familia en C tal que 3 e 4 |oj|* < oo, entonces

(uye | x) = Z o (ug | ) = o paratodo k € A.
JEA
Definicién 1.35. Una isometria entre dos espacios de Hilbert H y K es una aplicacion lineal
V: H — K que satisface (Vx | Vy) = (x | y) para todo x,y € H.

Al poner y = x, se ve que ||Vx|| = ||x|| para todo x € H, asi que V preserva normas;
de hecho, la férmula de polarizacién (1.21) muestra que cada aplicacion lineal que preserva
normas es una isometria.'#

Un isomorfismo entre H y K es una isometria biyectiva U: H — K, si existe. Una
isometria biyectiva también se llama una aplicacién unitaria de H en K. O

Proposicion 1.36. Dos espacios de Hilbert H y K, con bases ortonormales respectivos
{uj:je A} y{ vk : k € B}, sonisomorfos siy solo si los conjuntos indice A’y B tienen igual
cardinalidad.

Demostracion. Ad(=): Supodngase que Ay B tienen la misma cardinalidad, es decir, que
hay una biyeccién o: A — B. Definase una aplicacion lineal U: H — K por la receta:

oY) = o wherae Yol <o
jeA JjeA jea

En efecto, por (1.26) y (1.28), cada x € J tiene una expansion nica x = }};c4 @ju; con

2jcA |0(j|2 = ||x]|*> < co. El Teorema 1.34 también muestra que cada serie 2ijeA @j Ug(j) €ON

2jeA |0{j|2 < oo define un vector en X; en particular, U es sobreyectiva.
Es evidente por la igualdad de Parseval (1.28) que U es una isometria. Entonces Hy K
son isomorfos mediante la isometria sobreyectiva U.

Ad(<): Supdngase que existe una isometria biyectiva V: H — K. Sea wy := Vu € K
para cada k € A. Entonces { wi : k € A} es una familia ortonormal en K, porque

(wj [ wiy = (Vi | V) = (uy | w) = [ = K]
Ademads, si y € K, hay un tnico x € H con y = Vx. Por lo tanto, vale
(W ly) = (Vug | Vx) = (u | x) paratodo k € A.

Si (wk | y) = 0 para todo k, entonces (ux | x) = 0 para todo k, asi que x = 0 y luego y = 0.
La familia ortonormal { wy : k € A} es total en K y como tal es una base ortonormal de K.

'4Una aplicacién semilineal W : H — K cumple ||Wx|| = ||x|| paratodo x € H siy solosi (Wx|Wy) = (y|x)
para todo x,y € H. De vez en cuando, estas “isometrias semilineales” resultan ttiles también.
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Si A es finito con #(A) = n, la expansién (1.26) dice que {u; : k € A} es una base
ordinaria del espacio vectorial H, luego dim H = n; por ser V: H — K lineal y biyectiva, se
obtiene #(B) = dim K = n también.

Si #(A) es una cardinalidad infinita, sea B; := {k € B : (wj | vx) # 0}; este B;j es
numerable, para todo j € A, asi que #(|J iea Bj) = No#(A) = #(A).

Si fuera #(B) > #(A), existiria k € B con v # 0 en K pero cada (w; | vx) = 0, lo cual es
inadmisible ya que { w; : j € A} es total en K. Se concluye que #(B) < #(A). Al reemplazar
V por la biyeccién V-!': K — H, se prueba de igual modo que #(A) < #(B). El teorema de
Schroder y Bernstein, de la teoria de conjuntos, ahora garantiza que #(A) = #(B), es decir, que
existe una biyeccién o: A — B. O

El Teorema 1.34 también demuestra que todo espacio de Hilbert de dimension finita n es
isomorfo al espacio euclidiano C" (con la base ortonormal estdndar).

» Un espacio de Hilbert H es separable, como espacio topolégico — es decir, posee un
conjunto numerable denso en H — si y solo si posee una base ortonormal numerable. La
numerabilidad de la base es necesaria, como |lu; — ux|| = V2 para j # k y por eso las bolas
abiertas B(u;; V2) son disjuntos. Los desarrollos de Fourier (1.26) con coeficientes racionales
forman una parte densa en H, asi que la numerabilidad de la base ortonormal es también
suficiente.

Algunos autores, en particular Barry Simon en su reciente opus magnum sobre andlisis,
abogan por incluir la separabilidad como parte de la definicion de un espacio de Hilbert. En
las raras ocasiones en donde se requiere usar una base ortonormal no numerable, se puede
hablar de un “espacio de Hilbert no separable”. (En aplicaciones, todos los espacios de
Hilbert que se encuentran son separables; en cambio, aparecen muchas espacios de Banach
no separables.) En lo sucesivo, se asumird que todo espacio de Hilbert es separable, salvo si
se indica expresamente lo contrario.

» Muchos ejemplos concretos de bases ortonormales se construyen mediante el algoritmo de
Gram y Schmidt. Dado un espacio de Hilbert separable H, se obtiene primero — por cualquier
procedimiento — un conjunto de vectores { xo, X, X2, ...} linealmente independientes que
forman un conjunto total en H: si (x, | y) = 0 para todo n, entonces y = 0. Definase

ug := xo/||xo|| (para que ||up|| = 1); definase yi, u1, y2, Uy, . . . inductivamente por:
n—1
. . Yn
Yn = Xpn — Z(uk | xn>uka Up = .

En cada paso, se resta de x, sus componentes en las direcciones de los u; previamente
construidos, y luego se normaliza el residuo y, para obtener un vector u, de norma 1.
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La independencia lineal de los x, garantiza que cada y, # 0. Como { xo, x1,x2,...} es
total, se obtiene la condicién de totalidad (1.23) para los u,, es decir, que la familia ortonormal
de los u, es también total.

Ejemplo 1.37. En C" o en {2, seaer = (0,...,0,1,0,...) la sucesion con 1 en el k-ésimo
lugar y 0 en los demds lugares. Estas forman una familia ortonormal. Como (ex | x) = xi es
el k-ésimo componente de la sucesion x, se verifica (1.23). Entonces {ex : k =1,...,n}es
una base ortonormal para C*;y { ex : kK € N} es una base ortonormal para fz. o

Ejemplo 1.38. Si H = L?[-1, 1], el conjunto de “monomios” { 1,t,t% t>,...} es linealmente
independiente y total: si f_ 11 % f(t)dt = 0 para todo polinomio p, entonces f = 0. El
algoritmo de Gram y Schmidt entonces produce un juego de polinomios ortonormales, los
polinomios de Legendre. 0

Ejemplo 1.39. Si H = L?*[-nx, n], las funciones u,(t) := e™ paran € Z, forman una

L
Var

familia ortonormal, porque

1 T
(um | Uy = —/ =Mt gt = [m=n].

21 J_,

Es menos evidente, pero cierto, que esta familia es total en L?[—-x, #]. En general, la de-
mostracion de totalidad de una familia ortonormal requiere un ejercicio no trivial de anélisis.
El desarrollo (1.26) en este caso es la serie de Fourier de una funcién en L*[-r, z]. (Los ele-
mentos de L?[—, 7] pueden considerarse como funciones periédicas sobre R, de periodo 27.)

Para reducir el minimo las instancias de la constante 27, se puede optar por la “notaciéon
francesa”: en el espacio de Hilbert H = L7[0, 1], las funciones op(t) = e2mint conn € Z,
forman una familia ortonormal total. El desarrollo (1.26) da la serie de Fourier de una funcién
periddica con periodo 1. 0

Ejemplo 1.40. Si H = F(C) es el espacio de Segal y Bargmann, hay una familia ortonormal
de monomios, dados por u,(z) := z"/Vn! para n € N. Un elemento de F(C) es una funcién
holomorfa entera y posee una serie de Taylor centrada en 0. Al ajustar sus coeficientes por
factores de Vn!, esta serie de Taylor se convierte en el desarrollo de Fourier (1.26) para este
espacio de Hilbert. EIl Teorema 1.34 entonces garantiza que {u, : n € N} es una base
ortonormal de F(C). O

La geometria de los espacios de Hilbert

En un espacio normado de dimension finita, la distancia hacia un subespacio M desde un
punto externo x ¢ M se define como inf{ ||x — y|| : y € M }. Este infimo es de hecho un
minimo: la distancia estd dada por ||x — z|| para algin z € M. Como M es cerrado, por su
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dimensionalidad finita, es facil comprobar la existencia de un punto z més cercano a M. Por
otro lado, para algunas normas la unicidad de z no estd garantizada.

En un espacio de Hilbert, de dimension cualquiera, esta propiedad de distancia minima
sigue valida, con unicidad, en un contexto levemente mas general. Recuérdese que en un
espacio vectorial E (real o complejo), una parte C C E es convexa si

xyeC 0<t<l = (I-t)x+tyeC.

Proposicion 1.41. Sea H un espacio de Hilbert y sea C C H una parte convexay cerrada. Si
x € H, hay un unico punto z € C tal que

llx = zl| = d(x,C) = inf ||lx —y]|. (1.29)
yeC

Demostracion. Si x € C, entonces d(x,C) = 0; en ese caso se toma z = x, la cual es
obviamente la Unica posibilidad para z.

Supdngase, entonces, que x ¢ C. Sead = d(x,C) := inf{||x —y|| : y € C } la distancia de
x a C. Noétese que d > 0 porque C es cerrado con x ¢ C.

Témese una sucesion (y)ren C C tal que

1
l|x — yk||2 <d’+ 1 paracada k e N. (1.30)

Esta es una sucesion de Cauchy en H. En efecto, la ley del paralelogramo implica que

ly; = yiell* = lI(y; = %) = (g — )|
=2|ly; — x[I* + 2y — x|I* = (y; — x) + (yx — x)|1?
=2|ly; — x|I* + 2|y — x||* — 4]|x — Ty + yi)|?

< 2l =l + 2l ol 46 <27+ )
porque %(yj + yx) € C por convexidad. Como H es completo, hay un (inico) punto z € H tal
que yr — z. Notese que z € C ya que C es cerrado en H. Esto implica que ||[x — z|| > d; y
de (1.30) se ve que ||x — z|| = limk— ||x — yk|| < d. Por lo tanto, vale ||x — z|| = d.
Para obtener la unicidad del punto z que cumple (1.29), sea w € C cualquier punto tal que
|lx — w|| = d. Entonces %(z + w) € C por convexidad, y la ley del paralelogramo muestra que

Iz = wil* = 2 [lx = 2II* + 2 [lx = wl* = 4 lx = 3(z + W)l
=4d” -4 |x - 3z + w)|* <4d* - 4d* =0,

asi que ||z — w|| = 0y por ende w = z. O
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La relacién ||x — z|| = d(x, C) de (1.29) dice que la distancia del punto x al conjunto C no
solo es un infimo sino que es un minimo: el punto especial z € C es el punto de C mas cercano
a x. Esta propiedad de tener un punto mds cercano aprovecho la ley del paralelogramo, lo que
limita la validez de la demostracion a los espacios de Hilbert. De hecho, hay muchos espacios
de Banach en los cuales la Proposicion 1.41 no es vélida.

Definicion 1.42. Sean H, K dos espacios de Hilbert. Su suma directa H & K de los espacios
vectoriales H y K incluye H y K como subespacios vectoriales!'> de manera que H N K = {0}.
Al dotarla del producto escalar

(x1+y1 | x2+y2) :=(x1 | x2) + (Y1 | y2), para xi,x € H; y1,y2 €K,

H & K resulta ser otro espacio de Hilbert, en donde ||x + y||*> = ||Ix]|> + |lyl|*> six € H,y € K.
Si H y K tienen respectivas bases ortonormales {u; : k € A}y {v, : r € B}, su uni6n
disjunta {ux : k € A} w{ v, : r € B} es una base ortonormal para H @ K. 0

Proposicion 1.43. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Su complemento
ortogonal M* es otro subespacio cerrado tal que (M*)* = M. Hay un isomorfismo de espacios
de Hilbert H ~ M & M=,

Demostracion. De la definicién (1.22) de complemento ortogonal, se ve que y € M* siy solo
si (y | x) = 0 para todo x € M. Esté claro que M € (M*)* y que M N M+ = {0}.

Dado x € H, laProposicion 1.41 muestra que hay uninico z € M tal que ||x—z|| = d(x, M).
Seaw:=x—z. Paray € M,t € R, vale

d(x, M)* < llx = (z + ty)lI* = llw = tyll* = d(x, M)* = 2t R(w | y) + Iy 1%,

asi que t2||y||*> — 2t R(w|y) > 0 paratodo t € R, lo cual implica R(w|y) = 0. Comoy € M
es arbitrario, se concluye que w € M*. Entonces cada x € H es una suma

x=z4+w, con zeM, we M.

La unicidad de z € M conlleva la unicidad de w = x — z € M, asi que esta descomposicién
es unica.

Esto dice que H = M & M+ como espacios vectoriales. Ademads, sus productos escalares
coinciden, porque

I[1* = (2 + wlz+w) = (z| 2) + 2R(w | 2) + (w | w) = ||z[|* + || w]>.

15Se puede definir H & K como el producto cartesiano H X K con las operaciones vectoriales obvias. Las
identificaciones x — (x,0) y y — (0, y) definen las inclusiones respectivas H — H@® Ky K — H @ K.
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Si{uj:jeA}y{v: ke B} sonbases ortonormales respectivas para M y M=, hay un
desarrollo de Fourier de x, dado por (1.26):

x= ) (I xyu+ ) (el oe= ) w2+ ) (v [ whog.

JjEA keB JEA keB

Cada y € (M*)* cumple (vx | y) = 0 para todo k, luego obedece y = 3 ;c4(u; | z) u;. Como
M es cerrado en H y por ende es un espacio de Hilbert bajo la restriccion a M del producto
escalar en H, se concluye que (M*)* = M. i

1.3 Espacios localmente convexos

Los espacios de Hilbert forman una generalizacién natural de los espacios euclidianos R"
o C", en donde las bases ortonormales permiten imitar los procesos del dlgebra lineal fini-
todimensional. En espacios normados cuya norma no proviene de un producto escalar, esos
procedimientos no son aplicables y es necesario adoptar otros métodos. De hecho, los es-
pacios normados resultan insuficientes para muchas aplicaciones del andlisis matematico.
Conviene, entonces, empezar de nuevo con un enfoque més abstracto.

Definiciéon 1.44. Un espacio vectorial topolégico es un espacio C-vectorial E dotado con
una topologia con la propiedad T, de Hausdorff!'¢ para la cual las operaciones de suma
(x,y) » x+y: EXE — Ey multiplicacién por escalares (4,x) — Ax : C X E — E son
continuas.!” En un espacio vectorial topolégico, las traslaciones 1.: E > E:ym— y—xy
las homotecias h): E — E : y — Ay (con A # 0) son homeomorfismos de E, con inversos
respectivos 7_, y hyj;. ¢

Definicion 1.45. Un espacio localmente convexo es un espacio C-vectorial E, dotado con
una familia separante!® de seminormas {p, : « € A}, no necesariamente numerable. Dado
x € E, ¢ > 0 y una parte finita F = {«y, ..., } C A, definase

Vike ={Y€E:py(y—x)<eparak=1,...,r}. (1.31)

Estos conjuntos forman una base de vecindarios abiertos en cada x para la topologiade E. ¢

16Un espacio topolégico es de Hausdorff (o T>) si cada dos puntos distintos poseen vecindarios disjuntos.
Esto excluye los espacios vectoriales £7(X, u) donde (X, F, u) es un espacio de medida no atémico, que incluyen
“funciones nulas” que no pueden ser separadas de 0 de este modo. En su lugar, se estudian los “espacios de
clases” LP (X, p).

'7De nuevo, se tomard C como el cuerpo de escalares, aunque las definiciones y los resultados de esta seccion
son aplicables, mutatis mutandis, a espacios vectoriales reales.

8Una familia separante de seminormas genera una topologia de HausdorfF, asf que E es automaticamente T».
En los libros de Osborne y Rudin, se demuestra que una topologia vectorial que tiene la propiedad T; (cada
singulete es un conjunto cerrado) también cumple la propiedad T5.
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Escolio 1.46. Comprobar que los conjuntos Vy . de (1.31), para todo ¢ > 0y F C A finita,
forman una base de vecindarios para una topologia sobre E, para la cual las operaciones
algebraicas son continuas. (Asi, un espacio localmente convexo es, en particular, un espacio
vectorial topoldgico.)'® =|

Para demostrar este escolio, es necesario comprobar las propiedades de una base de
vecindarios: (i) x € Vi r.; (ii) cada interseccion Vi pr o N Vi pr .~ incluye algun otro Vy p.; y
(iii) dado Vy f.e, existe Vg s tal que cada y € V, g s tiene un vecindario V, g C Vi Fe.

Una parte W C E es un vecindario de x si W incluye algin V, r.; una parte U C E es un
abierto de E si U es una union de varios V .

Si x # y en un espacio localmente convexo E, entonces p,(x —y) = r > 0 para algin
a € A, ast que Vy (4),r/2 N Vy (a},r/2 = 0: de ahi se ve que la topologia de E es T.

Obsérvese que 7(Vyre) = Vo.r.e para cada x € E; e inversamente, 7_,(Vo r.) = Vi .. Para
estudiar la topologia de E, basta considerar los vecindarios bésicos del origen.

Definicion 1.47. Si A, B, C son partes de un espacio localmente convexo E, dicese que:
(a) Aes equilibrado si AA C Aparad e Ccon |A] < 1.
(b) Bes absorbente si x € E = rx € B paraalginr > 0.
(c) Cesconvexosix,yc C = (1 —t)x+tyeCparal <t <1 o

Proposicion 1.48. Un espacio vectorial topologico es localmente convexo si 'y solo si posee
una base de vecindarios de 0 que son convexos, equilibrados y absorbentes.

Demostracion. Ad =: Si E es un espacio localmente convexo, sea {p, : @ € A} una
familia de seminormas que define su topologia. Parae > 0y F = {«y, ..., a,} C Afinito, sea
V = W.r, definido por (1.31). Cada seminorma p, cumple
Pa(Ax) = |A] pa(x) < pa(x) para |A] <1,
Pa((1 = )x + ty) < (1 = t)pe(x) + tpe(y) para 0<t <1,
asi que V es equilibrado y convexo. Si z € E, témese r > 0 tal que r < ¢/p,, (z) para cada k

tal que pg, (2) # 0. Entonces py(rz) = rpy,(z) < eparaj=1,...,n;asi que rz € V. Por lo
tanto, V es absorbente.

Ad <=: Por otro lado, si E es un espacio vectorial topolégico y si U es un abierto convexo,
equilibrado y absorbente en E, entonces el funcional de Minkowski:

qux):=inf{r>0:r'xeU}=inf{r>0:xerU}

9 Algunos autores usan el término redundante espacio vectorial topolégico localmente convexo.
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es una seminorma continua en E. En efecto, es evidente que qy(x) < oo para cada x € E,
porque U es absorbente; ademds, qu(Ax) = qu(|A|x) = |A| qu(x) porque U es equilibrado.
Para comprobar la desigualdad triangular para qy, es cuestion de notar que

(r+ s)_l(x +y) = L(r_lx) + L(s_ly) si r,s>0,
r+s r+s

asi que las condiciones qy(x) < r, qu(y) < s implican qu(x + y) < r + s por la convexidad
de U; en consecuencia, vale qu(x + y) < qu(x) + qu(y). La continuidad de gy sigue de

45" ([0,6)) = {x € E: qu(x) < e} = eU = h(U),

porque h.(U) es abierto en E para todo ¢ > 0. En vistade que U = {x € E: qu(x) < 1}, se
concluye que la topologia de E estd determinada por las seminormas qr7, donde U recorre una
base de vecindarios abiertos de 0 que son equilibrados, absorbentes y convexos. O

Definicion 1.49. Sea E un espacio localmente convexo, cuya topologia estd determinada por
la familia de seminormas {p, : @ € A}. Un conjunto A C E es acotado si p,(A) es acotado
en [0, co) para todo a € A.

En particular, una parte compacta K C E estd acotada, porque cada conjunto imagen
po(K) C [0, 00) es acotado, por la continuidad de la seminorma p,. o

En un espacio normado E, lanorma || - || por si sola constituye una familia de seminormas
que determina la topologia. Entonces A C E es una parte acotada si y solo si hay R > 0 tal
que ||x|| < R para todo x € A.

Proposicion 1.50. Un espacio localmente convexo es normable si y solo si posee un vecindario
acotado de 0.

Demostracion. Si E es un espacio normado, entonces la bola abiertaV={x € E: ||x|| <1}
es un vecindario acotado de 0.

Por otro lado, si E es un espacio localmente convexo cuya topologia estd determinada
por una familia separante de seminormas {p, : « € A}, sea V = V p, un vecindario basico
cualquiera de 0, dado por (1.31). Definase q(x) := max{pg, (%), ..., pqs (x)}/e. Entonces q es
una seminorma continua sobre Etalque V. ={x € E: q(x) < 1}.

Ahora bien, si V es acotado, coléquese m, := 1 + sup, .y p«(x) para @ € A. El vecindario
basico Vs incluye rV, donde r := min{d/mg : f € G}. De esta manera, se ve que
{(1/n)V : n € N* } es una base de vecindarios de 0. Esto significa que la sola seminorma ¢
genera la topologia de E. Como esta topologia es T, este g debe ser una norma. En resumen:
E es normable con la norma gq. O

En consecuencia, un espacio localmente convexo que no es normable necesita una infinitud
de seminormas para definir su topologia.
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Ejemplo 1.51. Un espacio de Hilbert H, con la norma x +— ||x|| = /(x| x), es un espacio
normado. Para cada y € H, la forma lineal x — (y | x) es continua, como ya se ha observado:

% = xll = 0 = Ky | %, =] < llyll llxn = x|l = 0.

La topologia mds débil sobre H tal que todas estas formas lineales son continuas estd dada
por la familia de seminormas { p, : y € }{ }, donde p,(x) := |(y | x)|.

La seminorma py es trivial y se puede omitir. De hecho, siy = a1y; + - - - + apy, €s una
combinacion lineal en H, entonces

py) = Ky 10| < - el [y 1)) = D lagi py, (),
j=1 Jj=1

asi que esta topologia estd determinada por una subfamilia { p, : y € B }, donde B es una base
de H como espacio C-vectorial.?°

El espacio C-vectorial H, con esta topologia débil, es un espacio localmente convexo.
La topologia débil es equivalente a la topologia de la norma si y solo si dim¢ H es finita.
Después se verd que un espacio de Hilbert infinitodimensional tiene una base C-vectorial
no numerable. En consecuencia, si dim¢c H = oo, este espacio localmente convexo no es
metrizable. o

La necesidad de considerar espacios no metrizables obliga a considerar convergencia
de redes (o filtros, si se prefiere) en vez de sucesiones.?! Se debe recordar (de la topologia
general) que una red en X es una parte {x, },c4 C X donde el conjunto indice A es un conjunto
dirigido; esto es, A tiene un orden parcial tal que todo par «, f € A posee un mayorizante
y € Atalque a <y, B < y. Si X es un espacio topoldgico y si x € X, dicese que x, — x si
para cada vecindario V, de x, existe « € Atal que f > a« = x5 € V,.

En espacios de Banach o de Fréchet infinitodimensionales, también se puede definir
topologias débiles (no metrizables), donde el papel de los y € H queda reemplazado por el de
las formas lineales continuas. Esto conduce al tema de dualidad entre espacios normados o
localmente convexos, que se abordard en el proximo capitulo.

*°Este B es una base de Hamel para H, en el lenguaje del dlgebra lineal.
*'Un espacio topoldgico metrizable cumple el primer axioma de numerabilidad; en consecuencia, basta
emplear convergencia de sucesiones en espacios normados o de Fréchet.
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1.4 Ejercicios sobre espacios del analisis lineal

Ejercicio 1.1. Demostrar que las métricas d y d’ dadas por (1.1a) y (1.1b) de la Definicién 1.3
son equivalentes, es decir, que cada bola abierta By(x;r) := {y : d(x,y) < r} incluye una
bola abierta By (x;s), y viceversa.

Ejercicio 1.2. Sea E un espacio vectorial dotado con una familia numerable y separante de
seminormas { p, : n € N}. Si d denota la métrica (1.2), comprobar que d(x,, x) — 0 cuando
n — oo siy solo si pr(x, — x) — 0 cuando n — oo, para cada k € N. Verificar, ademads, que
una sucesion {y,} es de Cauchy en la métrica d si y sélo si es de Cauchy en cada seminorma
Pk por aparte.??

Ejercicio 1.3. Six = (x1,...,x,) € C", demostrar que lim,, . [|x]|, = || ]]co -
Ejercicio 1.4. (a) Demostrar que C™ es denso en coyenflsil <p < +oo.

(b) Sil < p <r < +oo, demostrar que ||x||, < ||x]|, para x € C™). Concluir que £ ¢ ¢'.

[ Indicacién: Para ver que £ # ', considerar la serie arménica Y ;5o 1/(k + 1). ]
(c) Mostrar que £ esdensoen sil < p <r < +o0.
(d) Demostrar, ademds, que C™ 50 es denso en .

Ejercicio 1.5. (a) Verificar la completitud del espacio normado de funciones continuas
C(K), donde K es un espacio topolégico compacto (y T»).

(b) Si X esun espacio topoldgico localmente compacto (y T>) pero no compacto, demostrar
que Cop(X) es también completo.

Ejercicio 1.6. Sea U C R" un conjunto abierto. Verificar la completitud del espacio C*(U)
en la topologia dada por las seminormas (1.8). [ Indicacién: Usar el Ejercicio 1.2. |

Ejercicio 1.7. Si p: R" — C es un polinomio, demostrar que hay constantes C > 0,R > 0Oy
N € N, dependientes de p, tales que la desigualdad (1.9) sea vélida para todo x € R".

Ejercicio 1.8. (a) Sea S(R) el espacio de Schwartz del Ejemplo 1.16 dotado con las semi-
normas s,, dadas por (1.10). Param,n € Ny f € 8§(R), definase

dt

22En consecuencia, para verificar la completitud de un espacio con una familia numerable de seminormas,
basta hallar limites (que deben coincidir) para sucesiones de Cauchy respecto de cada seminorma individual.

d
Pmn(f) :=sup [t" 0" f(t)|, con 0=—
teR
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Demostrar que pp,(f) < sp(f) si M = max{m, n}; y que s,,(f) < C Z,%':”Opkm(f) para
alguna constante C. Concluir que el sistema de seminormas { p,,, : m,n € N } define la
misma topologia sobre S(R) que { s, : m € N }.

(b) Definase otra familia de seminormas g,,, sobre S(R) por

1/2
qmn(f) := (/IR t2m|anf(t)|2dt) .

1/2

Verificar que la funcién t — (1 +12)71/2 estd en L?>(R). Usar la desigualdad de Schwarz

para mostrar que
an(f) < (Pmn(f) +Pm+2,n(f))

para alguna constante C’, independiente de f € S(R).

(c) Demostrar que hay otra constante C” > 0 tal que

pmn(f) < C”(mqm—l,n(f) + mqm+1,n(f) + qm,n+l(f) + qm+2,n+l(f))

para todo f € S(R). Concluir que las seminormas q,,, también definen la topologia
de S(R).

Ejercicio 1.9. ;Para cudles a € Ry p € [1, 0] es la funcién f,(¢) := t¢~" un elemento de
LP([0, o0)) ? Calcular las normas || ||, cuando éstas son finitas.

Ejercicio 1.10. Este ejercicio proporciona una demostracion alternativa de la desigualdad de
Young: sil <p<ocoyq—1=1/(p—1),entonces st < s”/p + t1/q para todo s, t > 0.

(a) Parat > 0 fijo, sea f(s) := st — s?/p. Demostrar que hay § > 0 tal que f(s) > O para
s € (0,6) mientras lim;_,« f(s) = —oco. Concluir que hay sy > O tal que f'(sp) =0y
f(so) =sup{ f(s) : s >0}.

(b) Evaluar sy y expresar f(sp) como funcién de ¢. Concluir que f(s) < t9/q.

Ejercicio 1.11. Mostrar las siguientes variantes sobre la desigualdades de Young y Holder:

(a) Sia,b>0ysi0 < 6 < 1entonces
a' =% < (1 - 0)a + 0b.
(b) Sip,q,r€[l,00)talesque 1/p+1/q=1/rysif e LP(X,p), g€ LIUX, p), entonces

fgeL'(X,p)y se verifica
£ gllr < 11 f1lp llgllg -

(c) Sip,po,p1 €[1,00)y0 < 0 < 1cumplen larelaciéon 1/p = (1 —8)/po + 8/p1, entonces
f e (X, p) N LPY(X, p) implica f € LP(X, u) y se verifica

1Tl < NFllpg ® IF1lp, < (1= O)1f llpg + Ol flpy -
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Ejercicio 1.12. En el espacio de Banach C([0, 1]), encontrar dos funciones f, g tales que
f(t)g(t) = 0 mientras || |l = l|gllo = IIf + gllo = Il f — gllo = 1. Concluir que este espacio
de Banach no es un espacio de Hilbert.

Ejercicio 1.13. Este ejercicio pide demostrar el teorema de Jordan y von Neumann: si E es
un espacio normado cuya norma cumple la ley del paralelogramo, las siguientes formulas
definen un producto escalar compatible con esa norma:

Réx |y = 5 (lIx +yl* = I = lyl*),  Tx gy = 5(lx = iyll® = 1<l = llyll?).
(a) Comprobar primero la relacion siguiente, para x, y, z € E:
I+ y + 21> + 1xl* + Iy l1> + 11217 = llx + yll? + lly + 21> + |1z + x|,

[ Indicacién: considerar un paralelepipedo con vértices 0, x, y, z. ||
Concluir que R(x |y + z) = R{x |y) + R(x | z).

(b) Deducir que R(x | ay) = a R{x |y) paracx € N, x € Z, « € Q, @ € R sucesivamente.

(c) Mostrar que R{x | ix) = 0. Concluir que {x | y) := R(x|y) —i R(x | iy) cumple todas
las propiedades de un producto escalar en E, y que (x | x) = ||x||*.

Ejercicio 1.14. Las funciones de Rademacher r,: [0, 1] — R, paran € N, se definen como

sigue. La funcién ry es constante: ro(t) = 1. Si0O <t < 1,seak := [2"t] € {0,1,2,...,2"}
el mayor entero que no excede 2"t. Para n > 1, definase
0, si2™'t e N,
ra(t) := k .
(=D, sik<?2"'t<k+1.

Demostrar que {r, : n € N} es una familia ortonormal en L*([0, 1]), pero que la funcién
g(t) := cos(2xt) es ortogonal a cada r,,. [ Este es un ejemplo de una familia ortonormal que
no es total. |

Ejercicio 1.15. Un resultado del andlisis cldsico dice que los monomios f,: t +— t", para
n € N, forman un conjunto total en el espacio de Hilbert H = L*([-1,1]). EI algoritmo
de Gram y Schmidt produce una base ortonormal {p,},en de polinomios sobre [—1,1]. Al
escribir P, := 4/2/(2n+ 1) p,, se obtiene los polinomios de Legendre P,. Una definicién
directa de esos polinomios estd dada por la formula de Rodrigues:

d—(t2 — 1)

P.(t) :=
n(t) 2n ! dtn

Demostrar que las funciones P, son mutuamente ortogonales en L*([—1, 1]), y calcular sus
normas: ||Pn||§ =2/(2n+ 1) paracadan € N.
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Ejercicio 1.16. Las funciones f,: t > t"e”!/2, para n € N, forman un conjunto total en
H = L*(]0, c0)). Con el algoritmo de Gram y Schmidt se produce una base ortonormal {, } neny
de funciones I,(t) =: e */>L,(t), donde los L, son los polinomios de Laguerre. Estos se
definen directamente por su férmula de Rodrigues:

et n

d n,—t
Ln(t) = m ﬁ(t e ) con neN.

Demostrar que las funciones ¢ > e~*/2L,(¢) forman una familia ortonormal en L2[0, o).

Ejercicio 1.17. Las funciones f,: t — et/ 2 para n € N, forman un conjunto total??> en
H = L*(R). Con el algoritmo de Gram y Schmidt se produce una base ortonormal {A,}nen
de la forma hy(t) = (2" nly7x )"V/2e"/2H,(t), donde los H, son los polinomios de Hermite.
Estos se definen directamente por su formula de Rodrigues:
di’l
H,(t) := (—1)”etzﬁ e con neN.
Demostrar que las funciones g,(t) := et/ 2H,(t) son mutuamente ortogonales en L>(R), con

l|gnll3 = 2" n!/7r para cadan € N.

Ejercicio 1.18. Sea dA(z) = dx dy la medida de Lebesgue sobre un abierto U C C, y sea
A%(U) := HU)NL*(U, A) el espacio C-vectorial de funciones holomorfas en U y de cuadrado
integrable. Dado un disco cerrado D(zg;r) C U, verificar que

1
fa=— [ f@dE pn RO
TIr= J\z—zg|<r
a partir del desarrollo de Taylor de f. Mostrar también que
1
fz0)* < — f (@) dAG2).
Y= J\z—zg|<r

Comprobar que la convergencia en lanorma || - ||> de L?(U, A) implica la convergencia uniforme
sobre compactos en U (Ejemplo 1.13) para elementos de A%(U), y concluir2# que A%(U) es un
subespacio cerrado de L*(U, 2).

Ejercicio 1.19. SeaD := {z € C : |z| < 1 } el disco unitario complejo. Sea A%(D) el espacio
de Hilbert del Ejercicio 1.18. Demostrar que una base ortonormal para A%(D) estd formada
por los monomios qn(z) := \/(n+1)/7x 2", paran € N. [ Indicacién: usar la serie de Taylor
de un elemento de A%(D) para comprobar la igualdad de Parseval.

*3Véase, por ejemplo, el Teorema 6.4.1 del libro Real Analysis de Simon.
24Un teorema de WeierstraB dice que si una sucesion de funciones holomorfas converge uniformemente sobre
compactos en U, entonces la funcién limite es holomorfa en U.
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2 Los Teoremas Fundamentales y la Dualidad

There are two ways to generalize a stew: to add more
water, or to add more meat.
— Gérard G. Emch

El andlisis funcional es la teoria general de la categoria de los espacios localmente
convexos, con atencion a las subcategorias de espacios de Hilbert, de Banach, o de Fréchet.
En este capitulo se abordard los morfismos de estas categorias, que son las aplicaciones
lineales continuas entre dichos espacios. Su estudio combina los aspectos algebraicos de estas
aplicaciones lineales con sus propiedades topoldgicas, en dimension infinita.

2.1 Aplicaciones lineales continuas

La continuidad de una aplicacion lineal se refleja en unas desigualdades entre normas o
seminormas de vectores. Esto reduce muchas cuestiones de continuidad a unos célculos
algebraicos sencillos.

Definicion 2.1. Sean E, F dos espacios localmente convexos y sea T: E — F una aplicacién
lineal y continua. En el caso E = F, dicese que T es un operador sobre E. En el caso F = C,
T se llama un funcional lineal o una forma lineal sobre E.

El el espacio vectorial de todas las aplicaciones lineales continuas T: E — F se denota por
L(E, F). Cuando E = F, se suele abreviar L(E) = L(E, E). En el caso F = C, el espacio dual
de E es el espacio vectorial E* := L(E, C) de todas las formas lineales continuas sobre E. ¢

Proposicion 2.2. Sean E y F espacios localmente convexos, y sea T: E — F una aplicacion
lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es continua en todo punto x € E.
(b) T es continua en el origen O € E.

(¢) Para cada seminorma continua q sobre F, hay una seminorma continua p sobre E 'y
una constante M > 0 tales que

q(Tx) < Mp(x) paratodo x €E.

Demostracion. Ad(a) &< (b): Si 7, es la traslacion y — y — x, estd claro que!
(t_rx o Tor)(y) = (trx o TNy —x) = t-1x(Ty = Tx) =Ty si y €L,

asi que 7_1x o T o 7, = T para cada x € E. Como estas traslaciones son homeomorfismos de
F y de E, respectivamente, se ve que T es continua en x si y solo si T es continua en 0.

' Aqui se adopta la costumbre, comin en algebra lineal, de escribir Tx = T(x) cuando T es lineal.
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Ad(b) = (c): Dadoqy ¢ > 0, el conjunto V. := {y € F : gq(y) < €} es un vecindario
de 0 en F. Por lo tanto, T‘I(Vq,g) es un vecindario de 0 en E, luego incluye un vecindario
basico de 0 de la forma U, 5 := {x € E : p(x) < 6}, para alguna? seminorma continua p
sobre E y algin § > 0. Luego p(x) < § = q(Tx) < e.

En consecuencia, para cada z € E, vale

pz)<r = p(gz) <6 = q(T(gz)) <e = ¢(Tz) < %,
asi que q(Tz) < M p(z), al tomar M := ¢/4.

Ad(c) = (b): Cada vecindario V de 0 en F incluye un vecindario basico de 0 de la
forma V. := {y € F : q(y) < ¢} donde g es una seminorma continua sobre F y ¢ > 0. Por
hipétesis, se obtiene { x € E : p(x) < e/M} € T~'(V), asi que T~!(V') es un vecindario de 0
en E. Por tanto, T es continua en 0. O

Corolario 2.3. Si E, F son espacios normados, una aplicacion lineal T: E — F es continua
si y solo si hay una constante M > 0 tal que

ITx||[r < M||x|[|g paratodo x € E. B

Definicion 2.4. Si E, F son espacios normados, se define una norma en £(E, F) por cualquiera
de estas tres expresiones equivalentes:

IT|| :=inf{ M > O : || Tx||r < M||x||g paratodo x € E }, (2.12)
= sup{ [|Tx|lr/l|x|lg: x € E, x #0}
= sup{ [|Tx|lr : [Ix|le < 1}. (2.1b)

En particular, en el lado derecho de (2.1a) se puede tomar M = ||T||, para concluir que
ITx|lr < |IT|| l|x|lz, paratodo x € E. (2.1¢)

De ahora en adelante, se omitira el subindice de la norma, porque el contexto indicara si se
trata de la norma de un vector o de una aplicacion lineal continua. O

Proposicion 2.5. Si E, F son espacios normados y si F es un espacio de Banach, entonces
L(E, F) es un espacio de Banach.

*Dado el vecindario bédsico Vy r . de la férmula (1.31), con F = {ay,...,a,}, sea p(x) 1= X} pa, (x);
entonces p es una seminorma continua sobre E y vale U, ¢/n © Vi F,e C Up .. De esta manera, la familia finita
de seminormas de la Definicién 1.45 puede ser sustituida por una sola seminorma p, que podria tomarse como
una suma finita de las seminormas de una familia dada que define la topologia de E.
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Demostracion. Si F es de Banach, sea {T,} una sucesion de Cauchy en L£(E, F) —esto es, dado
e > 0existe N = N(¢) e Ntal que myn > N = ||T,, — T,|]| < e. La desigualdad (2.1c)
implica que

[Tnx = Tox|l = |(Tn = T)xll < 1T = Tull lIxll  para x € E.

Luego, cada sucesion de vectores {T,,x} es de Cauchy en F. Sea Tx := lim,_ T,x en F. Es
facil comprobar que la aplicacién x — Tx : E — F es lineal. Ademas,

ITx[| = lim [|Tx|| < sup [ Tox|| < sup [|Ta| [lx]].
n—0co neN neN
La desigualdad triangular | | Tl = | T | | < || Ty — Ty || muestra que la sucesion numérica { || T, || }
es de Cauchy en R; y como tal estd acotada, asi que sup,, ||T,|| < co. Por el Corolario 2.3, la
aplicacion lineal T es continua, con ||T|| < sup,, ||T,]|.
Dado ¢ > 0, hay N(¢) € Ntal que m,n > N(¢) = ||T, — Tn|| < €. Entonces

n>N() = [T, - T

sup{ [|Tox — Tx|| « [Ix[| <1}

< sup{ [[Tox — Tonx|| : [Ix]l <1, m > N(e) }
<sup{e|lx]| : [|x]| <1} =e.
neN
Se concluye que T, — T en el espacio normado L(E, F). i
Corolario 2.6. Si E es un espacio normado, entonces E* es un espacio de Banach. =

2.2 El teorema de extension de Hahn y Banach

Si M es un subespacio de un espacio vectorial E'y si T: M — F es una aplicacion lineal,
se puede extender T a una aplicacion lineal T: E — F de muchas maneras; es cuestién de
rellenar una base vectorial de M para obtener una base de E y de asignar las imdgenes bajo T
de los nuevos vectores bdsicas de modo arbitrario. Sin embargo, cuando T: M — F es una
aplicacion lineal continua, no es evidente como elegir esos vectores en F para garantizar la
continuidad de la aplicacion lineal extendida. Un teorema de Hahn y Banach (anticipado por
Helly) muestra que una extension lineal continua siempre existe.?
Si E es un espacio vectorial real, una aplicacién p: E — R es una funcién convexa si

p((A=t)x+ty) <(1—-t)p(x)+tp(ly) cuando O <t < 1. (2.2)

3El teorema fue demostrado independientemente, en el caso real, en: Hans Hahn, “Uber linearer Gleich-
ungssysteme in linearer Raumen”, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 157 (1927), 214—229; y en:
Stefan Banach, “Sur les fonctionelles linéaires”, Studia Mathematica 1 (1929), 211—216 & 223-239. El caso
de E = C([a,b];R) y el Lema 2.x aparecen en: Eduard Helly, “Uber linearer Funktionaloperationen”, Wiener
Sitzungsberichte 121 (1912), 265—297.
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Una seminorma es evidentemente convexa. La condicién (2.2) dice que el “hipergrafo”
{(x,s) e E®&R : s > p(x) } es un conjunto convexo en el espacio R-vectorial E & R.

Lema 2.7 (Helly). Sea E un espacio R-vectorial y F < E un subespacio real. Seap: E — R
una funcion convexa y h: F — R una forma lineal, tales que h(y) < p(y) para todo y € F.
Entonces, si y1,yo € F; x € E\ F; ya, b > 0, la desigualdad siguiente es vilida:

h(y1) = py1 = bx) _ ply2 + ax) - h(y2)
b h a '

Demostracion. Témese t := b/(a + b), de modo que (1 — t)b = ta. Entonces
h((1 = )y + ty2) < p((1 — )y1 + ty2) = p((1 = £)(y1 — bx) + t(y2 + ax))
< (1 -t)p(y; — bx) + t p(y> + ax)

(2.3)

por la hipétesis h(y) < p(y) y la convexidad de p. Al multiplicar ambos lados por (a + b) y
usar la linealidad de h, se obtiene

ah(yy) + b h(yz) < ap(y; — bx) + bp(ys + ax),
esto es,

a(h(y1) = p(y1 = bx)) < b(p(y2 + ax) — h(y2)). O

Teorema 2.8 (Hahn y Banach, caso real). Sea E un espacio R-vectorial y sea F < E un
subespacio real. Sip: E — R es una funcion convexa y si h: F — R es una forma R-lineal,
tales que

h(y) < p(y) paratodo vy € F,

entonces existe una forma R-lineal h: E — R que extiende h (esto es, hlp = h) y también
cumple
h(x) < p(x) paratodo x €E.

Demostracion. Para extender h a todo E, se procede en dos fases. Primero, se usa el lema
anterior par obtener la extension a un subespacio intermedio G tal que dimg(G/F) = 1. Si
dimg(E/F) es finito, lo que sigue es una induccion sencilla; pero si esta codimension es
infinita, habra que hacer una induccién transfinita, empleando el Lema de Zorn.

Toémese x € E \ F arbitrario pero fijo, y considérese el subespacio
G=F+Rx={y+cx:yeF, ceR}.

Para obtener una extensién A de h a G tal que h(z) < p(z) para todo z € G, basta encontrar
s := h(x) € R. Los elementos de G \ F son de la forma Yo +ax conyp € F, a > 0; o bien
y; — bx cony; € F, b > 0. Entonces la forma lineal 4: G — R debe cumplir

{ fl(yz + ax) = h(yp) + as < p(yp + ax),

o paratodo yi,ys € F; a,b > 0.
h(y1 — bx) = h(y1) — bs < p(y1 — bx), }

2-4
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Dicho de otro modo: el nimero s € R debe satisfacer las desigualdades:

h(y1) - p(ys — b _h
sup (y1) — p(y1 — bx) <s< inf p(y2 + ax) (yz).
y1€F, b>0 b y2€F, a>0 a

Al comparar esto con la estimacion (2.3), el Lema 2.7 muestra que esta desigualdad tiene al
menos una solucion s (y posiblemente un intervalo cerrado de soluciones). El teorema queda
demostrado si F + Rx = E.

En el caso general, sea $ el conjunto de pares (G, h) donde F < G < Ey h: G — R es una
forma lineal con A|r = hy h(z) < p(z) para z € G. Nétese que (F, h) € S asi que S # 0.

Se define un orden parcial en 8 por (Gl,fll) < (Gy, ﬁz) siGy < Gy fl2|G1 = h;. Si
{(Ga, ha)Yea €5 una cadena en 8, sea G := Ugea Ga» €l cual es un subespacio de E porque
los espacios G, de la cadena estdn encajados. Definase h: G- R por h(x) := hy(x) toda vez
que x € G,. Entonces (G, h) es una cota superior para la cadena.

El Lema de Zorn* muestra que S posee un elemento maximal (G h). Si fuera G # E,
habria un vector x € E\G, y la construccién anterior extenderia i a G+Rx, siempre dominada
por p. Eso serfa contrario a la maximalidad de (G, h); por lo tanto, vale G = E, y h es la
extension buscada. O

El caso complejo del teorema de Hahn y Banach requiere una hipétesis levemente distinta
de la del caso real. Si E es un espacio C-vectorial, una funcién convexa p: E — R se llama
simétrica si cumple la siguiente condicién:

p(Ax) = p(x) paratodo x€E y AeCconldl =1.

Obsérvese que una seminorma es una funcién convexa simétrica.

Nétese también que una forma C-lineal f: E — C estd determinada por su parte real
Rf: E — R, la cual es una forma R-lineal que ademds verifica f(x) = R f(x) — i Rf(ix)
para x € E. [ La C-linealidad de f impone la relacién R f(ix) = R[i f(x)] = =T f(x). ]

Teorema 2.9 (Hahn y Banach, caso complejo). Sea E un espacio C-vectorial y F < E un
subespacio complejo. Si p: E — R es una funcion convexa simétrica 'y si h: F — C una
forma C-lineal, tales que

lh(y)| < p(y) paratodo y€F,
entonces existe una forma C-lineal h: E — C que extiende h y también cumple

|h(x)| < p(x) paratodo x €E.

4El Lema de Zorn de la teoria de conjuntos dice lo siguiente: si 8 es un conjunto parcialmente ordenado en
el cual cada cadena (totalmente ordenada) posee una cota superior, entonces & posee un elemento maximal.

2-5
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Demostracion. Sea g(y) := R h(y) para y € F. Entonces g: F — R es una forma R-lineal.
La C-linealidad de h muestra que J h(y) = R[-i h(y)] = R h(-iy) = g(-iy), y por lo tanto

h(y) = g(y) + ig(-iy) para ye€F.

Fijese que g(y) = R h(y) < |h(y)| < p(y) paray € F. Entonces el Teorema 2.8 produce una
extension R-lineal §: E — R tal que §|r = g y §(x) < p(x) para todo x € E.
Ademas, vale —g(x) = §(—x) < p(—x) = p(x) por la simetria de p. Luego

|g(x)] < p(x) paratodo x €E.
Definase A(x) := §(x) + i §(—ix) para x € E. Entonces h: E — C es R-lineal y cumple
h(ix) = §(ix) + i g(x) = =g(=ix) + i g(x) = i h(x),

lo cual muestra que h es C-lineal.
Si x € E, témese 0 = 0(x) € R tal que h(x) = ¢! |h(x)|. Entonces se verifica
|h(x)| = ehx) = h(e™x) = g(e""x) < p(e™’x) = p(x).
[ La igualdad A(e™"x) = G(e™x) es vélida porque h(e *x) = |A(x)| es real. ]| Se ha mostrado
que |A(x)| < p(x) para todo x € E. O

Corolario 2.10. Sea E es un espacio localmente convexo (complejo).> Si M es un subespacio
de E, cada forma lineal continua f € M* puede extenderse a una forma lineal continua
f ek

Demostracion. La topologia (relativa) de M, como subespacio de E, se define por las restric-
ciones a M de las seminormas continuas sobre E. Si f € M*, la Proposicion 2.2 dice que
hay una seminorma continua p sobre E tal que |f(m)| < p(m) para m € M. El Teorema 2.9
muestra que f posee una extensién f: E — C , tal que |f(x)| < p(x) para todo x € E. La
continuidad de f también sigue de la Proposicion 2.2. O

Corolario 2.11. Sea E un espacio normado. Si M < E, cada forma lineal continua f € M*
se extiende a una forma lineal continua f € E* tal que || f|| = || f|l-

Demostracion. Lanorma de f en M* estd dada por la férmula (2.1b):

If1l=sup{|f ()] -y € M, |lyll < 1}.

Témese p(x) := || f|| ||x]| para x € E. Esta es una seminorma sobre E (una norma, de hecho,
si f#0enM").

Entonces hay una extensién f: E — C de f tal que |f(x)| < ||f]l |lx|| para todo x € E.
Esto dice que f € E*, con ||f|| < |Ifll-

La desigualdad contraria sigue de || f|| > sup{ |f(y)| : y € M, |ly]| < 1} = || fIl. O

5Desde luego, el resultado andlogo en el caso real es también valido, con una prueba similar.
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Hay dos consecuencias notables del teorema de Hahn y Banach, obtenidas al extender
ciertos formas lineales desde subespacios unidimensionales. El primero dice que E* separa
puntos de E (y por lo tanto hay una abundancia de formas lineales continuas), si E es localmente
convexo. El segundo resultado es la base de una dualidad entre E y E*, en el caso de espacios
normados.

Proposicion 2.12. Si E es un espacio localmente convexo, el espacio dual E* es una coleccion
de funciones continuas que separa puntos de E: es decir, si x # y en E, existe f € E* tal que

f@)# fy).

Demostracion. Si x,y € E con x # y, sea M := C(x — y), un subespacio con dimM = 1.
Definase una forma lineal sobre M, obviamente continua, por fy,(A(x —y)) := A. Por el

Corolario 2.10, hay fx,y € E* con fx,y(x —y) = fry(x —y) =1, asi que fx,y(x) * fx,y(y). O

Proposicion 2.13. Si E es un espacio normado, entonces la norma de cualquier vector x € E
estd dada por

lx[l = sup{ [ f ()] - fe E% NIfIl < 1} (2.4)

Demostracion. Témese x € E con x # 0. (En el caso x = 0, los dos lados de la ecuacién (2.4)
valen 0.) Si f € E* cumple ||f|| < 1, la desigualdad (2.1c) proporciona la estimacion

LFCOI< Al < il

Por otro lado, la aplicacién lineal h,: Cx — C : ax — «a||x|| es continua: su homogenei-

dad |he(ax)| = |a hy(x)| = |a|||x|| = ||ax]|| dice que ||hy|| = 1. Del Corolario 2.11, h, se
extiende a h, € E* con ||A,|| = 1. Entonces
sup{ [f(x)| : f € E*, |Ifl < 1} 2 |Ae(x)] = [Re()] = [Ix]I. O

Las propiedades de la forma lineal continua h, en la demostracién anterior pueden re-
sumirse en el corolario siguiente.

Corolario 2.14. Sea E es un espacio normado, x € E. Entonces existe g € E* tal que
g(x) = ||x|| ¥ llgll = 1. En particular, si x # 0, hay un elemento g € E* tal que g(x) #0. B

Notacion. Sea E un espacio localmente convexo. Vale la pena introducir la notacion®
(f,x) = f(x) todavezque x€E, feE".

Este apareamiento es una forma bilineal (—,—) : E* X E — C. Cuando E es un espacio
normado, las férmulas (2.1b) para T = f y (2.4) se escriben como sigue:

Ifll = sup{[{(fox)] s x € B, IIxll < 1} si f € E,
x|l = sup{ |(f.x)] : f € E% Ifll <1} sixeE.

®Esta notacién debe distinguirse del producto escalar (y | x) de dos vectores en un espacio de Hilbert. La
barra vertical sefiala una forma sesquilineal, 1a coma indica una forma bilineal.
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En vista de estas formulas (el primero es una definicion, el segundo es un corolario al teorema
de Hahn y Banach), el apareamiento (—, —) se llama la dualidad entre E y E*.

Corolario 2.15. Sea E un espacio normado, M un subespacio cerrado de E. Si z € E\ M,
entonces hay una forma lineal continua h € E* tal que h(y) = 0 para y € M pero h(z) # 0.

Demostracion. Sea d := inf{ ||z — y|| : y € M} la distancia de z al subespacio M (para la
métrica de la norma de E). Fijese que d > 0 porque M es cerrado pero z ¢ M.
La forma lineal f: M + Cz — C dada por f(y + Az) := Ad obedece

|f(y +Az)| = |Ad| = |A|d < |ly + Az|| paratodo y e M,

asi que f es continua con ||f|| < 1. Por el Corolario 2.11, f se extiende a h € E* tal que
|h|| = || fIl < 1. En particular, h(z) = f(z) = d > O mientras h(y) = f(y) =Oparay € M. O

2.3 El teorema de Banach y Steinhaus

Los espacios de Banach y Fréchet son espacios métricos completos. Esta completitud juega
un papel importante en la estructura de sus aplicaciones lineales continuas, debido al teorema
de Baire, que dice que un espacio métrico completo no es magro (es decir, no es “de primera
categoria” en la clasificacion de Baire).”

Definicion 2.16. Si X es un espacio topolégico, una parte A € X es un conjunto nunca denso
en X si su clausura tiene interior vacio: (A)° = (). Una parte B C X es un conjunto magro
en X si es una unién numerable B = | J;cn Ax de conjuntos nunca densos.® 0

Proposicion 2.17 (Baire). Si un espacio métrico completo no vacio (X, p) es una union
numerable de cerrados, X = | J,cn Cn, entonces al menos uno los C,, tiene interior no vacio.

Demostracion. Supdngase, por el contrario, que cada C, tiene interior vacio (luego, cada
cerrado C, es nunca denso y X es magro). Se construird una sucesién de Cauchy cuyo punto
limite no pertenece a C,, alguna.

7El articulo original es: René-Louis Baire, “Sur les fonctions de variables réeles”, Annali di Matematica 3
(1899), 1—123. En este trabajo (su tesis doctoral), Baire clasificé las partes de la recta real R es dos “categorias™
en la primera, las uniones numerables de conjuntos nunca densos; en la segunda, todas las demds. Mostré que
R" es de la segunda categorfa. En 1914, Felix Hausdorff observé que los argumentos de Baire son validos en
cualquier espacio métrico completo.

8La escuela de Bourbaki propuso el término magro para denotar un conjunto de la “primera categoria” en
el lenguaje de Baire. El nombre sugiere que tales conjuntos serian diminutos, en un sentido topolégico. Otra
nocién de conjunto pequefio en R es la del conjunto nulo, cuya medida de Lebesgue es 0. Sin embargo, es
posible expresar la recta real como unién disjunta de dos conjuntos, R = AW B, donde A es magro y B es nulo.
Véase el primer capitulo del libro: John C. Oxtoby, Measure and Category, Springer, Berlin, 1971. (Véase
también el Ejemplo 5.4.4 del tratado de Simon.)
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En primer lugar (Cp)° # 0 implica Cy # X; tdmese xo ¢ Cp. Entonces hay una bola abierta
By := B,(xp;70) := {x € X : p(x,x0) < ro } deradio ryp < % tal que Bo N Cy = 0.

Como C tiene interior vacio, hay un punto x; € By \ C;. Luego, hay una bola abierta
By := By(x1;11) de radio ry < zlt con B; C By yBiNC; =0.

Por induccidn, se construye una sucesion (x,) y un juego de bolas abiertas B, := B(xy; )
de radios r, < 27"! tales que B, C By y B, N C, = 0. La sucesion (x,) es de Cauchy en X,
porque

kym>n = xp,xm € By = p(xk, Xm) < 21, < 27",

Como (X, p) es completo, esta sucesién posee un limite x := lim,— x, € X. Paran > 1, se
ve que x,, € B, param > n, asi que x € B, C B,_; y por ende x ¢ C,_1. Pero esto contradice
la hipétesis de que X = J,,en Ca- O

Corolario 2.18. Si (X, p) es un espacio métrico completo 'y si { U, : n € N} es una familia
numerable de abiertos densos en X, su interseccion (\,en Uy es denso en X.

Demostracion. Sea C, := X \ U, para cada n € N. Entonces C, es cerrado en X con interior
vacio — porque si fuera (C,)° # 0, seria (C,)° N U, # 0 (absurdo) por ser U, denso en X.
Cada bola cerrada de radio positivo B = Bp(x; r)={y € X :p(y,x) <r} estambién un
espacio métrico completo (con la métrica plz). Si A, = BN C,, entonces A, es cerrado con
interior vacio en B. Por la Proposicién 2.17, hay un punto y € B \ |J,cn An. Luego y € B
pero y & U,en Cns asi que y € M,en Un. Se concluye que cada bola cerrada B tiene un punto
en esta interseccion, asi que ),y Up, €s denso en X.2 O

La primera aplicacion de este teorema topoldgico es un teorema de Banach y Steinhaus
que se conoce como el principio de acotacién uniforme.'°

Teorema 2.19 (Banach y Steinhaus). Sea T ¢ L(E, F) una familia de aplicaciones lineales
continuas de un espacio de Banach E en un espacio normado F. Si para cada x € E, hay
un niimero My, > 0 tal que ||Tx|| < M, para todo T € T, entonces hay M > 0 tal que
ITx|| < M||x|| paratodoT € T, x € E—estoes, |T|| < M paratodoT € T.

Demostracion. Definase C, := {x € E: ||Tx|| < nparatodo T € T }. Entonces E = J,en Cn
por hipétesis. Cada C, = Nyeg T~} (B(0; n)) es cerrado de E. Luego, por la Proposicién 2.17,
hay algin m € N tal que (Cp,)° # 0.

9Una interseccién numerable de abiertos en un espacio topoldgico se llama un “conjunto Gs”. El Coro-
lario 2.18 dice que una intersecciéon numerable de abiertos densos en un espacio métrico completo es un
Gs denso.

'°En 1922, Hahn mostr6 un caso particular de este teorema usando un argumento por induccién llamado
“método de deslizar la joroba” para negar la existencia de un contragjemplo. La innovaciéon de Banach y
de Steinhaus (siguiendo una sugerencia de Stanistaw Saks) fue el empleo del teorema de Baire. El articulo
original es: Stefan Banach y Hugo Steinhaus, “Sur le principe de condensation des singularités”, Fundamenta
Mathematica 9 (1927), 50-61.
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Por lo tanto, existen xp € C,, y § > 0 tales que x € C,, cuando ||x — xp|| < §. Entonces,
paratodo T € 7, se obtiene

lyll <6 = IITyll < IT(y + xo)ll + IT(=x0)[| < m + [[Txoll < m + My, .

Coléquese M := (m + M,,)/d, una constante independiente de T € 7. Por la linealidad de T,
se concluye que ||Tx|| < M||x|| para todo x € E. O

En el teorema anterior, la completitud del dominio E es esencial para poder invocar el
teorema de Baire; pero no es indispensable que E sea un espacio normado. Si E y F son
espacios localmente convexos, una familia de operadores T C L(E, F) se llama equicontinua
si, para cada vecindario del origen V C F, hay un vecindario del origen U C E tal que
T(U) € V paratodo T € J. Una version mds general del Teorema 2.19 es la siguiente.

Escolio 2.20. Sea T c L(E, F) una familia de aplicaciones lineales continuas de un espacio de
Fréchet E en un espacio localmente convexo F. Si para cada x € E, el conjunto {Tx : T € T}
es una parte acotada de F, entonces T es equicontinua en L(E, F). =]

» Elresultado siguiente indica el alcance del principio de acotacion uniforme.

Proposicion 2.21. Si E es un espacio de Banach y si F es un espacio normado, y si {T, }nen €S
una sucesion en L(E, F) tal que el limite puntual Tx := lim,_,, Tyx existe para todo x € E,
entonces sup,cy ||T,|| < co. Ademds, la aplicacion lineal T es continua, asi que T € L(E, F).

Demostracion. Paracadax € E,lasucesion convergente {T,x} C F esacotada: hay constantes
M, > 0 tales que ||T,x|| < My para n € N. Al aplicar el Teorema 2.19 a la familia de
aplicaciones lineales { T, : n € N}, se obtiene una constante M > 0 tal que ||T,,|| < M para
todo n € N.

Estd claro que T es lineal, como limite puntual de aplicaciones lineales. Entonces vale
ITx|| < sup,en IITnx|| < M||x|| para cada x € E. La Proposicién 2.2 ahora muestra que T es
continua, con ||T|| < M. O

» Otra aplicacion del principio de acotacion uniforme concierne la continuidad de apli-
caciones bilineales. Si E, F, G son tres espacios localmente convexos, una aplicacion
bilineal B: E x F — G es separadamente continua si todas las aplicaciones lineales
E — G : x — B(x,y) son continuas para cada y € F; y todas las aplicaciones lineales
F — G : y — B(x,y) son continuas para cada x € E.

Ahora bien, E X F con la topologia del producto (cartesiano) es un espacio localmente
convexo; si las topologias de E y F estdn determinadas por las respectivas familias de semi-
normas {p,}eea Y {qp}pen, entonces las seminormas (x,y) = pq(x) + gp(y) determinan la
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topologia del producto.!! Si la aplicacién bilineal B: E X F — G es continua cuando E X F
tiene la topologia del producto, se dice que B es conjuntamente continua.

Escolio 2.22. Si E, F y G son tres espacios normados, una aplicacion bilineal B: EXF — G
es conjuntamente continua en cada (x,y) € E X F si y solo si es conjuntamente continua
en (0,0); si y solo si hay una constante M > 0 tal que

1B, )l < Mllx[[lyll paratodo x €E, yeF. B

Proposicion 2.23. Si E y F son espacios de Banach 'y si B: E X F — C es una forma bilineal
separadamente continua, entonces B es conjuntamente continua.

Demostracion. La continuidad separada de B significa que x — B(x, y) queda en E* para todo
y € Fyque y — B(x,y) queda en F* para todo x € E. La continuidad conjunta afirma que
Xn = X, Y, — y implican B(x,, y,) — B(x, y).

Témese dos sucesiones {x,} C E, {y,} C F, tales que x, — 0, y, — 0. Definase T,, € F*
por T,(y) := B(x,,y). Para cada y € F fijo, x, — 0 en E implica B(x,,y) — 0. Por lo tanto,
hay constantes M, > 0 tales que |T,y| < M, paran € N, y € F. El Teorema 2.19 muestra que
hay M > 0O tal que |T,,y| < M||y|| paratodo y € F. En consecuencia, |B(xy, y,)| < M||y,|| — O
cuando n — oo. Se concluye que B es conjuntamente continua en (0, 0). O

2.4 El teorema de la aplicacion abierta

Otra consecuencia de la completitud de los espacios de Banach y Fréchet es un teorema
sorprendente, debido a Banach, !> que muestra que una aplicacion lineal continua sobreyectiva
entre dos espacios de Banach (o, mds generalmente, de Fréchet) es una aplicacion abierta.
En este caso, tanto el codominio como el dominio deben ser completos.

Teorema 2.24. Si T € L(E,F) es una aplicacion lineal continua sobreyectiva entre dos
espacios de Banach E y F, la imagen T(U) de cualquier abierto U C E es un abierto en F.

Demostracion. Se debe recordar que una parte de un espacio topoldgico es abierta si y solo
si es un vecindario de cada uno de sus puntos. Entonces, si U es un vecindario de x € E, hay

"!Para espacios normados E y F, se puede tomar ||(x,y)|| := ||x|| + ||y||. Para espacios prehilbertianos, una
mejor opcién es |(x, y)II* := [lx[* + llyl*.

?Este es el Teorema I11.3 del libro: Stefan Banach, Théorie des Opérations Linéaires, Monografie Matema-
tyczne, Fundusza Kultury Narodowe, Warszawa, 1931. Es notable que la version original del teorema antecede
la definicién de espacio normado (en su capitulo IV): si T € L(E, F), la hipétesis es que E es un espacio de
Fréchet y la conclusion es que T(E) es magro en F o bien T(E) = F; si T(E) no es magro, la demostracién
establece que T es una aplicacion abierta. En lugar de una norma, Banach us6 la cantidad |x| := d(0, x) donde
d es la métrica que define la topologia de E. Para una exposicién mas moderna del teorema para espacios de
Fréchet, véase el Teorema 2.11 del libro de Rudin.
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que comprobar que T(U) es un vecindario de Tx € F. Como 7, y 77, son homeomorfismos
de E y F respectivamente, basta considerar el caso de x = 0.

Sea B, = B(0;r) := {x € E : ||x|]| < r} la bola abierta en E centrado en 0 y de radio r.
Ahora, U 2 B, para algtn r > 0; como T(B,) = r T(B;) por la linealidad de T, basta tomar
U = B, y luego mostrar que T(B,) es un vecindario de 0 en F; es decir, que hay una bola
abierta B, := {y € F : ||ly|| <s} en Fcons > 0tal que T(B,) 2 B..

La sobreyectividad de T implica que

F=T(E) = O T(By) = [’jm
n=1 n=1

Como F es un espacio de Banach, la Proposicion 2.17 dice que (T(Bm))o # 0 para algin
m > 1. Entonces (T(B,4))° = (r/4m)(T(B,))" # 0. Hay un punto z € F y un radio s > 0
talesque {we F:|lw—-z| < %s} C T(B,4). Ahorasiv € F con ||v|| < s, entonces

v =(z+ 350) - (z = 50) € T(Byj4) + T(Brj4) € T(By2).

En consecuencia, hay s > 0 tal que B; C T(B,2).

Siy € T(B,2), elijase x1 € B, tal que ||y — Txi|| < s/2. Entonces y — Tx; € T(B,/4).
Elijase x, € B,j4 tal que ||(y — Tx;) — Txz2|| < s/4; y asi sucesivamente. Por induccion, es
posible elegir x, € B, /o tal que

Los elementos u, := Z]'.‘Zl xj forma una sucesion de Cauchy en E, porque

m
,
m>n = llun—wl < ) Iyl < 5
j=n+1

(o)

Como E es completo, esta sucesion tiene un limite x := lim,_,o u, = ), =1 Xj en E. Ademas,

< lim sup % =0,

n—oo

n
ly = Txll = lim Hy -, Tx
j=1
asi que y = Tx. Notese que

o0 [o0) r
el < DIkl < ) 55 =
Jj=1 j=1

de manera que x € B,. Entonces T(B, ;) C T(B,) y por lo tanto T(B,) 2 B;, como se quiso
demostrar. |

2-12



SP-1311: Andlisis Funcional 2.4. El teorema de la aplicacion abierta

Corolario 2.25. Una biyeccion lineal y continua entre dos espacios de Banach es un homeo-
morfismo.

Demostracion. El inverso de una aplicacion abierta biyectiva es continuo. m|

Corolario 2.26. Si E y F son espacios de Banach y si T € L(E, F) es biyectivo, hay dos
constantes m > 0, M > 0 tales que m||x||g < ||T(x)|[r < M ||x||g para todo x € E.

Demostracion. Témese M := ||T||y m := 1/||T7'|. O

Escolio 2.27. Sea E un espacio vectorial real o complejo que posee dos normas || - || y ||| - ||
para las cuales E es un espacio de Banach. Si hay una constante M > 0 tal que || x||| < M ||x]|
para todo x € E, también hay una constante m > 0 tal que ||x|| < m||x|| paratodox € E. B8

» Una consecuencia muy importante del teorema de la aplicacion abierta es la posibilidad de
determinar la continuidad de una aplicacion lineal entre dos espacios de Banach en términos
de su grafo.

Definicion 2.28. Si E y F son dos espacios normados, su suma directa E @ F es el espacio
vectorial E X F (producto cartesiano) dotado con la norma

G, Il == lixlle + llylle para x €E, yeF. (2.5)

Fijese que las proyecciones E® F — E : (x,y) — x,yE®F — F : (x,y) — y, son lineales y
continuas, de norma 1.

Una sucesion {(x,, y,)} en E® F es de Cauchy si y solo si {x,} es de Cauchy en E'y {y,} es
de Cauchy en F. E & F es un espacio de Banach si y solo si E y F son espacios de Banach. ¢

Definiciéon 2.29. Sea T: E — F una aplicacion lineal entre dos espacios C-vectoriales. El
grafo de T es el subespacio vectorial del producto cartesiano,

9(_T):: {G,y) e EXF:y=Tx}={(x,Tx) e EXF:x€E}.
Si E y F son espacios normados, G(T) es un subespacio de E & F con la norma del grafo:
[1Ge, T = lx[le + I Tx[lF (2.6)
la cual es simplemente la restriccion a §(T) de lanormaen E & F. o

Teorema 2.30 (Teorema del grafo cerrado). Sea T: E — F una aplicacion lineal entre dos
espacios de Banach E y F. Entonces T es continua si 'y solo si G(T) es cerrado en E & F.
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Demostracion. Si T es continua, entonces ||x, — x||g — 0 implica ||Tx, — Tx||[r — Oy en
consecuencia (x,, Tx,) — (x, Tx) — (0,0) en E & F. Por lo tanto, el grafo §(T') es cerrado.
Por otro lado, si §(T) es un subespacio cerrado del espacio de Banach E @ F, entonces
9(T), con la norma del grafo, es también de Banach. Estd claro que la proyeccién (x, Tx) +— x
es una biyeccion lineal y continua de §(T) en E. Por el Corolario 2.25, la aplicacion inversa
x — (x, Tx) es también continuo. Luego T, la cual es la composicion de este inverso con la
otra proyeccion (x, Tx) — Tx : §(T) — F, es también continua. O

En la practica, para averiguar si §(T) estd cerrado, se ejecuta el procedimiento siguiente:
dada una sucesion {x,} C E tal que x, — x en E & Tx, — y en F, se debe determinar si
y = Tx. Nétese que una prueba directa de la continuidad de T exigiria mostrar (a) que x, — x
implica que la sucesion {Tx,} es convergente; y ademds, (b) que su limite coincide con Tx.
La ventaja del teorema del grafo cerrado es que la convergencia de {Tx,} en F puede tomarse
como hipaétesis.

» Un corolario sencillo pero importante del teorema del grafo cerrado es el siguiente.

Lema 2.31 (Hellinger y Toeplitz). Si T: H — H es una aplicacion lineal de un espacio de
Hilbert H en si mismo tal que (y | Tx) = (Ty | x) para todo x,y € H, entonces T es continua.

Demostracion. Basta mostrar que G(T) es cerrado en H @ H.!> Témese una sucesion {x,}
en H tal que x, — xy Tx, — y en H. Para cada z € H, se verifica

(z1y) = lim (| Tx,) = lim (T2 | x,) = (Tz | x) = (2] T),

asi que (y — Tx) € H- = {0}. Por lo tanto y = Tx, asi que (x,y) = (x,Tx) € §(T). Esto
muestra que G(T) es cerrado; y por el Teorema 2.30, T es continua. O

Este lema posee implicaciones importantes para los fundamentos de la mecénica cudntica.
Un observable de un sistema cudntico es un operador T sobre un determinado espacio de
Hilbert que cumple la condicién (y | Tx) = (Ty | x) en su dominio. El Lema de Hellinger y
Toeplitz dice que este operador seria necesariamente acotado (por ser continuo), si su dominio
fuera todo H. Sin embargo, muchas observables de la teoria cudntica son autoadjuntos pero
no acotados! En consecuencia, los dominios de tales operadores son meramente subespacios
densos de H. Un subespacio propio que es denso en H es un espacio prehilbertiano incompleto,
de modo que el Teorema 2.30 no es directamente aplicable al caso.

!3Nétese que la norma (2.5) sobre H @ H no coincide con la norma de la Definicién 1.42 para la cual
Il (x, y)|||2 = IxlI® + |||y|||2. Sin embargo, es inmediato del Escolio 2.27 que estas dos normas sobre H & H son
equivalentes.
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2.5 El teorema de Banach y Alaoglu

Si E es un espacio normado de dimension finita, el teorema de Heine y Borel garantiza que
la bola unitaria cerrada By(E) := {x € E : ||x]| < 1} es compacta. Pero si E es un espacio
normado de dimensién infinita, sucede lo contrario: la bola unitaria cerrada B;(E) no es
compacta. Sin embargo, cuando E coincide con el espacio dual F* de otro espacio normado F,
resulta que hay una topologia localmente convexa sobre E, mas débil que la topologia de la
norma, en la cual B (E) si es compacta.

Proposicion 2.32. Sea E un espacio C-vectorial de dimension finita n. Entonces todas las
normas sobre E son equivalentes.

Demostracion. Elijase una base {uj,uy, ..., u,} del espacio normado (E, || - ||). Un vector
en C" se escribe como a = (a!,...,a") = a'e; +--- + a"e,, donde {ey, . .., e,} denota base
estandar de C". Hay una aplicacion lineal biyectiva T: C" — E determinada por T(e;) := uj;
concretamente, T() = a'uj + - - - + a"uy,.

Témese la norma de referencia |||y := ;’:1 |a’| sobre C". Obsérvese que
n n n
IT@)l = | " @uyfl < > lluill = > lo| llwsll < M lally
=1 =1 j=1
al tomar M := max{ |[u;|], ..., |lun|| }. Luego la aplicacion lineal T: (C", || - ||1) — (E, || - ||)

es continua.

La esfera unitaria S := {a € C" : |||} = 1} es acotada y cerrada en C" y por lo tanto es
compacta (por el teorema de Heine y Borel). Sea m := inf{||T(«)|| : |||y = 1}. Como la
funcion a +— ||T(a)|| es continua!4 sobre S, alcanza su minimo m = ||T(f)|| en algin S € S.
Luego m > 0 porque T(f) # O yaque f # Oen S.

Como T es lineal, la relacién ||T(«)|| > m cuando ||a||; = 1 implica ||T(a)| > m||al)
para todo « € C". En resumen:

mllall; < |IT(@)ll < Mllally para o« € C".

Entonces ||T~'(x)|li < m™!||x|| para x € E asi que la aplicacién lineal T~': E — C" es
también continua.

Ahora bien, si ||| - ||| es otra norma sobre E, el mismo argumento muestra que hay constantes
k,K con 0 < k < K tales que k ||| < ||T(a)|| < K ||||; para todo @ € C". Luego

(k/M)lx|l < llxlll < (K/m)llx||  para  x € E,

asi que las normas || - || y ||| - ||| son equivalentes. O

'4La desigualdad triangular |||xn|| - ||x||| < ||xn — x|| establece la continuidad de la norma x + ||x]|.
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Nétese que un subespacio n-dimensional E de cualquier espacio normado F es automatica-
mente completo, porque C" es completo y las sucesiones de Cauchy en E y en C" corresponden
bajoT: ¢« — x : C" — E, asfi:

m g — ailli < llxj = xiell < Mllej = el

de modo que limy x; := T(limg_o T~ '(x%)) € E. En particular, E es cerrado en F.

» Como parte de la demostracién anterior, cuando dimE = n < oo se establecié que B (E)
es homeomorfa a una parte acotada y cerrada de C", y por ende es compacta.

En cambio, si H es un espacio de Hilbert infinitodimensional, con una base ortonormal
{u, : n € N}, entonces los u, forman una sucesién en Bj(H) que no puede tener una
subsucesién de Cauchy, porque ||um — un|| = V2 para m # n; ipso facto, no puede tener una
subsucesion convergente. !> Por lo tanto, la bola unitaria no es compacta (en la topologia de la
norma). Sucede lo mismo en espacios de Banach infinitodimensionales, en vista del siguiente
resultado elemental.

Lema 2.33 (Riesz). Sea M un subespacio cerrado propio del espacio normado E. Para cada
¢ € (0, 1), hay un vector x, € E tal que ||x.|| = 1 yd(x;,, M) > 1 —¢.

Demostracion. Como M # E, existe x € E \ M tal que d(x, M) = inf{||[x —y||: y e M} > 0.
Elijjase y. € M con ||x — y.|| = d(x, M)/(1 —¢). Sea x, := (x — y.)/||x — y.||, de modo que
||xe|]| = 1. Si z € M, entonces y, + ||x — y.|| z € M también; por lo tanto, vale

b= ye —llx —well el ) _

[l = vl [l = vell

llxe = zl| =

Como z € M es arbitrario, se concluye que d(x,, M) > 1 — ¢. m]

Este lema geométrico de Riesz reemplaza la propiedad del punto mds cercano de los
espacios de Hilbert (la Proposicion 1.41 anterior). En un espacio de Banach general E (de
dimension infinita), no siempre es posible hallar un elemento x¢ de la esfera unitaria de E
con d(xp, M) = 1; mientras en un espacio de Hilbert, basta encontrar un elemento de norma 1
en el complemento ortogonal M*. El Lema 2.33 ofrece, como sustituto parcial, un juego de
elementos x, en la esfera unitaria que son casi ortogonales a M cuando ¢ | 0.

Corolario 2.34. Si E es un espacio normado infinitodimensional, la bola unitaria cerrada
de E no es compacta.

'5Se debe recordar que en un espacio topoldgico X metrizable (que satisface el primer axioma de contabilidad),
una parte C C X es compacta si y solo si cualquier sucesién en C posee una subsucesion convergente en C.
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Demostracion. Toémese xy € E con ||xp|| = 1 y luego x; € E con ||x1|| = 1, ||x1 — xo|| > %
En seguida, se construye una sucesion {x, },en C E por induccién, como sigue. Habiendo

ya elegido xo, x1, . . ., xu, sea M, := lin{xp, x1,...,x,) C E el subespacio generado por ellos.
Como dimE = oo, el subespacio propio M, es cerrado (por ser finitodimensional). Por el
Lema 2.33, existe x,+1 € E con |[x,41]| = 1y d(xp+1, Mp) = %

Esta sucesion {x,} C Bj(E) cumple ||x, — x,| > % si m # n, asi que no puede tener una
subsucesién convergente (ni de Cauchy). Luego B;(E) no es compacto. m|

El Corolario 2.34 pone de manifiesto la dificultad esencial del andlisis en dimension
infinita: un espacio normado infinitodimensional no es localmente compacto. (Un vecindario
compacto de un punto x € E contendria una bola cerrada B(x; §) que serfa también compacta;
por traslacion y dilatacion, la bola unitaria de E seria compacta.) De hecho, ningiin espacio
vectorial topoldgico infinitodimensional es localmente compacto: véase el Teorema 1.22 del
libro de Rudin.!6

» No obstante, en muchos casos es posible rescatar la compacidad de la bola unitaria de E,
al cambiar la topologia para que esta bola no sea un vecindario de O en la nueva topologia.
Esto exige que la nueva topologia tenga menos vecindarios de 0 que la topologia original, y
también menos conjuntos abiertos: se trata de una topologia mds débil que la original.

Definicion 2.35. Sean F y G dos espacios C-vectoriales. Una dualidad entre F y G (si existe)
es una forma bilineal F X G — C : (y, z) — (y, z) que es no degenerada:

* si(y,z) = 0 paratodo z € G, entonces y = 0 en F,
* si(y,z) = 0 paratodoy € F, entonces z = 0 en G.

Denétese por F' := Home(F, C)y G’ := Homg¢ (G, C) los espacios duales algebraicos de Fy G,
respectivamente (las formas C-lineales no necesariamente continuas). Entonces las formulas
9z: Yy = (y,2); fy: z+ (y,z) definen inclusiones y — f, : F—> G yz+> g, : G— F’ con
las siguientes propiedades: F C G’ separa puntos de G; G C F’ separa puntos de F.

Sea E un espacio localmente convexo, con espacio dual E* = L(E, C). La Proposicién 2.12
muestra que la forma bilineal (x, f) := f(x) es una dualidad entre E y E*; y simétricamente,
la forma bilineal (f, x) := f(x) es una dualidad entre E* y E.

La topologia débil o (E, E*) es la topologia mds débil sobre E tal que cada elemento f € E*
sea continuo. Esta topologia estd dada por la familia separante de seminormas pr(x) := | f(x)],

16Esto no implica que el teorema de Heine y Borel esté limitado a espacios finitodimensionales. Si U es
un abierto en C, un teorema de Montel dice que en el espacio de Fréchet H(U) de funciones holomorfas en U,
cualquier parte cerrada y acotada es compacta. Pero tales espacios de Montel no pueden ser normables: no hay
bolas acotadas en H(U).
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paratoda f € E*. Dendtese por E, el espacio C-vectorial E dotado con la topologia o(E, E*);
este es un espacio localmente convexo y la aplicacion identidad 1g: E — E, es continua.!?

Sobre el espacio dual E* se puede definir la topologia débil estelar o(E*, E) como la
topologia mas débil tal que cada evaluacion f — f(x) sea continua. Una familia (obviamente
separante) de seminormas que define esta topologia es g,(f) := |f(x)|, para todo x € E.
Denétese por E.. el espacio vectorial E* dotado con la topologia o(E*, E); este es un espacio
localmente convexo y la aplicacién identidad 1g-: E* — EZ es continua.!8 O

Teorema 2.36 (Banach y Alaoglu). Si E es un espacio normado, la bola unitaria cerrada
Bi(E*) :={f € E*: ||fl| <1} del espacio dual E* es compacta en la topologia o(E*, E).

Demostracién. SeaD(0;r) := {a € C: |a| < r} el disco cerrado en C centrado en el origen,
de radio r. Entonces

feBIE) = If@I<lixll = f(x) € DO; llx|l) paratodo x € E.

Si K := [1,cx D(0;]|x]) es el producto cartesiano de todos estos discos cerrados, entonces
hay una inclusién ¢ : Bj(E*) < K definida por «(f) := (f(x))xeE -

El teorema de Tijonov de la topologia general dice que un producto cartesiano de compactos
es compacto. En particular, K es compacto en la topologia del producto cartesiano. Esta es
la topologia mas débil tal que todas las proyecciones coordenadas g — g(x) : K — D(O; [|x]|)
sean continuas. Luego i: Bj(E*) — K es un homeomorfismo!® si Bj(E*) tiene la topologia
o(E*, E). Basta mostrar, entonces, que «(B;(E*)) es cerrado en K.

Si (fi)ea €s una red en Bi(E*) con «(f;) — g € K, entonces fj(x) — g(x) para todo
x € E. La funcién x — ¢g(x) es lineal: en efecto, para todo «, § € C, vale

glax + fy) = lim fa(ax + By) = 1igldfa(9€) + B fily) = a g(x) + Bg(y).
Ademds, x — g(x) es continua, de norma < 1, porque

l9COl = lim | fi(x)| < sup [fa(x)l < [lx]l-
AeA

Esto dice que g € «(B;(E*)). Se concluye que «(B;(E*)) es cerrado en K.
En resumen: «(B;(E*)) es compacto en K; en consecuencia, B1(E*) es compactoen E.. O

"7Una familia de funciones f,: X — X, cuyo dominio comin es un conjunto X y cuyos codominios son
espacios topoldgicos X, define una topologia débil sobre X. Una base para esta topologia es la totalidad de
intersecciones finitas de preimagenes f; (U, ), donde cada U, es un abierto en X,,. Si X ya posee una topologfa
para la cual las funciones f, son continuas, la nueva topologia es mds débil que la original.

18Si E** denota el espacio dual de E*, la notacién E;, podria referirse a la topologia o(E*, E) o bien a ¢(E*, E**).
Estas topologias sobre E* no siempre coinciden, por lo que la notacién E}; es levemente ambiguo.

'91a aplicacion ¢ es inyectiva pero no sobreyectiva; es un homeomorfismo entre su dominio y su imagen.
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La demostracion del teorema de Banach y Alaoglu es sencilla, una vez que se dispone del
teorema topoldgico de Tijonov. La compacidad de un producto cartesiano finito o numerable
de compactos se demuestra usando argumentos ordinarios de induccién. Lo novedoso del
teorema de Tijonov es el uso de productos cartesianos con un conjunto indice cualquiera
(cuya existencia depende del axioma de eleccién), lo cual obliga el uso de redes en vez de
sucesiones.2°

Ejemplo 2.37. Considérese el espacio de Banach no separable E = £ y su espacio dual
E* = (£°)*. Cualquier sucesién {g,} en Bj((£~)*) tiene un punto de acumulacién g, con
respecto a la topologfa débil estelar. [ Si no fuera asf, cada g € B;((£)*) tendrfa un vecindario
Vy y habria my € N tales que g, ¢ U, paran > m,. Estos vecindarios formarian un cubrimiento
abierto de este compacto en E7, con un subcubrimiento finito Uy, U --- U Uy, . Pero entonces
ocurrirfa que g, ¢ By ((£~)*) paran > max{my,, ..., my,}, absurdo. |

Témese la sucesién {g,} C (£*)* definido por g,(x) := x, para x € £*. Es obvio que
|gn(2)| = |%4| < ||x]|co» asi que [|gn|| < 1 paracadan € N. En otras palabras, {g,}  Bi((£°)").
Resulta que esta sucesion no posee subsucesion convergente alguna. En efecto, cualquier
subsucesion {gy, }ren da lugar al siguiente elemento y € £

+1 sim = ng con k par,
Ym = —1 sim = ng con k impar,

0 sim # ng para todo k.

La sucesion {gn, } convergiria en E} si y solo si las sucesiones numéricas {g,,(x)} convergen

en C, para todo x € E = . Pero por su definicién, {gn, (y)} = {1,-1,1,—-1,... } diverge.
Entonces el punto de acumulacién g es necesariamente el limite de una subred {g,)}

de {gn}. Como resultado, el espacio localmente convexo E;. = (£<°)% no es metrizable. o

2.6 Dualidad en espacios de Banach

Si E es un espacio de Banach, su espacio dual E* es otro espacio de Banach. Las normas de
estos espacios tienen una relacion reciproca, en vista de la Definicion 2.4 y 1a Proposicién 2.13:

IfIl =sup{Kf.x)| :x €E, |Ix] <1} para f€E,
llxll = sup{ [{f,x)| : f € E*, |IfI <1} para x€E.

*°En 1929, Banach demostré el Teorema 2.36 para el caso en donde E es un espacio de Banach separable (véase
el Teorema XI.13 del libro de Banach, op. cit.) El caso general, usando el teorema de Tijonov, fue enunciado por
Alaoglu en 1938 (seguido de cerca por el matemadtico apdcrifo Nicholas Bourbaki) y la demostracion aparece
en su tesis doctoral: Leonidas Alaoglu, “Weak topologies of normed linear spaces”, Annals of Mathematics 41
(1940), 252—267.
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Conviene, entonces, estudiar los espacios de Banach en pares (E, E*). El teorema siguiente
dice que un espacio de Hilbert es isomorfo a su propio espacio dual. En consecuencia, la
topologia débil del Ejemplo 1.51 coincide con o(H, H*). (Un detalle notable es que este
isomorfismo no es C-lineal, sino semilineal solamente.)

Teorema 2.38 (Riesz). Si H es un espacio de Hilbert, su espacio dual H* es isomorfo a H
como espacio de Banach, mediante la aplicacion semilineal biyectiva que lleva y € H en la
forma lineal f;: x — (y | x).

Demostracion. Definase V: H — H* por Vy := f,. Notese que la forma lineal f, es
continua, porque |f,(x)| = [{y | x)| < ||ly|| [|x|| para x € H. Esta claro que V es semilineal:
V(ay, + py2) = aVy, + fVys para e, f € C, y1,y» € H. En vista del Corolario 2.3 — la cual
también es vélido para aplicaciones semilineales — la continuidad de V sigue de la desigualdad
de Schwarz:

VIl = sup{[IVyll : lyll < 1}
=sup{ [y | )] : lyll < L lIxll < 1}
<

<
< sup{ Iyl flx[l = Nyl < 1, [lx[] < 1} = 1.

Fijese que V(0) = 0 € H*. Ademds, si y # 0, entonces

y |yl
y| o) =70 =yl
Il

IVyll = sup{ [y | x)| : lIx] < 1} > =

asi que ||Vy|| = ||ly|| para todo y € H. Entonces V es isométrica; y en particular, es inyectiva.

Falta mostrar que V es sobreyectiva. Si f € H*, el subespacio M := ker f = f~1({0}) es
cerrado en H. Si f # 0, entonces M # H y existe z € M* con ||z|| = 1 [y f(z) # 0]. Dado un
vector w € M+, coléquese a := f(w)/ f(z); entonces:

w—az € M- porque f(w-—az)= f(w)—af(z)=0,

asi que w — az € M N M+ = {0} y por ende w = az. Se ve entonces que M+ = Cz. Luego,
cadax € Hesdelaformax =v+ fzconv € M, f € C. Coléquese y := f(z)z. Entonces

f(x) = f(v+ Bz) = Bf(2) = Bf(2) (2| 2)
= (f()z| Bz) = (f(2)z | v + Bz) = (y | x) = fy(x).

Luego f = f, = Vy, asi que V es sobreyectivo; por ende, V es una biyeccion isométrica. O

El espacio normado H* admite un producto escalar, definido por la férmula

(Vy|Vz)y- :=(z|y)y paratodo y,z€ H. (2.7)
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La aplicacion V entrelaza los productos escalares de H y H*. El cambio de orden de los dos
vectores y, z en (2.7) se debe a la semilinealidad de V.

Una biyeccion semilineal entre dos espacios de Hilbert cualesquiera que cumple una
ecuacion de la forma (2.7), se llama antiunitaria.

» Para un espacio de Banach E cuya norma no cumple la ley del paralelogramo, se debe
distinguir E y E*. El papel del producto escalar sesquilineal en H queda reemplazada por el
apareamiento bilineal entre E y E* introducido en la seccién 2.2.

Definicién 2.39. Sea E un espacio de Banach y sea E* su espacio dual. El espacio dual de E*
se llama el dual doble de E, denotado por E**. Si x € E, y € E*, z € E**, se suele escribir

(y,x) :=y(x); perotambién (y,z) := z(y). (2.8)

En los dos casos, los corchetes angulares (—, —) denotan una forma bilineal sobre el producto
cartesiano de un espacio de Banach con su dual. Dicese que (—, —) es un apareamiento de
dualidad, o simplemente una dualidad, entre los dos espacios de marras. o

» A continuacion, se exhiben diversos ejemplos de dualidades entre pares de espacios de
Banach no necesariamente isomorfos. Los primeros ejemplos son espacios de sucesiones.

Definicion 2.40. Sean E y F dos espacios de Banach de sucesiones, es decir, subespacios
algebraicos de CN. En el caso de que

Si (y,x):= Z Ykxr converge absolutamente, paratodo x € E, y € F, (2.9)

k=0
se puede afirmar que F C E*, al identificar y € F con la forma lineal x — (y, x); igualmente,
se afirma que E C F*, al identificar x € E con la forma lineal y — (y, x). o

Estas identificaciones a veces dan lugar a isomorfismos isométricos F ~ E* y E ~ F*. Sin
embargo, hace falta hacer un andlisis caso por caso para determinar si cada elemento de E*
pertenece al subespacio F, o bien si cada elemento de F* pertenece al subespacio E; y en
seguida, se debe comprobar la coincidencia de las normas.

Proposicion 2.41. El espacio dual de c, es isométricamente isomorfa a € .

Demostracion. Parax € ¢,y € £ ! se verifica

)
PIERT
k=0

asf que la forma lineal x — (y, x) es continua, con norma (en ¢;) menor o igual a [|y|[; .

o0 o ()
< bl = - bellyil < llxllo Y lyel = Ixllllylh,  (2.10)
k=0 k=0 k=0
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Los vectores basicos e, € C™ introducidos en el Ejemplo 1.37 permiten simplificar los
cilculos. En primer lugar, fijese que los desarrollos x = 3,7 xxex; y = 2., Yke€k Son
convergentes en ¢, y en 14 ! respectivamente:

(o)

n
x — Zxkek = Z xrerll < sup |xx] >0 cuando n — oo,
k=0 00 k=n+1 o) k>n+1
n (o) o)
Hy - Zykek = Z yrer|| < Z lyx]| = 0 cuando n — oo.
k=0 L =ps1 I k=n+1

Toémese f € ¢y definase yi := f(ex) para k € N. La continuidad de f garantiza que

f(x) = f(z xkek) = Zxkf(ek) = Zxkyk = (y,x). (2.11)
k=0 k=0 k=0
Como |f(x)| = [y, x)| < |lyll1l|x|le por (2.10) para cada x, se concluye que || f|| < |ly|l:-
Para comprobar la igualdad || f|| = ||y||;, basta hallar una sucesién {z™},cy de vectores

de norma 1 en ¢, tal que lim, e | f (z™)| = |lyll;. Se puede suponer que f # 0, asi quey # 0
en £,. Definase?!

z,(cn) := signoyx [k < n].

Fijese que |z,(<")| = 1 cuando y; # 0 para k < n, asi que ||zl = 1 para n suficientemente
grande. Ademds, estd claro que |f(z™)| = f(z™) = Yi—o lykl = llylli cuando n — co. Por
lo tanto,

lyll = lim | £(z™)] < limsup || £ 112"l = I f]-

n—oo

Esto muestra que y € fl y ademas que ||f|| = |ly|li. Se concluye que la correspondencia
f e y es una isometria lineal biyectiva entre ¢ y £ L O

Proposicion 2.42. El espacio dual de € I es isométricamente isomorfa a .

Demostracion. Siy € {1, z € €%, el estimado (2.10) garantiza que |(y, z)| < |lyll1]|z]|w. La
forma lineal y — (y, z) es continua sobre £', con norma < ||2||co.

Dada g € (£1)*, definase zy := g(ey) para k € N. Luego |zx| = |g(ex)| < llg]l llexlli = llgll
para todo k € N, asi que z € £~ con ||zl < [|g]l.

La continuidad de g muestra que

9(y) = g(z ykek) = Z Yr g(ex) = Z Yezk = (Y, 2).
=0 =0 =0

*!'Conviene recordar que signo( := 0y que signo A := |A|/A para A # 0 en C, de modo que AsignoA = |A|
paratodo A € C.
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Como |g(y)| = [{y, 2)| < |lyll1l|z]le por (2.10), se deduce que ||g|| < ||z]|w. Resulta entonces
que ||g]l = ||z|le, asi que la correspondencia g <> z es una isometria lineal biyectiva entre
@)y . 0

En la demostracion anterior, no se aprovech6 el desarrollo z = 377 zxex , por la buena
razon de que este desarrollo no es convergente en £ cuando z ¢ c,. (Al restar una suma
parcial >} _, zxex de z, la “cola” asi obtenida es una sucesién con norma supy.,,, | |zx|, que no
siempre desvanece cuando n — o0.) Moraleja: los desarrollos formales deben tratarse con
cautela; una prueba de convergencia nunca estd demds.

Corolario 2.43. El dual doble de c, es isométricamente isomorfa a €. =

Proposicion 2.44. Si 1 < p < ooy q = p/(p — 1), el espacio dual de € es isométricamente
isomorfa a €.

Demostracion. Six € €,y € 4, 1a desigualdad de Holder (1.15) implica que

o
< Il < lixllllyllg (2.12)
k=0

asi que el funcional lineal x — (y, x) es continuo, con norma en (£)* no mayor que ||y|l,.
Témese f € (£/)" y definase yx := f(ex) para k € N. El desarrollo x = X7, xie
converge en la norma de £. El cdlculo (2.11) demuestra que f(x) = (y,x) y por ende
GO = g, x)] < lxllplllly en vista de (2.12), ast que [I£]] < llyll,
Ahora definase z™ € £ por

2" = |y|7”" signo yx [k < n].

En este caso, puesto que yj signo yx = |yk|, se obtiene

||z(n)||p Z |ye|@ P = Z lyel? = F(z™).

k=0
En consecuencia, vale
(n) 1-1/p n 1/q
z
( - ) = (Z |yk|Q) - (Z |yk|q) .
BRI 2
Entonces
n 1/q
lyll, = sup(Z |yk|q) < sup{ £ @)l : lixlly < 13 = [If1l.
neN k=0
Esto muestra que y € £7 y también || || = |lylls. Se concluye que la correspondencia f < y
es una isometria lineal biyectiva entre (£7)* y £9. ]
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Corolario 2.45. Si 1 < p < oo, el dual doble de € coincide con el propio .

Demostracion. La Proposicion anterior muestra que (£7)* es la totalidad de funcionales line-
ales x — (y,x) cony € £9. Como g = p/(p— 1) es equivalente a p = q/(q — 1), al cambiar los
indices p <> ¢, la misma proposicién muestra que (£)* es la totalidad de funcionales lineales
y (y,z)conz € .

A la luz de (2.8), esto dice que cada elemento de (£)** =~ (£9)* es una evaluacién de
funcionales f — f(z), para f € (£7)*, en algtn vector z € #. Dicho de otra manera, la
identificacion £’ < (£7)** de £ con un subespacio de su bidual es sobreyectiva. i

» En espacios de funciones integrables, la correspondencia de dualidad es, desde luego, la
integral del producto de dos funciones. Es necesario averiguar, en cada caso particular, si la
identificacion de un espacio concreto con el dual de otro espacio es una isometria biyectiva.

Definicion 2.46. Sean E y F dos espacios de Banach de funciones medibles sobre un espacio
de medida o-finita (X, F, p). Si, paracada f € Ey h € F, la integral

(h, f) = /Xh(x)f(x) dp(x) (2.13)

converge absolutamente,?? entonces F C E* al identificar h € F con la forma lineal f +— (h, )
en E*; de igual manera, E C F*, al identificar f € E con la forma lineal h — (h, f) en F*. ¢

Proposicion 2.47. Si 1 <p <ocoysiq=p/(p— 1), el espacio dual de LP(X, j1) es isométri-
camente isomorfa a L1(X, p).

Demostracion. Considérese primero el caso en que p(X) es finito.
Si felP(X,u)yh e LI(X, u), la desigualdad de Holder (1.15) implica que

/X hGOf(x) dp(x)| < /X () £ GO ) < Nf Il (2.14)
asf que la forma lineal f +— (h, f) es continua, con norma no mayor que ||A||,.

Ahorasea T € LP(X, p)* una forma lineal continua. Si 14 denota la funcién indicatriz de
A € F, definida como 14(x) := [[x € A], la formula vy(A) := T(14) define, por la linealidad
de T, una medida finitamente aditiva sobre .

Si A = i Ax es una unién disjunta numerable de conjuntos en J, entonces la serie
positiva 3} u(Ax) = p(A) < p(X) es convergente, asi que

]]A—g)ﬂAk

*?La integral de Lebesgue es una integral absoluta: es decir, el lado derecho de (2.13) existe si y solo si la
integral no negativa fX |h(x) f(x)| dp(x) es finita.

1/p
= (Z ,u(Ak)) — 0 cuando n — oo.
P

k>n
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La continuidad de T entonces implica que vr(A) = X7, vr(Ax). Luego, vr es una medida
o-aditiva sobre J.

Si p(A) = 0, entonces 14 = 0 en LP(X, p), asi que vr(A) = T(14) = 0. Esto dice que la
medida vy es absolutamente continua con respecto a . Entonces, por el teorema de Radon y
Nikodym, hay un tinico elemento h € L'(X, y) tal que

NM=WW=AM@@M:AMﬂM@W@=MiQ

Por linealidad, se obtiene T(f) = (h, f) cuando f es una funcion simple (una combina-

cion lineal de funciones indicatrices). Las funciones simples forman un subespacio denso

de LP(X, p); por lo tanto, la continuidad de T implica T(f) = (h, f) para todo f € LP(X, p).
Definase una sucesion {k;, }nen €n LP(X, p) por

kn(x) := |B(x)|7" signo(h(x)) [|h(x)] < n].

El célculo

el = [ el ) = [ Il dutn) < o) < o
|h(x)|<n |h(x)|<n

comprueba que k, € LP(X, u) para cada n. Luego

ko \  (hky) Va
= = h qd bl
T“mm) el (LWKJ(”'”“ﬁ

asi que

1/q
lIRlly = ,}ijgo(ﬁ( < Ih(x)lqdu(x)) <sup{[T(NI: Ifll, <1} =TIl

Esto muestraque h € LY(X, p) y también ||T|| > [|hl|. Por otro lado, el estimado (2.14) implica
que [T(f)| = [<h, A < IfllpllRllg, ast que [|T|| = [|hlly. Se concluye que la correspondencia
T < h es una isometria biyectiva entre L”(X, u)* y LY(X, p), en el caso p(X) < co.

Si (X,J, p) es o-finita pero no finita, se puede escribir X como una unién creciente
X = TUneN X, con cada p(X,) < co. Si f € LP(X, u), el teorema de convergencia dominada
muestra que f = lim,_,(f1x,) en la norma de LP(X, p). Si T € LP(X, p)*, se concluye que
T(f) = limye T(f1x, ).

Los argumentos del caso finito muestran que f'|x, — T(f1x,) es una forma lineal continua
sobre LP(Xp, ). Del teorema de Radon y Nikodym, se obtiene

T(1x) = | ha(0f()du(x) paraalin by € LI0X,0 ).
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La inclusion X,, € X4+ implica que (f1x,)1x,,, = flx,. La unicidad de la derivada de
Radon y Nikodym en L' (X4, u) entonces implica que hp.11x, = h, casi por doquier. Sin
perder generalidad, se puede suponer que h,.(x) = h,(x) para todo x € X,. Entonces hay
una funcién medible h: X — C definida bien por h(x) := h,(x) si x € Xj,.

El teorema de convergencia dominada muestra que

Ihlly = lim 1l < 7]l
asi que h € LI(X, ) y ademds h, — h enlanorma | - ||;. Entonces

T(f) = lim T(f1x,) = lim (hy, f) = (b, f) paratodo  f € IP(X, p).
Finalmente, obsérvese que en el caso o-finito:

Il < timsup 7] 1= Jim Il = 112l 0

Corolario 2.48. Si 1 < p < oo, el dual doble de [P(X, j1) coincide con el propio L[P(X, ). B

Definicion 2.49. Una funcion g: [a,b] — C tiene variacién acotada si hay una constante
M > 0 tal que

n
Z lg(t;) — g(ti—1)| < M para toda particiéon P = {to, t1,...,t,} de [a, b].
i=1

El minimo M — el supremo de estas sumas sobre toda P — es la variacion total Vab (9).

La funcién g se llama normalizada si g(a) = 0 y g es continua desde la derecha, esto
es, lim, o g(t + ¢) = g(t) paraa < t < b. La totalidad BVN([a, b]) de funciones de variacién
acotada normalizadas es un espacio normado: la variacién total V? es su norma. 0

Las particiones P de [a, b] forman un conjunto dirigido bajo refinamiento: al tomar dos
particiones P := {to,t1,....th} v Q := {s0,S1,...,Sm}, cona =ty < t; < --- < t, = b;
a=3sy<s <--+<syu=n>b;suunion P U Q es una particion de [a,b] talque P C PUQy
Q € P U Q (obviamente).

Cualquier funcién g € BV N|a, b] define una integral de Stieltjes sobre el intervalo [a, b].
Dada una funcién continua f: [a,b] — C, se define

b n
[ rwdgw:=1im Y 1) latt) - o).
a ]:]

para ;P := {to, t1, ..., t,} una particién de [a, b]; los puntos &, ..., &, cumplen tj_; < §; < t;
para cada j. (Se toma el limite indicado sobre la red cuyo conjunto indice es la totalidad de los
PuU{é,..., &}, dirigido por las particiones P.) En vista de la continuidad de f, es posible
comprobar que las sumas a la derecha convergen en C.
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Entre todas las funciones de variacion acotada h: [a,b] — C tales que h(a) = 0, hay

exactamente una que cumple /a b f(t)dh(t) = fa b f(t)dg(t) para todo f continua, y que sea
ademds continua desde la derecha. [[La redefinicién h(t) := lim,jog(t + ¢) — g(a) define
h € BVN([a, b]) con V?(h) = V’(g) y con las mismas integrales de Stieltjes. |

Proposicion 2.50. El espacio dual de Cla, b] es isométricamente isomorfo a BVN|a, b].

Demostracion. Sig € BVN([a, b]), lareceta Ty(f) := fa b f(t)dg(t) define una forma lineal T
sobre Cla, b]. En vista de la estimacion

1,(/)] < tim sup

J

< Il imsup D 19(5) = g(t-1)| =2 1 V2 (9)
j=1

|F(&)(9(t) - g(ti-0)|
=1

la forma lineal T, es continua, con ||Ty|| < VP(g).
Por otro lado, sea T € C[a, b]* una forma lineal continua cualquiera. Si f € C[a, b] y si P
es una particion de [a, b], definase la funcion escalonada fp por
f(a) sia<t<t,
f(ti-1) sitig <t

Como f es uniformemente continua en [a, b], para cada ¢ > 0 hay un § > 0 tal que

fo(t) == {

<tjconj > 2.

[Pl = max (¢ —tj-1) <6 = sup [f (1) - fp(t)] <e. (2.15)
I<j<n a<t<b
Las funciones fp no son continuas, pero pertenecen al espacio B|a, b] de funciones acotadas
sobre [a, b], con la norma || - ||. Este espacio normado incluye C[a, b] como subespacio. Por
el Corolario 2.11 al teorema de Hahn y Banach, la forma lineal T € C[a, b]* se extiende a
T € Bla, b]* con ||T|| = ||T||. Definase g(x) := T(ﬂ[a,x]) paraa < x < b, y sea g(a) := 0.
Por la linealidad de T, se obtiene

T(fp) = T’(f(a)ﬂ fanl + f(tj-nﬂa,-l,tj]) =Y fEG0lae) -g6-0]. (216)
j=2 j=1

Al escribir e'% := signo(g(t;) — §(tj-1)), sigue la estimacién

n n n
Z|g~(tf) - g(tf‘1)| - Z eiejf(ﬂ(tj—lﬁtj]) - T(Z eiej“(tj—l»tj])

=1 =1 j=1
n

Z eiejﬂ(tj—lstj]

j=1

=Tl = IITIl.

(o)

< Il
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Se concluye que § es una funcién de variacién acotada, con V’(§) < ||IT||. Sea g(a) := 0;
g(b) := g(b); g(t) := lim, o §(t + ¢) paraa < t < b. Entonces g € BVN([a, b]) y se verifica
V2(9) = V2@ = IITII.

Si {P,} es una sucesién encajada de particiones (es decir, P,+; 2 P, para cada n) con

|Pn| — O, la desigualdad (2.15) implica que fp, — f uniformemente sobre [a, b]; en otras
palabras, fp, — f enla norma de B[a, b]. Entonces

B b b b
() = Jim T3, = tim [ fo,0dg)= [ tim fo,00dg(6) = [ f0dgtt) = 1,01

debido a (2.16) y la convergencia uniforme?3 de fp, a f. Se ha demostrado con la isometria
lineal g — Tj es sobreyectiva. m]

2.7 Dualidad y reflexividad

Definicién 2.51. Sean E un espacio de Banach y E** su dual doble. El encaje natural de E
en E** es la aplicacion lineal J: E — E** definido por

(y,Jx) :=(y,x), estoes, Jx:yr> y(x) paratodox € E, ye€E". (2.17)
Obsérvese que J es una isometria (y como tal, es continua e inyectiva), porque

IJx]l = sup{ [y, Jx)| 1y € E*, [lyll < 1'}
=sup{ [y, )|y € E%, lyll < 1} = [Ix]l.

La dltima igualdad es una consecuencia del teorema de Hahn y Banach.
El espacio E es reflexivo si la isometria J: E — E** es sobreyectiva: J(E) = E**. o

Ejemplo 2.52. Un espacio de Hilbert es reflexivo, en vista del Teorema 2.38 de Riesz. Hay una
isometria semilineal biyectiva V: H — H* definida por (Vy, x) := (y | x). Como ya se notd
en (2.7), H* es otro espacio de Hilbert bajo el producto escalar (Vx| Vy) := (y | x). Entonces
hay otra isometria semilineal biyectiva W : H* — H** definida por (Vy, W(Vz)) := (Vz|Vy).
Las igualdades

(Vy, W(Vx)) = (Vx| Vy) = (y | x) = (Vg x),

dicen que la composicién ] = WV: H — H™* coincide con la isometria lineal (2.17). Basta
notar que WV es biyectiva. 0

23En contraste con la integral de Lebesgue, la integral de Stieltjes no obedece un teorema de convergencia
dominada. Sin embargo, si una sucesion de integrandos converge uniformemente sobre [a, b], en ese caso se
puede el limite con la integral de Stieltjes.
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Ejemplo 2.53. La Proposicion 2.44 y su Corolario 2.45 muestran que £ es reflexivo, para
1 <p<oo. Seaq:=p/(p—1). Al usar la férmula de dualidad (2.9) en las identificaciones
Py =~ 1y (£9)* =~ £, se ve que J se identifica con la identidad 1 € L(#). o

Ejemplo 2.54. De igual manera, la Proposiciéon 2.47 y su Corolario 2.48 demuestran que
LP(X, p) es reflexivo, cuando 1 < p < oco. De nuevo, usando la dualidad (2.13), se puede
identificar J con 1 € L(LP(X, p)). ¢

Ejemplo 2.55. Del Corolario 2.43, se ve que (¢,)™ ~ £7. Eneste caso, el uso de (2.9) para las
dos identificaciones (c,)* ~ £'y (£')* ~ £ hace evidente que J se identifica con la inclusion
¢, = £7. Esta ] es inyectiva pero no sobreyectiva. Por lo tanto, ¢, no es reflexivo. 0

Definiciéon 2.56. Sea A € L(E, F) un operador entre dos espacios normados E y F. Su
operador transpuesto es la aplicacion lineal A': F* — E* : w > wo A. Asi,

(A'w, x) 1= (w,Ax) paratodo x € E, we F*. (2.18a)

Sea B € L(H, K) un operador entre dos espacios de Hilbert H y K. Su operador adjunto
es la aplicacion lineal B* := V'!B'W : K — H, donde V: H — H* y W: K — K* son las
isometrias del Teorema 2.38 de Riesz. De esta manera,

(B*'y|x) =(y| Bx) paratodo x € H, ye€K. (2.18b)
Obsérvese que la correspondencia A +— A' es lineal pero que B — B* es semilineal. o

Lema 2.57. Sea A € L(E, F) un operador entre dos espacios normados E y F, su transpuesta
es continua: A' € L(F*, E*) con ||AY| = ||A]|.

Demostracion. La Proposicion 2.13 implica que

IAY] = sup{ [[A'w]| : w € F*, Jlw]| < 1}

= sup{ [{A'w, )| : [[wl]l < 1, [Ix]l < 1}
= sup{ {w, Ax)| : [|lx[| < 1, flwl]l < 1}
= sup{ [|Ax|| : x € E, |Ix[| < 1} = [|A]l. O

Lema 2.58. Sea B € L(H, K) un operador entre dos espacios de Hilbert H y K, su adjunto es
continuo: B* € L(K, H) con ||B*|| = ||B]|.

Demostracion. Por la desigualdad de Schwarz, ||x|| = sup{ [{z | x)| : ||z]| < 1 }. Entonces
IB*Il = sup{ 1Byl : y € K, llyll < 1}
=sup{ [(B'y [x)| : [lyll < 1, [Ix[| <1}

= sup{ [{y [ Bx)| : |lx|l < 1, [lyll < 1}
=sup{ ||Bx| : x € H, [|x]| < 1} =|B]|. O
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La dltima demostracion proporciona una férmula muy til para la norma de un operador
B entre dos espacios de Hilbert:

IBIl = sup{ [<y | Bx)| - llx|l < L, [lyll < 1}. (2.19)

» La dualidad entre espacios de Banach (o de Hilbert) también conlleva correspondencias
entre los subespacios de un lado y los espacios cocientes del otro lado.

Definicion 2.59. Dado un espacio normado E, tdmese subespacios M < Ey N < E*. Los
anuladores respectivos de M y N son los subespacios M+ < E* y *N < E definidos por

M :={yeE":(y,x)=0paratodox € M} = ﬂ ker Jx ; (2.202)
xeM

L_N::{erz(y,x):OparatodoyeN}:mkery. (2.20b)
yeN

Por un lado, *N es un subespacio cerrado de E.24 Por otro, M* es un subespacio cerrado
de E} , esto es, cerrado en la topologia débil estelar o(E*, E) generado por las evaluaciones
{Jx : x € E }. Desde luego, M+ es también cerrado en la topologia de la norma de E*. 0

* .

Notacion. Si B C E*, la notacién B denotard la clausura de B en E7; su clausura Ben la
norma de E* cumple B C B ’ ya que o(E*, E) es mas débil que la topologia de la norma y por
ende cada conjunto cerrado en E, es también cerrado en la norma de E*; pero no al revés.

Proposicion 2.60. Si E es un espacio normado, el dual de E. es el subespacio J(E) de E**.

Demostracion. Si f: E* — C es una aplicacion lineal no nula, entonces f es continua para

la topologia o(E*, E) si y solo si hay x € E, x # 0, tal que | f(y)| < [{y, x)| para todo y € E*.
Entonces los hiperplanos ker f y (Cx)* de E* coinciden, asi que f = aJx = J(ax) para

alguna constante a € C. Esto muestra que (E,)* = J(E). O

*

Proposicion 2.61. Si E es un espacio normado, tomese subespacios M < Ey N < E*.
R . -0
Entonces ~(M*) = M < E, mientras (*N)* = N~ < E*.

Demostracion. Esta claro que M < *(M*) y N < (*N)*. Como *(M1) y (*N)* son
subespacios cerrados de E y de EZ respectivamente, se ve que M < 1(M+) y N7 < (*N)*.
Siz ¢ M, el Corolario 2.15 proporciona un elemento g, € M~ tal que (g, z) # 0; entonces
z ¢ “(M*). Se concluye que M = +(M*4).
Siweé¢ N, hay una forma lineal h € (E})* tal que h|y = 0 pero h(w) # 0, por el
Corolario 2.10; es cuestion de extender la forma lineal N + Cw — C : n+ Aw — A, la cual
es continua para la topologia o(E*, E) porque N es cerrado, a todo el espacio E.

24E] nucleo de una forma lineal continua es cerrado; y una interseccién de cerrados es también cerrada.

2-30
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Por la Proposicion 2.60, hay un vector x;, € E tal que h = Jxj. Por construccion, Jx, € N*,

asi que x;, € *N. Por otro lado, vale (w, x;) = {(w, Jxp) = h(w) # 0, asi que w ¢ (*N)*. Se
— 0

concluye que N = (*N)*. i

» No siempre es necesario demostrar directamente si un determinado espacio de Banach es
reflexivo. El siguiente resultado permite, en algunos casos, obtener una prueba indirecta.

Proposicion 2.62. Sea E un espacio de Banach. Si E* es reflexivo, entonces E es reflexivo.

Demostracion. Sean J: E — E™ y Ji: E* — E™ los encajes naturales. Decir que E* es
reflexivo es afirmar que J; es sobreyectivo.
Estd claro que J'J; € L(E*). Paray € E*, x € E, se verifica

eJ Ny, x)g = {1y, Jx)p = gy, Jx)p= = gy, X)E

asi que J'Jjy = y para todo y € E*, esto es, J'J; = 1 € L(E*). Como J; es sobreyectivo por
hipétesis, se deduce que J': E*** — E* es inyectivo.

Siw € J(E)* < E*™*, entonces (J'w, x) = (w, Jx) = 0 para todo x € E, asi que J'w = O en
E*, lo cual implica que w = 0 en E***. En otras palabras, J(E)* = {0}. La completitud de E
conlleva la completitud de J(E) — porque la isometria J entrelaza las sucesiones de Cauchy
en Ey en J(E) — asi que J(E) es un subespacio cerrado de E**. La reflexividad de E sigue por
las igualdades

J(E) = J(E) = ~(J(E)") = {0 e E™} = E™. 0

Corolario 2.63. Los espacios de Banach €' y £ no son reflexivos. =

Definicion 2.64. Si A € L(E, F), denétese su imagen?> por Ran A := A(E) < F. En contraste
con el nicleo ker A, el cual es un subespacio cerrado de E (debido a la continuidad de A), la
imagen Ran A no es necesariamente cerrada en F. o

Proposicion 2.65. Sea A € L(E, F) un operador entre espacios de Banach E y F. Entonces:
(a) kerA' = (RanA)* < F*; kerA ="*(RanA') < E.
(b) A' es uno-a-uno si 'y solo si Ran A es denso en F.

(c) A es uno-a-uno siy solo si Ran A" es denso en E. .

*5Lanotacion Ran es evidentemente un anglicismo, al igual que la notacion ker para un niicleo. La abreviatura
Im es inaceptable, porque suele denotar la parte imaginaria de un nimero complejo. El vocablo espafiol rango
no debe usarse para referirse al espacio imagen: en inglés las dos palabras range (laimagen) y rank (la dimensién
de la imagen) se traducen como rango en castellano.
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Demostracion. Ad(a): Es suficiente notar las equivalencias:

w € ker A' &= (A'w,x) = Oparatodo x € E
& (w,Ax) =0Oparatodox € E <= w € (RanA)*,
x ekerA < (w,Ax) = 0 paratodow € F"
& (A'w,x) =0 paratodow € F* &= x € “(RanA").

Ad (b,c): Basta comprobar estas equivalencias:

kerA' = {0} &= (RanA)' = {0} & RanA ="*((RanA)')=F;
kerA = {0} & ‘(RanA') = {0} &= RanA! = (*(RanA"))"* = E*. O

» La dualidad entre espacios normados conlleva correspondencias importantes entre los
subespacios de un lado y los espacios cocientes del otro lado.

Definicién 2.66. Sea E un espacio normado y sea M < E un subespacio cerrado. En el
espacio vectorial cociente E/M se define una norma cociente por

|x + M| :=inf{|[x +y|| : y e M }. (2.21)

Es facil comprobar que esta es una norma2¢ sobre el espacio vectorial cociente E/M. Si E es
de Banach, el espacio cociente E/M es completo en esta norma. o

Proposiciéon 2.67. Si M es un subespacio cerrado de un espacio de Banach E, hay dos
isomorfismos isométricos:

(a) M*=~E*/M™, (b) (E/M)* =~ M*.

Demostracion. Ad(a): Seal: M — E lainclusi6n (lineal y continua). Cada w € M* posee
una extension z € E* con z|yy = wy ||z|| = ||wl|, por el Corolario 2.11. Se obtiene I'z = w
porque {I'z,y) = (z,Iy) = (w,y) paray € M. Luego I': E* — M* es sobreyectivo.

La Proposicion 2.65 muestra que ker I' = (RanI)* = M+, asi que I' induce una biyeccién
lineal V: E*/M+ — M* : z + M+ + I'z. La estimacién

IV(z+ MY = Izl = sup{ Kz + w,y)| :y € M, llyll < 1} < llz+ull cuando ue M*
implica que ||V(z + M*1)|| < ||z + M*|| para todo z € E*.
Por otro lado, al tomar w € M*, z € E* tales que z|y = w, ||z|| = ||w||, hay otra estimacién

lz + M*|| < |lzll = |lw]l = II'z]] = |[V(z + MY)||. Se concluye que V es una isometria.
Ademds, V es biyectiva porque RanV = RanI' = M*.

26Fijese que el lado derecho de (2.21) existe para todo subespacio vectorial M de E, pero el espacio cociente
E/M es de Hausdorff — y (2.21) define una norma — solo si M es cerrado en E.

2-32



SP-1311: Andlisis Funcional 2.7. Dualidad y reflexividad

Ad(b): Sea S: E — E/M la aplicacion cociente. Es evidente que ||Sx|| < [|x|| para
x € E, por la definicién (2.21) de la norma cociente. Si v € (E/M)*, y € M, entonces
(S'v,y) = (v, Sy) = (v, M) = 0 [la coclase M es el cero de E/M], asi que RanS' < M*.

Si u € M*, la forma lineal h: x + M — (u,x) estd bien definida y continua, de modo
que h € (E/M)*. Ademas, vale (u,x) = (h,Sx) = (S'h, x) para x € E, asi que Sh = u. De
esta manera, se ha comprobado que Ran S' = M*. De la Proposicion 2.65(c), S' es inyectiva
porque S es sobreyectiva. Por lo tanto, S es una biyeccion lineal entre (E/M)* y M*.

Siv e (E/M)*, la estimacion

(S'v, x)| = v, Sx)| < [loll 1Sx]l = [[oll IIx + MI| < [0l Ix]]  para x € E

dice que ||S'v|| < ||v||. Ahora témese cualquier x € E tal que ||x + M|| < 1. Paracada ¢ > 0,
hay z € (x + M) tal que ||z|| < 1 + &. Por lo tanto,

(v, x + M)| = [(v, Sx)| = [{v, S2)| = [{S'v, 2)| < [IS'0 [ [l2]l < (1 + )lIS"].

Como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que ||v]| < ||S'v]|, para cada v € (E/M)*. Entonces se
ha comprobado que S': (E/M)* — M™* es una isometria biyectiva. O

Proposicion 2.68. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea M < E un subespacio cerrado.
Entonces M es otro espacio de Banach reflexivo.

Demostracion. Obsérvese que hay dos isometrias M** ~ (E*/M*)* ~ M++ < E**, al aplicar
la Proposicion 2.67 dos veces: la parte (a) para M, y la parte (b) para obtener el dual de
E*/M*. En adelante, se identificard M** con el subespacio M+ de E**.

Tomese h € M**. Se debe mostrar que h € J(M), donde J: E — E** es el encaje natural;
nétese que J(M) < M*+. SiI: M < E es la inclusion, la forma lineal ho I': E* — C es un
elemento de E**. Como E** = J(E) por hipétesis, entonces h o I' = Jx para algtin x € E.

De hecho, x pertenece a M; porque si no, habria un elemento u € M* con (u, x) # 0, por
el Corolario 2.15. Entonces I'u = 0 en M* porque u € M+ = ker I' por la Proposicion 2.65(a);
por lo tanto, seria {(u,x) = (u, Jx) = h(I'u) = 0. Esta inconsistencia muestra que tal u no
existe: se concluye que x € M.

Ademds, RanI' = M* por la demostracion de la Proposicién 2.67 anterior. Por lo tanto, la
relacién deseada h = Jx (como elementos de M**) emerge de las igualdades:

Iy, hy = (y, Jx) = (y.x) = (y, Ix) = (I'y,x) = (I'y, Jx) si yeE" O
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2.8 Ejercicios sobre aplicaciones lineales y dualidad
En los ejercicios que siguen, E, F y G son espacios normados, salvo indicacién contraria.
Ejercicio 2.1. Si T € L(E,F)y S € L(F, G), mostrar que ST € L(E, G) con ||ST|| < [|S|| |IT]l.

Ejercicio 2.2. El espacio vectorial finitodimensional C" es un subespacio de C™), y como
tal es un subespacio de cada espacio £ con la norma || - ||, correspondiente. Una matriz
cuadrada A € M,(C) define un operador lineal x — Ax sobre el espacio normado (C", ||-||,,),
si 1 < p < oo; la norma correspondiente es

[Allp—p := sup{ [|[Ax[l, : x € C", [|x[|, < 1}. (2.22)

(a) Comprobar las igualdades
n n
All-1 = max > lagl,  JAllome = max > Jagl.
1<j<n P 1<i<n )

(b) Encontrar B € M,(C) tal que las tres normas ||B||i-1, ||B|l2—2, ||Bllcco—c son distintas.

Ejercicio 2.3. Demostrar que una aplicacién bilineal B: E X F — G es continua sobre E X F
si y solo si B es continua en (0, 0), si y solo si hay una constante M > 0 tal que

1B(x. y)llc < Mllxlle llyllr  paratodo x €E, yeF.

Sea B(E, F; G) el espacio vectorial de las aplicaciones bilineales continuas de E X F en G.
Comprobar que la féormula

IB| := sup{ [|B(x,y)llc : lIxlle < 1, llyllrp < 1}
define una norma en B(E, F; G).

Ejercicio 2.4. Sea L(E) = L(E, E) el espacio de operadores lineales continuos sobre E. Sean
A,B € L(E) y definase Ty p: L(E) — L(E) : X — AXB. Demostrar que Ty € L(L(E)), con
I Tasll < [IA[l[IB]]-

Ejercicio 2.5. La férmula
X
Tf(x) ::/0 f(t)dt

define una aplicacién lineal T: C([0, 1]) — C([0, 1]). Demostrar que T es continua y que
IIT|| = 1. Demostrar por induccién que

T"f(x) = /O e CERIHO

y concluir que ||T"|| < 1/n! paran € N.
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Ejercicio 2.6. Definase dos operadores de operadores de corrimiento U,V € L(£) por las
férmulas:

U: (x09xl’x29--~9xn"") = (xl’x27x3""’xn+la"'),

Vi (x0, X1, %2, s Xy o .. ) B (0, %0, X1y oy Xy e v 2 ).
Calcular las normas [|U||,—, ¥ ||V ||,—, definidas por (2.22), para cualquier p con 1 < p < oo.

Ejercicio 2.7. Si [a,b] € R es un intervalo compacto, sea C([a, b]) el espacio vectorial
de funciones continuas f: [a,b] — C. Si a < s < b, demostrar que la evaluaciéon
evs: C([a, b]) — C definida por evs(f) := f(s) es una forma lineal y continua sobre Cl[a, b|
con su norma usual || - |lco; pero evg no es continua sobre C([a, b]) dotado con la norma || - |,.

Ejercicio 2.8. Sea F(C) el espacio de Bargmann y Segal (Ejemplo 1.21). Cada f € F(C)
tiene una serie de Taylor f(z) = 37, a.2z", convergente en todo C.

(a) Comprobar que ||f||> = X2, n! [a,|. Concluir que los monomios u,(z) := (n!)~1/2 2",
para n € N, forman una base ortonormal para F(C).

(b) Usar la desigualdad de Schwarz para comprobar que
lf )| < I|IfIl el paratodo =z € C.

Concluir que la evaluacion ev, : f — f(z) [para cualquier z € C] es una forma lineal
continua sobre F(C).

(c) Definase una familia de funciones { e,, : w € C } por
ew(2) := exp(wz) = e"* para z,w e C.
Verificar que cada e,, € F(C) y que (ey, | f) = f(w) para todo w € C.

Ejercicio 2.9. Sea E = C([—1, 1]) con la norma ||u||e := sup{ |u(t)| : =1 < t < 1 }. Definase

1 0
h(u) ::‘/O‘ u(t)dt — ‘[1 u(t)dt.

Comprobar que h: E — C es lineal y continua, con ||h|| = 2. Demostrar también que no hay
u € E alguna con ||u|lo = 1y |h(u)| = 2.

Ejercicio 2.10. Sea E el espacio normado de todos los polinomios complejos p: [0, 1] — C,
con la norma ||p||; := /01 |p(t)| dt. Demostrar que la forma bilineal B: E X E — C dada por

1 . : .
B(p, q) := /0 p(t) q(t) dt es separadamente continua pero no es conjuntamente continua.
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Ejercicio 2.11 (Limites de Banach). Sea E = £ el espacio de Banach real de sucesiones
reales acotadas, con la norma ||x||« := sup,cy |¥n|. Dendtese por E* el espacio de formas
R-lineales continuas sobre E. Sea U: E — E el operador de corrimiento (Ux), := Xp+1.
Demostrar que hay un elemento L € E* tal que:

(a) L(Ux) = L(x) para todo x € E;
(b) liminf, x, < L(x) < limsup,, x, para todo x € E.

[ Indicacion: Sea p,(x) := (xo + x1 + - - - + x,)/(n + 1) y sea M el subespacio de sucesiones
acotadas x tales que lim, u,(x) existe. Demostrar que p(x) := limsup, x, es una funcién
convexa sobre E, y aplicar el teorema de Hahn y Banach. |

Ejercicio 2.12. Considérese C™) como espacio normado con la norma || - ||e.. Definase una
aplicacién lineal T: C™N) — C™ por

T: (X0, X1, X025 ooy Xpy...) > (x0,2%x1,3%2, ..., IXp_1, . .. ).

Demostrar que T no es continua, pero que hay una sucesion de aplicaciones lineales continuas
T,: CN — CMN), paran € N, tal que Tx = lim,_, T,x para todo x € C™. [;Por qué este
ejemplo no contradice el principio de acotacion uniforme?]

Ejercicio 2.13. Si E y F son espacios de Banach, se puede definir dos normas sobre su suma
directa algebraica E® F := {(x,y) : x € E, y € F }:

1Ge, Il = lixlle + Mlylle, — MGe I := max{l[x|le, [lyllr}-

Verificar que estas dos normas sobre E @ F son equivalentes, y que E @ F es un espacio de
Banach para ambas normas.

Ejercicio 2.14. Definase f; € C([0,1]) para 0 < s < 1 por f;(t) := 2st/(1 — s*t?). Calcular
| fsllo ¥ Il fslli. Concluir que las normas || - || ¥ || - ||1 no son equivalentes sobre el espacio
C-vectorial C([0, 1]).

Ejercicio 2.15. Sea E un espacio de Banach y sean M, N dos subespacios de E tales que
MNN ={0}yM+ N = E. Definase P: E — E por P(x + y) := x cuando x € M, y € N;
ffjese que P> = P. Demostrar que la aplicacién lineal idempotente P es continua si y solo si
My N son subespacios cerrados de E.

Ejercicio 2.16. Sean E, F dos espacios de Banach, y sea T € L(E, F) un operador tal que haya
m > 0 con ||Tx|| > m||x|| para todo x € E. Demostrar que RanT := {Tx : x € E} es un
subespacio cerrado de F. Demostrar ademds que T~! existe con T~! € £L(RanT, E).

Ejercicio 2.17. Sean S: H - Hy T: H — H dos aplicaciones lineales de un espacio de
Hilbert H en si mismo, tales que (y | Sx) = (Ty | x) para todo x,y € H. Demostrar que Sy T
son continuas.
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Ejercicio 2.18. Sea C![a, b] el espacio vectorial de funciones continuamente diferenciables
f:[a,b] — C; donde los derivadas en los extremos son unilaterales:

oy Jla+h) - f(a) oy i J(O) = f(b—h)
f(a) := lﬁﬂ} p , f'(b) := l}gg . .

Demostrar que C![a, b] es un subespacio denso de C[a, b]; este subespacio denso es el dominio
del operador de derivaciéon D: f +— f’ sobre Cla, b].

Verificar que D tiene grafo cerrado en Cla, b] X C[a, b], pero que D no se extiende a una
aplicacion lineal continua sobre C[a, b]. ;Por qué esto no contradice el teorema del grafo
cerrado?

Ejercicio 2.19. Considérese la ecuacion diferencial lineal ordinaria con condicién inicial:

X'+ f()x(t) =g(1),  x(a) =z
donde f € C[a, b]. Se sabe que este problema tiene solucién tnica x € C'[a, b] si g € C[a, b],
z € C. Demostrar que esta soluciéon depende continuamente de los datos g, z.
Concretamente: dadas una sucesion de funciones {g,} € C[a, b] y una sucesioén {z,} c C
tales que g,(t) — g¢(t) uniformemente sobre [a, b], y z, — z, verificar que las soluciones
correspondientes x, cumplen x,(t) — x(t) y x,(t) — x’(t) uniformemente sobre [a, b].

[ Indicacién: usar la norma ||x||| := ||x]le + ||x’||co SObre C'[a, b], para comprobar que la
aplicacion lineal x — (x’ + fx,x(a)) entre espacios apropiados tiene un inverso continuo.

Ejercicio 2.20. Considérese el espacio de Banach E := { f € C([-x, x]) : f(—n) = f(r) } de
funciones continuas periddicas, el cual es un subespacio cerrado de C([—, ]). Demostrar
que existe una funcién f € E tales que las sumas parciales de su desarrollo de Fourier:

T.f(6) := Z ce(f)e*?,  donde cr(f) := 1 / " ko f(0)do para ke Z,

2
k=-n 4 T

no convergen uniformemente sobre [—7, 7r]. Para ello, observar que T, es una convolucion:

T.f(0)i= Dy« £(0)i= 5 [ Du(0- )51

donde D, es el miicleo de Dirichlet:
L sen((n + %)0)

. ikf _
Du(8) = Z © 7 sen(%@)

k=—n
Comprobar que

4 1 1
Tl =Dulli > =1+ =+ +—],
I3l = IDall ﬂz( : )

y concluir que la sucesion {T,, f} es divergente para algin f.
[ Indicacién: usar | sen(%@)l < %l@l y cambiar ¢ := (n + %)9 en la integral de |D,(0)]. |
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Ejercicio 2.21. Si E = C[0, 1], definase f € E* por f(x) := /01 t x(t)dt. Encontrar un
elemento xp € E tal que ||xol| = 1y f(x0) = || f]]-

Sea g := f|y donde M := {x € E : x(1) = 0}. Demostrar que ||g|| = || f||, de modo que
g € M*, pero que g no alcanza su norma sobre elemento alguna de la bola unitaria By (M).

Ejercicio 2.22. Sea E un espacio normado y dendtese por E;. el espacio localmente convexo
E* con la topologia débil estelar o(E*, E). Demostrar que E. es metrizable si y sélo si el
espacio vectorial E posee una base (de Hamel) numerable.

Demostrar que un espacio de Banach no puede tener una base de Hamel infinita pero nume-
rable { x1, x2, x3, . .. }. [ Indicacion: tomar A, := lin{xy, ..., x,) y usar el teorema de Baire. |
Concluir que E, no es metrizable cuando E es un espacio de Banach infinitodimensional.

Ejercicio 2.23. Sea c el espacio de Banach de sucesiones convergentes, con lanorma || x||e :=
supyey |*k|- Usando las notaciones xo := limpex, parax e cy 1 := (1,1,...,1,...),
verificar que x = xoo 1 + 27 5(Xk — Xoo) €, como desarrollo convergente en la norma de c.
Hallar un apareamiento de dualidad entre c 'y £ I Con esta apareamiento, demostrar que c* es
isométricamente isomorfa a £ L

[ Los espacios de Banach ¢, y ¢ forman entonces un contraejemplo a la afirmacién de que
E* ~ F* implica E ~ F. |

Ejercicio 2.24. El espacio s de sucesiones rdpidamente decrecientes (Ejemplo 1.10) es un
espacio de Fréchet. Su topologia estd dada por las seminormas { r, : n € N }, donde
I 1/2
ra(x) = (Z(k + 1)2"|xk|2) para xe€CN, neZ.
k=0

Definase el espacio t de sucesiones lentamente crecientes por
t:={yeC":r_,(y) < ocoparaalginme N}.

Demostrar que el apareamiento de dualidad (2.9): (y,x) := ;7 yxxi estd definido para
X € s,y € t; y que esta férmula define una biyeccion lineal entre ¢ y s*.

Ejercicio 2.25. Sea (X, J, ;1) un espacio de medida con pu(X) < co. Mostrar que el espacio
dual de L' (X, y1)* es isométricamente isomorfa a L*(X, y).

[ Indicacién: Cada T € L'(X, p)* es de la forma Tf = /x fgrdu para alguna funcién
medible gr. Sir > ||T||, demostrar que { x € X : |gr(x)| > r } es de medida nula. |

Ejercicio 2.26. Demostrar que L'[a, b] es isométricamente isomorfa a un subespacio propio
de (L*[a, b])*. Para ello, comprobar que la evaluacién f — f(b) es una forma lineal continua
de norma 1 sobre C[a, b], que se extiende — por el teorema de Hahn y Banach — a un elemento
de (L*[a, b])*; deducir que la imagen de L'[a, b] no es todo (L*[a, b])*.

Concluir que tanto L'[a, b] como L*[a, b] son espacios de Banach no reflexivos.
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Ejercicio 2.27. Sea Mfa(N) el espacio normado de medidas acotadas finitamente aditivas
sobre N; sus elementos son las funciones y: 2N — C tales que

p(@) =0; u(AwB) = pu(A)+uB); lpll = Sup{z |u(Aj)] - N = UAJ} < oo,
j=1 J=1

Si T € (£°)*, comprobar que A — T(14) es un elemento de Mfa(N). Demostrar que esta
correspondencia es una isometria biyectiva entre (£7°)" y Mfa(N). Verificar también que
€ J(€Y) siy solo si y es numerablemente aditiva.

Ejercicio 2.28. Si S € £L(C",C™) posee la matriz A = [aji] respecto de las bases estdndares
de C" y C™, verificar que la matriz del operador S' es la transpuesta matricial A' := [ay;].

Ejercicio 2.29. (a) Si g € C[a,b], el operador de multiplicacion M, € L(L?[a, b]) se
define por Myh(t) := g(t) h(t) para h € L?[a,b]. Obtener las formas explicitas de la
transpuesta M; y del adjunto Mg.

(b) Sik € C([a,b] x [a, b]), definase un operador integral K € £(L*[a, b]) por
b
Kh(t) = / k(t,s)h(s)ds para he I2[a,b].

Obtener las formas explicitas de la transpuesta K' y del adjunto K*.

Ejercicio 2.30. Si H es un espacio de Hilbert, x, y € H, el simbolo |x)(y| denota el operador
de rango uno z — x(y | z) = (y | z)x. ;Cudl es el adjunto de este operador en L(H)?

Ejercicio 2.31. (a) Sea E un espacio normado con espacio dual separable E*. Demostrar
que E también es separable.
[ Indicacion: si {y,} es una sucesién densa en E*, elijase puntos x, € E paran € N con
[{Yn, xn)| > %Ilynll ||xn||. Verificar que el subespacio lin{x, : n € N) es denso en E. |

(b) Concluir que un espacio de Banach reflexivo E es separable si y solo si E* es separable.
Dar un ejemplo de un espacio de Banach separable con espacio dual no separable.

Ejercicio 2.32. Si x € ¢, sea f, € C[0, 1] la funcién continua dada por

1-t t
= _ — | = - — = ’ <ts L.
fx(0) :=0, fx( p + P 1) (1 —t)xp—1 +tx, para k>1,0<t<1

Demostrar que x + f; es una isometria (no sobreyectiva) de ¢, en C[0, 1]. Concluir que el
espacio de Banach C[0, 1] no es reflexivo.
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Ejercicio 2.33. Si E es un espacio de Banach reflexivo, mostrar que E* también es reflexivo.

Ejercicio 2.34. Si E es un espacio de Banach y M < E es un subespacio cerrado, demostrar
que la reflexividad de E implica la reflexividad de M y de E/M. Si, por el contrario, tanto M
como E/M son reflexivos, ;puede afirmarse que E es reflexivo?

Ejercicio 2.35. (a) Sean f,gj,...,g, formas lineales sobre un espacio C-vectorial E.
Comprobar que f = ajg; + -+ + amgm para algunos coeficientes ay,...,a, € C
siy solosi (2 kerg; < ker f.

(b) Si E es un espacio localmente convexo, demostrar que una forma lineal f: E — C es
continua si y solo si ker f es un subespacio cerrado de E.

(c) Si E es un espacio localmente convexo, sea E, el espacio C-vectorial E dotado con la
topologia débil o(E, E*); demostrar que (E,)* = E*.

Ejercicio 2.36. Sea E un espacio de Banach y sea P € L(E) idempotente, esto es, P> = P;
véase el Ejercicio 2.15.

(a) Demostrar que un subespacio cerrado M < E es la imagen M = P(E) de un operador
idempotente si y solo si M posee un complemento en E: un complemento de M, si
existe, es otro subespacio cerrado N < E con M N N = {0}, tal que E ~ M & N como
espacios de Banach. (La norma de M & N estd dada por ||x + y|| := [|x|la + llylln-)

(b) Verificar que ||P|| > 1 excepto si P = 0. Dar un ejemplo de un operador idempotente
con ||P|| > 1.

(¢) SiJ: E— E* vy Ji: E* — E** son los encajes naturales, demostrar que P := J;J' es un
idempotente de norma 1 en L(E*).
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3 Operadores y Teoria Espectral

He had bought a large map representing the sea,
Without the least vestige of land:
And the crew were much pleased when they found it to be
A map they could all understand.
— Lewis Carroll, The Hunting of the Snark*

3.1 Algebras de Banach

Si H es un espacio de Hilbert, los operadores acotados forman un espacio de Banach L£(H)
que ademds es un dlgebra: la composicion usual de operadores es un producto asociativo
que también es una aplicacion bilineal continua. Este es un ejemplo tipico de un dlgebra de
Banach. Los operadores acotados invertibles forman el grupo de elementos invertibles en
esta dlgebra de Banach.

Por otra parte, el espacio C(K) de funciones continuas sobre un conjunto compacto K es
un dlgebra de Banach conmutativa, bajo el producto usual de funciones. Toda la informacién
acerca del espacio topolégico K puede extraerse del estudio de esta dlgebra C(K). Desde
ese punto de vista, el dlgebra no conmutativa £(H) puede considerarse como una especie de
dlgebra de coordenadas de un espacio topolégico no conmutativo.?

Definicion 3.1. Un algebra de Banach es un espacio de Banach A que posee un producto
bilineal y asociativo AX A — A : (x,y) — xy tal que

lxeyll < llx[Hlyll  paratodo x,y € A. (3.1)

Dicese que A es unital si hay? un elemento identidad 1 € Acon ||1]| = 1. 0

La relacion (3.1) implica la continuidad del producto. En efecto, si x, — x,y, — yen A,
entonces ||y,|| — ||y|| y por tanto la sucesion de las normas ||y, || es acotada; en consecuencia,
cuando n — oo, se verifica

lxnyn = xyll < %0y = xynll + Ixyn — xyll < [lxn = x[[ {|yall + llx]l lyn = yll — 0.

!Charles L. Dodgson (1832-1898), matematico inglés, escribi varios cuentos y poemas bajo el pseudénimo
Lewis Carroll.

?La correspondencia K <> C(K) dalugar a un funtor contravariante entre los espacios topolégicos compactos
(de Hausdorff) y ciertas dlgebras de Banach conmutativas. Este es un resultado fundamental de Guelfand y
Naimark, en un articulo que se considera un punto de partida de la llamada geometria no conmutativa: Israel M.
Guelfand y Mark A. Naimark, “On the embedding of normed rings into the ring of operators in Hilbert space”,
Matematicheskii Sbornik 12 (1943), 197—213.

3El contexto permitird distinguir la identidad 1 € A del niimero 1 € C.
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Ejemplo 3.2. Si H es un espacio de Hilbert, el espacio £L(H) con la composicién de operadores
(lineales y continuos) es un dlgebra de Banach unital. Para comprobar (3.1), basta notar que

ISTIl = sup [ISTx|[ < sup [[S[|ITx[| = [ISI[IT]l. 0

llxll<1 llxll<1

Ejemplo 3.3. Si K es un espacio topolégico compacto, C(K) con el producto puntual de
funciones es un dlgebra de Banach conmutativa, cuyo elemento unidad es la funcién constante
de valor 1:

I fgllo = sup (@) g@®)] < sup [f(s)g®)] = | fllcollgllco- 0

s,teK

Ejemplo 3.4. Si X es un espacio topoldgico localmente compacto pero no compacto, Cy(X)
con el producto puntual de funciones es un dlgebra conmutativa de Banach no unital. o

Ejemplo 3.5. El espacio de sucesiones £ Lesun algebra de Banach bajo el producto de Cauchy
de sucesiones: (x * y), := 2\p_ XkYn—k- 0

Ejemplo 3.6. Si f,g € L'(R™) son dos funciones integrables, su convolucién es la funcién
f *g: R™ — C definida por cualquiera de las férmulas

fegx) = / For— 1) gty d™ = / ) glx - 5)d™s (3.2)

(donde el dominio de estas integrales es todo R™). Estas dos integrales son iguales porque la
medida de Lebesgue es invariante bajo el cambio de variable s := x — t para cada x fijo. El
teorema de Fubini garantiza que f * g es también integrable, con

1 * gl = / f * gx)] d™x < / G = Dl gDl d™t d™x
- // £ (o)l dmt d™s = / F)ld™s / gl d™ = [Lf i lglh

Entonces L!(R™) es un 4lgebra de Banach bajo convolucién, conmutativa pero no unital. ¢

Lema 3.7. Cualquier dlgebra de Banach A es isomorfo a un ideal de codimension 1 en un
dlgebra de Banach unital.

Demostracion. Definase A™ := A @ C, con producto y norma definidos por
(6 (s p) o= (e + Ay +xy, Ap), G D= ] + (AL
Este producto es bilineal y asociativo, con elemento identidad (0, 1). Ademas, resulta que
[|Ge, D, || = llpx + Ay + xyll + [Aul < (Il + 1AL (lyll + |g1),
asi que A* es un dlgebra de Banach. Esta claro que { (x,0) : x € A} es un ideal en A™ y que

x > (x,0) es una isometria lineal de A en A* que preserva productos. O

3-2
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Si el dlgebra de Banach A ya es unital, hay un isomorfismo de dlgebras A* ~ A & C dado
por (x,A) = (x — A1, 7).

Ejemplo 3.8. Si A = Cy(X) con X localmente compacto pero no compacto, la compacti-
ficacion de un punto de X es el compacto X* := X & {oo}. El isomorfismo usual entre Cy(X)
y{f € C(X*): f(c0) = 0} entrelaza los productos puntuales; al identificar C con el conjunto
de funciones constantes sobre X*, se ve que A™ ~ C(X™). 0

» Enadelante, las dlgebras de Banach mencionadas serdn unitales, salvo indicacion contraria.
El grupo de elementos invertibles de A serd denotado por A*. Fijese que 1 € A*.

Escolio 3.9. En un espacio de Banach E, una serie 3.}, xy converge (por definicion) si la
sucesion de sus sumas parciales converge en la norma de E. Esta serie se dice absolutamente
convergente si 3.7 ||xi|| converge en R. Entonces una serie absolutamente convergente es
convergente en E; y se verifica la desigualdad

(o]
< > el
k=0

Proposicion 3.10. Sea A un dlgebra de Banach unital. El grupo A* es abierto en A e incluye
la bola abierta {x € A: ||1 —x|| <1}

oo

S

k=0

Demostracion. Siy € Acon ||y|| < 1ysim > n,ladesigualdad triangular y la propiedad (3.1)

implican que#
Y - N [lyll”
2 < oM< il <
k=n k=n k=n - Hy”

Entonces, las sumas parciales de }7° y* forman una sucesién de Cauchy en A; esta serie
geométrica converge absolutamente en A.

Témese x € A con |[1 —x|| < 1. Escribase z, := X} _o(1 - x)kyz:= Dol = x)k € A;
de modo que z, — z en A. Entonces

xz2=z—-(l-x)z=z- lim((1 —x)z,) =z— lim(z,41 — 1) =1,
n—oo n—oo
zx=z-z(1-x)=z—- lim(z,(1 —x)) =z— lim(z,41 — 1) =1,
n—oo n—oo
asi que x € AX conx! = 372 (1 —x)k.
Mis generalmente, si y € AX, témese x € A con ||x — y|| < 1/|ly~!||. Entonces

ley™ =1l < llx =gl lly™ll < 1,
ly™x =1 < lly™ ' Hx =yl < 1,

4Aqui se emplea el convenio y° := 1siy # 0en A.
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asi que hay u, v € Atales que xy~'u = 1 y vy~'x = 1, por el parrafo anterior. Luego, x tiene
inversos a la derecha y a la izquierda, que necesariamente coinciden; es decir, x es invertible
en A, con y~'u = vy~! = x~!. Esto dice que AX incluye la bola abierta B(y; 1/ly~! |) toda
vez que y € A*. Se concluye que A es abierto en A. ]

1

En el grupo A%, lainversién x — x~' no solamente es continua sino también diferenciable.

Definicion 3.11. Sean E y F dos espacios de Banach; sea U un abierto en E. Una funcién
f: U — F es diferenciable (en el sentido de Fréchet) en x € U, si existe T € L(E, F) tal que:
para todo ¢ > O hay § = 8(¢) > O con B(x;6) CU y

[0l <6 = llf(x+0) = f(x) = To| <elo]|.

Se escribe df(x) := T. Si f es diferenciable en cada x € U, la funcion df: U — L(E, F) es
su derivada. ¢

Obsérvese que si S € L(E, F) es lineal y continua, entonces S es automdticamente diferen-
ciable en E, con dS(x) = S para todo x € E.

Si f es diferenciable en x, ||[v|| < 8(e) = ||f(x+v)— f(x)|| < (|IT]| + ¢)||v]l, asi que f
es continua en x: una funcion diferenciable es automdticamente continua.

Si V un abierto en F tal que f(U) € V,ysig: V — G es otra funcién diferenciable
con valores en un espacio de Banach G, es facil comprobar la regla de la cadena que
dice que d(g o f)(x) = dg(f(x)) o df(x). Fijese que df(x) € L(E,F), dg(f(x)) € L(F,G),
d(g o f)(x) € L(E, G).

En el caso especial E = C, el teorema de Cauchy muestra que toda funcion diferenciable
en U es una funcién holomorfa, con valores vectoriales en F. Los teoremas de la teoria
de una variable compleja siguen vdlidos para tales funciones; es cuestion de reemplazar el
valor absoluto en C por la norma de F en los lugares apropiados. En particular, las férmulas
integrales de Cauchy, el teorema de Liouville, los integrales de contorno y los desarrollos de
Taylor y de Laurent conservan su validez, mutatis mutandis, para funciones holomorfas con
valores vectoriales.

Proposicién 3.12. Sea A un dlgebra de Banach unital. La inversién h: AX — AX : x > x~!

es diferenciable (y por ende continua), con dh(x): z — —x"'zx7! para x € AX, z € A.

Demostracion. En primer lugar, resulta que dh(1) = —1 € L(A), porque

N N &S

k k
E(—v) < § [oll* = <e|loll
k:2 k=2

1+ 0)" =1 +0] = (1 +0)" = (1 = 0)]| = -
=l

toda vez que ||v|| < § :=¢/(1 + ¢).
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Si x € A%, escribase y = x~!; definase los operadores de multiplicacién Ly, Ry € L(A) por
Ly(2) := yz, Ry(2) := zy. Fijese que Ly(h(Ry(2))) = Ly(h(zx™")) = Ly(xz™") = z~! para todo
z € A*; es decir, Lyo ho R, = h. La regla de la cadena entonces muestra que

dh(x) = Ly o dh(Ry(x)) o Ry = Lyo (=1) o Ry = =L, o Ry : z > —x " 'zx . O

» El concepto fundamental de la teoria de dlgebras de Banach es el espectro de un elemento.
(Este término tiene su origen en la fisica atdmica, donde significa un conjunto de frecuencias
de lineas de emisién — o absorcion — en una banda de luz.)

Definicion 3.13. Sea A un dlgebra de Banach unital, x € A. El espectro sp(x) ¢ C de x se
define como

sp(x) :={A1€C: (Al —x) ' noexiste} = {1 € C: (Al —x) ¢ A}.

En particular, si H es un espacio de Hilbert, el espectro de un operador T € L(H) es el
conjunto de escalares A € C tales que A1 — T no es invertible en £(H). O

Ejemplo 3.14. Si A = M,(C) ~ L(C") y T € A, la matriz A1 — T no es invertible si y solo si
det (Al — T) = 0. En este caso, sp(T) es el conjunto (finito) de los autovalores de T. O

Ejemplo 3.15. Si A = C(K) con K compacto, entonces g € A* si y solo si la funcién g no
se anula en K, porque el inverso puntual de g es su reciproco x — 1/g(x). Si f € C(K), la
funcién (A1 — f): x — A — f(x) no es invertible si y solo si A = f(x) para algin x € K. En
este caso, sp(f) coincide con la imagen f(K) c C.

Este ejemplo deja ver que cualquier compacto K € C es un posible espectro:> basta tomar
A=C(K)y f(1) = Aen A, para obtener sp(f) = K. o

Un teorema del édlgebra lineal finitodimensional dice que cada matriz compleja posee
al menos un autovalor complejo. [ Esto sucede porque C es algebraicamente cerrado: hay
matrices en M,(R) que no poseen autovalores reales. || El resultado sigue valido para dlgebras
de Banach (complejas): el espectro de un elemento no puede ser vacio.

Proposicion 3.16 (Guelfand). Sea A un dlgebra de Banach unital. Si x € A, entonces sp(x)
es compacto en C y no es vacio.

Demostracion. Tomese A € C con |A| > ||x||, de modo que ||x/A|| < 1; por la Proposi-
cion 3.10, (1 — x/A) es invertible, luego A1 — x = A(1 — x/A) € A*. Esto muestra que

sp(x) S {AeC: A <]} (3:3)

5Si X es un espacio topoldgico, la notaciéon K € X significa que K es una parta compacta de X.
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Definase f;: C\sp(x) — A : 1 — (A1 —x)~!; esta f; es continua, por ser la composicién
de las funciones continuas A — (A1 —x)y z = z~!. Luego C \ sp(x) = f;!(AX) es abierto
en C, asi que sp(x) es cerrado. Por (3.3) y el teorema de Heine y Borel, sp(x) es compacto
en C.

La funcién f, es diferenciable por la regla de la cadena, en vista de la Proposicién 3.12.
Luego f; es holomorfa en C \ sp(x). En la regién |A| > ||x|| posee un desarrollo de Laurent:

1 7l e xk
SN TEEI JE
0 =30-3) =25
Por lo tanto, para |A| > ||x||, se obtiene
SBEal 3l
(D < = 0 do A . .
LA ;}WH ZWH T ”xnﬁ cuando A — oo, (3.4)

Si sp(x) fuera vacio, f; seria una funcién holomorfa entera (con valores vectoriales), acotada
en el disco compacto { A : |[A| < ||x|| + 1} por su supremo alli, y acotada fuera de este disco
por 1, debido a (3.4). Por el teorema de Liouville, f seria constante; pero, en vista de (3.4),
este valor constante seria O € A, el cual no pertenece a A*. Se concluye que sp(x) # 0. O

Corolario 3.17 (Guelfand y Mazur). Si el dlgebra de Banach A es un dlgebra de division (o
un cuerpo), entonces A =~ C.

Demostracion. Si x € A, tomese A € sp(x), ya que sp(x) # 0. Entonces A1 — x = 0, porque
el unico elemento no invertible de A es 0. Esto muestra que A = C 1. O

Definicion 3.18. Sea A un dlgebra de Banach unital. El radio espectral de x € A es

r(x) := sup{ || : 4 € sp(x) }.
La relacion (3.3) muestra que r(x) < ||x||. o

Proposicion 3.19. Sea A un dlgebra de Banach unital. Si x € A, el siguiente limite existe y
coincide con su radio espectral:

1
n” /n.

r(x) = lim ||x 3:5)

Demostracion. La serie de Laurent de f,(1) := (A1 — x)~!, definida inicialmente en el anillo
abierto {A € C : |A| > ||x|| }, converge en el anillo {A € C : |A] > r(x)}, donde f;
estd definida y es holomorfa. Si R es el radio de convergencia de la serie de potencias
¢ 202 Ik (al tomar ¢ := A71), entonces limsup,, ., [|x"[|'/" = R™! < r(x).
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Obsérvese que A € sp(x) = A" € sp(x") para n € N*, en vista de la identidad
M =x"= Al =) A"+ 212 + -+ A" 2 + 171,
que muestra que (A1 — x) tendria un inverso si (A"1 — x") fuera invertible. Entonces

Aesp(x) = |A"] < ||x"|| paratodon € N = |A]| < liminf ||x”||1/”.
n—oo

En resumen, vale limsup, ||x"||'/" < r(x) < liminf, ||x"]|'/". Por lo tanto, lim,_,, ||x"]|'/"

existe y coincide con r(x). O
. ) . 0 1

Ejemplo 3.20. En A = M(C) = £L(C?), la matriz x = 0 0 cumple ||x|| = 1 pero

sp(x) = {0}, asi que r(x) = 0 < ||x|]l. Obviamente, vale ||x"||'/" = 0 para n > 2. Mas

generalmente, cualquier matriz nilpotente tiene radio espectral 0.
En cambio, si x = diag[Ay,...,A,] € M,(C) es una matriz diagonal con los autovalores
A;j indicados, entonces r(x) = ||x|| = maxi<j<n |4;]. O

» Hay una clase de dlgebras de Banach de particular importancia, debido al buen compor-
tamiento de los espectros de sus elementos. Estas dlgebras poseen una involucion y sus
normas cumplen una propiedad sencilla pero fundamental.

Definicion 3.21. Una involucion isométrica en un dlgebra de Banach A es una aplicacién
x — x* de Aen A que es:

* semilineal: (ax + fy)* = ax* + fy*;
* antihomomorfica: (xy)* = y*x*;

* involutiva: (x*)* = x;

* e isométrica: ||x*|| = ||x]|.

Si A posee una involucién isométrica, dicese que A es un algebra de Banach involutiva.
Una C*-algebra es un dlgebra de Banach involutiva que ademds satisface:®

lx*x|| = ||x||> paratodo x € A. (3.6)

Un elemento x en una C*-dlgebra es normal si x*x = xx™; es autoadjunto si x* = x. o

6 Algunos autores la llaman B*-dlgebra, reservando C*-dlgebra para las *-subdlgebras cerradas de £(H).
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Ejemplo 3.22. Si K es compacto, C(K) es un dlgebra de Banach involutiva bajo conjugacién
compleja, f*(x) := f(x). Ademds, cada f € C(K) satisface

1" flleo = sup{ |f(x) f(x)] : x € K} = sup{ |[f(x)|* : x € K} = |IfII2,
asi que C(K) es una C*-dlgebra unital y conmutativa. o

Ejemplo 3.23. El dlgebra de Banach L'(R™), bajo convolucién, posee una involucién iso-
métrica dada por h*(x) := h(—x). Esta algebra de Banach involutiva es conmutativa pero no es
una C*-dlgebra: aunque ||h* = h||; < ||h||f en general, es facil encontrar elementos h € L'(R™)
para los cuales esta desigualdad es estricta. ¢

Ejemplo 3.24. Si H es un espacio de Hilbert, la correspondencia T +— T* es una involucién
isométrica sobre L(H). Esta es una C*-algebra, unital pero no conmutativa, porque

IT*TIl = sup{ [¢x | T°Tx)| « llx]l < 1}
= sup{ [(Tx | Tx)| : [|x[l < 1}
= sup{ | Tx|I? : [|x[l < 1} = |IT|I*. (3.7)
La siguiente Proposicion justifica la primera de estas igualdades. o

Proposicion 3.25. Si H es un espacio de Hilbert, seaT = T* € L(H) un operador autoadjunto.
Entonces su norma satisface la relacion

ITI = sup [¢x | Tx)].

llxll<1
Demostracion. El radio numérico de un operador T € L(H) se define como
o(T) := sup{ [(x [ Tx)| : [|x|l < 1}
La desigualdad de Schwarz muestra que

o(T) < sup |Ix[[ITx]l < sup [IT|l llx|I* = |IT|l.

llxll<1 llxll<1

Cabe recordar la formula (2.19): ||T|| = sup{ |{y | Tx)| : ||x]| < 1, ||yl < 1}.
Ahora bien, si T = T* y si x,y € H, entonces

Ry |Txy =1 (I Tx) +(Tx|y)) = 3((y | Tx) + (x | Ty))
Hx+y| Tx+y) —(x—y | T(x —y)))
< 1o()(llx +ylI* + llx = yll*) = 3 (D) (IIx]I* + llylI*),

por la ley del paralelogramo. Mé4s generalmente, al escribir (y | Tx) = e®|(y | Tx)], se obtiene
Ky 1 T = ey | Tx) = (ey | Tx) < 5o(D(IIx]* + llyl?).

Al aplicar la férmula (2.19), se concluye que ||T|| < (T) cuando T = T*. O
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Lema 3.26. Si x € A, un dlgebra de Banach involutiva, entonces sp(x*) = {1 : A € sp(x) }.

Demostracion. Nétese que (y*)~' = (y~')* paratodo y € A* (porque si yz = zy = 1, entonces
Z'y* = y*z* = 1). Luego, (11 — x*) = (A1 — x)* es invertible si y solo si (A1 — x) es invertible
en A. En otras palabras, A € sp(x*) si y solo si A € sp(x). ]

Proposicion 3.27. Sea A una C*-dlgebra, x € A.
(a) Six esnormal: xx* = x*x, entonces r(x) = ||x||.
(b) Si x es autoadjunto: x = x*, entonces sp(x) C R.

Demostracion. Ad(a): Al aplicar la propiedad (3.6) con x = y*y, se obtiene

Iyl = 1Y Gyl = lly*yll*.

Por induccién, vale ||(y*y)2k|| = |ly*yll* para k € N. Ahora, si xx* = x*x, es evidente que
(x")*x™ = (x*x)" para todo n € N. La Proposicién 3.19 entonces muestra que

r) = Jim |7 = tim [l = gim [
—00 k_)oo

= Jim [l = w2 =

Ad(b): Six™ = x, tdbmese A = a + iff € sp(x) con a, f € R. Paratodo y € R, se ve
enseguida que o + i(f +y) = A + iy € sp(x + iy1). Por lo tanto,

2+ (B+y)? <rlxe+iy)? < lx+ iyl =[x + iy D) (x + iy D]
= l(x — iy D)(x + iy Dl = [l* + y2 1 < [Ix)* + y*.

En consecuencia, & + % + 2By < ||x||? para todo y € R. Esto solo es posible si f = 0, es
decir, A = a € R. Por lo tanto, el espectro de x es real. m]

» Sip € C[X] es un polinomio, p({) = fo + f1{ + - - - + pn{", para cada elemento x de un
algebra unital A se define p(x) := ol + fi1x + - -- + B,x" € A por sustitucion directa. Si A es
un algebra de Banach, el espectro de p(x) se obtiene del espectro de x de la misma manera,
segun la proposicion siguiente, conocido como el teorema de la aplicacion espectral.

Proposicion 3.28. Si A un dlgebra de Banach unital y si p € C[X], entonces:

(a) Vale sp(p(x)) = p(sp(x)) = { p(4) : A € sp(x) } para todo x € A.

(b) Si Aesuna C*-dlgebray si x = x*, entonces ||p(x)|| = sup{ |p(1)| : A € sp(x) }.
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Demostracion. Ad(a): Toémese A € sp(x). Por el teorema del factor, hay otro polinomio
q € C[X] tal que p(A) — p({) = (A — ) q({) para { € C. Por sustitucién directa, se obtiene
p(M)1 —p(x) = (A1 — x)g(x) en A. Siy € Aesun inverso para p(41)1 — p(x), entonces g(x)y es
un inverso para A1 — x. Por lo tanto, p(1) € sp(p(x)).

Por otro lado, tomese p € sp(p(x)). Si p es constante, p({) = yu, entonces p € p(sp(x))
porque sp(p(x)) = sp(ul) = {p}. Sip no es constante, el polinomio y — p es un producto de
factores de primer grado, por el teorema fundamental del dlgebra:

p=p()=ao(ar =) a2 =) (an—{) concadaa; € C, ap # 0.

Entonces p1 — p(x) = ap(a11 — x) - - - (@1 — x). Como este producto no es invertible en A,
hay al menos un factor (a1 — x) que no es invertible; luego ax € sp(x). En consecuencia,

1 = plae) € plsp().
Ad(b): Six=x"yp()=po+p1{+ -+ Pul", entonces

plx)" = ﬁ_ol + le o ’B_nx" conmuta con p(x) = fol + frx + - + fux".

Esto dice que p(x) es un elemento normal de la C*-4lgebra A. Por la Proposicién 3.27(a) sigue
la igualdad [|p(x)l| = r(p(x)) = sup{|p(1)| : 1 € sp(x) }. O

» Si x es un elemento de un dlgebra unital A cualquiera, la correspondencia p — p(x) es un
homomorfismo de dlgebras de C[X] en A. Si A es un dlgebra de Banach, se quiere extenderlo
en un homomorfismo f +— f(x) cuyo dominio es alguna complecién de C[X]. Cualquier
extension de esta naturaleza se 1llama un calculo funcional para el dlgebra de Banach A.

Si A es una C*-dlgebra, como luego se verd, cualquier funcion continua f: sp(x) — C
define un elemento f(x) € A. Para las dlgebras de Banach en general, esto no siempre es
posible; pero al menos se puede definir f(x) cuando f es holomorfa en un vecindario de sp(x).

Definicion 3.29. Sea Aun dlgebra de Banachy sea U C C un abierto. Six € Aes un elemento
tal que sp(x) C U, sea I" un contorno cerrado en C que rodea sp(x) una vez positivamente.”
Si f: U — C es un funcién holomorfa en U, la integral de contorno

L .
£ = 3 FR G127 ) 9

define un elemento f(x) € A. Si H(U) denota el dlgebra de funciones holomorfas en U, se
puede comprobar que H{U) — A : f — f(x) es un homomorfismo que no depende de T'.
Este homomorfismo f +— f(x) es un calculo funcional holomorfo para A. o

TEste contorno cerrado I' es una unién disjunta finita de curvas cerradas, suaves por trozos, en U. Dado
un compacto K € C, dicese que I rodea K una vez positivamente si I' N K = 0 y si el nimero de vueltas
nr(() := (2mi)~! fr(/l —)7'dA cumple nr({) = 1 paratodo ¢ € K.
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3.2 Operadores sobre un espacio de Hilbert

El tema de esta seccion es una C*-algebra especial: el dlgebra involutiva £(H) de operadores
acotados® sobre un espacio de Hilbert H. Un operador T € L(H) es autoadjunto si T* = T;
mads generalmente, T es normal si T*T = TT*. En dimension finita, los operadores normales
son diagonalizables mediante un cambio de base ortonormal: T estd caracterizado, hasta
semejanza unitaria, por sus autovalores, contados con multiplicidad. Cuando la dimension
de H es infinita, algunos fendmenos nuevos emergen: para empezar, resulta que muchos
operadores no poseen autovalores. En lugar del conjunto de autovalores, se debe estudiar
el espectro del operador, que no es vacio (por la Proposicioén 3.16). La multiplicidad del
espectro requiere un andlisis delicado; antes de abordarlo, es recomendable construir un
célculo funcional para el operador T.

Definicion 3.30. En la C*-dlgebra L(H), se destacan las siguientes clases de operadores:
(a) V es unaisometria si V'V = 1;
(b) U es unitario si U*U = UU* = 1, es decir, U es invertible con U™ = U*;
(c) W es una isometria parcial si WW*W = W,
(d) P es un proyector (ortogonal) si p? =p =p¥
(e) Aes positivo si A = B*B para algin B € L(H);
(f) R es una contraccion si 1 — R*R es positivo.

Estas clases no son disjuntos: cada unitario es una isometria; cada isometria es una isometria
parcial y también es una contraccion; cada proyector es positivo.® 0

En la definicién anterior, las clases de operadores mencionados (a las cuales se deberia
agregar los operadores normales y los autoadjuntos) se caracterizan por propiedades pura-
mente algebraicas. En consecuencia, estas ocho clases también son aplicables a los elementos
de una C*-algebra cualquiera. En £(H), sin embargo, posee una descripcion vectorial alter-
nativa en términos de sus efectos sobre los vectores en H; por ejemplo, V € L(H) es una
isometria si y solo si |Vx|| = ||x]|| para todo x € H. Otro punto de vista espectral sobre estas
clases de operadores identifica las cualidades de sus espectros: véase la Proposicién 3.27, por
ejemplo. En lo sucesivo, se estudiard las relaciones entre estos tres enfoques.

8Un operador lineal T: H — H es acotado (su norma ||T|| es finita) si y solo si es una aplicacién lineal
continua (Corolario 2.3).

9Fijese que el operador O es un proyector y por ende es positivo. Habria sido mds 16gico decir que un
operador que cumple la condicién (e) es no negativo; sin embargo, en la teoria de matrices este término esta
reservado para otro uso. Una matriz compleja de la forma B*B se llama semidefinido positivo. En L(H), se deja
implicito el adjetivo “semidefinido”.
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Definicion 3.31. Si T € L(H) es autoadjunto, los elementos { p(T) : p € C[X] } forman una
x-algebra o dlgebra involutiva — incompleta — de elementos normales en £(H). Esta es el
algebra unital generado por T; sus elementos conmutan. Dendtese por C*(T) su clausura en
la norma de £(H), la cual es una C*-dlgebra conmutativa. o

Si T € L(H) es normal pero no necesariamente autoadjunto, la %-algebra unital generada
por T es el conjunto de operadores de la forma p(T, T*), donde p(,{) es un polinomio en
dos variables con coeficientes complejos. El conjugado complejo del polinomio p({, () =
2kl P CKfles p(L,0) = 2kl Biaw {1 7%, por lo tanto, la relacién p(T, T*)* = p(T, T*) es
vélida. La clausura de esta =-dlgebra en L(H), también denotado por C*(T), es la menor
C*-dlgebra unital que contiene T; esta C*-dlgebra es conmutativa porque T es normal. 0

Ejemplo 3.32. En la C*-dlgebra finitodimensional M,(C) ~ L(C"), la involuci6n lleva una
matriz C = [c¢;] en C* = [¢j;], su conjugado hermitico. Mediante un cambio de base
ortonormal apropiado en C", es posible encontrar!® una matriz unitaria U tal que A :=
UCU~! = UCU* sea una matriz triangular superior: a;j = 0 sii > j. Su conjugado
hermitico A* = (UCU*)* = UC*U™ es triangular inferior. Si estas dos matrices triangulares
son diagonales, entonces conmutan: A*A = AA*, lo cual implica que C*C = CC*.

Por otro lado, si C y C* conmutan, hay una matriz unitaria U que los trigonaliza simultidnea-
mente, es decir, tanto A = UCU* como A* = UC*U* son matrices triangulares superiores,
o sea, ambos son matrices diagonales. Estos resultados dicen que una matriz C es normal si
y solo si es diagonalizable mediante un cambio de base ortonormal de C".

En otros términos, un operador T € £(C") es normal si y solo si posee una matriz diagonal

con respecto a alguna base ortonormal de C". O
» Si{Ay,...,A,} sonlos autovalores del operador normal T € £(C"), la matriz diagonal de T
en una base ortonormal apropiada es A = diag[Ay,...,4,]. Sip € C[X, Y] es un polinomio

en dos variables, entonces

P(A,AY) = diag[p(A1, A1), - . ., p(An, An)]

es la matriz de p(T, T*) en esta base. En otras palabras, la matriz de una funcion de T con
respecto a esta base ortonormal es la matriz diagonal de la funcién correspondiente de sus
autovalores. Es posible generalizar esta observacion a operadores sobre espacios de Hilbert
de dimensién infinita, mediante un cdlculo funcional continuo. Este célculo depende de una
generalizacion importante del teorema cldsico de Weierstrass sobre la densidad del subespacio
de los polinomios en el espacio de Banach C[a, b].

Teorema 3.33 (Stone y Weierstrass). Sea B una *-subdlgebra de C(K), donde K es compacto.
Si 1 € By si B separa puntos de K [es decir: si x # y en K, existe g € B con g(x) # g(y)]
entonces B es densa en C(K).

'°Cabe recordar que una matriz n X n es unitaria si y solo si sus columnas forman una base ortonormal de C".
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Demostracion. Como Rf = L(f+ f)y 3f = 5(f - f) para f € C(K), estd claro que
Br := {g € B: g(K) c R} es una subdlgebra real de C(K, R) que contiene Rg e Jg para
todo g € B. Basta, entonces, demostrar la version real del teorema: si Br es una subdlgebra
real de C(K, R) tal que 1 € By y si Bg separa puntos de K, entonces By es densa en C(K, R).

El teorema cldsico de Weierstrass (en su version real) dice que los polinomios reales
forman un subespacio denso de C([a, b], R) cuando [a, b] es un intervalo compacto de R.
En el caso [a,b] = [0, 1], por ejemplo, cada f € C([0, 1], R) es el limite uniforme de sus
polinomios de Bernstein:!!

Bu(fit) i= Zf(k/m(Z)tk(l 1k,
k=0

Si g € Br con ||g]l = M, apliquese el teorema de Weierstrass para obtener una sucesion
de polinomios reales {p, }nen tales que p,(t) — |¢| uniformemente en el intervalo [—M, M].
Entonces p,(g(x)) — |g(x)| uniformemente sobre K. Fijese que p, o g € Bg; la propiedad
1 € B sirve para incorporar el término constante de p,. Luego, |g| € Br. Al escribir

fVvg:=max{f.g} = 5(f +9) + 51f — gl
fAg:=min{f,g} = 3(f+9) - 3lf —4l.

se obtiene f V g € Bg ¥ f A g € Bg también, para todo f,g € Bg.

Dada f € C(X), sean x,y € K con x # y. Toémese g € Br con g(x) # g(y). Al tomar
hyy := ag+b € Bg con valores apropiadas a, b € R, se puede obtener una solucién simultinea
de las ecuaciones hy,(x) = f(x)y hyy(y) = f(y).

Dado ¢ > 0, hay un vecindario abierto V;, de y en K tal que hy,(z) > f(z) — e paraz € V.
(Esto sucede porque la funcién hy, — f es continua en y.) Como K es compacto, hay puntos
Yt,-..,ym € K tal que K =V, U---UYV, . Definase f; := hy, V ---V hy, . Entonces
fr € Bg cumple fi(x) = f(x)y fi(z) > f(z) — ¢ paratodo z € K.

Ahora hay un vecindario abierto Uy de x en K tal que fy(z) < f(z) + ¢ para z € U,. (Esto
sigue de la continuidad de f; — f en x.) Como K es compacto, hay puntos xy,...,x, € K
tales que K = Uy, U --- U U,. Definase g := fi, A --- A fx,. Se concluye que g € Bg y que
f(z) —e < g(z) < f(z) + e paratodo z € K.

En resumen: para cada f € C(K,R) y cada ¢ > 0, hay g € Bg tal que ||f - gllo < €.
Esto comprueba que Bg es densa en C(K,R), y por ende Bgr es densa en C(K, R). Entonces,
también, B es densa en C(K). O

Escolio 3.34. Sea B una *-subdlgebra unital de C(K) que separa puntos de K. Si xy € K,
entonces { g € B: g(xg) =0} es denso en el ideal { f € C(K) : f(x0) =0} de C(K). B

'"Para la demostracion, véase, por ejemplo, la seccidn 2.4 del libro de andlisis real de Simon.
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El teorema siguiente establece un célculo funcional continuo para un operador acotado
autoadjunto. Esta es una primera version del teorema espectral para tales operadores.

Teorema 3.35. Sea T = T* € L(H) un operador acotado autoadjunto. Hay un x-isomorfismo
isométrico f w— f(T) entre la C*-dlgebra C(sp(T)) y la C*-subdlgebra C*(T) de L(H), con
las siguientes propiedades:

(a) la imagen de la funcion idéntica A — A es el operador T,

(b) si f > 0en C(sp(T)), entonces f(T) es un operador positivo;

(c) si Tx = Ax para x € Hy A € sp(T), entonces f(T)x = f(A)x para f € C(sp(T));
(d) sp(f(T)) = f(sp(T)) para todo f € C(sp(T)).

Demostracion. Ad(a): Definase un sx-homomorfismo (un homomorfismo de dlgebras invo-
lutivas) de C[X] en £(H) que lleva el polinomio

p(A) = Po+ priA+---+ p.A"  enel operador @ = Bol + BT + -+ B,T",

por sustitucion directa. Es evidente que la imagen del polinomio g(4) = A es el operador T.

Por las Proposiciones 3.16 y 3.27, sp(T) es una parte compacta de R. La restriccion plsy(r)
de un polinomio p € C[X] es una funcién continua sobre sp(T); ellas forman una *-subdlgebra
CIX]lspery € C(sp(T)). Como esta *-subdlgebra contiene la funcién constante 1y obviamente
separa puntos de sp(T), el Teorema 3.33 muestra que es densa en C(sp(T)).

La Proposicién 3.28(b) muestra que ||[p(T)|| = ||p|l donde el lado derecho es la norma
del supremo de la funcién continua pls,r). El x-homomorfismo ya construido se extiende por
continuidad a una isometria f +— f(T) desde C(sp(T)) a la complecion de la *-subdlgebra
{p(T) : p € C[X]} en la norma de operadores: esta complecion coincide con su clausura
C*(T)en L(H).

Si f, g € C(sp(T)), hay polinomios p,, g, € C[X]tales que p, — f, g, — guniformemente
sobre sp(T). Resulta entonces que

fg(T) = nh_)rglopnqn(T) = nh_)ngopn(T) qn(T) = f(T) g(T),
F()" = lim po(T)" = lim pn(T) = f(T),
asi que la isometria f +— f(T) : C(sp(T)) — C*(T) es un *-isomorfismo de dlgebras.

Ad(b): Si f > 0en C(sp(T)), es decir, f(4) > 0 para A € sp(T), entonces g(4) := +/f (1)
define una funcién continua g € C(sp(T)) que satisface § = g y g> = f. Entonces f(T) =
g(T)* = g(T)*g(T) es un operador positivo.
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Ad(c): Dada f € C(sp(T)), hay polinomios p, € C[X] tales que ||p, — fl|lc — 0. Si
Tx = Ax, entonces TXx = A*x para cada k, asi que

(T = lim pu(Tx = lim p,(Dx = FQ)x

Ad(d): Sip ¢ f(sp(T)), la formula h(A) := 1/(u — f(A)) define una funcién continua
h € C(sp(T)). La relacién h(A)(p — f(1)) = 1 sobre sp(T) conlleva la igualdad de operadores
h(T)(ul — f(T)) = 1 en C*(T). Entonces pl — f(T) es invertible en C*(T) y por ende
i ¢ sp(F(T)).

Por otro lado, si v € f(sp(T)), hay Ay € sp(T) con f(dg) = v. Sea {r,} una sucesién de
polinomios tales que r,(1) — v — f(A4) uniformemente sobre sp(T); se puede suponer que
rm(Ap) = 0 para todo n, por el Escolio 3.34. Por lo tanto, hay polinomios g, € C[X] con
qn(Ao) # O tales que 7,(1) = (A9 — 1)*"g,(1) con k, > 1 en N. Como (191 — T) no es invertible
en L£(H), el producto r,(T) = (A9l — T)*»q,(T) tampoco es invertible. Los elementos no
invertibles forman una parte cerrada de £(H), por la Proposicién 3.10. En consecuencia,
vl — f(T) = lim,—« r,(T) no es invertible en £(H), lo cual muestra que v € sp(f(T)). O

Las conclusiones (a,b,c,d) del Teorema 3.35 también son vélidas para un operador normal
T € L(H), al extender el *-homomorfismo isométrico p(A,A) — p(T,T*) de C[X,Y] en
C*(T) a un *-isomorfismo isométrico entre C(sp(T)) y C*(T). Cada operador p(T,T") es
también normal, asi que ||p(T,T*)|| = r(p(T,T*)). Sin embargo, la demostracién de la
Proposicion 3.28 no es aplicable para poder concluir que r(p(T, T*)) = ||p|lw. Esto requiere
la teorfa de caracteres de C*-dlgebras conmutativas, fuera del alcance de este curso.!?

Ejemplo 3.36. Sea T un operador autoadjunto con sp(T) C [0, o). La funcién f(1) := VA
estd en C(sp(T)). Se escribe T!/2 = ﬁ := f(T) en este caso. De la relacién f(1)*> = A se
deduce que (VT)? = T. Esta f toma valores reales, asi que f = f sobre sp(T). Por lo tanto,
vale (VT)* = VT: esta raiz cuadrada de T es otro operador autoadjunto.

Obsérvese también que T es un operador positivo, ya que la funcién idéntica A — A
toma valores no negativos sobre sp(T). De hecho, se obtiene T = R*R al colocar R := VT.
Como f > 0 sobre sp(T), el Teorema 3.35(b) muestra que la raiz cuadrada VT es también un
operador positivo. O

» Ya es hora de revisitar la definicion de un operador positivo sobre un espacio de Hilbert,
ofrecido por la expresion algebraica de la Definicion 3.30(e): que A € L(H) es positivo
si A = B*B para algin B € L(H). Hay dos posibilidades alternativas: una caracterizacion
vectorial de positividad dice que la forma cuadratica x +— (x| Ax) toma valores no negativos;
ademas, el Ejemplo 3.36 sugiere una caracterizacion espectral de positividad. La Proposicion
siguiente muestra que estas tres criterios son equivalentes.

2Para el cdlculo funcional continuo con operadores normales, véase el Teorema 4.3.15 del libro de Pedersen.
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Proposicion 3.37. Sea T € L(H) un operador acotado. Estas condiciones son equivalentes:
(@) T =S*S para algiin S € L(H);
(b) (x| Tx) > 0 para todo x € H;
(¢) T* =T con sp(T) C [0, o).

Dicese que T es positivo si cumple una, luego todas, de estas condiciones.
Ademds, si T es positivo, existe un Gnico operador positivo R tal que R* = T.

Demostracion. Ad(c) = (a): Témese S := VT, como en el Ejemplo 3.36.
Ad(a) = (b): Obsérvese que (x | S*Sx) = (Sx | Sx) = ||Sx]||*> > 0 para todo x € H.
Ad(b) = (c¢): SeaV :=i(T* —T), el cual es un operador autoadjunto. De la Proposi-

cion 3.25, se obtiene

V]| = sup |(x | Vx)| = sup |(Tx | x) — (x| Tx>| = sup |(x | Tx) — (x| Tx)| =0,

llxll<1 llxll<1 llxlI<1

asique V.=0yporende T* =T.
Al reemplazar T por ||T||~!T si fuera necesario, se puede suponer que ||T|| < 1. Entonces

I1=T|l = sup [x | (1=T)x)| = sup (Ilx]|* = (x| Tx)) < sup |Ix||> = 1. (3.9)

llxll<1 llxlI<1 llxll<1

Afirmacion: el desarrollo binomial (1 + £)!/2 = 3,2 (‘ ,ﬁz) t* converge absoluta y uni-
formemente en el intervalo cerrado [—1, 1]. Para verificarla, basta comprobar la convergencia

absoluta de Y7, (1]/3) cuando t = 1. Los nimeros positivos aj := |(1]/(2) , para k > 1,
satisfacen:
a1 k=3
a: =17 i , asique a;= Z[kak —(k+ 1)ak+1]; y ademas
. . 1 2k=1D!! . o1 (2k
Jim s D = fim 2 = Jim 275 ) =0

(usando la féormula de Stirling). Por lo tanto, la siguiente serie converge telescopicamente:

o |(1/2
2

k
Ahora definase R := /7, (1 léz)(T — 1)*. Esta serie converge absolutamente en el espacio
de Banach £(H), con [R]| < X7, akll1 - T||F < 2, en vista de (3.9). Por cilculo funcional

)' =ap+ ZZ[kak —(k + Dags1] = ap + 2a; — Zrlll_)lgo(n + Dapy = 2.
k=1
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continuo, se obtiene R> = 1+ (T — 1) = T. Como T es autoadjunto y la serie tiene coeficientes
reales, es evidente que R* = R. Se concluye que T = R> = R*R.
Del Teorema 3.35(b) en C(sp(T)), la férmula R = £(T) con f(t) :== (1 + (t = 1))!/> = vt
implica que R = ¢(T)*g(T) donde g(t) = t'/4, asi que R también es un operador positivo.
Falta comprobar la unicidad de la raiz cuadrada positiva. Si Q es otro operador positivo
con Q% = T, entonces QT = Q> = TQ, asi que QR = RQ porque R es (por su construccién) un
limite en £(H) de polinomios en T. Por lo tanto,

(Q-RQQ-R) +(Q-RRQ-R) =(Q*-R*)Q-R) =(T-T)Q-R) =0.
Si x € H, coléquese y := (Q — R)x; entonces
0=(x[(Q-RQQ—-R)x)+ (x| (Q-RRQ - R)x) =<y | Qy) + (y | Ry).

La positividad de Q y R implica que los dos sumandos al lado derecho se anulan. Por la
Proposicion 3.25, se concluye que (Q — R)Q(Q — R) = (Q — R)R(Q — R) = 0. Al restar estos
dos operadores, se obtiene (Q — R)? = 0y luego (Q — R)* = 0.

Como Q — R es autoadjunto, la propiedad (3.7) de operadores en £(H) muestra que

0=1IQ-R*I =1I(Q - R’II”= 10 - RI*,
asique Q—R=0yporende Q =R. O
Definicion 3.38. El médulo |T| de un operador T € L(H) es el operador positivo dado por
IT| := VT*T = (T*T)"/%.
Obsérvese que |T*| = (TT*)'/2, y que |T| = |T*| siy solo si T es un operador normal. O

Lema 3.39. Sea T = T* € L(H) un operador acotado autoadjunto. Hay un tnico par de
operadores positivos T, y T_ tales que T = T, — T- y ademas T, T- = 0.

Demostracion. Definase A, := %(|)L| + Ay = %(Ml —A) para A € sp(T). Es obvio que
A+ - A_ = A, A.{. + A_ = |A|, A_‘_A_ = %(lﬂ,'z — Az) = O_

La existencia y la positividad de T, y T_ siguen directamente del Teorema 3.35. Se deja la
unicidad como un ejercicio. O

Corolario 3.40. Cualquier operador acotado T € L(H) es una combinacion lineal de cuatro
operadores positivos T, en la forma T = T\ — T + iT3 — iTy.

Demostracion. Definase RT := %(T +T*)e T := %(T* — T); ellos son autoadjuntos, con
T = RT +iJT. Definaese Ty := (RT),, T := (RT)_, T3 := (IT),, Ty := (IT)_. O
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» Lasiguiente Proposicion introduce la descomposicion polar de un operador, que generaliza

la expresién polar de un niimero complejo: z = re® = e¥r.

Proposicion 3.41 (Descomposicion Polar). Sea T € L(H) un operador acotado sobre H.
(a) Hay una tinica isometria parcial W = WW*W conker W = ker T, tal que T = W |T|.
(b) La descomposicion polar de T* es T* = W*|T*|.
Demostracion. Ad(a): Escribase A := |T| = (T*T)"/2, un operador positivo. Para x € H,
|Ax||* = (Ax | Ax) = (x | A%x) = (x | T*Tx) = (Tx | Tx) = ||Tx|%, (3.10)

asi que la aplicacién lineal Ax — Tx : RanA — RanT estd bien definida e isométrica. Por
continuidad, esta aplicacion se extiende a una isometria entre sus compleciones (es decir,
sus clausuras en H), Wy: RanA — RanT. Como H = RanA & (Ran A)*, se puede definir
W e L(H) por W(y + z) := Woy para y € RanA, z € (Ran A)*. Es evidente que WAx = Tx
para todo x € H.

Como A* = A, se ve que ker W = (Ran A)* = ker A* = ker A. De la igualdad (3.10), es
evidente que ker A = ker T. Ahora

(Ax | Wy WoAx) = (WpAx | WpAx) = (Tx | Tx) = (Ax | Ax) paratodo x € H,

asf que WyWp = 1 en L(Ran A). De ahi se ve que W*W € L(H) es un proyector, con imagen
Ran A y nicleo (Ran A)* = (Ran A)* = ker A. Luego WW*W(y + z) = Wy = W(y + z) si
y € Ran A, z € ker A; esto muestra que WW*W = W.

Para ver la unicididad de W, tomese V € L(H) tal que VV*V =V, kerV = kerT y
T = VA. Es inmediato que (V*V)? = V*V = (V*V)*, asi que V*V es un proyector. Como
ker(V*V) = kerV = ker T = ker A, su imagen es (ker A)- = RanA. Luego, 1 — V*V es el
proyector con imagen ker A. Si z € ker A, entonces Vz = V(1 = V*V)z = (V-VV*V)z=0;y
si Ax € Ran A, entonces V(Ax) = Tx = W(Ax). Por lo tanto, V 'y W coinciden sobre los dos
subespacios complementarios Ran Ay ker A, asique V = W.

Ad(b): Como W*W es el proyector con imagen Ran A, es evidente que (W*W)Ax = Ax
paratodo x € H. Luego W*T = W*WA = A. Fijese que T*W = AW*W = A también.

Porlo tanto, laformula T* = (WA)* = AW* = W*(WAW™) muestra que la descomposicion
polar de T* estd dada por la isometria parcial W* y el operador positivo WAW™*, cuyo
cuadrado es WAW*WAW* = WA’W* = (WA)WA)* = TT*. De hecho, las igualdades
W*(WAW*x) = AW*x = T*x y ker(WAW™) = ker T* muestran que ker W* = ker T*. O

Escolio 3.42. Si T es normal, con descomposicion polar T = W|T|, entonces W|T| = |T|W y
la descomposicion polar de T* es T* = W*|T|. B
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3.3 Operadores compactos

El espectro de un operador incluye todos sus autovalores, pero en general el espectro es més
que la totalidad de los autovalores. Por ejemplo, el operador Q € L(L?[0, 1]) definido por
Qf(t) := tf(t) no posee autovalor alguno, aunque sp(Q) = [0, 1]. Sin embargo, hay una clase
muy importante de operadores (no invertibles) cuyos espectros, aparte del valor excepcional
A =0, se componen de autovalores solamente; estos son los operadores compactos.

Definicion 3.43. Sean E y F dos espacios de Banach. Una aplicacién lineal continua
S € L(E, F) es un operador compacto si todo conjunto acotado A C E tiene imagen S(A)
relativamente compacta'3 en F. Si B := {x € E : ||x|| < 1} es la bola unitaria cerrada, S es
un operador compacto si y solo si S(B) es una parte compacta de F.

Obsérvese que S € L(E, F) es compacto si y solo si toda sucesion acotada {x,} C E posee
una subsucesion {yx = xp, } tal que la sucesién {Syx} converge en F.

La totalidad de operadores compactos de E en F se denota por K(E, F); en el caso E = F,
se escribe X(E) = K(E, E). O

Ejemplo 3.44. En el espacio de Banach F = C(L) con L compacto, el teorema de Ascoli y
Arzela dice que una familia ¥ ¢ C(L) es relativamente compacta en C(L) si y solo si: !4

(a) F es uniformemente acotada: hay M > 0 tal que || f||.c < M paratodo f € J;

(b) JF es equicontinua: si ¢ > 0, cada x € L tiene un vecindario V tal que y € V implica
|f(y) — f(x)| < e para todo f € F. o

Ejemplo 3.45. Si k: [a,b] X [a,b] — C es una funcidn continua de dos variables, se puede
definir un operador integral K € £(C[a, b]) por

b
Kf(s):= / k(s,t)f(t)dt, (3.11)
Es facil verificar que
IKf(s1) = Kf(s2)| < (b—a)llflleo sup. |k(s1, 1) — k(s2, 1)]. (3.12)
ast<

La funcién K f es continua porque k es uniformemente continua. Si B es la bola unitaria
cerrada de Cla, b], la relacion (3.12) implica que K(B) es equicontinua. Ademas,

b
IKf(s)l < / lk(s, ) f(D)l dt < (b = a)llklloo]| flcos

de donde supscp [[Kfllw < (b — a)llk|leo, asi que K(B) es uniformemente acotada. Por el
teorema de Ascoli y Arzela, K(B) es relativamente compacto; luego, K € K(Cl[a, b]). O

'3Una parte X C F es relativamente compacta si su clausura X es compacta.
'4Para una demostracion, véase, por ejemplo, el apartado I1.7.4 del libro de Kolmogorov y Fomin.

3-19



SP-1311: Andlisis Funcional 3.3. Operadores compactos

Ejemplo 3.46. Si E y F son espacios normados, S € L(E, F) es un operador de rango finito
si S(E) < F es un subespacio finitodimensional. En este caso, S(B) es una parte acotada y
cerrada de S(E); el teorema de Heine y Borel muestra que S es un operador compacto. o

Definicion 3.47. Si H es un espacio de Hilbert, x,y € H, la aplicacion lineal z — (y | z) x
es un operador de rango uno. Dendtese este operador por |x)(y|. Un argumento sencillo
de 4lgebra lineal muestra que cualquier operador S € L£(H) de rango finito es de la forma
S = Xi_11%){yxl, donde {x1,...,x,} es una base lineal de S(H). O

Ejemplo 3.48. Es importante sefialar que el operador identidad 1 € L(E) no es compacto
si E es un espacio de Banach infinitodimensional; por cuanto la bola unitaria cerrada no es
compacta en E, por el Corolario 2.34. O

Lema 3.49. Si E, F son espacios de Banach, entonces K(E, F) es un subespacio cerrado
de L(E, F).

Demostracion. Es obvio que K(E, F) es un subespacio de L(E, F). Si {S,} es una sucesién
de operadores compactos en K(E, F), y si ||S, — S|| — O para algiin S € L(E, F), se debe
comprobar que S también es compacto.

SeaB:={x€eE:|x|| <1} Sie>0,elijase m € Ncon ||S,, — S| < ¢/3. Ahora S,,(B)
es totalmente acotado (o precompacto) en F: hay un juego finito de puntos xi,...,x, € B
con minj¢x<m ||Sm(x) — Sm(xx)|| < /3 para todo x € B. Por lo tanto,

min [[S(x) = S(xp)l| < [|S(x) = Sm(0)|| + min [[Sp(x) = Sm(xi)|l + max [[Sp(xx) — SCxi)l
1<k<m 1<k<m

SKksm
B ELE
—+-+=-=c
3 3 3
Se concluye que S(B) tambien es totalmente acotado en F y por ende es relativamente com-

pacto.'> Se concluye que S € X(E, F). m]
Lema 3.50. Si S € K(E, F), entonces S' € X(F*, E*).

Demostracion. Sean By B’ las bolas unitarias cerradas en E y F* respectivamente. Sea {w;, }
una sucesion en B’. Si S € K(E, F), las evaluaciones f;: y — (wy, y) forman una sucesion de
funciones continuas sobre el compacto @ € F.

La desigualdad |{wy, y1) — (wn, y2)| < |ly1 — y2|| muestra que la sucesién { f,} es equicon-
tinua. También es uniformemente acotada, porque |{wy, y)| < ||y|| para cada y. El teorema de
Ascoli y Arzela ahora dice que la sucesion { f,,} es relativamente compacta, y por ende posee

'SEn un espacio métrico, un conjunto es compacto si y solo si es totalmente acotado y completo. Como la
clausura de una parte de un espacio métrico completo coincide con su complecion, una parte de un espacio de
Banach es relativamente compacta si y solo si es totalmente acotada.
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una subsucesion convergente {gx = fn, } € C(S(B)). Fijese que gi(y) = (vk, y) paray € S(B),
donde vy := wp,. Las igualdades

1S — S'vl| = sup|(S'vx — S'vr, x)| = sup|[(vk, Sx) — (w1, Sx)| = lIgk = Gilleo
x€B x€B

dicen que la sucesion {S'vi} es de Cauchy y por ende converge en el espacio de Banach E*.
En resumen, cada sucesién en S'(B’) posee una subsucesion convergente; por lo tanto, S' es
un operador compacto. ]

» La teoria de operadores compactos entre espacios de Hilbert tiene varios aspectos par-
ticulares que simplifican su tratamiento, en contraste con la de los operadores compactos
entre espacios de Banach cualesquiera. El rasgo mds caracteristico es el mejoramiento de la
convergencia débil a la convergencia en norma. En un espacio de Hilbert H, una sucesion
{x,} converge débilmente a x € H si (y | x,) — (y | x) paratodo y € H. (Esto es inmediato
del Teorema 2.38, de Riesz.) La convergencia débil se denota con media flecha “x, — x”, en
contraste con la flecha ordinaria “x,, — x” que significa convergencia en la norma, es decir,
lx, — x|| — 0. Es evidente que x, — x implica x, — x, pero no al revés.

Proposicion 3.51 (Hilbert). Sean H y K dos espacios de Hilberty sea S € L(H, K). Entonces
S es un operador compacto si 'y solo si x, — x en H implica Sx, — Sx en K.

Demostracion. Sea S € L(H,K) un operador tal que x, — x en H implica Sx, — Sx
en K. La bola unitaria cerrada B := {x € H : ||x]| < 1} es compacta en la topologia débil
estelar o(H*, H), que coincide con la topologia débil o(H, H*) al identificar H con H*. Cada
sucesion en S(B) es de la forma {Sx,} donde cada x, € B; por la compacidad débil de B, hay
una subsucesién {zx = x,, } tal que zx — z € B; luego Sz — Sz € S(B). Por lo tanto, cada
sucesion en S(B) posee una subsucesion convergente (en norma), asi que S es un operador
compacto.

Inversamente, supdngase que S € K(H,K) y que x, — x en H. La sucesién {x,} es
acotada: en efecto, paracaday € H, (y|x,) — (y|x) enC, asi que [y | x,)| < M, para algin
My > 0. Por el principio de acotacion uniforme, hay una constante M > 0 tal que ||x,|| < M
para todo n € N. Ademads, se obtiene Sx,, — Sx, porque

(y|Sx2) = (S°y | x0) = (S"y | x) = (y | Sx) paratodo y € H.

Si {Sx,} no fuera convergente a Sx en la norma de K, habria ¢ > 0 y una subsucesion
{Szr = Sxp, } tal que ||Szx — Sx|| > ¢ para todo k. A su vez, {Sz;} tendria una subsucesién
{Sy, = Sz, }, convergente en K, ya que cada ||y.|| < M y S es un operador compacto. Al
poner w := lim,_, Sy,, seria ||[w — Sx|| > ey por ende habria algin v € K con ||v|| = 1 tal
que |[{(v | w — Sx)| > €; pero esta negaria la convergencia débil Sy, — Sx. Se concluye que
Sx, — Sx. m|
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Proposicion 3.52. Si H es un espacio de Hilbert, X(H) es un *-ideal cerrado en L(H).

Demostracion. K(H) es un subespacio cerrado de L(H), por el Lema 3.49.
Cualquier operador acotado T € L(H) preserva la convergencia débil de sucesiones; es
decir, x, = x =— Tx, — Tx. En efecto, si x, — x, entonces

(Y| Txp) =(T"y | xn) = (T"y | x) =(y | Tx) paratodo ye€ H.
En consecuencia, si S € X(H), T € L(H), la Proposicion 3.51 implica que

xXp—=x = Txp —~Tx = STx, — STx,

X, = x = Sx, > Sx — TSx, — TSx,

asi que ST y TS estan en K(H). Luego, K(H) es un ideal en el dlgebra L(H).

Sea V: H — H* la isometria biyectiva del Teorema 2.38; si S € K(H), entonces S* =
V1SV es compacto, ya que St € K(H*) por el Lema 3.50. Asf, S € K(H) = S* € K(H);
el ideal K(H) es un ideal involutivo (o *-ideal) en L(H). O

El argumento de la demostracién anterior también establece que la compacidad de la
composicion de un operador compacto y un operador acotado entre espacios de Hilbert
distintos. Por ejemplo, si T € L(H), S € K(H,K) y R € L(K), entonces ST € K(H,K) y
RS € X(H, K); en otras palabras, X(H, K) es un £(K)-L(H)-bimédulo.

Proposicion 3.53. Si H es un espacio de Hilbert, cada S € K(H) es un limite, en la norma
de L(H), de operadores de rango finito.

Demostracion. El resultado es trivial si dim H es finito. Supdngase, entonces, que H es
infinitodimensional (y separable).!6

Denétese por F(H) := {T € L(H) : dimRanT < oo} el espacio vectorial de los opera-
dores de rango finito. Del Ejemplo 3.46, se ve que F(H) C K(H); como K(H) es cerrado
en L(H), un limite en norma de operadores de rango finito es compacto.

Si {up : m € N} es una base ortonormal de H, témese M, := lin{ug, uy,...,u,) para
n € N. Sea B = B(0; 1) la bola unitaria cerrada de H. Dado S € K(H), coléquese

ra:=sup{||Sx||: x e BN M, } para neN.

La sucesion {r,} es decreciente, con r, | r := inf,r, > 0. Elijase una sucesion {x,} en H
con x, € BN M, tal que ||Sx,|| > r/2 para todo n. Nétese que la condicién x, € M, implica
que x, — 0.

16E] espacio de Hilbert H se supone separable (ver la discusién después de la Proposicién 1.36), asi que cada
base ortonormal de H es numerable.
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Hay una subsucesion {z; = x,, } de {x,} tal que Szix — y € H; fijese que ||y|| > r/2y
que z;x — 0. Para todo w € H, vale

(wly) = Jim (w|Sz) = Jim (S"w | z) =0,

lo cual implicay = O en H, y por ende r = 0. De esta manera se concluye que r, | 0.
Definase ahora una sucesion {S,} de operadores de rango finito por

n n
Sy = ZlSum)(uml o equivalentemente S,x := Z(um | x) Suy, .

m=0 m=0

Fijese que Ran S, = S(M,). Como Sx = }.->_{um | x) Su, (al aplicar el operador continuo S
al desarrollo de Fourier de x), se obtiene

IS — Sull < sup S(Z(um | x) um) = sup{||Sx|| : x e BN M; } =r, — 0.
[lxll<1 m>n
En otras palabras, S, — S en la norma de £(H). O

» Para los operadores integrales, tales como (3.11), es también ventajoso reemplazar el
espacio de Banach C[a, b] por el espacio de Hilbert L*[a, b]: si el niicleo integral k(s, t) es
una funcién de cuadrado integrable, el operador K sobre L*[a, b] resulta ser compacto. Tales
operadores integrales fueron estudiados por Schmidt, en términos de bases ortonormales.!”

Definiciéon 3.54. Sea H un espacio de Hilbert. Dicese que S € L(H) es un operador de
Hilbert y Schmidt si hay una base ortonormal {u;} de H tal que

00 1/2
ISl := (Z ||Suk||2) < . (3-13)
k=0

Si {v,} es otra base ortonormal de H, la igualdad de Parseval muestra que

DUlsul? = > [or 1 Sua) [ = T[S o Lug)* = DT IS 0l (3.14)
k=0 r=0

k,r=0 k,r=0

En esta ecuacion, la dltima sumatoria no depende de {uy }, ni la primera sumatoria de {v, }. Por
lo tanto, la cantidad ||S||, es independiente de la base ortonormal elegida. La ecuacion (3.14)
también muestra que S* € L(H) es otro operador de Hilbert y Schmidt, con [|S*|> = [|S]]>.
Denétese la totalidad de operadores de Hilbert y Schmidt sobre H por £2(H). O

"7Erhard Schmidt fue un estudiante de David Hilbert e hizo varias contribuciones a la teoria de operadores
integrales después de 1905. Los desarrollos en bases ortonormales fueron la clave de su obra: Erhard Schmidt,
“Zur theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen”, Mathematische Annalen 43 (1907), 433—476.
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Lema 3.55. £%(H) es un espacio de Hilbert, cuya normaes || - ||».

Demostracion. Siz,w € C, entonces |z + w|*> < 2|z|*> + 2|w|? por la desigualdad de Cauchy
(o la ley del paralelogramo). Para R, S € L*(H), se verifica

o0

IR+SI3 = > [(wr | R+ S <2 > [(wr | R +[(or | Sud] = 2[RI + 21183 < o,
k,r=0 k,r=0

asf que R+ S € L%(H). Ademis, ||aS]|» = |a| ||S|> para a € C; se deduce que £>(H) es un
subespacio vectorial de £(H). Escribase

(RIS} := > (Rug | Sug). (3-15)
k=0

Los sumandos de esta serie forman un elemento de {2 y se verifica [(R | S)»|? < ||R||§ IS ||§
por la desigualdad de Schwarz. Fijese que (S |S), = ||S ||§. Es evidente que (3.15) define un
producto escalar sobre el espacio C-vectorial £2(H); en otras palabras, £2(H) es un espacio
prehilbertiano 'y || - ||> es una norma sobre este espacio.

Six = X o{ur | x) up € H,ladesigualdad de Schwarz y la igualdad de Parseval implican

Isx[1* < (Z [t | )] ||Suk||) < > lSwl D e [ ) = 1S3 llxlI?,
k=0 k=0

ast que [[S]}> > |IS]].

En consecuencia, si {S,} es una sucesion de Cauchy para la norma || - ||, también es una
sucesion de Cauchy para la norma || - || de operadores acotados. Por lo tanto, hay un operador
S € L(H) tal que ||S, — S|| — 0. Témese C > O tal que ||S,||> < C para cada n; entonces
Yo |ISpur||?> < C? para cada n,r € N. Al dejar n — oo se obtiene DI |Sur||> < C? para
cada r; luego S € L?(H) también, con ||S|l, < C

Dado ¢ > 0, hay N = N(¢) € N tal que ||S,, — S|l < e param,n > N. Sir € N, entonces

Zn(s - Sy’ = lim Zn(s — Smuell®
hmsulel(S — Sp)ugl? = limsup [|S, — Sul? <

Como r es arbitrario, se ve que n > N(¢) = ||S, — S||» < ¢&; luego, ||S, — S||» — 0. Por lo
tanto, el espacio prehilbertiano £2(H) es completo en la norma || - || . O

Obsérvese que L2(H) es también un digebra de Banach involutiva; sin embargo, no es
una C*-dlgebra si dim H = oo.
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Lema 3.56. Un operador de Hilbert y Schmidt es compacto.

Demostracion. Si S € L*(H) y sin € N, el operador S, := 2h—olSug) (ui| tiene rango finito.
Si x € H, entonces

2
1S = Su)x|I? < (Z [t | )] ||Suk||) <3 W | )P Y Suiell® < Ml D 1Sl

k>n k>n k>n k>n

asi que ||S = Spl|? < Jgop lISuk]|?. Luego, ||S = S,|| — 0 cuando n — co. El Lema 3.49 ahora
muestra que S € K(H). O

Proposicion 3.57. Sea (X, T, i) un espacio de medida o-finita. Si k € L>(X x X, X ), el
operador integral K € L(L*(X, 1)) definido por

Kf(x) = /X ke, 1) f () dpy) (3.16)

es un operador de Hilbert y Schmidt, con ||K||> = ||k||>.

Demostracion. Escribase k«(y) = k(x,y). La hipétesis k € L>(X x X, u X p1) y el teorema
de Fubini muestran que k, € L*(X, y) para casi todo x € X. Entonces la integral K f(x) =
/X k+(y)f(y)du(y) converge para casi todo x y define una funcién p-medible K f casi por
doquier. Si h € L*(X, ), la desigualdad de Schwarz en L?(X X X, y X y1) implica que

2
(//x X |h(x) k(x, y) f ()] dp(y) d,u(x))
. 2 -
< [[. s @rduaue) [] ke )P auw) duto = B LA IRE. Ga)

Luego lareceta h — fX h(x) K f (x) dp(x) define una forma semilineal continua sobre L2(X, y1).
Por el Teorema 2.38, mutatis mutandis, esta forma es h — (h | g) para algtin g € L*(X, p).
Entonces g = K f casi por doquier: se concluye que K f € L*(X, y1). Las igualdades

Kf(x) = /X ke f ) dp(y) = (ke | £) = (F | k). paracasitodo x € X,

muestran que |KSIP = [, 1(F | k)P du(x).
El cdlculo (3.17) ahora dice que |[(h | Kf)| < ||All2 |Ifll2 lk|l» para h € L*(X,u). La
Proposicién 2.13 muestra que ||K fl» < || fl2 |kll2, asi que K € L(L*(X, p)) con ||K|| < ||k]l.
Si {u,} es una base ortonormal de L*(X, y1), se obtiene

IKIE = Y MKl = 3 [ 1| kP dut) = [ 37 | k)P dto

- /X kel du(x) = /X /X ke, )P du(y) du(x) =: [IKI2

por convergencia monoténica y la igualdad de Parseval. Luego K € £2(L*(X, ). ]

3-25



SP-1311: Andlisis Funcional 3.3. Operadores compactos

» Es posible caracterizar los operadores compactos autoadjuntos por sus espectros. Si
T =T* € K(H), resulta que sp(T) \ {0} es una coleccién de autovalores de T, todos con
multiplicidad finita.!® Al ordenar los autovalores {Ax} de tal manera que |Ax| > |Ax;1| para
todo k, se obtiene una sucesion en Co-

Lema 3.58. Un operador compacto autoadjunto T = T* € K(H) posee un autovalor A tal
que [A] = ||T]|.

Demostracion. Sea {x,} una sucesion en la bola unitaria B = {x € H : ||x|]| < 1} que
converge débilmente: x, — x € B. Entonces Tx,, — Tx por la Proposicién 3.51. Por lo tanto,

| e | Txie) = (x| Tx)| = [k | T = Tx) + (e — x | Tx)|

< ||Txx — Tx|| + [{xx —x | Tx)| - 0 cuando n — oo.

Luego, la funcién x +— |{x | Tx)| es continua sobre B, (B con la topologia débil o(H, H")).
Por la identificacion H* ~ H y el Teorema 2.36 de Banach y Alaoglu, B, es compacto; asi
que esta funcion continua alcanza su supremo en B,. Por la Proposicion 3.25, este supremo
es ||T||. En otras palabras, hay un vector z € B tal que |[{(z | Tz)| = ||T]||.

Por otro lado, la desigualdad de Schwarz implica que

ITII = Kz [ T2)| < llzll ITz]l < ([T,

asi que |[(z | Tz)| = ||z|| ||Tz||. La Proposicién 1.27 entonces dice que Tz = Az para algin
A € C; y ademis, |A|||z||> = ||IT||. Si T = 0, la conclusién del Lema es trivial. Si T # 0,
entonces z es un autovector para T y A es un autovalor; al ser z € ker(A1—-T), el operador A1 -T
no es invertible, asi que A € sp(T) y por ende |A| < ||T||. Ahora la ecuacién |A|||z||*> = ||T]|
muestra que ||z|| = 1y |A| = ||T]|. O

Lema 3.59. Sea T = T* € K(H) y sean A, it dos autovalores de T.
(a) Si A #0, entonces ker(Al — T) es finitodimensional.
(b) Si A # pu, entonces ker(Al — T) y ker(ul — T) son subespacios ortogonales de H.

Demostracion. Ad(a): Escribase F) := ker(A1 — T). Entonces F) # {0} porque A es un
autovalor de T. Estd claro que F, es cerrado en H, T(F) = F) y la restriccion T|r, es un
operador compacto sobre Fj. Pero A~!T] r, = 1, asi que 1 € L(F,) es un operador compacto.
A la luz del Ejemplo 3.48, esto muestra que dim F es finita.

18E] espectro de un operador compacto en K(E), donde E es un espacio de Banach, no necesariamente de
Hilbert, comparte dichas propiedades: sp(T)\ {0} es un juego de autovalores de multiplicidad (algebraica) finita.
Al no disponer en general del concepto de operador autoadjunto, la demostracion requiere el teorema de Riesz
y Schauder para elucidar la forma del espectro. Para ese teorema véase, por ejemplo, los libros de Dieudonné
(§ 11.4.1), Rudin (Teorema 4.25) o Simon, Operator Theory, Teorema 3.3.1.
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Ad(b): Supdngase, sin perder generalidad, que A # 0. Six € F, y € F,, entonces

1 1 1
Wlx) = 51 Tx) = (Ty | x) = Gy | ) = Sy | ),
porque T* = T y por ende 1 € R. Luego (y | x) = 0. Se deduce que F) L F,. O

Teorema 3.60. Si T = T* € K(H) es un operador compacto autoadjunto, sp(T)\ {0} coincide
con la coleccion de autovalores no nulos de T, todos de multiplicidad finita. '°

Demostracion. Si A # 0 es un autovalor de T, entonces A € sp(T) y el Lema 3.59 muestra que
su multiplicidad m, := dim F, es finita.

Considérese la coleccion U de familias ortonormales en H cuyos elementos son autovec-
tores de T. Esta coleccion no es vacia por el Lema 3.58, estd parcialmente ordenada por
inclusion, y la unién (creciente) de cualquier cadena en U es otro elemento de U. Por el Lema
de Zorn, U posee un elemento maximal {u}, es decir, una familia ortonormal maximal de
autovectores de T. Sea M el subespacio cerrado de H generado por esta familia; esto es la
totalidad de desarrollos de Fourier convergentes ) axuy con a € {2.

Esté claro que T(M) € M, con T(X; axuk) = Xi Akakuk. Six € M, y € M-, entonces
(Ty | x) =(y | Tx) =0porque T = T*y Tx € M. Por lo tanto, T(M*) C M+ también.

La restriccion S := Ty es compacto en £L(M™) — tanto por la Definicién 3.43 como por
la Proposicién 3.51 —con S* = S. Si fuera M+ # 0, el Lema 3.58 daria un autovector zy € M*
para S y de rebote para T, contrario a la maximalidad de {u;}. Luego M+ = {0} y M = H; es
decir, los autovectores {uy} forman una base ortonormal de H.

Dado ¢ > 0, sea C(¢) := {j € N : [A;]| > €}. Si C(¢) fuera infinito, la sucesion {u;}jcc(e)
satisfarfa u; — 0, porque (x | u;) — O para cada x € H por la igualdad de Parseval, asi que
Tuj — 0 en H. Pero esto es imposible porque ||Tu;|| = ||[Aju;]| = |Aj| > e para j € C(e).

En consecuencia, C(¢) es finito para cada ¢ > 0. Sea M, el subespacio cerrado con base
ortonormal { ux : k ¢ C(¢) }. El operador compacto S, := T, cumple

D G | dix)

keC(e)

2
ISexc[|* = = > P lue | ) < & x| para x € M,,

k¢C(¢e)

asf que ||S¢|| < ¢, ala vez que Ty tiene rango finito.

Si u € sp(T) con |u| > ¢, la restriccion de ul — T al subespacio T-invariante M, es
invertible. Por lo tanto, 1 — T no tiene inverso en el complemento ortogonal M;", el cual
es T-invariante y finitodimensional. Luego p es un autovalor de T, con y = Aj para algin
k € C(e). Se ha comprobado que sp(T) \ {0} consiste de autovalores Gnicamente. O

'9La multiplicidad algebraica m, de un autovalor A es el nimero méaximo de autovectores linealmente
independientes para A, esto es, m) := dim({x € H : (Al — T)"x = Q0 paraalginn}). Si T = T*, esta dimensién
coincide con la multiplicidad geométrica, m, = dimker(A1 — T).
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SiT =T" € K(H) con dimH = oo, se puede ordenar los autovalores no nulos de T,
contados con multiplicidad, de manera que |Ax| > |Ax41| para cada k € N. La desigualdad
IS¢]] < € de la demostracién anterior muestra que esta sucesiéon A de autovalores no nulos
cumple A € ¢,. Como sp(T) es compacto, esto muestra que 0 € sp(T), aun cuando 0 no sea
un autovalor.

» Una matriz cuadrada C € M,(C) es diagonalizable, por cambio de base ortonormal de C",
siy solo si es normal: C*C = CC*. Para simplificar las matrices no normales, se dispone de
una factorizacién C = UAV, llamada descomposicion segiin valores singulares, donde U y V
son matrices unitarias y A es una matriz positiva semidefinida. Esta descomposicion también
es vdlida para operadores compactos sobre un espacio de Hilbert infinitodimensional.

Definicion 3.61. Sea T € K(H) un operador compacto con descomposicion polar T = W|T|.
El operador positivo |T| = (T*T)'/? es compacto y autoadjunto; sus autovalores son los
valores singulares del operador T. Aparte de 0, estos valores singulares pi son positivos'y
pueden ordenarse en forma decreciente: pio > p11 > -+ > p = - -+, con pig = ||T|| en vista del
Lema 3.58 y la propiedad (3.6).

El Teorema 3.60 muestra que la sucesién p = {1} pertenece a ¢,. No es dificil comprobar
que T € L2(H) siy solosi p € £2.

Si 1 < p < oo, la clase de Schatten LP(H) es la totalidad de operadores compactos
T € X(H) cuyos valores singulares forman una sucesién en #. Resulta que cada LP(H) es
una *-ideal (no cerrado) de £(H). Fijese que £’ C ¢" implica que LP(H) c L£"(H), toda vez
que l <p<r<oo. o

Proposicion 3.62. Sea T € XK(H) un operador compacto, con valores singulares {uy},
ordenados en forma decreciente. Entonces hay dos familias ortonormales {uy}, {vr} en H
tales que la siguiente descomposicion canénica de T converge en la norma de L(H):

T= lek ok ) (uke| - (3.18)
pamy

Demostracion. El operador T*T es compacto porque T es compacto, por la Proposicion 3.52.
Ademds, |T| = VT*T es compacto, como limite en norma de polinomios p,(T*T). Los
autovalores de T*T = |T|? son los niimeros positivos ,ui (amén de 0, si ker T # 0).

Por la demostracion del Teorema 3.60, hay una base ortonormal {u;} de (ker T)* cuyos
elementos son autovectores2© de T*T, concretamente: T*Tu, = y,% uy para cada k. Definase
también vy := y;lTuk.

La familia {vx} es ortonormal, porque

Wk | o1y = ()™ i | T Tws) = (u/pie) [k = 1] = [k = 1]

2%La base ortonormal de H, denominado {uy } en la demostracién del Teorema 3.60, es la unién de esta base
ortonormal de (ker T)* y otra base ortonormal de ker T, en el caso de que ker T # {0}.
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Usando la desigualdad de Bessel (1.25), se obtiene

n—1 2 n—1 2
Tx — Z g | x)or|| = ||Tx - Z(uk | x)Tuy
k=0 k=0
n—1
= (Tx | Tx) + Z |k | )1 (Te | Tug) = Cuge | x)(Tx | Tug) = (x| uge)(Tue | Tx)
k=0
n—1
= (x| T"Tx) + Z |G | )1t | T Tre) = Cuge | ) | T"Taa) = Coc | wge)(T* T | x)
k=0

—<XITTX>—Zuk<uk|x>|2 D |0 < Y K |01 < gl

k>n k>n

Por lo tanto, Z;(l) ,uklvk)(ukln < pn. Entonces la serie )i~ pik|vk) (uk| bien es finita
o bien converge a T en norma. |

La traza y los operadores trazables

Las clases de Schatten £P(H) admite una descripcion alternativa, en términos de la traza de
un operador. La traza es un funcional sobre operadores andlogo a la integral (de Lebesgue)
de funciones sobre R": no todas las funciones son integrables y no todos los operadores son
“trazables”. Para definir la integral de Lebesgue, conviene empezar con las funciones no
negativas; para definir la traza, conviene empezar con los operadores positivos.

Definicién 3.63. Témese una base ortonormal {uy} del espacio de Hilbert H. Si A € L(H)
es un operador positivo, definase la traza de A como?!

TrA:= Z(uk | Aug) € [0, +oo]. (3.19)
k=0
Fijese que se admite +co como valor posible de la traza de operadores positivos. O

Lema 3.64. Si T € L(H), entonces Tr(T*T) = Te(TT™).

Demostracion. La traza de T*T admite la expansion:

TH(T*T) = Z(uk | T*Tug) = Z(Tuk | Tuy) = Z<Tuk Z<uj | Tug) uJ>
k=0 k=0 k=0 Jj=0
= D D | Tue) (Tug L) = 37 > (T uy L) (e | Twy).
k=0 j=0 k=0 j=0

>'En la notacidn, se la asumido que H es infinitodimensional (y separable). La misma definicién es aplicable,
con una suma finita al lado derecho de (3.19), si H es de dimension finita.
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Como (uj| Tug) (Tuk |u;) = [{uj| Tug) |> > 0, los términos de esta serie doble son no negativos.
Por lo tanto, se puede cambiar el orden de sumacion:

Tr(T*T) = Z Z(T*uj | ue) (ug | THuy) = Z<T u; Z(uk | T*uj) uk>
Jj=0 k=0 j=0
= > (T"u; | T'uy) = Z(w | TT*u;) = Tr(TT). O
j=0 j=0

Lema 3.65. Si A € L(H) es positivoy U € L(H) es unitario, entonces Tr(UAU") = Tr A. En
consecuencia, la traza no depende de la base ortonormal empleada en su definicion (3.19).
Ademas, vale TrA > ||A]|.

Demostracion. Coléquese T := UVA. Entonces T*T = VAU*UVA y TT* = UAU*; la
formula Tr(UAU™) = Tr(A) sigue inmediatamente del Lema 3.64.

Si {vy } es otra base ortonormal de H — necesariamente de la misma cardinalidad que {vy },
por la Proposicion 1.36 — sea U el operador unitario sobre H determinado por Uvy := uy para
todo k. Desde luego, v := U*uy pues U* = U~!. Entonces

Z<”k | Avg) = Z(U*uk | AU*vy) = Tr(UAU®) = Tr A.

k=0 k:O

En particular, dado ¢ > 0 se puede tomar vy tal que ||vg|| = 1y (vg | Avg) > ||A]| — &, por la
Proposicion 3.25. Entonces Tr A > ||A|| — ¢ para todo ¢ > 0. O

Si A, B € L(H) son operadores positivos y si r > 0, es obvio que
Tr(rA) =rTrA y Tr(A+ B) =TrA+ TrB. (3.20)
Ademads, TrA > TrB > O en [0, +co] toda vezque A > B > 0 en L(H).
Lema 3.66. Si T € L(H) es tal que Tr(|T|P) < oo para algiin p > 0, entonces T € KX(H).

Demostracion. Sea {uy} una base ortonormal de H. Dado ¢ > 0, existe N = N(¢) tal que
Sisn{uk | |ITIP ug) < €. Sea P el proyector con imagen lin{uy, . . ., uyn). Entonces

T2 = Po)||* = ||(1 - P)ITIE(1 = P.)|

<Tr((1 = POITIP( = Po) = ) G | TP ) < e.
k>N

Esto dice que |T|”/? es un limite, en la norma de £(H), de operadores de rango finito |T|P/2P,;
luego |T|P/? € K(H). La funcién f(1) := A*/? es continua sobre sp(|T|*/?) c [0, co), asi
que |T| = f(|T[P/?) es compacto, por cdlculo funcional continuo. La descomposicién polar
T = W|T| entonces implica que T es compacto. O
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Los operadores de Hilbert y Schmidt entonces admiten la caracterizacion siguiente:
LXH)={T e L(H) : T(T*T) <}, con |[T|3 =Te(T*T) > ||T*T]| = ||T||*.
Definicion 3.67. El espacio C-vectorial de los operadores trazables es
LY(H) :=lin{Ae L(H): A> 0, TrA < o) Cc K(H). (3.21)

Del Corolario 3.40, cada T € L(H) tiene expresion tnica T = A; — A, + iA3 — iA4 con cada
A; positivo. Si T € L'(H), entonces T* = A} — Ay +iA4 —iA3 € L'(H). Bs evidente de (3.20)
que la traza (3.19) se extiende a una forma lineal Tr: £L'(H) — C tal que Tr(T*) = TrT. ¢

Lema 3.68. £'(H) es un *-ideal de L(H), con F(H) € L' (H) € L>(H) € K(H). Se verifica
LYH)={T € LH) : Tr|T| < oo }.

Demostracion. Hay una formula de polarizacion en L(H), andloga a (1.21):

3
48T = Z (T + i%S)*(T + i¥s), (3.22)
k=0

por un célculo directo andlogo a la demostracion del Lema 1.30. Si A > Ocon TrA < oo y si
S € L(H), entonces

3 3
4AS =4 AVPAIZS = " iF(AV2S + KA (AV2S 4 FAVZ) = 3RS+ FLYAGS + i),
k=0 k=0

Al poner R := S + i¥1, se calcula que
Tr(R;ARk) = Tr(R;AY?A'2Ry) = Tr(A'?RiREAY?) < ||RkRy]| Tr A < oo,

usando la relacion 0 < RR; < ||[ReR. || 1. Esto dice que AS € LY(H). Luego, al tomar
T =A| - Ay +iA;3 — iA4 € L'(H), se obtiene TS € £!(H). Se ha mostrado que £'(H) es un
ideal a derecha de £(H); como es involutivo, es también un ideal a izquierda.

La descomposicién polar T = W|T|, luego |T| = W*T, muestra que T € £!'(H) si y solo
si|T| € L1(H), estoes, Tr|T| < co.

Si T € L'(H), entonces T*T = |T|? = |T|"?|T||T|"* < ||T|||T| porque |T| < ||IT| 1,
asi que Tr(T*T) < ||T|| Tr|T| < co. Esto comprueba que £!(H) C L£>(H). La inclusién
F(H) C L'(H) es obvia, y £L*(H) € K(H) es el Lema 3.56. ]

Lema 3.69. Si T € £L'(H) y X € L(H), entonces | Te(XT)| < ||X|| Tr|T|. En consecuencia,
LY(H) es un dlgebra de Banach bajo la norma ||T||; := Tr |T).
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Demostracién. Obsérvese que T € L'(H) implica |T|'/?> € £*(H). Con la descomposicién
polar T = W|T|, se obtiene XW|T|'/? € L2*(H). Nétese también que el producto escalar
(3.15) en L*(H) puede escribirse como (R | S), := Tr(R*S). Entonces

| Te(XT)? = [Te(xXw T 2TV = |(IT1 2w | () 72), )
< I Pwex|; (I = Te( T 2w XX wT] ) T T
< WX XWI| Tr|T| T |T| < |X|*(Te |T])?,

al usar la desigualdad de Schwarz para la norma || - ||, sobre £2(H).
Fijese que ||T||y = Tr|T| > || |T| || = ||T|| por el Lema 3.65. Se ve que ||aT||; = |a| ||T]|; -
SiS, T e LI(H),seanS+T = U |S+T|y ST = V |ST| las descomposiciones polares. Entonces

IS+ T||; = Te(U*(S + 1)) < | Tr(U*S)| + | Te(U*T))|
< NN Te|S|+ I Te|T) < ISl + 1Tl
ISTl; = Te(V*ST) < |[V*S|| Tr|T| < ||ISI|| Tr|T|
< Tr|S| Te|T| = (IS IIT]l: -

Se concluye que || - ||; es una norma submultiplicativa sobre £'(H).

Si {T,} es una sucesién de Cauchy en £'(H), la desigualdad ||T;, — Tpl| < T — Tulh
muestra que es también una sucesion de Cauchy en K(H); por lo tanto, hay T € K(H) tal que
IT, = T|| = Ocuandon — oo. Si T — T, = W,|T — T,| (descomposicién polar) y si P es un
proyector de rango finito, entonces

TH(PIT = Tol) = Te(PW; (T = T)) = Tim T(PW; (T, — T,)) < lim sup [Ty = Tl

m—0o0

porque [|[PW,|| < 1. Luego, como P es arbitrario, ||T —T,||; < limsup,,_,, ||Tm —Tx|l1, el cual
implicaque T € L!(H) con ||T - T,|l; — 0. Luego £L'(H) es completo en lanorma || - ||;. O

3.4 El teorema espectral

El Teorema 3.35 define “funciones continuas” de un operador autoadjunto sobre H, al extender
el homomorfismo algebraico f +— f(T) desde polinomios a funciones continuas sobre sp(T).
El llamado teorema espectral extiende su dominio a las funciones borelianas.

Dado un espacio topoldgico (X, T), considérese la o-algebra B generado por T; sus
elementos (formados al tomar uniones e intersecciones numerables de conjuntos abiertos y/o
cerrados, repetidamente) se llaman partes borelianas de X. Una funcién real f: X — R es
una funcion boreliana si f _I(I ) es boreliano, para todo subintervalo I C R. En particular,
si A C sp(T) es una parte boreliana del espectro de un operador autoadjunto T, su funcién
indicatriz 14 es boreliana?? y cumple 112‘1 = 14. El operador asociado P4 := 14(T) debe
cumplir Pf‘ = P4 = P}: esto es, debe ser un proyector en L(H).

*?Fijese que 14 es continua sobre sp(T') si y solo si A es una unién de componentes conexos del espectro.
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El teorema espectral construye este cdlculo funcional en dos fases: primero se define una
correspondencia 14 <> P4 entre funciones indicatrices y proyectores; luego se extiende esta
correspondencia a funciones borelianas con procedimientos de la teoria de medida.

Antes de abordar este teorema, conviene revisitar el teorema de representacion de Riesz
(Ia Proposicion 2.50) que identifica el espacio dual de C[a, b], generalizdndolo el espacio dual
de C(K), donde K &€ C es un compacto cualquiera. Las integrales de Stieltjes sobre [a, b] se
generalizan a las integrales con respecto a medidas borelianas regulares sobre K.

» A continuacién se ofrece un breve bosquejo, sin demostraciones, de los resultados de la
teoria de medida que fundamentan el teorema espectral. Para mayores detalles, consultese los
libros de Dieudonné (capitulo 13) o Pedersen (capitulo 6).

Definicion 3.70. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto (y de Hausdorff) y
separable; sea B la o-dlgebra de las partes borelianas de X. Una medida boreliana sobre X
es una medida positiva p sobre (X, B). La medida p se llama regular si p(K) < oo para cada
K € X y si, paratodo A € B,

p(A) = inf{ p(U) : U C X abierto, A C U } = sup{ p(K) : K C X compacto, K C A}.

Una medida compleja u: B — C determina una medida positiva |¢|, su variacién total, por
|u|(A) = sup{ Do AL A = Wy, Ak } Escribase ||u|| := |u|(X) < oo. Dicese que
u es regular si su variacion total |u| es regular. Las medidas complejas borelianas regulares
forman un espacio de Banach M(X), con norma p +— ||p||. O

Una dualidad entre Cy(X) y M(X) esta dada por la férmula

o f) = /X £ duCe). (3.23)

En vista de la desigualdad

[ P < /le(X)IdIuI(X) < f Moo 11X = 11 f lloo Nl

la forma lineal f — /X f(x)du(x) es continua, con norma no mayor que ||x||; de hecho,
resulta que su norma es igual a ||y||. De este modo, M(X) es isométricamente isomorfa a un
subespacio de Cy(X)*.

Para demostrar que esta copia de M(X) coincide con todo Cy(X)*, se aprovecha la estructura
de orden (parcial) en estos dos espacios de Banach. La descomposicion de Jordan de una
media compleja (regular) expresa p como combinacién lineal de cuatro medidas positivas
(regulares): p = py — po + iuz — igs. Por otro lado, una forma lineal continua £ € Co(X)*
puede expresarse como ¢ = {1 — {» + il3 — il4, donde cada {; es una forma lineal positiva, en
el sentido siguiente. [ Conviene limitarse al caso de un espacio compacto 'y separable; el caso
general puede extraerse de la unitizacion Co(X)™ =~ C(X™). |
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Definiciéon 3.71. Sea K un espacio topoldgico compacto y separable. Una forma lineal
{: C(K) — C es positiva si £(f) > 0 cuando f > 0 en C(K). Si 0 < f < 1 puntualmente en
C(K), entonces 0 < €(f) < £(1). Resulta que |€(h)| < ||hl|€(1) para cualquier h € C(K), asi
que una forma lineal positiva € es automaticamente continua, con ||£|| = £(1). O

Teorema 3.72 (Riesz y Markov). Cada forma lineal positiva sobre C(K) esta dada por
fe /dep, para una tnica medida boreliana regular positiva p € M(X). =|

Después de combinar las cuatro partes de una forma lineal continua o bien de una medida
regular, con atencion a los detalles de continuidad, se llega al teorema siguiente.?3

Teorema 3.73 (Riesz y Kakutani). Sea K un espacio topolégico compacto y separable;
entonces el espacio dual C(K)* es isométricamente isomorfa a M(K). =)

» Después de ese breve bosquejo de los resultados que identifican C(K)*, se puede extender
el calculo funcional continuo para un operador autoadjunto T = T* € L(H). El Teorema 3.35
dice que f +— f(T): C(sp(T)) — L(H) es lineal e isométrica. Dados dos vectores x,y € H,
la aplicacién f — (y | f(T)x) es una forma lineal continua sobre C(sp(T)), que satisface

[y 1 £ < Myl IFDIHIx- (3.24)

Ademads, como || f(T)|| = || f|le, €l funcional lineal f +— (y | f(T)x) es continuo, con norma
no mayor que [|yl| ||x||. El Teorema 3.73 ahora produce medidas 1, € M(sp(T)) tales que

(Yl f(T)x) = / " S dpxy(d) paratodo  f € C(sp(T)). (3.25)
sp
En vista de (3.24), estas medidas cumplen la desigualdad ||z || < [|x|| [|ly]| paratodox,y € H.

El paso siguiente es eliminar los vectores x, y de la ecuacion (3.25).

Definicién 3.74. Sea K un espacio topolégico compacto separable, sea B su o-dlgebra de
partes borelianas y sea H un espacio de Hilbert. Una medida espectral sobre K con valores
en L(H) es una funciéon E: B — L(H) tal que:

(a) E(A)? = E(A) = E(A)* paratodo A € B.
(b) E(0) =0y E(K)=1.
(¢c) E(AN B) = E(A) E(B) paratodo A, B € B.

(d) Paratodox,y € H, E,,: A~ (y|E(A)x) es una medida boreliana regular compleja. ¢

23Para las demostraciones de los teoremas 3.72 y 3.73, véase los teoremas 4.5.4 y 4.8.8, respectivamente, del
libro Real Analysis de Simon.
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La condicién (a) de la Definicion 3.74 dice que cada E(A) es un proyector, con imagen
cerrada Ran E(A) < H. Si AN B = 0, entonces E(A W B) = E(A) + E(B), porque

(E(A) + E(B))® = E(A)® + E(B)* = E(A) + E(B) = (E(4) + E(B))",
asi que E(A) + E(B) es un proyector, que ademds cumple, para x,y € H:
(Y E(AW B)x) = Exy(AW B) = Ex y(A) + Exy(B) = (y | (E(A) + E(B))x).

En particular, E(K \ A) = 1 — E(A) es el proyector cuya imagen es (Ran E(A))*.

Escribase P(H) := {P € L(H) : P> = P = P*}. Entonces E: B — P(H) es una funcién
finitamente aditiva. La condicién (d) afirma que E es numerablemente aditiva: en efecto, si
{Ax} C B es una familia numerable de borelianos disjuntos, los subespacios Ran E(Ax) son
mutuamente ortogonales; si \/; Ran E(Ax) denota el subespacio cerrado generado por ellos,
entonces Ran E(l4; Ax) = /i Ran(E(Ay)), asi que E(l+; Ax)x = Xk E(Ax)x parax € H.

Definicion 3.75. Si K es compacto y separable, dendtese por B (K) el espacio vectorial de
funciones borelianas acotadas g: K — C. Esta es una C*-dlgebra con la norma || - ||, que
incluye C(K) como subdlgebra cerrada. Sea E: B — P(H) una medida espectral. Definase

/dE(/l) = / 14(A)dE(A) := E(A) paratodo A e B.
AT Jk

Esta integral se extiende por linealidad a las funciones simples: si h = Z;.l: |
Je R dEQ) := 3, ¢; E(A)) € L(H).

Si g € Boo(K), hay una sucesién {h,} de funciones simples tales que h, — ¢ uniforme-
mente. Para x € H, se cumple

clej, se define

/thn(l) ~ gD dExx (D) < [lhn = gllco x | EK)x) = (| = gllsolx]I?,

y mds generalmente, fK |hn(A) = g(D)| d|Exyl(A) < |lhn = glleollx]| ly|l para x,y € H. Por
convergencia dominada, se obtiene <y| / hn(1) dE(A)x) — I(g;y,x) € C donde este limite
no depende de la sucesion aproximante {h,}. Esta forma sesquilineal (y,x) — I(g;y, x)
cumple I(g;y,x) < ||gllsllx|| [lyll. Luego hay un operador acotado S(g) € L(H) tal que
(y|S(g9)x) = I(g;y, x). Escribase /K g(A)dE(A) := S(g). En otras palabras, se ha definido un
operador (Gnico) que cumple

<y ‘ /KQ(A) dE(2) x> = /Kg()t) dEyy(A) paratodo x,y€ H. 0

Teorema 3.76 (El teorema espectral). Sea T € L(H) un operador autoadjunto. EXxiste
una tnica medida espectral E: B(sp(T)) — P(H) tal que f(T) = /g o(T) f(A)dE(A) para
f € C(sp(T)). Los proyectores espectrales conmutan con T: E(A)T = TE(A) para todo
A € B(sp(T)), y si S € L(H), entonces ST = TS si y solo si E(A)S = SE(A) para todo A.
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Demostracion (bosquejo). La férmula (3.25) define medidas borelianas { pi., : x,y € H}
sobre sp(T). Si A € B(sp(T)), cada (y, x) — piy(A) es una forma sesquilineal sobre H, que
cumple |z, (A)| < |lx]| [lyll. Entonces hay un operador E(A) € L(H) con [|[E(A)|| < 1 tal que
pxy(A) = (y | E(A)x) para x,y € H. Luego se verifica que A — E(A) es una medida espectral.
Su unicidad viene de las igualdades Ey , = py,, para todo x, y.

SiS € L(H) conmuta con T, entonces S f(T) = f(T) S para polinomios f y de rebote para
f € C(sp(T)). Luego, (S*y | f(T)x) = (y | Sf(T)x) = (y | f(T)Sx) para todo x,y, asi que
Ey s+y = Esxy en M(sp(T)). Por lo tanto, vale

(y | SE(A)x) = (S'y | E(A)x) = Exs+y(A) = Esxy(A) = (y | E(A)Sx).

Esto establece que SE(A) = E(A)S para A € B(sp(T)). Inversamente, si SE(A) = E(A)S para
todo A, entonces Ey 5y = Esy,y para todo x,y € H, lo cual implica que

IST) = [ AdBusy )= [ AdBsny) = w1 TS, 0
sp(T) sp(T)

Esta correspondencia g — @ = fs o(T) g(A) dE(A) es un x-homomorfismo de Beo(sp(T))
en L(H), que lleva la funcién constante 1 en el operador identidad 1, tal que ||g(T)|| < ||gllco-
(Su ndcleo es el espacio vectorial de las funciones borelianas acotadas g tales que g = 0 casi
por doquier con respecto de cada una de las medidas positivas Ey .)

Lema 3.77. SeaT =T* € L(H) y sea f: C — C continua. Entonces (f o g)(T) = f(g(T))
para todo g € Bo(sp(T)).

Demostracion. Para monomios A — A", se obtiene ¢"(T) := / g(A)"dE(A) = g(T)" de la
propiedad homomérfica de g — ¢(T). Para A — A, se puede comprobar que §(T) = g(T)*
a partir de la propiedad E(A)* = E(A). Entonces (p o g)(T) = p(g(T)) cuando p(A, 1) es
un polinomio. El caso general sigue del teorema de Weierstrass, al aproximar f por tales
polinomios, uniformemente en el disco compacto { z € C : |u| < ||9]|e }- O

Proposicion 3.78. Sea U un operador unitario en L(H). Entonces hay un operador auto-
adjunto T € L(H) con ||T|| < 1 tal que U = exp(2xiT).

Demostracion. Usando el calculo funcional continuo para operadores normales, se com-
pruebaque sp(U) C T={A e C:|A =1}. (Véase le Ejercicio 3.18.)

Definase e: [0,1) > T : t e2"1t Esta funcién e es una biyeccion continua, pero su
inverso g no es continuo; el intervalo semiabierto [0, 1) no es homeomorfo al circulo T. Sin
embargo, g si es una funcion boreliana acotada sobre T y, desde luego, sobre cualquier parte
cerrada de T. Coloquese T := g(U).

De g(T) c Rresultag = g, asique T = T*. Ademas, ||T|| = ||g(U)]| < llgllo < 1.

Del Lema 3.77, se obtiene exp(27iT) = e(T) = e(g(U)) = (eo g)(U) = U. O
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3.5 Ejercicios sobre operadores y teoria espectral

En los ejercicios del 3.1 al 3.9, A es un dlgebra de Banach y H es un espacio de Hilbert, salvo
indicacion contraria.

Ejercicio 3.1. Sea A un dlgebra de Banach unital. Si x € Ay si hay dos elementos y,z € A
tales que ||xy — 1|| < 1y ||zx — 1]| < 1, demostrar que x es invertible y que

x = yZ(l —xy)k = Z(l — zx)*z.
k=0 k=0

Ejercicio 3.2. Sea J un ideal cerrado en un édlgebra de Banach A, es decir, un subespacio
cerrado tal que xv € J, vx € J cuando x € A, v € J. Verificar que el espacio cociente A/J,
con lanorma ||x + J|| := infyes ||x + v||, es un dlgebra de Banach.

Ejercicio 3.3. Si E es un espacio de Banach, el espacio de operadores continuos £(E) es un
algebra de Banach. Un operador T € L(E) es cuasinilpotente si sp(T) = {0}. Demostrar que
los operadores T € L£(C[0,1]) y S € L(£’) [donde 1 < p < oo] definidos por

n+1

pe
Xn+1
TF(x) = /0 fde y  (Sx), =
son cuasinilpotentes; pero T no posee autovalor alguno.

Ejercicio 3.4. Sea x, y dos elementos de un dlgebra de Banach unital A. Demostrar que

sp(xy) U {0} = sp(yx) U {0}.

Dar un ejemplo de un caso en donde sp(xy) # sp(yx).
[ Indicacién: Si A ¢ sp(xy) U {0}, verificar que A~ (1 + y(A1 — xy)~'x) es un inverso para
Al —yx. |

Ejercicio 3.5. Un problema bdsico de la mecénica cudntica es la bisqueda de dos operadores
autoadjuntos Q y P sobre un espacio de Hilbert H que cumplen la relacién canénica de
conmutacion QP — PQ = ixl, donde 7 es una constante real positiva.2* Comprobar que este
problema no posee solucién alguna con Q, P € L(H).

[ Indicacién: Verificar la formula: sp(ul + x) = p + sp(x) para g € C; luego usar el
Ejercicio 3.4. ||

Ejercicio 3.6. Sea A un dlgebra de Banach involutiva. Si u € A es una identidad a izquierda:
ux = x para todo x € A, demostrar que u = u* y que u es una identidad (bilateral) para A.

24En un sistema cudntico con un solo grado de libertad, se interpreta Q como un operador de posicion 'y P
como un operador de momento. La cantidad # es la constante de Planck. Para enfrentar la ausencia de una
solucién en operadores acotados, es obligatorio representar Q y P por operadores autoadjuntos no acotados.
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Ejercicio 3.7. (a) Sean Ay B dos C*-dlgebras unitales y 7: A — B un *-homomorfismo
— esto es, un homomorfismo 7 tal que 7(x*) = 7(x)* para todo x € A. Demostrar que

sp(7(x)) C sp(x), yconcluirque ||z(x)|| < ||x]|| para x € A.

(En consecuencia, un *-homomorfismo entre C*-dlgebras unitales es automdticamente
continua).

(b) Concluir que un *-isomorfismo entre C*-algebras unitales es una isometria.

(c) Demostrar que la norma de una C*-dlgebra unital es tinica:?5 siuna x-4algebra unital Aes
una C*-dlgebra para dos normas ||-|| y [|I-|| que verifican ||x*x|| = [|lx||I*> y llx*x]|| = llc]lI?
para todo x € A, comprobar que ||x|| = |||x]||| para todo x € A.

Ejercicio 3.8. Sea A una C*-dlgebra sin unidad, y sea A" := A @ C su unitizacion, definida
por el Lema 3.7. Demostrar que hay una norma sobre A* tal que A* sea una C*-dlgebra unital.
(Esta norma es unica, por el Ejercicio 3.7 anterior.)

[ Indicacién: Definase |||(x, A)||| := sup{||xz + Az||a : ||z]la < 1}. Verificar que esta es
una seminorma submultiplicativa sobre A*. Si fuera |||(u, A)||| = 0 con A # 0, comprobar que
—A~u serfa una unidad para A; deducir que |||-||| es una norma para A*. Verificar que esta es

una C*-norma y que A™ es completa en esta norma. ||

Ejercicio 3.9. (a) Sea A una C*-dlgebra sin unidad. Un par de operadores (L, R) en £(A)
es un doble centralizador para A si se verifica

L(xy) = L(x)y, R(xy)=xR(y), R(x)y = xL(y) paratodo x,y € A.

Sea M(A) la totalidad de tales (L,R). Si z € A, definase L,(x) := zx y R,(x) := xz;
verificar que (L., R;) € M(A) y que ||L,|| = ||R.|| = ||z]|. Més generalmente, demostrar
que ||L|| = ||R|| para todo (L, R) € M(A).

(b) Demostrar que M(A) es un subespacio cerrado de £(A) & L(A). Definase un producto
y una involucién en M(A) por

(L1, R1)(L, Ry) := (LiLa, ReRy)  y (LR := (R, L"),

donde T'(x) := T(x*)* para T € L£(A). Demostrar que M(A) una C*-dlgebra bajo este
producto e involucién,?® con la norma dada por ||(L, R)|| := ||L|| = ||R||. Verificar que
la aplicacién z — (L., R,) es un *-isomorfismo isométrico que lleva A en un ideal del
algebra de multiplicadores M(A).

25Una norma sobre una =-dlgebra que cumple (3.6) se llama una C*-norma.

268i A = Cy(X) con X localmente compacto, resulta que M(A) = C,(X), la C*-dlgebra de funciones continuas
acotadas sobre X; se sabe que Cy(X) =~ C(BX), donde X es la compactificacion de Stone y Cech del espacio
topoldgico X.
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En los ejercicios que siguen, H es un espacio de Hilbert (separable).

Ejercicio 3.10. Verificar la equivalencia de las siguientes pares de condiciones para diversas
clases de operadores acotados sobre H.

(a) Operador autoadjunto: T* =T siy solosi (x | Tx) € R paratodo x € H.
(b) Operador normal: TT* = T*T siy solosi ||[T*x|| = ||Tx|| para todo x € H.
(¢c) Contraccion: I — R*R es positivo si y solo si ||Rx|| < ||x|| para todo x € H.
(d) Isometria: V*V = 1siy solosi ||[Vx|| = ||x]|| paratodo x € H.
(e) Isometria parcial: WW*W = W siy solo si ||[Wx|| = ||x]|| para todo x € (ker W)*.
(f) Proyector: P> = P = P* siy solo si Px = x para todo x € (ker P)*.
Ejercicio 3.11. Sean P, Q € L(H) dos proyectores, y sea M < H un subespacio cerrado.

(a) Demostrar que Ran P es un subespacio cerrado de H; que H = ker P @ Ran P como
suma directa ortogonal; y que ||P|| = 1 o bien P = 0.

(b) Demostrar que hay un tnico proyector Py; € L(H) tal que Ran Py; = M. [ Indicacion:
Usar la Proposicion 1.43. ]| Verificar que el proyector con imagen M+ es 1 — Py,.

(c) Demostrar que PQ es un proyector si y solo si PQ = QP, en cuyo caso P + Q — PQ
es también un proyector. ;Cudles son las relaciones entre las imdgenes Ran P, Ran Q,
Ran(PQ), Ran(P + Q — PQ)?

Ejercicio 3.12. Demostrar que cada operador idempotente de norma 1 en £(H) es un proyector.
Estoes: si S € £L(H) cumple S> = Sy ||S|| = 1, entonces S* = S.

[ Indicacién: Verificar que ||(1 + £)Sx||> < ||x + tSx||? = ||x||> + ||tSx]||* para x € (RanS)*
y t > 0. Deducir que (Ran S)* C ker S y concluir que (Sy | z) = (y | Sz) paray,z € H. ]

Ejercicio 3.13. (a) Si A € L(H) es positivo y si ||A]| < 1, demostrar que ||[1 — A|| < 1.
(b) SiT =T* € L(H) cumple ||T|| < 1y ||l = T|| <1, demostrar que T es positivo.
Ejercicio 3.14. Sean A, B € L(H) dos operadores positivos.
(a) Demostrar que A + B es positivo. Si T € L(H), demostrar que T*AT es positivo.

(b) Si AB = BA, demostrar que AB es positivo. [ Indicacién: mostrar que BVA = VAB. |
Dar un ejemplo de operadores positivos A, B (con AB # BA) tales que AB no es positivo.
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Ejercicio 3.15. Generalizar el Teorema 3.35 (calculo funcional continuo) a elementos autoad-
juntos de una C*-dlgebra unital cualquiera. Concretamente, si A es una C*-dlgebra unital y si
x = x* € A, construir un *-isomorfismo isométrico f +— f(x) entre C(sp(x))y la =-subalgebra
cerrada C*(x) C A generada por x, con las siguientes propiedades:

(a) la imagen de la funcién idéntica A — A es el elemento x € A;
(b) si f > 0en C(sp(T)), entonces f(x) = y*y para algiiny € A;
(¢) sp(f(x)) = f(sp(x)) para todo f € C(sp(x)).

Ejercicio 3.16. Sea A una C*-dlgebra unital y sea B una =-subdlgebra cerrada de A tal que
1 € B. Demostrar que B N A* = B*; es decir, si x € B posee un inverso x e A, entonces
x~! € B. Concluir que sp,(y) = spz(y) para y € B: los espectros de un elemento de B con
respecto a las dos C*-dlgebras A y B coinciden.?’ [ Indicacién: Si x* = x, usar el cdlculo
funcional continuo del Ejercicio 3.15 anterior; en general, verificar que x~! = (x*x)~'x*. ]|

Ejercicio 3.17 (Cdlculo funcional continuo para operadores normales). Sea T € L(H) un
operador normal: T*T = TT*. Sea C*(T) la C*-subdlgebra unital de £L(H) generadapor Ty T*
(Definicién 3.31). Cada f € C(spT) es un limite uniforme de polinomios: pn(1,1) — f(1)
uniformemente para A € sp(T). Definase f(T) := lim,— pn(T, T*) en la norma de L(H).
Demostrar que f +— f(T) es un *-isomorfismo isométrico entre C(sp T) y C*(T), que satisface

sp(f(T)) ={f(A) : A esp(T) } paratodo f € C(spT).

Ejercicio 3.18. Sea T := {1 € C: |A| = 1}. Verificar que un operador normal U € L(H) es
unitario si'y solo si sp(U) C T. [ Indicacién: Usar el Ejercicio 3.17 anterior. |

Ejercicio 3.19. Si A € L(H) es un operador positivo, usar la existencia de la raiz cuadrada
positiva tnica VA para comprobar esta generalizacién de la desigualdad de Schwarz:

Gy | Ax)|” < (y | Ay) (x | Ax) paratodo x,y € H.

Ejercicio 3.20. Sea W una isometria parcial: WW*W = W. Comprobar que 1 — W*W es el
proyector con imagen ker Wy que 1 — WW™ es el proyector con imagen ker W*. [ Indicacion:
usar el Ejercicio 3.11(b). |

Ejercicio 3.21. Sea T = W|T| la descomposicion polar de un operador T € L(H). Demostrar
las siguientes propiedades de un operador normal T:

T'T=TT" — |T"|=|T| = WIT|=|TIW < WT|=|T|W" = WT =TW.

*TEste resultado para C*-dlgebras es falso para dlgebras de Banach mds generales: solo se puede asegurar
que sp,(y) € spg(y) para y € B. Para un contraejemplo, véase el Ejemplo 6.1.9 del libro Operator Theory
de Simon.
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Ejercicio 3.22. Escribase A > B en L(H) si A — B es un operador positivo. Demostrar las
siguientes propiedades de este orden parcial:

(a) si A > 0, entonces ||A||1 > A;

(b) si A > B > 0, entonces ||A|| > ||B|l;

(c) si A > 0, entonces ||A|| A > AZ;

(d) si A > 1, entonces A es invertible con 1 > A™!;

(e) siA> B > 0,entonces T*AT > T*BT paratodo T € L(H);

B
(f) siA> B> 0ysiyu>0,entonces (ul +B)™! > (ul + A~
B>

(g) siA> 0, entonces VA > VB.

[ Indicacion: Para (a), (b) y (d), hallar intervalos en R que incluyen los espectros de estos

operadores. Para (c), mostrar que sp((A — 1[|A[|1)?) C [0, 3]|A||?]. Para (f), aplicar (d) y (¢)
con T = (u1 + B)~'/2. Para (g), verificar la siguiente férmula integral:

1 [ t \dt
) G
T Jo t+ A \/?

y en seguida usar (f) y cdlculo funcional continuo. |

» Enlos ejercicios que siguen, K(H) denota la C*-dlgebra de operadores compactos sobre H.

Ejercicio 3.23. Demostrar que T € L(H) es un operador compacto si y solo si |T| es un
operador compacto.

Ejercicio 3.24. Si S = S* € K(H), se puede escribir sp(S) \ {0} = { Ax : kK € N}, ordenado
por |Ax| > |Ax+1] para cada k. Demostrar que hay proyectores de rango finito { P, : k € N},
con PP = PP, = O para k # I, tales que S = }.°° ) AcPx con convergencia en la norma
de L(H).

Ejercicio 3.25. Si A € K(H) es compacto y positivo, sea { ik }ren 1a sucesion de sus autova-
lores positivos, contados con multiplicidad, en orden decreciente: px > pg+1. Sea {ug tren
una familia ortonormal de autovectores: Auy = puy para cada k. Demostrar que, para todo
neN:
pin = sup{(x | Ax) : [[x|| < L, (u; | x) =Oparaj <n}.
En seguida, demostrar el teorema minimax de Courant que caracteriza los autovalores de A:
Hn= inﬁzn sup{ {x | Ax) : |Ix|| < 1, x € My },

donde el infimo se toma sobre todos los subespacios M, < H de dimension finita n.
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Ejercicio 3.26. Si S € L*(H) y si T € L(H) es un operador acotado, verificar que TS y ST
pertenecen a L2(H), con ||TS|l < ITI ISl y ISTIl2 < [ISI2 IT]]. Concluir que £2(H) es un
x-ideal no cerrado en L(H).

Ejercicio 3.27. Comprobar la formula de polarizacion (3.22), para S, T € L(H):
3
48T = Z (T + iFS)*(T + i*s).
k=0
(a) Deducir que RS € £'(H) cuando R, S € L(H).

(b) Demostrar que T es de la forma T = RS con R, S € L*(H) si y solo si T € L'(H).

[ Indicacién: usar T = WA!/2AY2 si T = WA es la descomposicién polar. |
(c) Verificar que Tr(RS) = Tr(SR) cuando R, S € L*(H).
Ejercicio 3.28. Sea H un espacio de Hilbert infinitodimensional (separable).
(a) Comprobar que las inclusiones F(H) ¢ L'(H) ¢ £2(H) c K(H) son estrictas.
(b) Si T € £L!(H), demostrar que ||T]|> < ||T]l; . [ Indicacién: usar el Ejercicio 3.19.

Ejercicio 3.29. Si T € £'(H), demostrar que Tr |T*| = Tr|T| y por ende ||T*||; = ||T]l.
[ Indicacion: descomposicion polar. ]|

Ejercicio 3.30. (a) Six,y € H, comprobar que Tr(|x){(y|) = (y | x).
(b) Demostrar que |[|x)(yl|| = [[lx) (I, = [l)wl]|, = lxIlyll-
Ejercicio 3.31. (a) SiS e L(H)y T € L'(H), comprobar que | Tr(ST)| < |IS|| |T]l:.

(b) Sea f € K(H)*. Definase T € L(H) por (y | Tx) := f(|x){(y|) para x,y € H. Si {ux}
es una base ortonormal de H, n € Ny T = WA (descomposicién polar), demostrar que
f(ZRoolueyWurl) = Xp_(uk | Aug). Concluir que T € £'(H) con || T|l; < |If]I-

(c) Mostrarque f(S) = Tr(TS) = Tr(ST) paratodo S € K(H). Concluir que (T, S) := Tr(ST)
define un isomorfismo isométrico K(H)* ~ L(H).

(d) Seag € L'(H)*. Definase R € £L(H) por (y|Rx) := g(Ix){y|). Demostrar que R € L(H)
con ||R]| < [|gll.

(e) Concluir que (T, R) := Tr(RT) define un isomorfismo isométrico £L!(H)* ~ L(H).

(f) Luego, el encaje natural J: K(H) — XK(H)* puede identificarse con la inclusion
K(H) — L(H). Si dimH = oo, concluir que los espacios de Banach K(H), L!(H) y
L(H) no son reflexivos.
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4 Introduccion a la Teoria de Distribuciones

Nous avons généralisé la notion de fonction, d’abord par
celle de mesure, puis par celle de distribution. § sera
une mesure et non une fonction, 8’ une distribution et
non une mesure. .. 1l est ensuite nécessaire d’établir les
régles de calcul sur les distributions de facon a concilier
les régles usuelles du calcul différentiel et celles du calcul
symbolique. En avant tout, il faut introduire une bonne
définition de la dérivée.

— Laurent Schwartz, Théorie des distributions (1966)

Durante la primera mitad del siglo XX, la bisqueda de soluciones a las ecuaciones
diferenciales parciales motivaron la introduccién de unas “derivadas débiles” de funciones
continuas que no tenian derivadas como limite de cocientes de diferencias finitas. Por otro
lado, en su libro The Principles of Quantum Mechanics (1930), Dirac introdujo una “funcién
generalizada” §(x) que se anula para x # 0 pero cuya integral sobre R es igual a 1, lo cual es
clasicamente inadmisible. El principio de incertidumbre de Heisenberg (1927) establece la
imposibilidad de determinar ciertos pares de coordenadas fisicas (g;, p;) con total precision;!
esto pone en duda la relevancia fisica (en escalas microscépicas) del proceso de “evaluar una
funcién f en un punto t”: en su lugar, se debe considerar ciertos valores promedios de f.

Un promedio (ponderado) de una funcién f: R — C es el resultado de calcular la integral

(o) = / £ o) dx. (4.1)

donde la “ventana” ¢ es una funcién no negativa tal que /_ 0:0 e(t)dt = 1. Si la funcién ¢
tiene soporte en un vecindario estrecho de o y si f en continua en ¢y, esta integral es una
aproximacion el valor f(#). La coleccion de tales integrales {{f, ¢)} describe la funcién f
con tanta precision que el juego de sus valores puntuales { f(¢)}.

Si f y ¢ son funciones de una variable real, diferenciables en el sentido ordinario, y si
el soporte de ¢ queda en un intervalo compacto [—R, R], se puede considerar la formula de
integracion por partes:

(fag) = / /() () dx = - / £ @) dx = —(fo o). (42)

Brevemente: mediante la dualidad (4.1), el lado derecho de esta formula se define la derivada
de la funcién f, aun cuando f no sea diferenciable en el sentido clédsico.

"Un espacio de fases es una variedad diferencial que admite una 2-forma simpléctica w con una expresion
local w = };dq; A dp; en “coordenadas de Darboux™. Los pares (gj, p;) se llaman “variables conjugadas” con
respecto a w. El principio de incertidumbre impide la localizacién puntual de pares de variables conjugadas.
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4.1 Funciones de prueba y distribuciones

Motivado por la férmula (4.1), se definird una distribucién f como un elemento del espacio
dual de un espacio de funciones ¢. Para aprovechar la férmula (4.2), tales funciones ¢ deben
ser, al menos, indefinidamente diferenciables (es decir, suaves). La primera tarea, entonces,
es identificar el espacio de tales funciones suaves ¢, como espacio localmente convexo.

Sea U una parte abierta de R™. En el dominio U, hay dos candidatos obvios para este
espacio de funciones: el espacio £(U) = C*(U) de todas las funciones suaves f: U — C,
del Ejemplo 1.15; o el espacio D) = C(U) de las funciones suaves de soporte compacto
en U. Cuando U = R™, un tercer candidato es el espacio S(R™) de las funciones declinantes,
del Ejemplo 1.16. Hay inclusiones obvias:

D(R™) c S(R™) c E(R™). (4-3)

Al dotar estos espacios de topologias apropiadas, estas inclusiones resultardn continuas.
Cabe recordar que el soporte de una funcién continua h: U — C es la clausura de la
parte de U donde h no se anula:

soph = h1(C\ {0).

Alternativamente, se puede definir el soporte indirectamente: el complemento U \ (sop h) es
la unién de las bolas abiertas B(x;r) € U en donde h si se anula (esto es, el mayor abierto
V C U tal que hly = 0).

En el Ejemplo 1.13, se constaté que el espacio C(U) de las funciones continuas h: U — C
es un espacio de Fréchet. Las funciones continuas de soporte compacto sop h € U, denotado
por X(U) = C.(U), forman un subespacio denso? de C(U).

Pasando a las funciones suaves, D(U) es también un subespacio vectorial denso de E(U).
De hecho, si x € U, existe una funcion suave ¢: U — [0, 1] con ¢(x) # O tal que sop ¢ es
compacto en U. Se ofrece un ejemplo tipico a continuacion.

Ejemplo 4.1. Si B(xp;a) c U cona > 0, sear := ||x — xo|; 1a funcién
2 /(22
Pa(x) = Cae® /) [r < a] (4-4)

es una funcién suave con sop ¢, = B(xg;a) € U. Témese la constante de normalizacion
C, > 0 para que me @a(x)d™x = 1. [ Obsérvese que la funcion ¢, es suave no es analitica
en U: su serie de Taylor en cualquier punto de la esfera r = a es idénticamente nula, pero ¢,
es positiva en el interior de esta esfera. | o

*Si x € U, hay un compacto K € U tal que x € K° c K porque U es localmente compacto. Si ademads
x € Kc KcL° cL cUconKyL compactos, el Lema de Urysohn produce una funcién continua
h: U — [0,1] tal que h(y) = 1 siy € K pero h(z) = 0si z ¢ L. Por lo tanto sop h C L, asi que h € X(U).
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Definicion 4.2. Sea U una parte abierta no vacia de R™. Los elementos del espacio vectorial
D(U) se llaman funciones de prueba en U. Si {x,...,x,} es una parte finita de U, la
férmula (4.4) muestra que hay funciones 1; € D(U) tales que ¥;(x;) # 0 pero ¥j(xx) = 0 para
Jj # k; por lo tanto, las funciones {1, ..., ¥, } son linealmente independientes. Luego, D(U)
es infinitodimensional.

Para cada compacto K € U, sea Dg := {¢ € D{U) : sopp € K}. Obsérvese que
¢ € Dy = 0% € Dk paratodo @ € N™. (Una derivacién parcial no aumenta el soporte
de una funcion suave.)

Cuando K € U, el espacio vectorial Dk es un subespacio cerrado de E(U). Con la
topologia heredada de £(U), este Dg es entonces un espacio de Fréchet, con seminormas

prn(@) = sup{|0%(x)| : x € K, |a| < n}. (4.5)

La unién D(U) = Ugey Dk es un espacio localmente convexo (jno metrizable!) bajo la
topologia localmente convexo mas fuerte tal que todas las inclusiones Dg < D(U) sean
continuas. Concretamente, ¢ — ¢ en D(U) si y solo si hay K € U tal que sopp € K
y sop¢x € K para cada k y si ademds 0%pr — 0%p uniformemente sobre K, para cada
a e N™ o

Un abierto U € R™ es o-compacto (Ejemplo 1.13): U = TU, K, con K, € K° | para
cada n. En tal caso, la inclusién continua D, < D, , es un encaje: la topologia relativa
de Dk, como subespacio de Dk, ., coincide con su topologia original. [ Dicese que D(U) es

el limite inductivo estricto de los espacios de Fréchet Dy . |

Definicion 4.3. Sea U un abierto en R™. Una distribucién en U es una forma lineal continua
sobre D(U), es decir, un elemento del espacio dual D’(U) := D(U)*.

Si f € D'(U), ¢ € D(U), la evaluacién (f, ¢) := f(p) define la dualidad entre distribu-
ciones y funciones de prueba. -

Una forma lineal f: D(U) — C es continua si y solo si su restriccion a cada subespacio
Dk es continua. Entonces f € D’(U) si y solo si, para cada compacto K € U, hay n € Ny

C > 0 tales que
|f(@)l < Cpranlp) paracada ¢ € Dg. (4.6)
La topologia apropiada sobre D’(U) es la topologia débil estelar? como espacio dual de D(U),

es decir, la topologia de convergencia simple sobre funciones de prueba. Entonces f; — f en
D'(U) siy solosi (fj, ) — (f, ) paracada ¢ € D(U). O

3Si E es un espacio localmente convexo, la topologia fuerte S(E*, E) sobre su espacio dual E* es la topologia
de convergencia uniforme sobre partes acotadas de E. Cuando E es un espacio normado, esta es la topologia
de la norma sobre E*. Las topologias débil estelar y fuerte sobre E no coinciden: hay redes que convergen
para o(E*, E) pero no para S(E*, E). Sin embargo, en el caso E = D(U), resulta que cualquier sucesion {f,} de
distribuciones que converge débilmente también converge en la topologia fuerte. Véase la Proposicion 4.1.2 del
libro: John Horvath, Topological Vector Spaces and Distributions, Addison-Wesley, Reading, MA, 1966.
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Definicién 4.4. Una funcién f: U — C es localmente integrable — escrito f € L} (U) —si
/|f(x)| d"x < oo paracada K e U,
K

es decir, si flg € £'(K,d™x) con respecto a la medida de Lebesgue, para cada compacto
K c U. Una funcién localmente integrable define una distribucién regular sobre U, por:

(o) = /U G0 o) d"x. 47)

(Las distribuciones que no provienen de funciones localmente integrables son singulares.) ¢

Notacion. Los practicantes de la teoria de distribuciones® suelen denotar el lado derecho
de (4.7) por (f(x), p(x)) en vez de (f, ¢), incorporando una variable de integracién en el
apareamiento de dualidad. Esto simplifica los procedimientos de “‘cambio de variable”.

Ejemplo 4.5. Un caso importante de una distribucién regular es la funcién de Heaviside®
0: R — R, definido por
1 six >0,
0x):=[x>01={ 48)
— 0 six<O.
Esta funcién es discontinua en x = 0. Su valor en x = 0 es irrelevante para definir la
distribucién regular: 6 = Tjg«) € L. (R). Para ¢ € D(R), vale (0, ¢) = /000 o(x)dx. O

loc

Ejemplo 4.6. La delta de Dirac es la distribucion singular § € D’(R) dada por la evaluacion
enx =0:
(8, 9) = (6(x), p(x)) := 9(0). (4.9)

Dirac originalmente escribi6:” /R d(x) p(x)dx = ¢(0). Es evidente que una funcién “5(x)”
con esta propiedad deberia cumplir §(x) = 0 para x # 0, a la vez que fR d(x)dx = 1. Esta
férmula de Dirac adquiere sentido al interpretar su “integral” como la expresion (4.9).
Fijese que |¢(0)| < pxo(p) para K € R, asique §: ¢ — ¢(0) es una distribucién sobre R.
Mis generalmente, si U es un abierto en R™ con y € U, definase 6, € D’(U) por

(85, @) = (3(x — 1), 9(x)) := py).

En la notacién de Dirac: /U 0(x —y) p(x)d™x = ¢(y). o

4En este capitulo, todas las integrales se toman con respecto a la medida de Lebesgue, denotado por la “cola
de integracién” d"x, salvo indicacion expresa de lo contrario.

5Véase, por ejemplo, el libro de Estrada y Kanwal. Esta costumbre fue establecida por Israil Guelfand en
un tratado de cinco tomos (edicion rusa, 1958); véase: I. M. Guelfand y G. E. Shilov, Generalized Functions 1,
Academic Press, New York, 1964.

6 Algunos autores escriben H(x) en vez de 6(x).

7En su libro: Paul Adrien Maurice Dirac, Principles of Quantum Mechanics, Oxford, 1930, la “funcién”
d(x — y) aparece como una “notacion conveniente” para una version continua de la delta de Kronecker §;.
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Ejemplo 4.7. La funcién 1/x no es localmente integrable en R \ {0}, pues la integral /a b dx /x
diverge toda vez que a < 0 < b. Sin embargo, es posible construir una distribucién a partir
de la funcién 1/x, al usar el valor principal de Cauchy en x = 0 de las integrales. Definase

(vp(1/x), p(x)) := P/R@ X = lim/||> M x.

el0 X
Como ¢ € D(R) es suave, hay otra funcién suave ¢ tal que
o(x) = p(0) + x ¥(x) paratodo x € R.

Esto sigue del teorema de Taylor de orden 0O; y el teorema de valor medio muestra que
Y(x) = ¢'(tx) para algin ¢t € (0, 1), dependiente de x. Si sop ¢ C [—R, R], entonces

. o) ¢(0) _ [
lim —dx =lim /g<|x|<R( + gb(x)) dx = /_R U(x)dx.

el0 lx|ze X el0 X

La continuidad de este funcional lineal de ¢ sigue del estimado
[{vp(1/x), ()| < 2R[[¥]lo < 2R (| [loo < 2Rp[-rR11(9)- 0

» Si f: R — C es una funcién diferenciable (por tanto, continua y localmente integrable),
la formula de integracion por partes (4.2) es valida, porque f(x) ¢(x) se anula en oo porque
sop ¢ es compacto. Para otras funciones o distribuciones, esta férmula también permite definir
la “derivada distribucional” de f.

SuU C R™"conm > 1y f: U — C es diferenciable, conviene abreviar sus derivadas
parciales con la notacién d, f := df/0x; .

Definicion 4.8. Si f € D'(U), con U C R™ abierto, la derivada parcial 0; f se define asi:
(%, @) := —(f,0jp) paratodo ¢ € D). (4.10)

Si & € N™ es un multiindice, se acumulan || signos menos:

@°f.0) = (~1)(f, 0%).
En el caso m = 1 de una variable, se escribe (f’, ¢) := —(f, ¢’), como en (4.2). O

Ejemplo 4.9. La derivada distribucional de la funcién de Heaviside es la delta de Dirac:

(00 ==0.0) == [ ¢x)dx=90)= 0.0) pa p< DR)
Fijese que 0 es una distribucion regular pero su derivada es singular. O
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Ejemplo 4.10. La funcién a(x) := |x| es continua sobre R, pero en x = 0 no es diferenciable
en el sentido ordinario. Su derivada distribucional se calcula como sigue:

0 00
. 0) = ~(a.¢') = - /R o @dr= [ gt - /0 x ¢/(x) dx

0 [e)
= —[ o(x)dx + /0 p(x)dx = /[R(signo x) ¢(x) dx,

(o)

después de una integracion por partes, al notar que x ¢(x) se anula en {—o0, 0, +oo}. Luego
a’ = signo en D'(R).
La segunda derivada de x +— |x| es singular:
0

(@ 0) = —(d\ ') = /R (signox) ¢'(x) dx = / o) dx — /0 o'(x) dx = 2 p(0)

asi que a” = 26 en D'(R). ¢

Ejemplo 4.11. La derivada distribucional de § estd dada por (&, ¢) = —¢’(0).
Mas generalmente, si y € U € R™, las derivadas de orden superior de 5y estan dadas por

(3°8y, 9) = (=1)1*10(y). 0

Definicion 4.12. El orden de una distribucion f € D’(U) se define como sigue. Para cada
K € U, existen n € Ny C > 0, dependientes de K, tales que |(f, ¢)| < C Px.,(¢) para ¢ € Dg.
Si es posible elegir n independiente de K, el minimo de tales n es el orden de f; si eso no es
posible, dicese que f tiene orden infinito. O

Si f € L(U), 1a distribucién regular definida por f es de orden 0, ya que
[ ol < M1 flillelleo = 111t Psop p0(@)-

La delta de Dirac es una distribucion de orden O; su derivada 6’ es de orden 1. La suma
S ken X6k es un elemento de orden infinito en D’(R).

» Las relaciones entre distribuciones regulares dadas por las formulas usuales del cdlculo
integral se extienden a las distribuciones singulares como definiciones. Por ejemplo, la
invariancia de la medida de Lebesgue bajo traslaciones establece que

fe =Dy dmx = [ fex)gtx+ b)d"x
Rm Rm

para f € LIIOC(R”‘), ¢ € D(R™), b € R™ fijo. Esta férmula permite transponer el operador de
traslacion 7, de funciones de prueba a distribuciones, asi:

(wf.0) = (f.rpp). para f e D'(R"), g € DIRM). (4.11)

En la notacion extendida, se escribe (f(x —b), p(x)) := (f(x), p(x + b)).
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Considérese un cambio de variable lineal, dada por una matriz no singular A € M,,(R):

/ F(A) p(x) d™x = / F) oA g d™y,
Rm Rm

| det A|

paragp € D(R™)y f € LIIOC(R’”). Esta férmula se expresa al poner y := Ax con regla de cambio
d™y = |det A|d™x. || Aqui, det A es el jacobiano de la transformacién lineal x — Ax. |

Definicion 4.13. Una aplicacién lineal invertible A: R™ — R™ actiia sobre distribuciones
por transposicion. Para f € D’'(R™), definase A'f = f o A € D’(R™) por

(fohA ) =

-1y, obien (4.12a)

1
| det Al

(f(Ax), p(x)) := (f(x), p(A™'x)). (4.12b)

|th|

Si R es una aplicacién ortogonal, R™' = R' € L(R™), entonces det R = +1 y la férmula

(4.12b) se simplifica en (f(Rx), p(x)) = (f(x), p(R'x)).
Una dilatacion o cambio de escala es el caso A= A1,, con A > 0 en R. La férmula:

(f(Ax), @(x)) := A" (f(x), (x/2)) para A >0 (4.13)

expresa el efecto de esta dilatacion sobre distribuciones. O

» Lamultiplicacion de distribuciones presenta una dificultad: D’(U) no es un dlgebra, porque
algunos pares de distribuciones que no admiten un producto. Sin embargo, siempre es posible
multiplicar una distribucién por una funcién suave.

Definicion 4.14. Sea f € D'(U), u € E(U). Su producto uf = fu es el elemento de D’(U)
dado por

(uf, @) =(f,up) paratodo ¢ € D). (4.14)
Fijese que up(x) = u(x) ¢(x) es una funcién suave, con sop(u¢@) C sop ¢, asi que up € D(U).
La regla de Leibniz para derivadas:8

0% (ug) = OPuo Py (4.15)
,)Z;{ e

muestra que px.,(up) < Bpgn(¢) para ¢ € Dk al tomar B := pg ,(u). Esto establece que el
operador lineal ¢ — ug es continua sobre D(U); en consecuencia, la formalineal ¢ — (f, ug)
es continua: el lado derecho de (4.14) define una distribucion u f sobre U. Ahora (4.14) dice
que el operador f +— uf sobre D’(U) es la transpuesta de ¢ — u¢ sobre D(U).

En resumen: los espacios localmente convexos D(U) y D’(U) son modulos para el dlgebra
E(U) y las operaciones de médulo son bilineales y (separadamente) continuas. o

8Sia = (ar, a2, ..., am) se define a! == ai! ap! - - am!.
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Lema 4.15. Se cumple la regla de Leibniz al aplicar una derivacion parcial al un producto
de distribuciones por funciones suaves:

Oi(uf) = () f +u(d;f) para f e D(U), ue ). (4.16)

Demostracion. Por transposicion: si ¢ € D(U), entonces

0j(uf), ) = —(uf, 9j9) = =(f,ud;p) = =(f, ;(ue)) + (f, (Fu)p)

= (0;f,u@) + () f, ) = (u(9;f), up) + {(u)f, ¢). 0
Ejemplo 4.16. Sia < 0 < ben R ysiu € E(a,b), entonces ud = u(0)d. En efecto, para
¢ € D(a,b):

(ud, @) = (5,up) = u(0) p(0) = u(0) (5, ¢).
En particular, si u(0) = 0, entonces ud = 0 en D’(a, b). O

Ejemplo 4.17. En D’(R), el producto de la distribucién vp(1/x) y la funcion x es la funcién
constante 1. En efecto:

(e vp(1/%), 9(0)) = (vp(1/x), x9(x)) = P /R o) dx = /R o) dx = (1. 9),

porque ¢(x) no tiene una singularidad en x = 0.
Este ejemplo y el anterior advierten una falta de asociatividad del producto:

(0x) vp(1/x) =0 vp(1/x) =0, mientras J(x vp(1/x))=561=35 # 0.

Esto es parcialmente explicable al notar que productos de tipo (fu)g o bien f(ug) no estin
“autorizadas” por la definicién de un médulo sobre E(U), aun cuando f,g € D' (U)yu € EU)
satisfagan fu,ug € E(U). O

Definicion 4.18. Sea V.C U C R™ (un par de abiertos). Una funcién de prueba ¢ € D(V)
tiene una extension por cero a ¢ € D(U), al definir p(x) := ¢(x) para x € V pero @(y) := 0
paray € U\V. Como U \V c U \ sop ¢, esta extension estd bien definida, con sop ¢ = sop ¢.
Luego ¢ € D’(U). Este proceso define un encaje Iy iy : D(V) — D(U) : ¢ — . Usualmente
se escribe ¢ en vez de @, identificando D(V') con su imagen como subespacio de D(U).

Si f € D'(U), entonces fly = I, ,(f) = f o Iyy € D'(V) es la restriccién de f a V.
Dicese que f se anula sobre V si f|y = 0, esto es, (f, ¢) = 0 paratodo ¢ € D(V).

El soporte de una distribucién f € D’(U) es el complemento sop f := U \ V del mayor
abierto V en donde f se anula.® [[Si f se anula sobre V; y V», entonces f se anula sobre
V1 UV, porque cada ¢ € D(V; U V,) puede expresarse como ¢ = ¢ + ¢ donde ¢ € D(V})y
@2 € D(V).] 0

9Este enfoque generaliza la “forma indirecta” de definir el soporte de una funcién continua.
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Ejemplo 4.19. El soporte de una distribucion regular f € Llloc(U) es el soporte esencial de f,
es decir, el complemento del mayor abierto en donde f se anula casi por doquier.

Six € U, entonces u §, = u(x) d, paratodou € E(U), por el Ejemplo 4.16. SiK € U\ {x},
entonces (Jx, ¢) = ¢(0) = 0 para todo ¢ € Dg; luego, d, se anula sobre U \ {x} pero no se
anula sobre U. Por lo tanto, U \ {x} es la mayor parte abierta de U en donde J, se anula. Se
concluye que sop 9 = {x}. O

Lema 4.20. Sea f € D'(U), donde U es un abierto en R™.
(a) Sia € N™, entonces sop(0“ f) C sop f.
(b) Siu € E(U), entonces sop(uf) € (sopu) N (sop f).
(c) Siv e EU) es tal que v(x) = 1 en un vecindario de sop f, entonces vf = f.

Demostracion. Ad(a): SeaV C U abiertocon f|y = 0. Si¢ € D(V), entonces 0%p € D(V);
luego (9%f,p) = (=1)l(f,8%p) = 0. Entonces sop(d®f) € U \ V. Como sop f es la
interseccién de todos esos U \ V, se concluye que sop(0” f) C sop f.

Ad(b): La definicién del soporte de f implica (f, ¢) = 0 cuando sop¢p Nsop f = 0.
Si ¢ € D(U) es tal que sopg Nsopu Nsop f = O, entonces sop(pu) N sop f = 0, asi que
(uf, ) = (f,up) = 0. Luego uf se anula sobre U \ (sop u N sop f).

Ad(c): Sea V un abierto tal que sop f ¢ V C Uy v(x) = 1 sobre V. Para ¢ € D(U),
estd claro que vg € D(U) y sop(vp — @) € U \ V, por tanto (f, ve — ¢) = 0. Se concluye que
f. @) = (f,ve) = (f. @) para todo ¢ € D(U). O

Proposicion 4.21. Sea U un abierto de R™ y sea f € D’'(U) una distribucion cuyo soporte es
compacto. Entonces f es de orden finito y se extiende a una forma lineal continua sobre E(U).

Demostracion. Sea V C U un abierto con sop f € V ¢ V € U.!° Elijase iy € D(U) tal que
¥(x) = 1 sobre V. Entonces ¢/ f = f, por el Lema 4.20(c). Por la continuidad de f sobre
D(U), hay una constante C; > 0y n € N tales que

Ko =Ky f. ol = Kf. ¥o)l < Cipsopyn(p) para ¢ € DU).
De la regla de Leibniz (4.15) se obtiene psop y.n(V9) < 2"psop y,n(¥) Psop o.n(@), asi que

I<f, @) < C;z Psop (p,n((P) donde C;l = 2nclpsop w,n(¢)-

En la dltima estimacién, n no depende de ¢ (sino solamente de sop ¢/), asi que f es de orden
finito no mayor que n.

'9Esto es posible porque sop f es compacto y U es localmente compacto.
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Siu € EU), definase (f,u) := (f,yu), donde al lado derecho se usa la dualidad entre
D'(U)y D(U). Esta formula define una extension de f a una forma lineal sobre E(U).

Si ux — 0O en el espacio de Fréchet £(U) y si « € N™, entonces d%ux — 0 uniformemente
sobre compactos en U. Por la regla de Leibniz, cada 0%(yux) — O uniformemente sobre
sop ¥/, asi que Yur — 0en Dyopy y por ende en D(U). Luego (f, ux) = (f, yux) — 0 cuando
k — oco. Enresumen: f es una forma lineal continua sobre E(U). O

Notacion. El espacio dual de E(U) se denota por £'(U) := E(U)™.

Lema 4.22. Hay una correspondencia biunivoca entre elementos de E'(U) y distribuciones
de soporte compacto sobre U.

Demostracion. La Proposicion 4.21 dice que cualquier distribucién f € D’(U) con soporte
compacto se extiende a un elemento de &'(U). Esta extension (f, u) := (f, yu) es unica, por
dos razones. En primer lugar, el lado derecho (f, yu) no depende de ¢/; porque si y € D(U)
también obedece y = 1 sobre W consopf € W ¢ W € U, entonces y — y = 0en VN W,
asi que (f, ( — y)u) = 0 para todo u € E(U).

En segundo lugar, D(U) es un subespacio denso de E(U). De hecho, al escribir U =
TU, Ky concada K, C K7, hay funciones ¢, € D(U) con ¢, = 1 sobre K, y sop ¢, € K7 ;
siu € E(U), entonces up, — u en la topologia de £(U). En consecuencia, cual forma lineal
continua sobre (U) estd determinada por su restriccion al subespacio denso D(U).

Inversamente, cualquier elemento g € £’(U) es una forma lineal sobre £(U) que cumple

la condicién de continuidad siguiente: existen L € U, n € Ny C > 0 tales que
lg(w)| < Cprn(u) paratodo u e E(U).

En particular |g(¢)| < Cpra(¢) para ¢ € D(U), asi que ¢ — g(¢) es una distribucién en U.
Si ¢ € DU \ L), entonces tanto ¢ como todas sus derivadas 9%¢ se anulan en un vecindario
abierto de L. Esto implica que pr ,(¢) = 0y por ende g(¢) = 0 para tales ¢. Luego, el soporte
de la distribucién ¢ +— g(¢) cumple sopg C L. O

Definicion 4.23. De la demostracién anterior, se obtiene dos aplicaciones lineales inyectivas:
DU)— EU) y E&(U)— D'(U).

La primera es una inclusion, pues D(U) c E(U). La otra viene de la restriccién de g € £'(U)
a una forma lineal continua sobre el subespacio denso D(U). Para cada K € U, la inclusion
Dk — E(U) es continua; por tanto, la inclusion D(U) — E(U) también es continua. La
inyeccion €'(U) < D’(U) es la transpuesta de la inclusion D(U) — E(U).

Asi, se identifica el espacio localmente convexo £'(U) con un subespacio vectorial
de D’(U); luego, £'(U) es el espacio de distribuciones de soporte compacto sobre U. ¢
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4.2 La convolucion de funciones y distribuciones

En seccion estd dedicada a la operacion de convolucion de funciones y distribuciones definidas
sobre R™. Las integrales / (-)d™x se toman sobre todo R™, salvo indicacién explicita de lo
contrario.

Definicion 4.24. Si f, g: R™ — C son dos funciones (medibles), su convolucion es la funcién
f*g: R™ — C definida por la férmula (3.2):

frgx) = / o= 1) g(t)d™t = / F(s)glx = 5)d™s, (3.2)

toda vez que estas integrales existen para todo x € R™. Las dos integrales son iguales porque
la medida de Lebesgue es invariante bajo el cambio de variable s = x — t para cada x fijo. La
simetria de la férmula indica que f % g = g * f si al menos una de las dos existe.

Si f,g € L'(R™), entonces f * g € L'(R™) con || f * g|l1 < ||fllillglli como ya se observé
en el Ejemplo 3.6. [De hecho, si f € LI(R™)y g € L/(R™) con 1 < p < oo, entonces
fxgeP(R™) con ||f +gll, < [l flltllgll- 1" 0

Fijese bien que no es posible convolver dos funciones constantes. Por ejemplo, si f(x) =
g(x) = 1, el lado derecho de (3.2) seria x me 1d™x = 400, con una integral divergente.

Notacion. Si g: R™ — C es una funcion cualquiera, la traslacion t,g(s) := g(s — x) y la
reflexion §(t) := g(—t) se pueden combinar en o

@(s) = g(s —x) = g(x —s).

Entonces la definicion (3.2) de convolucion se puede abreviar asi:

fxg(x):=(&f,9) ={f.%x9)- (4.17)

Lema 4.25. La suma de dos partes ABCR"esA+B:={x+y:x€A yeB}. SiAes
cerrado y B es compacto, entonces A+ B es cerrado. Si ambos Ay B son compactos, entonces
A+ B es compacto.

Demostracion. Si A es cerrado y B es compacto, sea z € A+ B. Hay sucesiones {x,} € A
y {yn} C K tales que x, + y, — z. Por compacidad, hay una subsucesion {yn, } de {y,}
tal que y,, — y € B. Entonces z —y = limy_, x,, € A porque A es cerrado. Luego
z=(z-y)+yeA+B.

Si Ay B son compactos, entonces A X B es compacto en R>™ y A+ B = s(Ax B) es la
imagen de A x B bajo la funcién continua s: R?™ — R™ : (x,y) > x + y. ]

'Las demostraciones de estas desigualdades exige un uso cuidadoso del teorema de Fubini; en particular, se
debe verificar que la funcién h(x, t) := f(x —t) g(¢) es medible. Véase, por ejemplo, los teoremas 21.31 y 21.32
del libro: Edwin Hewitt y Karl Stromberg, Real and Abstract Analysis, Springer, Berlin, 1965; y la Prop. 7.1.2
del libro de Blancahrd y Briining.
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Si f,g € K(R™) = C.(R™), nétese que f(x — t)g(t) = 0 cuando t ¢ sopg o bien
x —t ¢ sop f. Entonces la integral se anula cuando x # s+t cons € sop f y t € sopg. De
este modo, se obtiene

sop(f *¢g) € sop f +sopg. (4.18)

Como f*g: x /5 opg f(x—1t)g(t)d™t es continua [ f(x —1t) g(t) es uniformemente continua

sobre R™ y sop g es compacto || con sop(f *g) compacto por el Lema 4.25 y (4.18), se obtiene
f*geX(R™).

Lema 4.26. Sean f,g,h € E(R™). Si al menos uno de f, g tiene soporte compacto, entonces
(@) 7.(f *g) =1,f *xg = f = 1,9 para todo z € R™;
(b) fxge &(R™) cond*(f xg)=0%f xg=f=*0%g para todo a € N™.

Si al menos dos de las funciones f, g, h tienen soportes compactos, entonces

(¢) la siguiente formula integral es valida:
(frg.hy = [ Fgwhic sy dnxany: (410

(d) la convolucion es asociativa: f * (g * h) = (f * g) * h.

Demostracion. La féormula (a) es un calculo inmediato.

Ad (b): Sisop g es compacto, la férmula d;(f * g) = 9; f * g se obtiene por derivacién de-
bajo del signo integral de la primera integral en (3.2), pues los integrandos son uniformemente
continuas en (x, t). Sisop f es compacto, se obtiene 9;(f * g) = f * d;g usando la segunda
integral en (3.2). Luego f * g es de clase C! sobre R™. La conmutatividad f g = g * f
implica la segunda férmula (en ambos casos) para derivadas parciales de primer orden. EIl
resultado general sigue por induccién sobre |«|.

Ad(c): Un cdlculo formal indica que

gty = [ frowmdns= [[ - b aryas
~ [[ 1= wghwasary = [[ 109 b+ arxary,
Para justificar el cdlculo, nétese que las hipdtesis implican que L(x, y) := f(x — y) g(y) h(x)

tiene soporte compacto en R?™. Luego, se puede usar la continuidad uniforme de este
integrando, o bien el teorema de Fubini, para cambiar del orden de integracion.
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Ad(d): Laasociatividad es un cdlculo directo: se requiere la compacidad de al menos dos
soportes para obtener existencia de las convoluciones f*(g*h)y (f *g)*h. Alternativamente,
basta observar que estas dos funciones aparejadas con cada ¢ € D(R™) dan el mismo resultado:

(frguho) = [[ 1009 @ ot 4y 4 2)dmxdmyara
En breve: la asociatividad de la convolucion sigue de la asociatividad de la suma en R™. 0O

Entonces la convolucion establece operaciones bilineales E(R™) x D(R™) — E(R™) y
D(R™XE(R™) — E(R™). Por (4.18), hay otra operacién bilineal D(R™)xD(R™) — D(R™).
Estas operaciones son (separadamente) continuas.

Cabe notar que la férmula (4.19) puede abreviarse como

(f*g.hy=(f®g,h") donde h"(x,y):= h(x +y). (4.20)
Aqui f ® g(x,y) := f(x)g(y) es el “producto tensorial” de f'y g.

» Es necesario extender la convolucion a una operacion entre pares de distribuciones. Esta
extension procede por dualidad, en dos etapas: (a) la convolucién de distribuciones con
funciones de prueba, y (b) la convolucién de dos distribuciones, en los casos factibles.

En (4.11), la traslacién 73, f fue definido por transposicion, (7, f, ¢) := (f, 7_p¢). De igual
manera, se puede definir, en vista de (4.17):

(foo) = (fr¢),  (Bf.o) = (f, 50

Fijese que %, f = 7,f en D’(R™), porque

(@ f.0) = (fr00) = (f. (T00)) = (f.700) = (1] 0).
Definicion 4.27. La convolucion f = ¢ de f € D'(R™)y ¢ € D(R™) es la funcion dada por

fro) = (f, %p) = (f©), o(x = y)). (4.21)
De modo similar, se define ¢ = f por ¢ = f(x) := (I f, @) = {f,Tx@) = f = ¢(x), asi que
¢ * f = f x ¢@. (Por ahora se mantendra la distribucion a la izquierda.) 0

Proposicion 4.28. Si f € D’'(R™) y si ¢, € D(R™), entonces:
@) (f x @) =1.f @ = f * 1,0 paratodoz € R™;
(b) f* @€ &R™) cond(f + @) =0%f «¢ = f 0% paratodoa € N™;
(c) sop(f * @) C (sop f) + (sop ¢);
d frlexy)=(f*p)*y.
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Demostracion. Ad(a): Por célculo directo:

[z(f * @)](x) = [ xo(x — 2) = (f, Tx—20) = ([ Tx=2)
= ([, 12 @) = (f, Tx@) = T f * p(x)
= (f, txt20) = ([, te(120)") = ([, Tx(7200)) = f * 7.00(x).

Ad(b): Sije{l,...,m},y e R™ lareglade la cadena muestra que

3i(5)y) = 9;(y = o(x —y)) = =0jp(x — y) = ~T:(9;0)(y)

asi que
f = 0j0(x) = (f, %(9;9)) = —(f, 0;(%x0)) = (0, f, Txp) = 0;f * p(x).
Si{ei,...,en} eslabase estindar para R™ y h # 0, entonces

f*olx+ hej) — f*o(x) _ f> {—X+hej§0 — 120) B < 'Z'x+hej€0 - 1v'x(P>

h h h (4-22)

La funcién de prueba al lado derecho es y — (¢(x + he; — y) — ¢(x —y))/h. Cuando h — 0,
esta funcién converge a 7,(d;¢): y — 0jp(x —y), uniformemente sobre {x} —sop ¢. Por tanto,
(Txthe;@ — Txp)/h — 7:(9;0) en D(R™) cuando h — 0. La continuidad de f sobre D(R™)
implica que la fraccién (4.22) tiende a (f, 7(0j9)) = f * d;¢(x) cuando h — 0.

Un argumento similar establece que la funcién f * ¢ es continua, para cada ¢y € D(R™).
Se concluye que la funcién f = ¢ es de clase C! sobre R™, con 8;(f * @) = f * 0;¢ para cada j.
Por induccién sobre el orden de derivacidn, se ve que f * ¢ es de clase C™ y se obtiene las
féormulas 0%(f * @) = 0%f * ¢ = f = 0%¢.

Ad(c): La suma puntual (sop f) + (sop ¢) es cerrado en R™, por el Lema 4.25. Los
argumentos que comprueban la relacion (4.18) también son aplicables en este caso.

Ad(d): ElLema 4.25 muestra que K := sop ¢ + sop ¢ es compacto. Entonces, para cada
¢ > 0, la suma de Riemann

S, )W) = D ™oy — ew)y(eu)

uezm

es finita, porque se anula para y ¢ K. Luego S:(¢, /) converge, uniformemente sobre com-
pactos, a la funcioén ¢ * ¢ cuando ¢ — 0. De hecho, como cada d%(¢ * ) = 0% * , estas
sumas de Riemann convergen a ¢ * i en la topologia de Dg. Entonces

LF # (0 DI = (f.Elp = ) = lim(fL E:8:(p.9)) = }ig(l)<f, > e ¢<su>>

uezZm

~lim ) e gl - e = [ frpx - DY@y = [(F )+ Y1

uezZm
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Corolario 4.29. Sig € E'(R™)y ¢ € D(R™), entonces g * ¢ € D(R™).

Demostracion. Por la Proposicion 4.28, partes (b) y (c), se sabe que g = ¢ € E(R™), con
soporte compacto sop(g * ¢) C sop g + sop ¢, por el Lema 4.25. ]

La férmula (4.21) también sirve para definir la convolucion de una distribucién de soporte
compacto con una funcion suave cualquiera. Si g € &'(R™) y u € E(R™), definase

g *u(x) == (g, tu) = (g(y),u(x —y)) para x€R™

La demostracion de la Proposicion 4.28, mutatis mutandis, muestra que g * u es un funcion
suave con sop(g*u) C sop g+ sop u. Ademads, si ¢ € D(R™), entonces g * (u* @) = (g *u) * .

» Laconvolvabilidad de una distribucion y una funcién suave, si al menos uno de los soportes
es compacto, permite aproximar cualquier distribucion por funciones suaves.

Lema 4.30. Tomese € D(R") tal que fl//(x) d™x = 1. Para 0 < ¢ < 1, definase

Yel(x) := e Mh(x/e).
Si f € D'(R™), entonces f * . — f en D'(R™) cuando ¢ | 0.

Demostracion. Si ¢ € D(R™), fijese que f = ¢(0) = (f, ¢) por la Definicion 4.27. Al cambiar
¢ < ¢, se obtiene la féormula util (f, ¢) = f * ¢(0). Entonces

(f 5 Ve @) = [f # Ve x 01(0) = {f, (e + 0)").

Basta entonces comprobar que ¥/, * ¢ — ¢ en D(R™) cuando ¢ | 0, para cada ¢ € D(R™).
Si R > O es tal que sop ¢y C B(0; R), entonces sop /. € B(0; ¢R). Luego, si x € R™,

e * () — @(x)| = ‘/ Ve(y) (p(x —y) — (x))d"y| < [[¢¥ll1 sup lo(x —y) — o(x)]

lyll<eR

Como ¢ es uniformemente continua sobre R™, se deduce que ¥, * ¢ — ¢ uniformemente. Al
sustituir ¢ — 9%, se ve que 0*(Y, * @) = Y * %9 — 0%p uniformemente. Por lo tanto,
Ve % @ — @ en Dg donde K := sop ¢ + B(0; R). Esto conlleva . * ¢ — ¢ en D(R™). m|

Corolario 4.31. E(R™) es denso en D'(R™). B

Si U € R™ un abierto cualquiera, una modificacion del resultado anterior demuestra que
cada f € D'(U) es el limite de una sucesion en D(U). Por ser U o-compacto, hay una
sucesion creciente de funciones no negativas yx € D(U), tales que yxf — f en D’'(U),
por la demostracion de la Proposicion 4.21. También hay nimeros positivos e — 0 tales
que (sop xx + sop ¥, ) C U. La distribucién de soporte compacto yif puede tomarse como
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elemento de €'(R™). Entonces ¢k := yif * ¢, queda en D(R™), por el Corolario 4.29, con
sop ¢ C U para k grande. No es dificil verificar que o — f en D’(U) cuando k — oo.
En sintesis, hay una cadena de inclusiones:

DU) — EU) — &' (U) — D'(U),

donde cada flecha es una aplicacién lineal continua e inyectiva con imagen densa.

» La Proposicion 4.28(a) dice que la aplicacion lineal ¢ +— f * ¢ conmuta con todas las
traslaciones por vectores en R™. El siguiente resultado importante dice que cualquier operador
lineal y continua que conmuta con traslaciones es la convolucion por alguna distribucién.

Proposicion 4.32. (a) Si f € D'(R™), entonces ¢ — f @ esuna aplicacion lineal continua
de D(R™) en E(R™).

(b) Si L € L(D(R™), E(R™)) conmuta con las traslaciones: t,L = Lt, para todo z € R™,
entonces hay una tinica f € D'(R™) tal que Lo = f * ¢ para toda ¢ € D(R™).

Demostracion. Ad(a): Lalinealidad de ¢ — f = ¢ es evidente. Para la continuidad, se debe
mostrar que su restriccion a cualquier Dy — una aplicacion lineal entre los espacios de Fréchet
Dk y E(R™) — es continua. A partir del Teorema 2.30, basta verificar que dicha aplicacién
tiene grafo cerrado.!?

Supdngase, entonces, que gy — @ en Dg y que f @ — u € E(R™). Six € R™, entonces
Tk — Te@ en Dy _g, asi que 7ypr — 7xp en D(R™). Por lo tanto, vale

u(x) = klggo f=oe(x) = klil?o (f> o) = (f> ]}Lrgo Tepr) = (> ) = f* (x).

Entonces u = f * ¢. Se concluye que Dg — E(R™) : ¢ — f * ¢ tiene grafo cerrado.

Ad(b): Definase f € D'(R™) por (f, ¢) := Lp(0). El lado derecho es la composicion de
tres operaciones lineales continuas: ¢ — ¢ en L(D(R™)), L mismo, y u — u(0) en &'(R™);
por lo tanto, define una distribucién f.

Como L conmuta con traslaciones, cada x € R™ satisface

Lo(x) = 7-x(Le)(0) = L(z_x9)(0) = (f, 1) = (f. &) = [ * ¢(x).

Luego Ly = f = ¢ en E(R™). La unicidad de f estd clara: si Lo = g * ¢ para todo ¢, entonces
(f —9g) * ¢ = 0 para todo ¢. Al evaluar en 0, se obtiene (f — g, ¢) = [(f —g) * $](0) = 0 para
todo ¢, asi que f — g = 0 en D’(R™). m]

12E] teorema del grafo cerrado es vélido para aplicaciones lineales entre espacios de Fréchet, por una
modificacién sencilla de la demostracién del Teorema 2.30.
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» La convolucion de dos distribuciones requiere alguna condicién sobre sus soportes. (Si
una de ellas tiene soporte compacto, la convolucién debe existir.) Considérese primero el
caso de tres funciones suaves u, v, w € E(R™), al menos dos de ellas con soportes compactos.
La férmula (4.19) implica que

(uxv,wy) = // u(x)v(y) wix +y)d"xd™y
= // u(s + t)o(—=s)w(t)d"sd™t = (u, U = w).

Informalmente: el operador u +— u * v es la transpuesta del operador w +— U * w.

Definicion 4.33. Sean f € D'(R™)y g € &'(R™) dos distribuciones, donde g tiene soporte
compacto. Las convoluciones g * 'y f * g son las distribuciones definidas por!'3

v

Gg=*f,0) =49 f *0),

D(R™). _
(f*g.0):=(f.g*0), para ¢ € D(R) (4.23)

Como f #¢ € ER™) y §* ¢ € DR™), los lados derechos de estas asignaciones estin
bien definidos. La Proposicion 4.32 dice que la aplicacién lineal ¢ +— f * ¢ es continua; y
su demostracién también muestra que ¢ — ¢ * ¢, para ¢ € Dk, tiene grafo cerrado como
aplicacion lineal de Dk en Dg_(sopg). En consecuencia, ¢ — g * ¢ queda en L(D(R™)). Los
dos lados derechos de (4.23) entonces definen distribuciones sobre R™. o

El caso especial g = § merece especial atencion. Para todo ¢ € D(R™), las igualdades
d * p(x) = T,0(0) = ¢(x) implican § * ¢ = ¢. Ademads, si f € D’(R™), entonces
(85 f.) = (6. fx0) = [ x00) = (f.0) = (f.0).
(f8.0) =(f.5%9) =(f.5x9) = (f.0), (4.24)

asiqued * f = f * 5 = fenD’(R™). Enotras palabras, la delta de Dirac sirve como elemento
identidad para la operacion de convolucion.

Proposicion 4.34. Sean f € D'(R™)y g € &'(R™). Entonces:
(a) las dos distribuciones definidos por (4.23) coinciden: g+ f = f % g;
(b) sop(g = f) € sopg + sop f
(©) si @ € DR™), entonces g+ f)x 9 = g (f * 9);

3Hay una definicién alternativa de g * f, basada en la férmula (4.20), al colocar {g * f, ¢) := (g ® f, ¢").
Sin embargo, si 0 # ¢ € D(R™), entonces ¢ € E(R>™) pero el soporte de ¢ no es compacto. Hay algunas
maneras de superar esta dificultad: véase el libro de Horvith, op. cit., seccién 4.9.
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(d) sihe &' (R™), entonces h* (g f)=(hxg)x*f;
(e) 0%f = 0“6 = f para todo a € N™;
(f) 0%(g = f)=0% = f =g=*0*f paratodoa € N

Demostracion. Ad(a): La demostracion del Lema 4.30 implica que ¢ * ¢ — ¢ en D(R™)
para ¢ € D(R™); luego, las distribuciones de la forma ¢ * i/ generan un subespacio denso de
D(R™). Para comprobar que g * f = f * g, basta mostrar que (g * f,@ * ) = (f * g, 0 * )
para todo ¢,y € D(R™). Esta igualdad sigue del calculo siguiente:

(g froxyy=(g.f (=) =(g.(F o)) =g 9+ (fx o)) =g+ 7. f+0)
=(fregxy=(f.ox g+ =(fro =G *9)
=GP x) ={f. g« @) ={f.g*(@*y)) ={f*g.0x ).
Ad(b): Fijese que (sop g + sop f) es cerrado en R™, por el Lema 4.25. Si ¢ € D(R") es
tal que sop ¢ N (sop g + sop f) = O, entonces
sop f N (sop¢ —sopg) =sop f N (sopg +sopg) =0

y por ende sop f N sop(g * ¢) = 0, lo cual implica que (g * f, @) = (f,g* ¢) = 0. Esto a su
vez implica que sop ¢ N sop(g = f) = 0.

Para cualquier abierto V. R™, hay ¢ € D(R") con sop¢ C V. El argumento anterior
implica que si V N (sopg + sop f) = 0, entonces V N sop(g * f) = 0. Se concluye que

sop(g * f) € (sopg + sop f).
Ad(c,d): Siy € D(R™), la Proposicién 4.28(d) implica
(G f)x0.9) =(g* f.0x9)) = (g.f (@)
= (0. (F*@) =y =g ([ * 0.y
luego, si ¢ € D(R™),
(hx (g f)oy =G+ f) = 0) = (h.g*(f o)
= (h=g.f ) =((hxg)*f.0).
Ad(e): Para cada ¢ € D(R™), las igualdades 6 = y = ¢ para ¢ € E(R™); la Proposi-
cién 4.28(b) y la parte (a) implican
(@°f. ) = (1)K f, %) = (=1)f,6 % 8%) = (-D)"(f, 95 « )
= ([, (0%8)" @) = (f + 896,9) = (0“6 = [, p).
Ad (f): Al combinar las partes (a), (d) y (e), resulta que
0°(g* )= 85+ (g+ f) = (@5 = g)» f = 8 »
=0% % (fxg)=(0"8 f)xg=0"f+g=g*xd*f. m]
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Corolario 4.35. El espacio de Fréchet £&'(R™) es un dlgebra conmutativa y asociativa bajo
convolucion. =]

La convolucién sobre £'(R™) es una aplicacion bilineal, (g, h) — g=h. La demostracién de
la Proposicion 4.32 puede adaptarse para comprobar que g — g*hy h +— g*h son continuas;
es decir, la convolucion es separadamente continua. Por una extension de la Proposicion 2.23
a los espacios de Fréchet, esta convolucion es conjuntamente continua. Entonces £'(R™) es
un dlgebra topologica bajo convolucion. 14

4.3 Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

Los elementos del espacio de Hilbert L?[—, 7] pueden identificarse con funciones periddicas
sobre R de periodo 2. Posee una base ortonormal de funciones trigonométricas u,(x) :=
(27m) 12 ei™ para n € Z; véase el Ejemplo 1.39. Al poner a, := (u, | f), el desarrollo
f(x) = Y ez an un(x), convergente en la norma || - ||> del espacio de Hilbert, es la serie de
Fourier de f. En algunos casos, pero no todos, esta serie converge puntualmente para x € R:
se dice que esta serie convergente representa la funcion dada.

Para representar una funcion no periédica f: R — C, se debe considerar una superposi-
cién de las funciones u;(x) := (27)"1/? €', cuyo pardmetro t € R no es necesariamente
entero. En este caso, hay que representar f por una integral: f(x) = fR a(t) uy(x)dt, si la
integral converge a f puntualmente.

Para investigar estas integrales de Fourier, conviene ampliar el espacio D(R) de fun-
ciones de prueba al espacio de Schwartz S(R) de funciones declinantes, introducido en el
Ejemplo 1.16.

Lema 4.36. Las inclusiones D(R™) — S(R™) — E(R™) son continuas con imdgenes densas.

Demostracion. Las seminormas (1.10) determinan la topologia del espacio de Fréchet S(R™):
sn(@) := sup{|(1 + [Ix|)"0%(x)| : la] < n, x € R™}. (1.10)

Si ¢ € Dk con K € R™, se ve que sp(¢) < Cpx.n(¢) donde C := sup{ (1 + ||x|>)* : x € K }.
Esto dice que D ¢ S(R™) con una inclusion continua. Luego D(R™) c §(R™) y la inclusion
D(R™) — S(R™) es continua porque su restriccién a cada Dk es continua.

'4La aplicacién bilineal (f,g) — f % g : D'(R™) x &'(R™) — D’'(R™) no es conjuntamente continua, aun
cuando se usa la topologia fuerte (de convergencia uniforme sobre partes acotadas) sobre D’(R™) en ambos
lados. Para una descripcion detallada de la continuidad de la convolucién y la multiplicacion entre diversos
espacios de funciones de prueba y distribuciones, véase: Julian Larcher, “Multiplications and convolutions in
L. Schwartz’ spaces of test functions and distributions and their continuity”, Analysis (2013), 319—332.
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Témese ¥ € D(R™) tal que (x) = 1 para ||x|| < 1. Dada ¢ € S(R™), el producto
@e(x) 1= ¢(x) Y(ex) queda en D(R™). La regla de Leibniz en varias variables muestra que

(¢ = p)x) = ) (;)e'ﬁ' 0 Pp(x) (1 = Y(ex)),

p<a

donde 0#(1 — ¢(ex)) = 0 para todo S si ||x|| < 1/e. De ahi se obtiene s,(¢ — ¢;) < Cne5n(0),
donde C,, — 0 cuando ¢ — 0. Esto implica que ¢, — ¢ en la topologia de S(R™). Se deduce
que D(R™) es denso en S(R™).

Esté claro que S(R™) c E(R™), por la definicién del espacio de Schwartz. Un argumento
similar al anterior muestra que D(R™) es denso en E(R™); luego, S(R™) también es denso en
E€(R™). Para la continuidad de la inclusién S(R™) < E(R™), basta notar que si ¢ € S(R™)
entonces px (@) < sy(¢) paracada K € R™yn e N. O

Definicion 4.37. Al transponer las inclusiones del Lema 4.36, se obtiene un par de inyecciones
continuas entre los espacios duales:

ER™) — 8'[R™) — D'(R™),

donde se ha escrito 8'(R™) = S(R™)*. En particular, cualquier forma lineal continua sobre
8(R™) es una distribucién sobre R™, aunque no toda distribucién es de este tipo. Los elementos
de 8’(R™) se llaman distribuciones temperadas.

Una distribucion f € D’(R™) es temperada si y solo si posee una extensién' a una forma
lineal continua sobre S(R™). O

Ejemplo 4.38. Un ejemplo de una funcién de Schwartz cuyo soporte no es compacto es la
funcion gaussiana:

po(x) := exp(—%llxllz) paratodo x € R™. (4.25)

Sus derivadas parciales estan dadas por 9% po(x) = p,(x) ¢o(x), donde cada p, es un polinomio
de grado < |a|. Ademds, cada funcién (1 + ||x]|?)"pa(x) @o(x) es acotada y ripidamente
decreciente, asi que ¢q es una funcion declinante. Notese que sop ¢g es todo R™. o

Ejemplo 4.39. La funcién suave f(x) := exp(+%||x||2) es localmente integrable; como tal,
define una distribucién regular sobre R™. Sin embargo, la integral /Rm f(x) po(x) d™x diverge,
asi que esta distribucion no es temperada. o

'SEl teorema de Hahn y Banach no garantiza la existencia de tal extension, porque la topologia de D(R™) es
mds fuerte que su topologia relativa como subespacio de S(R™).
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Definicion 4.40. Una funcién u: R™ — C tiene crecimiento lento (en el infinito) si hay un
polinomio p tal que |u(x)| < |p(x)| para todo x € R™. Sea Op(R™) el espacio vectorial de
funciones suaves f cuyas derivadas 0“u son todas de crecimiento lento. Cualquier polinomio
queda en Oy (R™) y se ve que S(R™) ¢ Op(R™).

Siue O(R™)y ¢ € S(R™), su producto cuample ugp € S(R™), por la regla de Leibniz:
0%(up) = Ypea ( )0Pu 8*F ¢ implica que s,(up) < oo para todo n.

it-x

La funcién exponenmal e;(x) := e con exponente lineal'® queda en O(R™). o

Definicién 4.41. La transformada de Fourier de i € L' (R™) es esta funcién A: R™ — C:

1 it
"Yh(x)d"x paratodo teR™. 26
() = (Zﬂ)m/zfm (x)d™x p (4.26)
También se escribe Fh(t) = h(t). El operador ¥ se llama la transformacién de Fourier.!” ¢

Lema 4.42 (Riemann y Lebesgue). Si h € LY(R™), entonces h € Co(R™). La aplicacion
lineal F: h — h de L'(R™) en Co(R™) es continua.

Demostracion. Si t — t en R™, entonces A(t;) — h(t) por convergencia dominada, ya que
le’™**h(x)| = |h(x)| para cada k. Luego h es una funcién continua sobre R™. Esta funcién
continua es acotada, porque

|A(1)] < (2”)_"’/2/ e *h(x)| d™x = 2m)"?||A]); -
Como e*” = —1, al poner b = b(t) := xt/||t]|?, b(0) := 0, se obtiene

7 1 —it-x ,—7i m,. _ 1 —it-(x+b) m
h(t)——W/e e "h(x)d x——(zﬂ)m/z‘/e h(x)d™x

_m / e "*h(x — b) d"x = —(1,h)(2).

Luego |A(t)] < %(Zﬂ)_m/zﬂh — 1ph||;. Fijese que b(t) — 0 en R™ cuando ||t]| — oo. Se
deduce la condicién |A(t)| — 0 de la convergencia ,h — h en L'(R™) cuando b — 0. Basta
comprobar esa convergencia para h en el subespacio denso K(R) c L'(R), en donde sigue
por la continuidad uniforme de la funcién h.

En resumen: h € L'(R™) implica que A € Co(R™), con ||Alle < (277)"™/2||h]|;. Esta dltima
desigualdad establece la continuidad de la transformacién h +— h. O

AqQui t - x = t;x| + - - - + tyX,, denota el producto escalar real (producto punto) en R™.

'7No hay acuerdo universal sobre la normalizacién de esta integral. Hay tres convenios incompatibles de uso
general. El convenio cldsico omite el factor (27)~™/? delante de la integral, pero entonces la férmula inversa
tiene un factor de (27)~™. El convenio francés omite el factor de normalizacion, pero la funcién exponencial
en la integral es e27tx Bl convenio moderno, adoptado en (4.26), usa la medida de Lebesgue normalizada
(27)"™/2 d™x en todas las integrales sobre R™. En férmulas que involucran h, aparecen ciertas potencias de 27
que difieren de un convenio a otro.
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Notacién. Al escribir e;(x) = e'** para t,x € R™, la transformada de Fourier (4.26) toma la
forma h(t) := (27) ™2 (e_;, h) donde (-, -) denota la dualidad entre L' (R™) y L*(R™).

Ejemplo 4.43. La funcién gaussiana ¢g de (4.25) coincide con su transformada de Fourier.
En efecto, en el caso m = 1, se obtiene

V27 foft) = / et g7 gy = 112 / o HRT2 gy P2 / 12 g
R R Jz=t
= e—ﬂ/z/ e dz = e_tz/Z/ e 12 dx = V211 go(2).
Jz=0 R

Las integrales tercera y cuarta coinciden, porque su diferencia es el limite, cuando R — oo,
de unas integrales de contorno de esta funcién sobre un contorno rectangular con vértices +R
y (£R + it); pero estas integrales se anulan por el teorema de Cauchy, ya que z — e =12 es
una funcién holomorfa entera.

En el caso m > 1, la integral (4.26) para ¢o(x) = ]—[j"i | ¢/2 factoriza en un producto de
m integrales unidimensionales. En resumen: F¢y = ¢ en cualquier dimension. O

Notacion. Si A > 0, la dilatacion de una funcién f: R™ — C por el factor de escala A se
denota por p, f(x) := f(Ax).
Lema 4.44. Si g, h € L'(R™), s € R™ y 1 > 0, entonces: 18
(@) F(esh) = .h vy F(rsh) = e_h;
(b) Fpah) = A ™p1 3k,
(©) Fg=h)=@2m)™*gh e CoR™).
Demostracion. Ad(a): F(esh)(t) = (2x)™/? f e~ =) p(x) dmx = h(t — 5). Ademds,

F(zh)(t) = 2x)™™/? / e " h(x — s)d"x = (27)"™/? / e HWHIp(y) dMy = e Hh(t).
Ad(b): Con el cambio de variable y := Ax, se obtiene
F(ph)(t) = 2r) ™2 / e h(Ax) dmx = AT (2) ™2 / e Y h(y) d™y = A7 h(t/A).

Ad(c): De la Definicién 4.24, se ve que g * h € L'(R™), con ||g * hll; < |lgll1]|All;. El
teorema de Fubini entonces implica que

(2”)m/29:(g % h)(t) — /e—it~x(g s h)(x) d"x = ﬂ e—it~(x+y)g(x) h(y) d™x dmy
= /e_it'xg(x) d"x / e MYh(y)d™y = 2m)"4(t) h(t). i

8Bajo el convenio clasico o el convenio francés, la constante en la parte (c) no es (277)™/? sino 1, asi que F
es un homomorfismo que convierte convolucién en multiplicacion.
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Lema 4.45. Si ¢ € S(R™), entonces p € S(R™). Paraj=1,...,mytodo ¢ € S(R™), valen:
Fo) =itjp,  F(xj) = i0;p.
La transformacion de Fourier F es un operador lineal y continuo sobre S(R™).

Demostracion. Una integracion por partes da la primera férmula:

F(0jp) = (27‘[)_'"/2/ e " 9p(x) d™x = (27‘[)_"’/2/ itie " p(x)d™x = i t;p(t),
porque e *¢p(x) — 0 para cada t cuando |xj| — oo. La segunda férmula se obtiene por
derivacidn bajo el signo integral:

0 , .
10;p(t) = (2r)™? ET / ie " p(x)d™x = (271')_m/2/ e x; p(x) d"x.
J
Al combinar las dos férmulas, se obtiene, para ¢ € S(R™)y a, f € N™

tf 9% = (=) PIFF (xp)) = (i) (fj )?((aﬂ-Yx“> (0" ). (427)
y<p

Por el Lema 4.42, el lado derecho es una funcién acotada sobre R™ para cada o y . Por lo
tanto, ¢ € S(R™) también.
La topologia de S(R™) estd determinada por la familia numerable de seminormas

Qk.n(¢) := max max sup |xcP 0% p(x)|.

IBI<k la|<n xerm

El célculo (4.27) y la desigualdad Al < (27)™2||h||; muestran que existe Cy , > 0 tal que
Qkn(FQ) = qin(P) < Crn gni(@). Esto establece la continuidad de F: S(R™) — §(R™). O

» El teorema de inversion del analisis de Fourier (a continuacion) es valido cuando tanto
h como h son elementos de L'(R™) y permite reconstruir la funcién original h a partir
de su transformada h. Sin embargo, no es ficil caracterizar la preimagen de L'(R™) bajo
h +— h. En vista del Lema 4.45, es preferible empezar con el caso h € $(R™), garantizando
la convergencia de todas las integrales en la demostracion.

Proposicion 4.46. Si ¢ € S(R™), entonces F(F¢) = ¢. En otras palabras:

/ e p(t)d™t paratodo x € R™. (4.28)
Rm
En consecuencia, F € L(S(R™)) es biyectiva, con F* = 1.
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Demostracion. Si ¢, € S(R™), el teorema de Fubini muestra que

[vwowars=eaym [ ety asas
-0 [y atas = [Jope s G

Si A > 0, se puede sustituir ¥ — p;y y ¥ — A p, /,uﬁ en esta formula, en vista del
Lema 4.44(b). De ahi se obtiene

/ YO8 o) ™ = / A (s/2) g(s) d™s = / J () () ™.

La segunda igualdad viene del cambio de variable s = Ax. Por convergencia dominada, las
integrales primera y tercera tienden, cuando A — 0, al resultado:

Y(0) / o) d"t = ¢(0) / 760y d™.

Ahora considérese el caso especial donde ¥ = ¢ es la funcién gaussiana de (4.25). En
ese caso, ¥(0) = 1y [{(x)d™x = fe"'x”2/2 d"x = (2m)™/?; 1a igualdad anterior se reduce a

o(0) = 7)™ / o) dt.

En seguida, se puede sustituir ¢ — 7_,¢ y @ > e, en esta tltima férmula, aprovechando el
Lema 4.44(a); al notar que ¢(x) = 7_,¢(0), se obtiene (4.28).
Las primeras cuatro potencias de &, evaluadas en ¢ € S(R™), son:

Fo=¢, Fo=¢, Fo=@" TFTo=() =0

Luego Fp = Fy = T*p =T*% = ¢ =1, asi que F es inyectiva; y F(F3¢p) = ¢ muestra
que JF es sobreyectiva. O

Corolario 4.47. Si ¢, € S(R™), entonces
Flo=y) =" 99 vy Floy)=Qn) "=y 5
» Todas las férmulas anteriores que involucran funciones declinantes y sus transformadas de

Fourier se extienden a distribuciones temperadas, por transposicion. En particular, la férmula
(4.29), escrito como (Y, §) = (Y, @) para ¢, ¥ € S(R™), indica como definir 1a extension de .
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Definicion 4.48. Si f € 8'(R™) es una distribucion temperada, su transformada de Fourier
Ff = f se define por

(Ff.0) = (f.Fp) paratodo ¢ € S(R™. (430)

El lado derecho es continuo en ¢ por el Lema 4.45 y asi define un elemento f e &(R™).

Como espacio localmente convexo, 8'(R™) tiene la topologia (débil) de convergencia
simple sobre elementos de S(R™); con esta topologia, F es un operador lineal y continuo
sobre 8’(R™). Su cuadrado cumple

(Ff,0) = (Ff.Fo) = (£.F0) = (f.9) = (f. 0),
asi que F2f = f (y F*f = f) para f € 8'(R™); en particular, F € L£(8'(R™)) es biyectiva. ¢

Ejemplo 4.49. La transformada de Fourier de la delta de Dirac es una funcién constante. En
efecto, 6 = (27r)‘”‘/ 2 en vista de

(F,9) = (5,F¢) = ¢(0) = (2ﬂ)_m/2/ p(x)d"x = 27) (1, ). 0

La multiplicacién por una funcion suave en O(R™) conserva el espacio de distribuciones
temperadas. Siu € Op(R™) se define uf € 8’'(R™) por transposicion: (uf, ¢) = (f,ue),
porque ¢ — ug es un operador lineal continuo sobre S(R™).

La dilatacion de una distribucién (temperada o no) fue definida por transposicion, en la
férmula (4.13): en forma abreviada, {p, f, @) := A7 (f, p1/2¢).

Proposicion 4.50. La transformacion de Fourier F: §'(R™) — &'(R™) conserva las propie-
dades algebraicas de F: S(R™) — S(R™). Concretamente, si f € 8'(R™), entonces:

(@) Flesf) = 1.f, F(rf) = e_sf paratodos e R™;
(b) F(prf) = /l_mpl/,lf para todo A > 0;
©) FOif) =ixf, Fxjf)=i0,f paraj=1,...,m.
Demostracion. Ad(a,b): al transponer las formulas del Lema 4.44(a,b), se obtiene:

(F(esf), @) = (esf, Fo) = (f, eFp) = (f, F(1_50)) = (Ff, 7=5¢) = (x:(Ff), 0);
(F(wsf), 0) = (zsf . Fo) = {f, =5(F)) = (f, F(e-s0)) = (Tf, e~s0) = (e-sTf, ¢);
(Fpaf), @) = {paf, Fo) = 27"(f, p1ya(Fo)) = {f, F(pa9))

= (Ff,pag) = A" AT, pag) = A p172(Ff), ).

Ad(c): al transponer los resultados del Lema 4.45, se obtiene:

(FOif)0) = 0if. Fo) = =([,0;(F)) = i{f, F(x;0)) = iXF[f.x59) = (ix;Ff, 0}
(Fef). @) = (xif. Fo) = (f.x;F0) = =i ([, F(9j9)) = =i (F[,0j9) =1 9;(Ff).p). O
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Lema 4.51. La convolucion f = de f € 8'(R™) con y € S(R™) es una funcion suave. Salvo
constantes, la transformacion de Fourier entrelaza convolucion con multiplicacion:

F(f =) =" f§,  F(Fy)=Qn) ™ f 4. (4.31)

Demostracion. La férmula (4.21) define f = ¢(x) := (f,7%:¢) porque 7, € S(R™) para
cada x € R™ y ¢ — 7%,¢ es continua para la topologia de S(R™). Las afirmaciones de la
Proposicion 4.28 siguen validos en este caso; en particular, f * iy € E(R™) es suave.!®

La férmula (4.23) sigue vélida para f € 8'(R™)y ¢, ¥ € S(R™), y de hecho, serviria como
una definicion alternativa de f = ¢:

(f =, 0) = (f. ¥ * 9). (4.23b)

El Corolario 4.47 y la relacién F2y = 1/; ahora muestran la primera relacion de (4.31):

(F( =9)0) = (f =, Fo) = (f. § = Fo) = (f, Ty = Fo)
= 2y, T ) = Qu)™ TS, 0) = QY™ F ).

De igual manera, se obtiene la segunda relacion de (4.31):

(F(fY) @) = (. Fo) = (f. ¢ Fo) = (£, F(F¢) Fo)
= Q) A, F (T« @) = Qa) A, Ty o)
= Q) ™2E, () * ) = Q) ™S =, ). O

Hasta ahora, se ha definido productos y convoluciones de distribuciones y funciones
suaves; pero también las convoluciones de ciertas pares de distribuciones (Definicion 4.33).
Ahora se puede contemplar la posibilidad de definir, por dualidad, productos de algunas pares
de distribuciones temperadas, donde J entrelaza convoluciones con productos.

Al intentar definir 5_2 , el “cuadrado” de la delta de Dirac, por esta via, habria que admitir la
relacion F(62) = (2)~3™/2 1 % 1. Sin embargo, se sabe que 1 * 1 no existe, porque la integral
(3.2) diverge. Por lo tanto, 6> tampoco existe.

» La transformacion de Fourier tiene otra propiedad de gran importancia: respeta el producto
escalar de funciones sobre R™ y por ende define un operador unitario sobre L*(R™).

Teorema 4.52 (Plancherel). La transformacion de Fourier satisface

(FY | Fo)y =Y o) paratodo ¢, € SR™). (4.32)

Por lo tanto, T lleva L>(R™) en L>(R™) como operador unitario.

"YResulta que f =1 € Op(R™). De hecho, f * ¢ pertenece al subespacio Oc(R™) de funciones suaves cuyas
derivadas crecen del mismo orden polinomial. Para la prueba de esta afirmacidon, véase la Proposicion 4.11.7
del libro de Horvith, op. cit.
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Demostracion. Las féormulas (4.26) y (4.28), que definen J¢ y su transformada inversa,
muestran que el conjugado complejo de y = ¢ es

Fy ="y =F.
Al sustituir 7 > F~14 en la férmula (4.29), se obtiene, para ¢, € S(R™):

(FY | Fo) = (T, Fo) = (T Fo) = (. 0) = (¥ | 9).

Si ¢ € 8(R™), entonces h(x) := (1+ ||x||>)™/?¢(x) define una funcién acotada h € Co(R™).
Dicho de otro modo, ¢(x) = (1 + ||x]|?)™™/?h(x) es de cuadrado integrable:2°

e pm=l gy

|| ||2<||h||2/ A AT N LA A
o= T J e A I U

m (1 + [lx]?)"

comprobando que S(R™) c L>(R™). Por otro lado, el espacio de Hilbert L>(R™) tiene una base
ortonormal { h, : @ € N™} de funciones de Hermite h,(x) := H,, (x1). .. Hy,, (xm) e IxII%/2
(véase el Ejercicio 1.17). Cada h, es el producto de un polinomio por la gaussiana ¢y y por
tanto pertenece a S(R™); luego, S(R™) es denso en L2(R™).

Por el Teorema 2.38 de Riesz, la férmula integral (g | h) = (g, h) identifica L?(R™)
con su espacio dual. La transpuesta de la inclusién continua y densa $(R™) «— L*(R™) es
una inyeccién L2(R™) — 8'(R™). Asi, cada elemento h € L?>(R™) define una distribucién
temperada.?!

Ahora hay dos maneras de definir 7 como un operador sobre L>(R™). Por un lado, es
posible extender F € £(S(R™)) por continuidad a todo L*(R™); la continuidad viene de (4.32)
y la extension es tnica porque el dominio original de J es denso en L*(R™). La continuidad
del producto escalar implica que la relacién (4.32) sigue vilida en todo L>(R™), asi que el
operador extendido es unitario.

Alternativamente, se puede restringir el operador F sobre 8’(R™), de la Definicion 4.48,
al subespacio L>(R™). Si h € L>(R™) y ¢ € 8(R™), entonces

(Fh|Fo) = (Fh,Fo) = (F~'h,Fp) = (h. ) = (h| ),

esta vez por la Definicion 4.48. De ahi se ve que (F*Fh | ¢) = (h| ¢) para todo h y para
¢ en un subespacio denso de L*(R™). Se deduce que 7*F = 1 sobre L*(R™), es decir, T
es un isometria. La imagen de esta isometria es completo y también denso porque contiene
S(R™) = {Fp : ¢ € S(R™)}. En fin, esta isometria es sobreyectiva, asi que es un operador
unitario sobre L>(R™). O

20Aqui Qp, := 27™/%/T(m/2) es la medida de la esfera unitaria S™! de R™.
218ih e LH(R™) N L (R™)y ¢ € $(R™), las dos definiciones de (h, ¢) coinciden.

loc
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4.4 Distribuciones homogéneas
Notacién. En esta secci6n, se usard el simbolo R™ = R™ \ {0}.

Definicién 4.53. Una distribucién f € D’(R™) es homogénea de grado d si p; f = A%f para
todo A > 0. Dicho de otro modo:?2

A (), 0(x)) = (f(Ax), 0(x)) = A" f(y), ¢(y/A)) para @ € DR™). 0

Ejemplo 4.54. Una funcién suave u € &(R™) es homogénea de grado d € C si pyu = A%u
para todo A > 0; en otras palabras, u(Ax) = A%u(x) paratodo A > 0y x # 0 en R™.

Si x € R™, escribase x = rw donde r := ||x|| y  := x/r € S™'. Entonces u es
homogénea de grado d si y solo si??

u(x) =rfov(w) paraalgin o€ &S™). (4.33)
La posibilidad de extender u al origen — homogéneamente — depende del valor de d.

(a) Si Rd > 0, se extiende u a una funcién u: R™ — C al definir u(0) := 0. La funcién
extendida es continua (no necesariamente suave en 0) y es homogénea de grado d.

(b) Si —m < Rd < 0, no es posible asignarle un valor apropiado u(0) en el origen. Pero
u al menos define una funcidn localmente integrable sobre R™; en cuyo caso, u define
una distribucién regular f € D’(R™), también homogénea de grado d.

(c) Si Rd < —m, la extension de u a una distribuciéon homogénea f € D’(R™) es prob-
lematica: se explorara las posibilidades a continuacion. O

Ejemplo 4.55. La delta de Dirac es una distribucién homogénea de grado —m. En efecto, si
A >0y ¢ e D(R™), entonces

(pab, @) := X778, pryag) = A7"p(0/2) = A7"p(0) = (A7"4, ). 0
Ejemplo 4.56. Escribase ﬁ = x%0(x) para x € R. Si Rd > —1, esta es una funcién
localmente integrable: N
(o= [ o) dx (4.340)
Ahora bien, si —2 < Rd < —1, es posible definir x por una férmula alternativa:
(x, ) := /0 ' lp(x) - p(0)) dx + /1 gy de + PO (4.34b)

Al usar ¢(x) = ¢(0) + x ¥(x), la primera integral es fol x4 (x) dx, 1a cual converge.

22E] grado d puede ser complejo: se define A := e?1°24 i 1 > 0. Nétese que |1%| = AR4,
23Una funcién v: S™! — C es suave si y solo si su restriccién a cada carta local de la variedad diferencial
S™~1 es suave. Para ello, basta que v sea continua y que sea de clase C* en un sistema de coordenadas esféricas.
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La segunda férmula (4.34b) define una funcién meromorfa?* de la variable compleja d
en el semiplano abierto Rd > —2, con un tnico polo en d = —1, dado por el término
¢(0)/(d + 1). En el semiplano Rd > —1, esta funcion coincide con la funcién holomorfa
definida por (4.34a).

Por induccién sobre n € N, se puede extender (x?, ¢) a una funcién meromorfa de d en el
semiplano Rd > —n — 1, con polos simples en —1, -2, ..., —n solamente, al sumar y restar
un polinomio de Taylor de ¢ en el origen:

®)(0 n-l ®(0
(xL.¢) :=/ (<p( )_an © k)dX+/1 X¢(X)dX+Zk!(;p+—§<11)- (4.34¢)

La férmula (Ax)? = A9x? es vélido para Rd > -1y los dos lados son holomorfas en d
donde estdn definidas. Luego su validez se conserva en el plano perforado C \ (-N*), por
continuacién meromorfa. Entonces x? es una distribucién homogénea de grado d, toda vez

qued ¢ {-1,-2,-3,...}. 0

Definicion 4.57. Sea U C R™ abierto con xg € U, y seag € D'(U \ {xo}). Dicese que una
distribucién f € D’(U) es una extension o una regularizacion de g si f|y\(x,} = ¢. Es decir:

f extiende g si (f, ¢) = (g, @) toda vez que sopp € U \ {xo}. 0

Un problema importante en algunas aplicaciones? es la extension de una distribucion
homogénea sobre R™ a todo R™. Se presentan dos dificultades: la extension generalmente
no es Unica; y las extensiones que existen tampoco son homogéneas.

Ejemplo 4.58. La funcién x;! = x7'6(x) no es localmente integrable sobre R, pero si es

localmente integrable sobre R = R \ {0}. Fijese que

(x;l,qo):/ @dx si sopwcﬂi{,
0 X

pero esta integral seria divergente si se tomara ¢ € D(R) con ¢(0) # 0. Para aislar el
comportamiento singular, escribase ¢(x) = ¢(0) + x ¥(x) donde ¥ € D(R); entonces, si

0<e<1,vale
“ o(x) ¢(0) “ o(x)
| /( HY )) )

:—(p(0)10g5+/ lﬁ(x)dx+/ M

24Una funcién compleja es meromorfa si es holomorfa en una region abierta de C, salvo por singularidades
aisladas que son polos (no se admiten singularidades esenciales).

25En la teorfa cudntica de campos, abundan los cdlculos de las “partes finitas” de ciertas integrales diver-
gentes. Alternativamente, la llamada teoria de perturbacion causal evita las divergencias mediante un algoritmo
inductivo de extension de distribuciones. Este algoritmo fue propuesto en: Henri Epstein y Vladimir Glaser,
“The role of locality in perturbation theory”, Annales de I’Institut Henri Poincaré A 19 (1973), 211-2905.
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Aldejar ¢ | 0, el término —¢(0)log ¢ diverge, pero las dos integrales convergen. Al descartar
el primer término, se obtiene la llamada parte finita de Hadamard de la integral divergente:

o) ! elx) - 0) ® o(x)
Fp{/0 Tx'_l)'fdx+[ Tx.

Una posible extensién de x; ! a D’(R) es la pseudofuncién Pf(6(x)/x) definida por

* o(x)
— aX.
X

(PEOCx)/x), p(x)) = Fp /0

Esta distribucion extiende 6(x)/x a todo R, pero no es homogénea de grado —1. En efecto:

*o/h) |

(pa PO ). () = 27 (PRO) ). /) = 5 Fo [

1 / Y2 o(y) - ¢(0) 1 [ o(y)
LY A ik VI WIL  AC )
A Jo y T 1r Y Y

1 ® o(y) 1 (7 p0)
=—Fp/ —ydy—;/ —dy
0 y 1 y

= 2 HPEO@W)/y). ¢(y)) + (A" log 1) ¢(0).

Por lo tanto, vale
01 PE(O(x)/x) = 27 PE(O(x)/x) + A"  log A 8(x).

El término “extra”, proporcional a A~! log A, obstruye la homogeneidad de Pf(0(x)/x). O

Alternativamente, se puede aprovechar la circunstancia de que 1/x es la derivada de log x
para x > 0. Entonces se puede definir la extension?®

Ri[x;'] := (logx)’, (4.35)

recordando que la derivada de una distribucion regular puede ser singular. Resulta que esta
extension coincide con Pf(0(x)/x); su inhomogeneidad se ve mas directamente:

(palogx), p(x)) = A~ ((log x, p(x/2)) = =2~ (log x, A7/ (x/ 2))
=172 /0 ¢'(x/2) logxdx = -1 /0 ¢’ (y) (logy + log 1) dy

= 2" ((logy)’, ¢(y)) + A~ log 1 ¢(0).

Por lo tanto,
pa(Ri[x7') = Ri[(Ax)7'] = A7 R[x; '] + 27" log A 8(x). (4.36)

26En la notacién, se omite el factor de 0(x), escribiendo log x en vez de 6(x)log x; esta es una distribucién
regular sobre R.
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Para regularizar x;*~! = x*~10(x) con k € N* como pseudofuncién, es cuestién de

remover la parte singular de la integral fooo x~k=1p(x) dx, al restar de ¢(x) su polinomio de
Taylor de grado k:

o ! £ p00) ) d o0
(PE(x*10(x)), @) := FP/O f,gfl) dx ::/0 (fp(x) - Z <pj!( )xj)xkfl +/1 flgf]) dx.

Jj=0

Es posible comprobar que Pf(x%~16(x)) coincide con la siguiente generalizacién de (4.35):

—1)k
Ri[x;¥1 = %((log x) D 4 |y 5(k)(x)),

donde H, = 1 + % + % + -0+ % es el k-ésimo ndmero arménico.2” El término §®), con
el coeficiente indicado, confiere a la extensién R; la importante propiedad multiplicativa:

) Ry[x7%] = R[5 ).

Ejemplo 4.59. En R™ con m > 1, la funcién radial r? (es decir, x — ||x||%) es una funcién
homogénea de grado d si Rd > 0, con una extension trivial a R™. Si —m < Rd < 0, entonces
r? es localmente integrable en R™ y asf la funcién r¢ sobre R™ se extiende a una distribucién
regular sobre R™, homogénea de grado d.

Al efectuar las integrales, es ttil usar coordenadas polares x = rw en R™, conr > 0y
w € S™!; entonces d"x = r™ ! dr do(w), donde o denota la forma de volumen sobre la
esfera S™!. Para ¢ € D(R™), definase la funcién de una variable

6= [ olro)doo)

que expresa la integral de ¢ sobre la esfera de radio r centrado en el origen. Noétese que
¢ € D(0, o) cuando ¢ € D(R™). Entonces la férmula

/ rdq)(x) d™x :/ rd+m_1g7)(r) dr
m 0

permite extender rd al origen mediante (rd, Q) = (xj‘f””‘l, @), parad ¢ {-m,-m—1,...}.

Para los valores singulares d = —m — k con k € N, se puede usar la regularizacién

Ru[r™" ] := r ™Ry [r 1] = r ™ PR 6(r)), 4.37)

La distribucién extendida R,,[r"™ %] no es homogénea; para comprobar eso, es necesario
hacer un estudio mds minucioso de las extensiones de potencias radiales. O

*TEsta afirmacion fue demostrada en: articulo: Ricardo Estrada y Ram P. Kanwal, “Regularization, pseudo-
function and Hadamard finite part”, Journal of Mathematical Analysis and Applications 141 (1989), 195—207.
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Lema 4.60. Sea g € 8'(R™) homogénea de grado d. Entonces Fg también es homogénea,
pero de grado —m — d.

Demostracion. Si ¢ € S(R™)y A > 0, del Lema 4.44(b) se obtiene:
(PA(FG), ) = 17T g, prjag) = A9, F(p1/20)) = (g pA(T9))
= A"™(p1/29. Fo) = A1/ N)Ug, Fp) = 1™ Fg, ). O
Notacion. El operador de Euler E sobre D(R™) o sobre D’(R™) se define por:283
SRS 0
E::j:zleﬁzj:zlxja-:rg.
El Laplaciano A es el operador diferencial A := j"il 8j2, sobre D(R™) o D’'(R™).
Escolio 4.61. Sea u: R™ — C una funcion diferenciable y sea f € D'(R™).
(a) La funcion u es homogénea de grado d si y solo si Eu = d u.

(b) La distribucion f es homogénea de grado d siy solosi E f =d f. =]

Proposicion 4.62. Si m > 3, la ecuacion diferencial Af = § tiene la siguiente solucion
Jundamental, ?° la cual es una distribucion regular en D’'(R™): 30

r—m+2
= 38
1) =~ 439)
Demostracion. Fijese que F(Af) = X;it; F(9;f) = —r>Ff. Entonces la ecuacién dada
es equivalente a —r> Ff = (27)™™2, o bien Ff = —(22)"™?r 2. La solucién buscada es

entonces f = —(27)"™2F(r?). Se debe determinar F(r~2).
Como F(r~2) es homogénea de grado —m + 2 y es invariante bajo rotaciones, se ve que
F(r=?) = ¢, r"™*2. Para determinar la constante c,,, sea @q(x) := pyago(x) = e~ /2, y notese

que Fo, = a‘m/zrpl/a para a > 0. Ademas, /Ooo e=9/2 da = 2 =2, Entonces

[ L[
T =5 / a e da = 2 / pm=912g=b12 gy
0 0

— 2(m—4)/2r—m+2 /oo C(m—4)/26—c de = 2(m—4)/2r(% _ 1) r—m+2’
0

al sustituir b = 1/a, ¢ = br?/2. Ahora (27) ™ ?c,, = T(2)/4x™*(2-1) = 1/(m-2)Qy. O

2

28Conviene usar superindices x = (x] ,x%,...,x™)paradenotar los componentes del vector x € R™. Entonces
d; = 8/0x’ denota la derivada parcial correspondiente.

29Si L es un operador diferencial, f es una solucion fundamental para Lsi Lf = §. Esta solucion no es tnica,
porque se le puede sumar cualquier solucién g de la ecuacién homogénea Lg = 0.

39Sim =2, lasolucién es f(x) = —(logr)/2n. Véase el Teorema 6.9.2 del libro de Andlisis Real de Simon.
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En particular, f(x) = —r~!/4x param = 3;y f(x) = —r~2/4x* param = 4.

Ejemplo 4.63. La extension R,,[r~™] definido por (4.37) puede expresarse como el Laplaciano
de una distribucion regular mas una distribucion con soporte en el origen. Considérese el
caso m > 3. Se obtiene

d n 4
Rp[r™] = r ™Ry [x71] = rmH! E(log r)=r "E(logr) = Z (x'r™logr)  (4.39)

j=1
.-y az(”"”z logr+ ——— ) = =g (8 10gr) = 2,60
= I \m=-2 (m—2)?2 m-—2 " ’
donde el dltimo término sigue de la Proposicion 4.62. En el cdlculo se usado la identidad
2 0;(x’ f) = (E + m) f que sigue directamente de la regla de Leibniz (4.16). o
Definicion 4.64. Una distribucién f € D’'(R™) es log-homogénea de bigrado (d, k) si
(E-d)f'f =0, pero (E—d)ff #0. 0
Ejemplo 4.65. La extension R,,[r™™] es log-homogénea de bigrado (-m, 1). En efecto,
por (4.39):
m[(Ar)™™" zml 9j(x’(Ar) ™(log r +1og A)) = A™Rp[r ™] + A ™ log A Qp 6,
j=1
puesto que Y; 8;(x/ r™™) = (—m + 2) "' A(r™™*2) = Q, § por (4.38). o

Ejemplo 4.66. Otra funcién sobre R™ que merece una extension al origen es la funcién radial
x> rm logk r = r"™(log r). El método del Ejemplo 4.59 sugiere la siguiente extension:
1
Ru[r™logkr] := Tl pmtl (logk+1 r).
Esta extension es log-homogénea de bigrado (-m, k + 1). En efecto:

—-m

Ry [(Ar) ™ logk(Ar)] = kﬂ ; Zaj(xjr_m(logr +log A1)
=1
+1

yr‘\.

k+1
= ( - )lg/lza(xf “MogkTitp)

+1 i=0 j=1

£ k Q
— Z A log! /1( .)Rm[r_m logk_i rl+ A" logk+1 A P +d1 S.
L i

De ahi se obtiene (E+m) Ry, [r ™" 1og" r] = k Rp[r~™log"™! r]. Elresultado sigue por induccién
sobre k. o
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4.5 Ejercicios sobre distribuciones

En los ejercicios que siguen, U es un abierto en R™; la notaciéon K € U significa que K es una
parte compacta de U. La convergencia f, — f en D’(R™) usa la topologia débil: significa

que {fa, ) = (f, ¢) para cada ¢ € D(R™).

Ejercicio 4.1. (a) Si0 < r < s, demostrar que hay una funcién de prueba ¢ € D(R™) tal
que ¢(x) > 0 para todo x € R™; p(x) = 1 en B(0;r); ¢(x) = 0 fuera de B(0; s).

[ Indicacién: mostrar que hay un elemento y > 0 en D(R) con soporte en [r,s] y
[ x(#)dt = 1. Coléquese n(u) := 1 - [* x(t)dt y tomese ¢(x) := n(]x|). ]

(b) Si K € U demostrar que hay un abierto V' C U y una funcién de prueba ¢ € D(U) tales
que KeVcVeU,sopy CVyy(x)=1sobreK.

[ Indicacion: Por su compacidad, es posible cubrir K por un nimero finito de bolas de
cierto radio ¢ > 0, cuya union estd incluida en U. ||

Ejercicio 4.2. (a) Demostrar que (log|x|) = vp(1/x) como derivada distribucional de
primer orden en D’(R).

(b) Calcular la segunda derivada fj” € D’(R) de cada una de estas distribuciones regulares:

+1 six>1,
filx) = el fr(x) :=sen|x|; fx)=9 x si—-1<x<1,
-1 six<-—1.

Ejercicio 4.3. Sea h € L'(R™) una funcién tal que h(x) > 0 sobre R™ y /Rm h(x)d™x = 1.
Definase h.(x) := ¢ ™h(x/¢) para ¢ > 0. Demostrar que h, — & en D’(R™) cuando ¢ | 0.
[ Indicacion: escribir p(x) = (¢(x) — ¢(0)) + ¢(0). ]

(a) Demostrar la féormula de Breit y Wigner:

. £ _ ’
gl_l)'l(l)m—ff5 en@(R)

(b) Demostrar las férmulas de Sokhotski y Plemelj:3!

lim -
el0 X + i

1
=Fird+ Vp(—) en D'(R).
x
[ Indicacion: Considerar las partes real e imaginaria de 1/(x + ie). Si ¢ € D(R), sea

Y(x) := (p(x) — p(=x))/x para x # 0, ¥(0) := 2¢’(0); verificar que ¢ € L'(R) y usar
convergencia dominada. |

3'En libros de fisica, estas formulas se escriben con el formato: 1/(x + i0) = Fiz & + vp(1/x).
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Ejercicio 4.4. Sea ¢y € £(R) cuya derivada ¢’ no se anula, y supéngase que /(x) = 0 siy

solo si x = xp. Con el cambio de variable y := /(x), demostrar que

(Oxp> @) 8(x — xo)

|9’ (x0)] Ze

Ejercicio 4.5. (a) El peine de Dirac es la suma infinita };,., (x — n). Demostrar que esta
serie converge en D’(R).

(6oy.) = y concluir que  §(Y(x)) =

(b) Demostrar que la serie i := 3, 6™ (x — n) también converge en D’(R) y que h es una
distribucién de orden infinito.

Ejercicio 4.6. Si f € D’(a,b) donde (a,b) € R es un intervalo abierto, demostrar que
(f —mf)/h — f"enD’(a,b) cuando h — O.

Ejercicio 4.7. (a) Si ¢ € D(R), demostrar que ¢ = ¢’ es la derivada de otra funcién de
prueba ¢ € D(R) siy sélo si fR p(x)dx =0

(b) Si f € D'(R) cumple f’ = 0, demostrar que f es la distribucion regular dada por una
funcion constante. [ Indicacion: Témese algin y € D(R) tal que fR x(x)dx =1y
evaluar (f, ¢ — ay) donde a es una constante apropiada. ||

(¢) Sih e D'(R) cumple h"*1) = 0, demostrar que h es un polinomio de grado < n
Ejercicio 4.8. Demostrar que cualquier distribucién de soporte compacto tiene orden finito.

Ejercicio 4.9. El teorema de Taylor expresa ¢ € D(R) en la siguiente forma, con ¢y € E(R):
(0) n
ox) = Z 00) ki),

Demostrar que las siguientes condiciones sobre f € D’(R) son equivalentes:

(@) x"'f =0en D'(R);

(b) f=cod+c1 +c28” +---+ ¢, 0"5 para algunas constantes cy, ci, . ..,c, € C.
[ Indicacion: observar que sop f = {0} en los dos casos. |

Ejercicio 4.10. Se definen operadores lineales de traslacion 7, (para a € R™ fijo) y reflexion
¢ — ¢ sobre D(R™) por:

nap(x) = p(x —a),  P(x) := p(=x).

Demostrar que estas operadores lineales son continuos sobre D(R™).
[ Indicacion: Para K € R™, mostrar su continuidad como aplicaciones D — D(R™). ||

Comprobar ademas que 7,(7,¢) = T445@ Y (T20)” = 7_o¢ para a, b € R™.
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Ejercicio 4.11. Sia,b € R™, ¢ € D(R™)y f € D’'(R™), comprobar las siguientes féormulas
de convolucién:

(a) 5(1 *Q = Tq0, (b) 5(1 * f = Taf’ (C) 5a * 5!1 = 5a+b .

Ejercicio 4.12. Sea 0: R — R la funcién de Heaviside y § € D’(R) la delta de Dirac
(Ejemplos 4.5y 4.6).

X

(a) Si¢@ € D(R), verificar que 6 = ¢(x) = / ¢(y)dy parax € R.

—00

(b) Demostrar que &’ *0 =5y que 1 *6 = 0en D'(R).32

(c) Concluir que 1 % (8" % 6) # (1 %8") = 0 en D’(R). (Por qué esto no contradice alguna de
las férmulas de asociatividad de la Seccidon 4.27?

Ejercicio 4.13. Si f € D'(R™) cumple 7, f = f para todo x € R™, mostrar que f es (la
distribucién regular dada por) una funcién constante.

Ejercicio 4.14. Verificar que la funcién x — (1 + ||x||?)™™ es integrable sobre R™. Concluir
que 8(R™) c L'(R™). ;Es cierto que §(R™) ¢ LP(R™) para todo p > 1?

Ejercicio 4.15. (a) Comprobar que 1 + [|x||> < 2(1 + ||x — y||)(1 + ||y||?), para x,y € R™.

(b) Demostrar que la reflexién ¢ — ¢ y la traslacién ¢ — 7,9, para b € R™ fijo, son
operadores lineales continuos sobre S(R™).

(c) Sig, ¥ € S(R™), demostrar3? que ¢ * € S(R™).

Ejercicio 4.16. (a) Sia > 0, comprobar que la funcién h(x) := e~?* es integrable sobre R.
Verificar la férmula
ﬁ(t) _ 1 2a
C\2gpad e+t

Comprobar que h € L'(R) también. (Cudl es la transformada de Fourier de h?

(b) La funcién ¢ — A(t)/||Alli es la densidad de Cauchy de la teoria de probabilidad. La
esperanza E(X) de una variable aleatoria X con esta densidad no existe: de hecho, si
existiera, estarfa dada por la férmula E(X) := (1/]|hl|;) fR t h(t)dt. Usar la transforma-

cién de Fourier para demostrar que la funcién ¢ +— t A(t) no es integrable sobre R.
Ejercicio 4.17. Calcul / i
Jercicio 4.177. Calcular —_—
7 o (14 2P
32Aqui 1 € D’(R) es la distribucién regular definido por la funcién constante de valor 1.
33Esta es una hipétesis no declarada del Corolario 4.47.

mediante el teorema de Plancherel (Teorema 4.52).
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Ejercicio 4.18. Demostrar que la transformacién de Fourier conmuta con la accién de rota-
ciones: si R € My, (R) es una matriz ortogonal con det R = +1, y si R - ¢(x) := @(R 'x) para
@ € 8'(R™), definir R - f para f € 8'(R™) y asi comprobar que R- Ff = F(R- f) paratodo f.

Ejercicio 4.19. Sean A, AT € L£(8(R)) los operadores definidos por A := 271/2(x + d/dx),
A" := 2712(x — d/dx). Comprobar que (ATg | /) = (¢ | AY) para ¢, € $(R); y verificar
que Apo = 0 donde ¢o(x) = e*"/2 es 1a funcién gaussiana. Demostrar también las igualdades
F(Ap) = i A(Fp) y F(Ap) = —i A(F ) para ¢ € S(R).

Sea ¢, := (n!)"V/2(A")"py para n € N. Resulta que los ¢, son proporcionales a la
funciones de Hermite h, del Ejercicio 1.17 que forman una base ortonormal de L*(R).
Demostrar que F¢, = (=i)"p, para n € N. Concluir que el operador unitario F € £(L*(R))
dado por el teorema de Plancherel tiene espectro finito {1, i, —1, —i} y que cada autovalor tiene
multiplicidad infinita.

-3/2

Ejercicio 4.20. Sea ¢ € D(R). La parte finita de la integral divergente fooo X717 p(x) dx se

define como el limite

“ox), . 2000 * o(x)
Fp/o mdx = l;f(l;l(—7+ ) mdx .

La pseudofuncién f(x) := Pf(x~3/20(x)) en D’(R) se define por (f, ¢) := Fp /OOO x320p(x) dx.
Demostrar que la funcién x~1/20(x) es localmente integrable sobre R y que la distribucién
regular x;] /2 dada por esta funcion tiene derivada distribucional —% Pf(x~3/20(x)).

Ejercicio 4.21. Demostrar el Escolio 4.61. [ Indicacion: Ad (a): calcular 8/dt|,—o de u(e'x);
Ad(b): calcular 9/0t|;=0 de {pe: f, @). ]l

Ejercicio 4.22. Sea f(x) la solucién fundamental (4.38) de la ecuacion A f = § sobre R™ con
m > 3. Si la convolucién f * h existe, comprobar que g = f * h es una solucién (débil) de la
ecuacion de Poisson, Ag = h.

Ejercicio 4.23. Considérese la funcion r=7 = ||x||77 para x € R™.
(a) Si %m < g < m, demostrar que F(r™9) = ¢y 4 r~™*4 para alguna constante Cm.gq-

(b) Comprobar la validez de esta férmulapara0 < g < %mtambién. [ Indicacién: inversion
de Fourier. ]| (Su validez para q = %m sigue como caso limite).
(c) Verificar que c¢y,q = 2279T(1(m - q)) /T(q/2).
Ejercicio 4.24. Comprobar que E f = 0/0t|;=0(pe: f) para f € D’'(R™). En seguida, de-
mostrar que la expansion de la demostracion del Ejemplo 4.66 conlleva a la relaciéon men-
cionada: (E + m) Rp,[r™™ logk r] = kRu[r™ logk_1 r].

[ Indicacién: calcular 8/9t|,=¢ de tke~t2. ]

4-37



