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Introduccion

Hace unas décadas, surgi6 la costumbre de usar el nombre andlisis funcional para denotar
la parte del andlisis matemdtico con base en propiedades algebraicas o topoldgicas generales
de espacios de funciones o transformaciones, y no de la estructura detallada de una funcién
o transformacion particular. El texto de Rudin (1973) lo expresa asi: “el andlisis funcional
es el estudio de ciertas estructuras topoldgico-algebraicas y de los métodos por los que el
conocimiento de estas estructuras puede aplicarse a problemas analiticos”.

Las estructuras algebraicas relevantes son espacios vectoriales, dlgebras o grupos, cuyos
miembros son funciones o transformaciones de determinados tipos. El punto de partida es
la idea de considerar las funciones o transformaciones como elementos o “puntos” de un
espacio vectorial. Este espacio vectorial generalmente tiene dimension infinita y su topologia
no estd determinada enteramente por su estructura algebraica; es necesario emplear una (o
varias) normas o seminormas. En un problema particular de aplicacion el objeto de interés es
un funcional, que lleva funciones en nimeros reales o complejos. De esta manera, se llega
al estudio de los espacios normados y sus funcionales lineales, el cual fue emprendido por
Stefan Banach y sus colegas a partir de 1920.

Inicialmente se estudiaba espacios de funciones —continuas, diferenciables, holomorfas,
integrables, etc.— y los funcionales sobre funciones, tales como diferenciacion, integracion,
evaluacién en un punto, etcétera. La introduccién axiomadtica de un espacio de Hilbert se
debe a John von Neumann en 1930, en un estudio de los fundamentos de la mecanica cuantica
(fruto de una colaboracion con David Hilbert). Un tema fundamental desde entonces ha sido
la estructura de operadores sobre espacios de Hilbert. Otros temas importantes han sido las
algebras de Banach y las C *-dlgebras introducidos por Israel Guelfand y otros (1941-43); las
representaciones unitarias de grupos, impulsados por Hermann Weyl (1925-27); y la teoria
de las distribuciones de Laurent Schwartz (1949).

Este estudio de funcionales y operadores no es s6lo abstraccion, sino que también requiere
andlisis. Es indispensable desarrollar un buen manejo concreto de los objetos de estudio: las
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sucesiones, funciones y nicleos integrables, cotas de estimacion, cdlculos matriciales, etc.,
que forman el pan diario del andlisis matematico.

El primer capitulo introduce diversos ejemplos de espacios vectoriales de sucesiones y
funciones; y repasa la estructura de los espacios de Hilbert. El segundo capitulo introduce los
teoremas fundamentales sobre funcionales y operadores lineales en dichos espacios. y luego
explora el concepto de dualidad entre espacios de Banach. El tercer capitulo estd dedicado
a las distribuciones de Schwartz y la transformacion de Fourier. El cuarto capitulo introduce
las dlgebras de Banach y su mayor aplicacion: la teoria espectral de los operadores lineales
sobre espacios de Hilbert.

Los siguientes libros amplifican y profundizan los topicos del curso.

Bibliografia
[1] J. A. Dieudonné, Eléments d’Analyse, tomos 1-2, Gauthier—Villars, Paris, 1969.

[2] W.F. Donoghue, Distributions and Fourier Transforms, Academic Press, London, 1969.

[3] Y. Eidelman, V. Milman y A. Tsolomitis, Functional Analysis: An Introduction, Gradu-
ate Studies in Mathematics 66, American Mathematical Society, Providence, RI, 2004.

[4] R. Estrada y R. P. Kanwal, A Distributional Approach to Asymptotics: Theory and
Applications, Birkhduser, Boston, 2002.

[S] H. G. Heuser, Functional Analysis, Wiley, New York, 1982.

[6] R. V. Kadison y J. R. Ringrose, Fundamentals of the Theory of Operator Algebras,
tomo 1, Academic Press, Orlando, FL, 1983.

[7] A. A. Kirillov y A. D. Gvishiani, Theorems and Problems in Functional Analysis,
Springer, Berlin, 1982.

[8] A.N. Kolmogorov y S. V. Fomin, Elementos de la Teoria de Funciones y del Andlisis
Funcional, 3* edicién, Mir, Moscu, 1978.

[9] P.D. Lax, Functional Analysis, Wiley, New York, 2002.
[10] G.J. Murphy, C*-Algebras and Operator Theory, Academic Press, Orlando, FL, 1990.

[11] G. K. Pedersen, Analysis Now, Springer, Berlin, 1989.



SP-1322: Analisis Real 11

[12] M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics I: Functional Analysis,
22 edicion, Academic Press, Orlando, FL, 1980.

[13] W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill, New York, 1973.
[14] L. Schwartz, Théorie des Distributions, Hermann, Paris, 1966.

[15] G. F. Simmons, Introduction to Topology and Modern Analysis, McGraw-Hill, New
York, 1963.

[16] K. Yosida, Functional Analysis, 4* edicién, Springer, Berlin, 1976.

[17] N. Young, An Introduction to Hilbert Space, Cambridge University Press, Cambridge,
1988.

1 Los Espacios del Analisis Lineal

En este curso, los objetos principales de interés son ciertos espacios vectoriales infinitodimen-
sionales y sus transformaciones lineales. Su estructura puramente algebraica es insuficiente
para los propositos del andlisis: hay que agregar algin concepto métrico que sea compatible
con las operaciones algebraicas. La métrica apropiada se obtiene de una o varias normas o
seminormas; en el caso mas importante, la norma proviene de un producto escalar. Ademas,
hay ejemplos importantes de espacios vectoriales topolégicos que no son metrizables, pero
cuya topologia siempre se describe mediante una familia de seminormas.

1.1 Espacios de sucesiones y de funciones

El cuerpo de base para todos los espacios vectoriales aqui discutidos es R, el cuerpo de los
niimeros reales, o bien C, el cuerpo de los niimeros complejos. Para no referirse siempre a los
dos casos, se usard escalares complejos en las definiciones, dejando al lector la formulacién
del caso andlogo con escalares reales. En las ocasiones que lo ameritan, se comentard acerca
de la variante real.

Definicion 1.1. Sea E un espacio vectorial sobre C. Un producto escalar' en E es una forma
hermitica definida positiva sobre E, es decir, una funciéon £ x E — C : (x,y) — (x| y) tal
que:

@ (z|ax+ By)=afz|x)+ B(z|y), paratodoa,pf € C, x,y,z € E;

'Otro término comiin es producto interno.
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(b) (x|y)=(y|x) paratodo x,y € E;
(¢) (x| x) >0, conigualdad sélosix = Oen E.
Un espacio vectorial dotado de un producto escalar se llama un espacio prehilbertiano.

Observacion. Obsérvese que el producto escalar es lineal en la segunda variable, pero sélo
semilineal en la primera variable. Esta es el convenio de Dirac: sin embargo, es frecuente
encontrar libros que piden linealidad en la primera variable y semilinealidad en la segunda;
hay que averiguar, libro por libro, cudl convenio estd en uso, e intercambiar los factores si
fuere necesario.

Las propiedades (a) y (b) en conjunto muestran que (- | -) es una forma sesquilineal.”> En
el caso de escalares reales, la condicién (b) dice que (x | y) = (y | x) para todo x, y, asi que
un producto escalar real es una forma bilineal simétrica.

Definicién 1.2. Una norma en un espacio vectorial E es una funcién E — R : x — | x]||
tal que:

(@) |lax| = || ||x] paratodoa € C, x € E;
(b) [lx + yll < llx|[ + llyll paratodo x,y € E;
(¢) [|x]| = 0 conigualdad sélosi x =0en E.

Si E posee un producto escalar, entonces || x| := +/(x | x) define una norma en £ (debido a
la desigualdad de Schwarz).

Una seminorma en E es una funcién p: E — R* que cumple (a) y (b) pero no nece-
sariamente (c), es decir:

plax) = la| p(x), pkx+y) <px)+ p(y), paratodo a«e€C, x,y € E.

Una familia de seminormas (py)qes €S separante para E si py(x) = 0 paratodo o € J
implica x = O en E. (Este es el caso si algun pg es una norma.)

Definicién 1.3. La métrica usual sobre un espacio normado E es

d(x,y) =[x —yl. (1.1a)
Otra métrica equivalente es
lx =yl
d'(x,y) = : (1.1b)
I+ [lx =yl

2El prefijo sesqui-, del latin, significa 3/2.
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que ademas cumple 0 < d’(x, y) < 1. Las dos métricas son invariantes bajo traslaciones,
esdecir,d(x —z,y —z) = d(x,y) paraz € E. Si (x,) es una sucesién de elementos de F,
entonces

Xp > X < d(x;,x) >0 < d'(xy,x) >0 < |x, — x| = 0.

Vale la pena observar que la norma de un espacio normado E es una funcion continua
sobre E. De hecho, si x, — x en E, la desigualdad triangular implica que

[l = x| < v = ]I,

asi que x, — x en E implica ||x, || — | x| en [0, c0).
Si E no es un espacio normado, pero posee una familia numerable y separante de semi-
normas { p : k € N }, entonces se define la siguiente métrica sobre E:

(e.¢]

I pe(x—y)
d(x,y):= E . 1.2
(x.) = 2641 1+ pr(x — y) (1-2)

En ese caso x, — x, es decir, d(x,,x) — 0, si y s6lo si px(x, —x) — 0 para cada k.

Definicion 1.4. Sea E un espacio vectorial (sobre C) con una familia numerable y separante
de seminormas. Si E es completo con respecto a la métrica (1.2), dicese que E es un espacio
de Fréchet.

En particular, si £ es normado y completo respecto de la métrica (1.1a), E se llama un
espacio de Banach.

Si ademads la norma de E es inducida por un producto escalar y si E es completo, dicese
que E es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.5. Sin € N*, el espacio C” es un espacio de Hilbert,* dotado del producto escalar
usual (w | z) 1= wyzy + Wazy + - + WyZy. O

» Lo que sigue es un catdlogo de espacios vectoriales de dimension infinita, algunos nor-
mados y otros dotados con una familia numerable de seminormas. Conviene empezar con
espacios formados por sucesiones.

Ejemplo 1.6. Denétese por C™) el espacio de sucesiones en C con un niimero finito de
términos no nulos. Escribase x := (xj) para denotar la sucesion (xg, X1, X2, ...). Entonces
Pn(x) := |x,| define una familia separante de seminormas sobre C ™. O

3Bajo el convenio francés, se escribe N = {0,1,2,3,...} pero N* = {1,2,3,...}.
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Es posible definir varias normas directamente sobre C™ . Si 1 < p < 00, coléquese:

00 o0 1/p
o= wels lxllp = (Dmp) D x o= sup el (13)
k=0 k=0

keN

El espacio C™) es incompleto respecto de cada una de estas normas. (Si 1 < p < oo,
no es evidente que || - ||, obedece la desigualdad triangular; esto es una consecuencia de la
desigualdad de Minkowski: véase la Proposicion 1.25, mas abajo.)

Ejemplo 1.7. Denétese por CN el espacio de todas las sucesiones en C. Las seminormas
Pn(x) := |x,| son una familia numerable y separante, y CN es completo en la métrica corres-
pondiente. Luego CN es un espacio de Fréchet. El espacio vectorial C ™ es un subespacio
denso de CN. O

Ejemplo 1.8. Hay otras espacios de sucesiones intermedios entre C™ y CN. Al formar
la complecién de C™ en cualquiera de las normas (1.3), se obtiene un espacio de Banach.
Estos espacios de Banach se denotan por:

|

L={xeCN:|x|; < +o0};

los

Pi:={xeCN x|, <+oo} paracada 1< p < ooc;

Coi=1{x e CN : x4 — 0 cuando k — +o0}.

En el caso p = 2, £? es ademds un espacio de Hilbert, con producto escalar
o0
(yx) = Faxx.
k=0

Es inmediato que (x | x) = ||x]|5. O
Ejemplo 1.9. El espacio vectorial de las sucesiones acotadas es
£ :={x € CN : |x oo < +o0},

Este espacio es completo en la norma | - ||«; €s un espacio de Banach que incluye ¢, como
subespacio cerrado. O

Ejemplo 1.10. Un elemento x € CN es una sucesién rapidamente decreciente si la suce-
sién asociada (n¥x,),cn estd acotada, para cualquier k € N. Esto da lugar a una familia de
seminormas

qr(x) := sup |n¥x,|, paracada k e N*, (1.4)
neN
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Esté claro que g (x) < gr+1(x) en cada caso; que la condicién gx+1(x) < oo implica que
n*x, — 0cuandon — oo;y que la condicién gx»(x) < oo implica que la serie > n*x,
es absolutamente convergente.

El espacio vectorial s de sucesiones rapidamente decrecientes, dotado con las seminormas

{qx : k € N*}, es un espacio de Fréchet. O

» Una segunda clase de espacio vectorial, con una topologia determinado por una norma o
varias seminormas, estd formada por las funciones continuas.

Ejemplo 1.11. Sea K un espacio topoldgico compacto (y de Hausdorff).* Denétese por
C(K) el espacio vectorial de funciones continuas f: K — C. Se define una norma sobre
C(K) por
[/ lloo := sup | f(x)].
x€K

Si una sucesion ( f,) en C(K) es de Cauchy en esta norma, entonces ( f,(x)) es de Cauchy
en C paratodo x € K. Si se define f(x) := lim, o f5(x), es facil mostrar con un “argu-
mento de £/3” que f es continuay que || /, — f|loo = 0. El espacio normado C(K) entonces
es completo en la norma | - ||, es decir, es un espacio de Banach. O

Ejemplo 1.12. Si X es un espacio topoldgico localmente compacto (y de Hausdorff) pero
no necesariamente compacto, dicese que una funcién continua f: X — C se anula en el
infinito si, dado ¢ > 0, hay un compacto K, C X tal que | f(x)| < & para x ¢ K,. Dendtese
por Co(X) el espacio vectorial de todas estas funciones. Esta claro que cada f € Co(X) estd
acotada y que la receta || f'||co := sup,ex | f(x)| determina una norma sobre Cy(X). No es
dificil comprobar que Cy(X ) es completo en esta norma.

La compactificacion de un punto del espacio localmente compacto X es el espacio com-
pacto X1 := X W {oo}, obtenido al agregar’ el punto suplementario oo a X, declarando
que los vecindarios abiertos de oo son todas las partes (X \ K) W {oo} donde K C X es
compacto. Fijese que oo es un punto aislado en Xt si y sélo si X es compacto. Es facil
verificar que Co(X) ~ { f € C(XT) : f(c0) = 0}, donde ~ denota una isometria, es decir,
un isomorfismo algebraico que preserva las normas. O

Ejemplo 1.13. Si X es un espacio topolégico localmente compacto y ademds o -compacto,
es decir, si X = | J, K» donde cada K, es compactoy K, € K, 41 para todo n, la familia

4En este curso, todos los espacios compactos serdn también de Hausdorff, salvo indicacion expresa de lo
contrario.
SEl simbolo & denota la unién disjunta de dos conjuntos que no tienen interseccion.
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numerable de seminormas®
pn(f):=sup{|f(x)|:x € K,}, para f:X — C continua, (1.5)

define una topologia sobre C(X), el espacio de funciones continuas de X en C. Resulta que
f € C(X) siy solo si la restriccion f|g, estd en C(K,) para cada n € N. Entonces el
espacio vectorial C(X), dotado con la métrica (1.2), es completa, asi que C(X) es un espacio
de Fréchet.

La topologia de C(X) definido por las seminormas (1.5), a través de la métrica (1.2), se
llama la topologia de convergencia uniforme sobre compactos. O

Ejemplo 1.14. En particular, si U es una regién de C (una parte abierta y conexa), se puede

tomar
K,:={zeU:|z|<n;d(z,C\U)>1/n}. (1.6)

Si se denota por H (U) el espacio de funciones holomorfas f: U — C, esta es un subespacio
de C(U) con la topologia de convergencia uniforme sobre compactos. Un teorema de Weier-
strass garantiza que el limite, en esa topologia, de una sucesién de funciones holomorfas es
holomorfa; en consecuencia, H(U) es un subespacio cerrado de C(U), y por ende H(U) es
también un espacio de Fréchet. O

Ejemplo 1.15. Sea U € R™ un conjunto abierto, no vacio. La férmula (1.6), con C \ U
reemplazado por R™ \ U, sirve para definir una familia de compactos K, con K, € K,
para cada n, tales que U = |, .y Kn- Si o € N™ es un multiindice, escribase

m alal
la| := E o, 0% 1= —5 )
1 o2 Qm
= dx]' 0x,” ... 0Xp

El espacio vectorial C*°(U) de funciones suaves f : U — C admite una familia numerable
de seminormas

ra(f) :=sup{ |0 f(x)| : |¢| <n, x € K, }. (1.7)

Obsérvese que 7, (f) < r,+1(f) para cada n, y que la familia (r,,) es separante. Cualquier
sucesion de Cauchy ( fx)ren en la métrica correspondiente es una sucesion de Cauchy en
C(U); y para cada @ € N” la sucesion (0% fx)ren también es de Cauchy en C(U). Luego
hay funciones f* € C(U) para cada «, tales que 0% fy — f* en C(U) cuando k — +o00.
Si f := £°, no es dificil verificar que 3% f = f“ para todo «, asi que fx — f en C*®(U)
con respecto a la métrica determinada por (1.7); C*°(U) es un espacio de Fréchet. O

6Si A C X, la notacién A° denota el interior topolégico de A.
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Ejemplo 1.16. Una funcién f: R” — C es una funcién rapidamente decreciente si

‘ 1|im p(x) f(x) =0 paratodo polinomio p sobre R”".
X|—>00

Se dice que f es una funcién declinante’ si (a) f es suave; y (b) f y sus derivadas par-
ciales de cualquier orden son rapidamente decrecientes. Sea S(IR") el espacio vectorial de las
funciones declinantes sobre R”, cominmente llamado el espacio de Schwartz. La funcion
gaussiana x — exp(—% |x]|?) es un ejemplo de una funcién declinante. Si p es un polinomio,
hay constantes C > 0, R > 0y N € N, dependientes de p, tales que

p(x) < C(L+ [Ix[HY  para x| = R. (1.8)

Si f € 8(R™), entonces, para cada N y «, las funciones x +— (1 + ||x||?)V 3% f(x) estdn
acotadas. Las siguientes seminormas {s,, : M € N } definen la topologia de S(R"):

sm(f) = sup{ |(1 + [lx[I*)™9% f(x)] : ] <m, x eR"}. (1.9)

Resulta que S(R") es completa en la métrica inducida por estas seminormas, asi que es otro
espacio de Fréchet. O

» Otro tipo de espacio vectorial infinitodimensional estd dado por espacios de funciones
medibles o integrables. Para dejar de lado algunos casos esotéricos, todas las medidas con-
siderados en este curso serdn o-finitas.

Ejemplo 1.17. Sea (X, J, u) un espacio de medida o-finita: F denota la o-dlgebra de las
partes medibles del conjunto X, y u: F — [0, 400] es la medida dada sobre X. Sea
L1(X, u) el espacio vectorial de las funciones integrables con respecto a u, dotado con la
seminorma

1 £l o= /X )] (). (1.10)

Obsérvese que || f]l; = 0siysdlosi f € N, donde N € L1(X, ) es el subespacio de
funciones nulas casi por doquier. Al identificar funciones que coinciden casi por doquier
(respecto de ), se obtiene el espacio vectorial cociente

LY (X, ) := L1(X, ) /N.

La férmula (1.10) induce una norma sobre este espacio, que también se denota por || - ||1.
Por un abuso de lenguaje, es comun referirse a los elementos de L!(X, ;) como “funciones
integrables”. El teorema de Riesz y Fischer dice que L!(X, 1) es completo en esta norma,
asi que es un espacio de Banach. O

"Esta terminologia se debe a Bourbaki; no es muy ilustrativo, pero responde al requisito bourbachique de
caracterizar una propiedad matemadtica con una sola palabra.
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Ejemplo 1.18. Si 1 < p < 400, definase

1/p
1f 1l = ( /X If(x)l”du(x)) a1

y denétese por £LP (X, ) el espacio vectorial de las funciones pu-medibles f: X — C tales
que || ||, < oo. En breve se comprobard que | - ||, es una seminorma sobre este espacio.
Ademds, es evidente que || /||, = 0 siysélosi f € N, asi que || - ||, induce una norma
sobre el espacio vectorial cociente L? (X, u) := L£P(X, u)/N. Hay una version del teorema
de Riesz y Fischer que garantiza que L? (X, ) es un espacio de Banach. O

Ejemplo 1.19. En el subcaso p = 2, L?(X, u) es ademés un espacio de Hilbert: su producto
interno estd dado por

(e1£) = [ B0/ dut).
X
Se ve inmediatamente que || f |2 = +/(f | f)- O

Ejemplo 1.20. Si f: X — C es una funcion pu-medible, su supremo esencial,
[/ lloo := essup | f(x)],
xeX

denota el infimo de las constantes M > 0 tales que /L({x eX:|fx)|>M }) = 0. Sea
L°(X, ) el espacio vectorial de las funciones esencialmente acotadas (con respecto a (),
es decir, las funciones medibles f con || f | finito. Es facil comprobar que || f|looc = O
siysolosi f € N, asi que || - || induce una norma sobre el espacio vectorial cociente
L*®(X, n) := L°(X, u)/N. Resulta que L°°(X, ) es completo en esta norma. O

Ejemplo 1.21. Denétese por F(C) el espacio de funciones holomorfas enteras f: C — C
tales que

1
117 = [ 1P e ay dx < .

Con esta norma, F(C) es un espacio de Hilbert, cuyo producto interno estd dado por

1 [— P
1 )=~ [ Z@ @ ayax
T Jc
En efecto, F(C) es un subespacio cerrado de L?(C, u), donde p denota la medida gaussiana

sobre C = R?: . .
du(z) = — ey’ dydx = — re™ dr do.
b T

10
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Este espacio F(C) se llama el espacio de Bargmann y Segal ® O

» Para completar este catdlogo (parcial!) de espacios vectoriales con normas y seminormas,
es necesario verificar algunas afirmaciones en los ejemplos. En primer lugar, hace falta com-
probar que la notacién || - ||, introducida en (1.3) y generalizada en (1.11) es efectivamente
una norma: hace falta verificar la desigualdad triangular.

Fijese que £” es un caso particular de la familia de espacio vectoriales L?(X, u). En
efecto, al tomar X = N; F = P(N), porque todas las partes de N son medibles; y (A) :=
#(A), el nimero de elementos de A C N; entonces el espacio £7(X, u) correspondiente
es £”. Ademds, la medida del conteo es puramente atémica: la tnica parte de N de medida
nula es el vacio @, asi que N = {0} y L?(X, u) = L£LP(X, u) = £P. La integral respecto de
esta medida es simplemente la sumatoria de series.

/ s=f0)

(0,0)
(Ov f(a)) ¢ ------------- /

(a,0)

Figura 1.1: La desigualdad de Young

Proposicion 1.22 (Desigualdad de Young). Sea f: [0, 00) — [0, 00) una funcion diferencia-
ble y estrictamente creciente con f(0) = 0ylim;—o f(t) = +00; sea g: [0,00) — [0, 00)
su funcion inversa. Sean F y G las primitivas respectivas de f y g, determinadas por la
condicion F(0) = G(0) = 0. Entonces, para todoa > 0y b > 0, se cumple la desigualdad:

ab < F(a) + G(b),

con igualdad si y solo sib = f(a).

8El espacio F(C) fue introducido Valentin Bargmann en el articulo: V. Bargmann, On a Hilbert space of
analytic functions and an associated integral transform, Communications in Pure and Applied Mathematics 14
(1961), 187-214. Sin embargo, este enfoque, basado en la mecanica cudntica, fue anticipado por Irving Segal
en una conferencia en Boulder, en 1960.
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SP-1322: Analisis Real II 1.1. Espacios de sucesiones y de funciones

Demostracion. Las dos primitivas del enunciado son

X y
F(x) ::/O f(t)dt, G(y) ::/0 g(s)ds.

Las condiciones f(0) = 0y lim;— o f(t) = +oo implican que f: [0,00) — [0, 00) es
sobreyectiva; y es inyectiva por ser estrictamente creciente. Entonces, para cada s > 0, hay
un tnicot > 0cons = f(t); luegot = g(s). La funcién inversa g también es estrictamente
creciente, con g(0) = 0y limy_, o, g(s) = +00.

Considérese la funcion

x S(x)
h(x) = /0 f(@)dt +/0 g(s)ds = F(x) + G(f(x)).

La funcion £ es diferenciable, con 2’ (x) = f(x)+g(f(x)) f'(x) = f(x)+xf'(x); ademas,
vale 4(0) = 0. Entonces

F(x)+ G(f(x)) = h(x) = [x W (t)dt = xf(x), paratodo x > 0.

0

Ahora, si b > f(a) —véase la Figura 1.1— entonces

F(a) + G(b) —ab = G(b) —ab + af(a) — G(f(a))
=G(() - G(f(a)) —a(b— f(a))

b
= / (g(s) —a)ds > 0,
f@)
porque g(s) > a paras > f(a).
Sib < f(a), entonces a > g(b); al intercambiar los papeles de f y g, que cumplen
hipétesis similares, se obtiene también G(b) + F(a) — ba > 0.
Finalmente, si b = f(a), entonces F(a) + G(b) = h(a) = af(a) = ab. [

Corolario 1.23. Sil < p <ooysiq :=

T entonces paraa > 0, b > 0, vale

a?  b?
ab < —+ —, con igualdad solo si b1 = a”. (1.12)
p q
Demostracion. Témese f(t) := t?~!; su funcién inversa es g(s) = s"/@~D = §9/P Lag

primitivas son
a p b pla+p)/p b4
F(a):/ tp_ldtza—, G(b)=[ sUPds = —— =~
0 p 0 (@+p/p g
yaqueq = p/(p—1) = g+ p = pq. Obsérvese que en este caso b = f(a) siy sélo si
g(b) = asiysélosib?? = asiysélosib? = aP. ]

12
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Fijese que ¢ = p/(p — 1) siy sélosi p = g/(q — 1). Por esta simetria p <> ¢, visible
en (1.12), dicese que p y g son exponentes conjugados. En el caso p = g = 2, la férmula
(1.12) sereduce a 2ab < a®+b?, la clasica desigualdad de Cauchy. Ademds, vale 1 < p < 2
siy sOlosi2 < g < 0oy viceversa.

Las dos desigualdades que siguen juegan un papel critico en la teoria de las funciones
integrables.

Proposicion 1.24 (Desigualdad de Holder). Sea (X, JF, u) un espacio de medida o-finita.
Para p € (1,00)yq := p/(p—1), tomese f € LP(X, )y h € LI(X, ). Entonces vale

[X )R] i) < 1Ly Il (1.13)

con igualdad sdlo si las funciones x — | f(x)|?, x + |h(x)|? son proporcionales casi por
doquier.

Demostracion. Siuna de las funciones f, & se anula casi por doquier, los dos lados de (1.13)
son iguales a cero. Supdngase, entonces, que || f'||, # 0, ||i]; # 0. Esto permite considerar
las funciones “normalizadas” fi(x) := f(x)/|| fllp y hi(x) := h(x)/|| k| 4-

Para cada x € X fijo, apliquese el Corolario 1.23 con a := | f1(x)|, b := |hi(x)|, para

AT (O1C2) iy PACOl L GO
p q Pl qllkllg

obtener

| fi(x)h1(x)] < (1.14a)

y al integrar sobre X, se obtiene

Sl QP dn) | fy ol dpa) 11
=~ +-=1. (1.14b
pIf1E Il ptg =L (4D

Al multiplicar los dos lados por || || , || 1] 4. sale la desigualdad (1.13).

Hay igualdad en (1.14a) sélo si | f1(x)|? = |h1(x)|?. Al integrar respecto de x, hay igual-
dad en (1.14b) sélo si | f1|? = |hy]? casi por doquier; s6lo si | f|? y |h|? son proporcionales
casi por doquier. 0

/X 1 (0] dp(x) <

La desigualdad de Minkowski, que sigue, generaliza la desigualdad triangular.

Proposicion 1.25 (Desigualdad de Minkowski). Sean f,g € LP(X,u) con 1 < p < oo.
Entonces vale:

L +gllp = I1fllp + gl (1.15)

con igualdad sélo si 6 g es una funcion nula, o bien si hay C > 0 tal que f(x) = Cg(x)
casi por doquier.

13



SP-1322: Analisis Real II 1.2. La estructura de los espacios de Hilbert

Demostracion. Al aplicar la desigualdad triangular en C y la desigualdad de Holder con
q = p/(p — 1), se obtiene

If + g2 =/X|f(X)+g(x)|pdu(X)
< /X ) + g1 ()] dux) + /X () + g7 g du(x)  (1.16a)

1/q
< (/X | f(x) + g(x)|2#D dM(X)) (If 1+ lglp) (1.16b)

1/q
_ ( [ f(x)+g(x)|”du(X)) (1711, + ligl,)

=/ + B o + lglp)-

Como p — (p/q) = 1, se concluye que

If +gll7

ILf+gllp, = 7 = IF 0+ lellp

ILf + g%

Para que haya igualdad en (1.15), debe haber igualdad casi por doquier en la aplicacién
de las desigualdades triangular (1.16a) y de Holder (1.16b). Esto requiere (i) que los niimeros
complejos f(x)y g(x) tengan el mismo argumento ¢!°®; y (i) que | £ + g|?, | f1? vy |g|?
sean proporcionales (casi por doquier). Esto ocurre si y sélo si f y g son proporcionales
(casi por doquier) con una constante de proporcionalidad no negativa. [

Como ||af ||, = || || f ||, por un célculo sencillo, la desigualdad de Minkowski muestra
que || - || , es una seminorma sobre £” (X, i) e induce una norma sobre L? (X, i), para cada
p > 1.

1.2 La estructura de los espacios de Hilbert

Proposicion 1.26 (Desigualdad de Schwarz). Sea E un espacio prehilbertiano. Cada par de
vectores x,y € E satisfacen la desigualdad.:

[ I < xlyl, (1.17)
con igualdad solo si x, y son proporcionales.

Demostracion. Para todo nimero real t € R, la cantidad siguiente es no negativa:

0<|x+e(y x> =x+ey]x)y|x+1(y]x)y)
= (x| x)+ 20 [(x [ WP+ 2 x| )P (] ).

14
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Por lo tanto, la forma cuadréatica real ¢ — Hx +t{y|x)y H2 = At? + Bt + C toma valores
no negativos solamente, asi que B? —4AC <0, esto es,

A [ ) <4l [ )P (el x) (v [ y)
Por lo tanto —en el caso de que (y | x) = 0 también— se concluye que
|2

(I = (xlx) (v 1y),

lo cual es equivalente a (1.17).

El caso de igualdad ocurre si y sélo si x = —#to(y | x)y para algin t, € R, siy sélo
si los vectores x, y son proporcionales. (El factor de proporcionalidad —fo(y | x) no es
necesariamente real.) ]

La funcién x — +/(x | x) cumple la desigualdad triangular, y por ende define una norma
en E, en virtud de la desigualdad de Schwarz. Es cuestion de notar que

Ix + yII2 = x> + 2% | y) + IyI1P < Ix? + 2[(x | p)] + 1y ]2
2
< D+ 20y I+ 11 = (el + 1)

La desigualdad de Schwarz implica que el producto escalar sobre E es una funcion con-
tinua E x E — C. En efecto, si x, — xy y, — y en E, entonces

|y | xn =) < [yl X = x|l = 0 cuando n — oo,
asi que (y | x,) — (¥ | x). De modo similar, se obtiene y también (x, | y) — (x| y). Luego,
[ = [0 = 2)| < 17w =yl llxn = x| = 0 cuando n — co,

asi que

Bim (yy | xp) = Hm (y, [x) 4+ Tim (y [x,) = (y [ x) = (v | x).
Ejemplo 1.27. En el caso E = £, 1a desigualdad de Schwarz dice que

oo
> Ee
k=0

(e.¢]

2 o0
<3 P el
k=0 k

=0

cuando las dos sumatorias a la derecha convergen; es decir, cuando x, y € ﬁz.
Mis generalmente, cuando E = L2(X, ), la desigualdad de Schwarz tiene la forma
concreta:

‘ / Tog) du)| < / O du(x) / g ). 0
X X X

15
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Proposicion 1.28 (Ley del Paralelogramo). La norma de un espacio prehilbertiano cumple
la siguiente igualdad:

lx + 2112+ llx = 112 = 20 x)? + 2]y 1% (1.18)
Demostracion. Esta “ley” es una consecuencia directa del cdlculo:
lx £ 12 = lIx]> £ (x [ y) £ (¥ [x) + [y )% u

La ley del paralelogramo caracteriza los espacios normados que admiten un producto es-
calar.” Es decir, si una norma sobre un espacio vectorial £ cumple (1.18), entonces hay un
producto escalar en E tal que (x | x) = ||x||? para todo x € E. Cuando se cumple esta condi-
cién necesaria, el producto escalar estd dada por la siguiente férmula, cuya demostracién es
inmediata.

Lema 1.29 (Férmula de Polarizacién). El producto escalar en un espacio prehilbertiano
queda determinado por la norma, como sigue:

4(y|x) = lx + ylI> = llx = yI* +illx +iy|* —illx =iy > =

Bases ortonormales

Definicion 1.30. Sea E un espacio prehilbertiano. Dos vectores x, y € E son ortogonales
si (x | y) = 0, en cuyo caso se escribe x L y.

Sea H un espacio de Hilbert, es decir, un espacio prehilbertiano que es completo en la
norma. Si M € H, su complemento ortogonal es el subespacio cerrado

Mt :={yeH:(y|x)=0paratodox € M }. (1.19)

Obsérvese que H+ = {0} y que {0} = H.
Una familia de vectores {uy : k € A} C H es ortonormal si'’

1 sij=k;
0 sij #k.

°Se omite la demostracién. El lector interesado puede resolver los problemas (5.5.1) y (6.2.2) del libro de
Dieudonné [1].

0La delta de Kronecker § i se escribe [j = k] en la notacién de Iverson. En general, si R(x) es alguna
proposicion 16gica, que depende de una variable x, la funcién booleana [[R(x)] vale 1 cuando R(x) es cierta, y
vale 0 cuando R(x) es falsa. Véase el articulo expositivo: Donald E. Knuth, Two notes on notation, American
Mathematical Monthly 99 (1992), 403-422.

(uj|u) = [j=k] :=
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Una familia ortonormal es total si
(up | x) =0 paratodo ke A = x =0, (1.20)
es decir, si {uy : k € A}t = {0}
Si los vectores xy, ..., X, son ortogonales entre si, entonces
s o 2 = 2 )
por un célculo directo. Una férmula pitagérica mas precisa es la siguiente.

Lema 1.31 (Férmula de Pitagoras). Dada una familia ortonormal finita {uy, ..., u,} en un
espacio prehilbertiano E, cada vector x € E satisface:

)
Xl =D 1wy [ x)” +
j=1

Demostracion. Coldquese y := Z;zl (uj | x)u; ytambién z := x — y. Para cada k, vale

r

— > {uj [ x)u

Jj=1

2

(1.21)

r r

(ue | 2) = (ue [ x) = > | x) (uic | ug) = (uae | x) =Y (uy | x) [k=j] = 0.

Jj=1 j=1
Como y es una combinacion lineal de los ug, se obtiene (y | z) = 0; entonces,
x> =Ny +zI> =y Iy)+ 2y +{zlp) +{z2) = [yI* + |21
La férmula (1.21) sigue porque || y||*> = ZJ L [{u; | x)|? por un célculo directo. O

Para familias ortonormales no necesariamente finitas (ni numerables), la generalizacion
de la férmula (1.21) no es automatica; pero al menos se obtiene la desigualdad siguiente.

Proposicion 1.32 (Desigualdad de Bessel). Si {uy : k € A} es una familia ortonormal en
un espacio prehilbertiano E, entonces, para todo x € E, vale

> e | x) 7 < Jlx]?. (1.22)

keA

Demostracion. Obsérvese que el conjunto indice A no es necesariamente numerable. Si

{Uk,,... Uk, } es una parte finita de { ux : k € A}, la férmula (1.21) implica que
n
D, )P < IxI1P. (1.23)
j=1
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En consecuencia, el conjunto 4, := {k € A : [{ux | x)|* = >|x||*} no posee mis de

n elementos; entonces {k € A : (ug | x) # 0} = ;2 A es un conjunto numerable, y la
sumatoria en (1.22) es una serie con una cantidad numerable de términos no nulos.

Dado un vector x # 0, entonces, es posible ordenar el conjunto {k € A : (ux | x) # 0}
como { k1, ks, k3, ...}. Laecuacién (1.23) implica que

00 n
> Nk [ )P =D e, [ )P = Tim > ug, | X)) < [lx]
. néw .
keA j=1 j=1

(La suma existe en R, por ser el supremo de una sucesion creciente acotada de sumas par-
ciales.) ]

Para obtener igualdad en la desigualdad de Bessel, es necesario suponer que la familia
ortonormal es fotal y que el espacio prehilbertiano es completo, es decir, es un espacio de
Hilbert.

Teorema 1.33. Sea H un espacio de Hilbert y sea {uy : k € A} una familia ortonormal
en H. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) La familia ortonormal { uy : k € A} es maximal.
(b) La familia ortonormal {uy : k € A} es total.!!

(c) Cada vector x € H admite un desarrollo de Fourier convergente en H,

x =Y (uj[x)u;. (1.24)

jeA
(d) Cada par de vectores x,y € H satisface la relacion de completitud

(y1x) = (v lu)(u;lx). (1.25)

jeA
(e) Cada vector x € H satisface la igualdad de Parseval:

Il =Dy [ x) P (1.26)

jeA

Si se cumple una (luego, todas) de estas condiciones, dicese que {uy : k € A} es una base
ortonormal de H.

! Algunos autores dicen familia ortonormal completa como sinénimo de familia ortonormal total.

18
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Demostracion. Para no complicar la notacién,'? se demostrard esta equivalencia en el caso
A = N, dejando al lector los casos en donde A es finito o bien no numerable.

Ad(a) = (b): Si hubiera z # 0 en H con (z | ux) = 0 para todo k, sea v :=
z/||z||. Entonces v seria un vector de norma 1 ortogonal a cada ug, asi que {v, ug, U1, Uz, ...}
seria una familia ortonormal que incluye {ux : k € N} estrictamente, contradiciendo su
maximalidad. Por tanto, {uy : k € N }+ = {0}.

Ad(b) = (¢): Dadox € Hyr € N, seax, := Z;zl(uj | x) u;. La desigualdad de
Bessel muestra que [|x,[|> = Y, [{u; | x)|* < ||x||* para todo r. Sir < s, entonces

S

e = x5l = 3 My [0,
j=r+1
y la convergencia de la serie Z;‘;l |(u; | x)|?, con suma < ||x||?, muestra que (x,) es una
sucesion de Cauchy en H. Luego hay un tnico punto limite y := lim,_, o, X, en H. Entonces
y = Z;il (u; | x) u; como suma convergente en H .

La continuidad del producto escalar muestra que (ux | y) = lim, o0 (U | X,) = (ug | X)
para todo k. Luego (ux | x — y) = 0 para todo k. Como la familia { uy : k € N } es total, se
concluye que y = x.

Ad (c) = (d): Dados x, y € H, hay dos desarrollos de Fourier convergentes:

oo

x= (uplx)up oy = (uky)ue
k=1

J=1
De la continuidad del producto escalar, se obtiene la suma convergente en C:

o0 o0

lx)= D" Qua [ y) s | x) Qun lug) =D (v ug){uy | x).

k=1 j=1

Ad (d) = (e): Es cuestion de tomar y = x en (1.25).

Ad(e) = (a): Si{ug : k € N }no fuera maximal, habria un vector v € H de norma 1
con {v, Ug, Uy, Uy, ...} ortonormal. La igualdad de Parseval (1.26) entonces implicaria que

1= |v|? =352, [{u; | v)]* = 0, absurdo! Luego {uy : k € N} si es maximal. O

Un espacio de Hilbert H es separable, como espacio topolégico —es decir, posee un
conjunto numerable denso en H— si y s6lo si posee una base ortonormal numerable. La
numerabilidad de la base es obviamente necesaria; y los desarrollos de Fourier (1.24) con

121 a frase atribuida a William de Ockham dice: Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem.
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coeficientes racionales forman una parte densa en H, asi que esta condicidn es también su-
ficiente. En el caso de un espacio de Hilbert no separable, no es dificil comprobar que las
cinco condiciones andlogas del Teorema 1.33 siguen equivalentes, con leves ajustes de la
notacién.'* Ademds, las férmulas (1.24), (1.25) y (1.26) mantienen su validez.

Definicion 1.34. Una isometria entre dos espacios de Hilbert H y K es una aplicacién lineal
V: H — K es que satisface (Vx | Vy) = (x| y) paratodo x,y € H.

Al poner y = x, se ve que ||Vx| = || x| paratodo x € H, asi que V preserva normas, lo
cual justifica la palabra isometria.

Un isomorfismo entre H y K es una isometria biyectiva U: H — K, si existe. Una
isometria biyectiva también se llama un operador unitario de H en K.

Proposicion 1.35. Dos espacios de Hilbert con bases ortonormales respectivos {uy : k € A}
yv{v, : r € B} sonisomorfos siy solo si los conjuntos indice A y B tienen igual cardinalidad.

Demostracion. Decir que A y B tienen la misma cardinalidad, #(A) = #(B), es afirmar que
hay una biyecciéon 0: A — B. Si tal o existe, se define una aplicacién lineal U: H — K
por la receta:

U(Z O‘kuk) = Zakvg(k) para ox € C con Z |l |* < o0.

keA keA keA

En efecto, por (1.26) y (1.24), cada vector x € H tiene un desarrollo x = ), , axUx con
Y kealarl®* = ||x]|? < oo; y el Teorema 1.33 muestra que cada serie Y, o4 @k Vo (k) CON
Y rea lk|? < oo define un vector en K. Es evidente por la igualdad de Parseval (1.26) que
U es una isometria.

Por otro lado, si U: H — K es una isometria biyectiva, coléquese wy := U(ug) € K.
Entonces { wy : k € A} es una familia ortonormal en K, porque

(wj [wg) = (U(uy) | Ulug)) = (u; ug) = [j=k].

Ademas, si y € K, hay x € H con y = U(x) porque U es sobreyectivo. Si (wx | y) =
(wg | Ux) = 0 paratodo k € A, entonces (uy | x) = 0 para todo k, asi que x = 0y por ende
y = 0; luego, { wy : k € A} estotal en K.

Si #(A) = n es finito, la ecuacion (1.24) dice que { ux : k € A} es una base ordinaria del
espacio vectorial H (un conjunto maximal de vectores linealmente independientes), luego

BPor la demostracién de la Proposicién 1.32, cualquier suma de niimeros no negativos sobre un conjunto
indice no numerable se reduce a una serie ordinaria.
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dim H = n;como U: H — K es lineal y biyectivo, se ve que #(B) = dim K = n también.
Entonces estd claro que hay una biyecciono: A — B.

Si #(A) es una cardinalidad infinita, sea By := {r € B : (wg | v;) # 0}; este By es
numerable, para todo k € A, asi que #(UkeA Bk) = Ro #(A) = #(A).

Si fuera #(B) > #(A), existiria r € B con v, # 0en K pero cada (wg | v,) = 0, lo
cual es inadmisible ya que { wx : k € A} es total en K. Se concluye que #(B) < #(A4). Al
reemplazar U por la biyeccion U~!: K — H, se prueba de igual modo que #(A4) < #(B). El
teorema de Schroder y Bernstein, de la teoria de conjuntos, ahora garantiza que #(A4) = #(B),
es decir, que existe una biyecciono: A — B. [l

El Teorema 1.33 también demuestra que todo espacio de Hilbert de dimension finita n es
isomorfo al espacio euclidiano C” (con la base ortonormal estdndar).

» Los ejemplos concretos de bases ortonormales se construyen muchas veces por el algo-
ritmo de Gram y Schmidt. Dado un espacio de Hilbert separable H, se obtiene primero
—por cualquier procedimiento— un conjunto de vectores { xo, X1, X2, . . . } linealmente inde-
pendientes que forman un conjunto total en H: si (x, | y) = 0 para todo n, entonces y = 0.

Definase ug := xo/||xo|| (para que ||ug|| = 1); definase yy,uy, y», Uy, ... inductivamente
por:
n—1
. o In
VYn 1= xn—Z(uk | X )ug, Uy = )
Z 171

En cada paso, se resta de x, sus componentes en las direcciones de los uy previamente
construidos, y luego se normaliza el residuo y, para obtener un vector u, de norma 1.

La independencia lineal de los x,, garantiza que cada y, # 0. Como { xg, X1, X2,...} es
total, se obtiene la condicion de totalidad (1.20) para los u,, es decir, que la familia ortonor-
mal de los u,, es también total.

Ejemplo 1.36. En C” o en ﬁz, seaexr = (0,...,0,1,0,...) lasucesion con 1 en el k-ésimo
lugar y 0 en los demds lugares. Estas forman una familia ortonormal. Como (ex | x) = x es
el k-ésimo componente de la sucesion x, se verifica (1.20). Entonces {ex : k = 1,...,n}es
una base ortonormal para C”; y { e : k € N } es una base ortonormal para £2. O

Ejemplo 1.37. Si H = L?[-1,1], el conjunto de “monomios” {1,#,72,¢3,...} es lineal-
mente independiente y total: si f_ll p(2) f(t) dt = 0 para todo polinomio p, entonces f = 0.
El algoritmo de Gram y Schmidt entonces produce un juego de polinomios ortonormales, los
polinomios de Legendre. O
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1

T e’ paran € Z, forman

Ejemplo 1.38. Si H = L?[—m, 7], las funciones u,(f) :=
una familia ortonormal, porque

T
(U | Up) = L/ !t gy = [m=nl].
2 J_,

Es menos evidente, pero cierto, que esta familia es total en L[, w]. En general, la de-
mostracién de totalidad de una familia ortonormal requiere un ejercicio no trivial de anali-
sis. El desarrollo (1.24) en este caso es la serie de Fourier de una funcién en L?[—m, 7].
(Los elementos de Lz[—n, 7] pueden considerarse como funciones periddicas sobre R, de
periodo 2r.)

Para reducir el minimo las instancias de la constante 27, se puede optar por la “notacién
francesa”: en el espacio de Hilbert H = L?[0, 1], las funciones v, (¢) := e*™'"* conn € Z,
forman una familia ortonormal total. El desarrollo (1.24) da la serie de Fourier de una funcion
periddica con periodo 1. O

Ejemplo 1.39. Si H = F(C) es el espacio de Segal y Bargmann, hay una familia ortonormal
de monomios, dados por 1, (z) := z"/+/n! paran € N. Un elemento de F(C) es una funcién
holomorfa entera y posee una serie de Taylor centrada en 0. Al ajustar sus coeficientes por
factores de +/n!, esta serie de Taylor se convierte en el desarrollo de Fourier (1.24) para este
espacio de Hilbert. El Teorema 1.33 entonces garantiza que {u, : n € N} es una base
ortonormal de F(C). O

La geometria de los espacios de Hilbert

En un espacio normado de dimension finita, la distancia hacia un subespacio M desde un
punto externo x ¢ M se define como inf{ ||x — y|| : y € M }. Este infimo es de hecho un
minimo: la distancia estd dada por || x — z|| para algin z € M. Como M es cerrado, por su
dimensionalidad finita, es facil comprobar la existencia del punto z més cercano a M. Por
otro lado, para algunas normas la unicidad de z no estd garantizada.

En un espacio de Hilbert, de dimension cualquiera, esta propiedad de distancia minima
sigue vélida, con unicidad, en un contexto levemente mas general. Recuérdese que en un
espacio vectorial E (real o complejo), una parte C C E es convexa si

x,ye(C,0<t<1 = (1—-t)x+1tyeC.

Proposicion 1.40. Sea H un espacio de Hilbert y sea C C H una parte convexa y cerrada.
Si x € H, hay un tinico punto z € C tal que

|x —z|| = inf ||x — y|. (1.27)
yeC
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Demostracion. Si x € C, el punto z = x es obviamente la solucién Unica al problema
propuesto. Supdngase, entonces, que x ¢ C. Sead = d(x,C) :=inf{|x —y||:yeC}la
distancia de x a C. Notese que d > 0 porque C es cerradoy x ¢ C.

Tdémese una sucesion (yg)xkeny C C tal que

1
lx — ye|? < d? + ] paracada k € N. (1.28)

Esta es una sucesion de Cauchy en H. En efecto, la ley del paralelogramo implica que

1y =yl = vy —x) = e = 0)|1?
=2lly; = xI* + 2lyk = xI” = 1(y; = x) + (% —0)|I?
=2lly; = x> + 2llye — x| = 4lx = 3(v; + yo)l?

1 1
<2ly; = x||* + 2|lyx — x||* —4d* <2 ,
= 2lly; —xlI” + 2[lyx — x| (j+1+k+1)

porque %(y j + yk) € C por convexidad. Como H es completo, hay un (tinico) punto z € H
tal que yx — z. Notese que z € C yaque C es cerrado en H. Esto implica que | x —z|| > d;
y de (1.28) se ve que ||x — z|| = limg— || X — yk|| < d. Por lo tanto, vale |x — z|| = d.

Para obtener la unicidad del punto z que cumple (1.27), sea w € C cualquier punto tal
que |x —w| = d. Entonces %(z + w) € C por convexidad, y la ley del paralelogramo ahora
dice que

lz —w|* =2||x — z||* + 2||x —w|?* — 4||x — %(z +w)|? <2d*+2d*—-4d* =0,
asi que ||z — w|| = 0y porende w = z. O

Definicion 1.41. Sean H, K dos espacios de Hilbert. La suma directa H & K de los
espacios vectoriales H y K incluye H y K como subespacios vectoriales'* de manera que
H N K = {0}. Al dotarla del producto escalar

(x1 +y1|x2+y2)i=(x1|x2) + (y1]y2), para x1,x€ H; y1,y2 € K,

H & K es un espacio de Hilbert, en donde ||x + y||*> = ||x||* + ||y||*>,parax € H, y € K.
Si H y K tienen respectivas bases ortonormales {ux : k € A}y {v, : r € B}, suunion
disjunta {uy : k € A} W{v, : r € B} esunabase ortonormal para H & K.

Proposicion 1.42. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Su comple-
mento ortogonal M~ es otro subespacio cerrado tal que (M+)* = M. Hay un isomorfismo
de espacios de Hilbert H ~ M & M.

14Se puede definir H @ K como el producto cartesiano H x K con las operaciones vectoriales obvias. Las
identificaciones x > (x,0) y y — (0, y) definen las inclusiones respectivas H — H @ Ky K — H ® K.
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Demostracion. De la definicién (1.19) de complemento ortogonal, se ve que y € ML siy

s6losi (y | x) = 0 paratodo x € M. Queda claro que M € (M+)* yque M N M+ = {0}.

Dado x € H, la Proposiciéon 1.40 muestra que hay un tnico z € M tal que |x — z|| =
d(x,M).Seaw :=x—z.Paray e M,t € R, vale

d(x, M)* < |lx =z + ) ? = |lw = 1y|* = d(x, M)* = 2t R{w | y) + 2|y ||,

asi que 2|y ||*> =2t R(w|y) > 0 paratodo ¢ € R, lo cual implica (w|y) = 0. Como y € M
es arbitrario, se concluye que w € M. Entonces cada x € H es una suma

X =z+w, con ZGM,LUEMJ'.

La unicidad de z € M conlleva la unicidadde w = x—z € M+, asi que esta descomposicion
es unica.

Esto dice que H = M @M+ como espacios vectoriales. Ademds, sus productos escalares
coinciden, porque

IXI? = (z + wlz +w) = (z]z) +2%{w [ 2) + (w | w) = [z[|* + [lw]]*.

Si{uy :k € A} y{v, :r € B} son bases ortonormales respectivas para M y ML, hay
un desarrollo de Fourier de x, dado por (1.24):

o0 o0 o0
= (ux | x) uk+Zvr|x =Y (e | 2)uk + D _(vr | w) o,
k=1 r=1

k=1 r=1

Cada y € (M*)* cumple (v, | y) = 0 para todo r, luego obedece y = > po, (ux | z) ux.
Como M es cerrado en H y por ende es un espacio de Hilbert bajo la restricciéon a M del
producto escalar en H, se concluye que (M 1)+ = M. 0

1.3 Espacios localmente convexos

Los espacios de Hilbert forman una generalizacién natural del espacio euclidiano R” o C”,
en donde las bases ortonormales permiten imitar los procesos del dlgebra lineal finitodimen-
sional. En espacios normados cuya norma no proviene de un producto escalar, ya no es posi-
ble continuar con tales procedimientos. Es necesario adoptar un enfoque més abstracto. En
esta seccién conviene mirar el otro extremo, al considerar una clase muy amplia de espacios
vectoriales en donde sea posible combinar el dlgebra lineal con el andlisis.

Definicién 1.43. Un espacio vectorial topolégico es un espacio vectorial complejo E dotado
con una topologia tal que las operaciones de suma (x,y) — x +y : EXE — Ey
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multiplicacion por escalares (A, x) +— Ax : C x E — E sean continuas.> En un espacio
vectorial topoldgico, las traslaciones tx: E — E : y — y — x y las homotecias h): E —
E :y — Ay (con A # 0) son homeomorfismos de E, con inversos respectivos T—y y f1/,.

Un espacio vectorial topologico no necesariamente es de Hausdorff. Recuérdese que un
espacio topolégico es de Hausdorff si cada dos puntos distintos poseen vecindarios disjun-
tos. Por ejemplo, dado un espacio de medida (X, F, u) no atémico, los espacios vectoriales
LP(X,F, i) contienen “funciones nulas” distintas de la funcion constante 0, que no pueden
ser separadas de este modo. Para evitar la consideracion de tales ejemplos, de poca utilidad
para el andlisis, la definicién siguiente incluye una condicién que implica la propiedad de
Hausdorff. !¢

Definicién 1.44. Un espacio localmente convexo es un espacio vectorial complejo £, dotado
con una familia separante de seminormas { p, : @ € A}, no necesariamente numerable. Su
topologia se define asi: si x € E, cada vecindario basico V r . de x depende de una parte
finita F = {oy,...,a,} C Ay un juego de nlimeros positivos &1, ...,&, > 0; y estd dado
por

Vire ={Y€E :py(y—x)<exr; k=1,...,r}. (1.29)

No es dificil comprobar que las operaciones vectoriales son continuas para esta topologia, asi
que E es un espacio vectorial topolégico.

Si x # y en un espacio localmente convexo E, entonces pq(x — y) = r > 0 para algin
a € A, asique Vy (q1,r/2 N V) (a),r/2 = D: de ahi se ve que E es de Hausdorff.

Definicion 1.45. Si A, B, C son partes de un espacio localmente convexo E, dicese que:
(a) A esequilibradosi A4 C Aparad € Ccon|A| <1;
(b) B es absorbentesix € E — rx € B paraalgtinr > 0;
(c) Cesconvexosix,y e C = (I —t)x +tyeCparal <t <1.

Proposicion 1.46. Un espacio vectorial topolégico es localmente convexo si'y solo si posee
una base de vecindarios de 0 que son equilibrados, absorbentes y convexos.

SHay una definicién andloga de espacio vectorial topolgico sobre R. Se deja al lector la tarea de formular
las definiciones apropiadas para el caso de escalares reales.

16Bourbaki abogé por incluir esta propiedad en la definicién de los espacios localmente convexos; otros
autores, como Yosida y Rudin, adoptaron la misma costumbre. De hecho, Rudin demuestra que un espacio
vectorial topoldgico que cumple el axioma 7 de separacién (cada punto es un conjunto cerrado) también cumple
T, la propiedad de Hausdorff.
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Demostracion. Ad(=): Si E es un espacio localmente convexo, sea { p, : @ € A} una
familia de seminormas que define su topologia. Para un conjunto finito de indices F =
{ay,...,0,} C Ayparaeq,...,e > 0,seaV = V, . el vecindario basico de 0 definido
por (1.29). Cada seminorma p, cumple

Pa(Ax) = [A| pa(x) < pa(x) para [A] <1,
Pa((1=0)x +1y) < (1 =) pa(x) +1pe(y) para 0=z <1,

asi que V es equilibrado y convexo. Siz € E, existe r > 0 tal que r < €x/ pq, (z) toda vez
que pg, (z) > 0; entonces py,; (rz) =r py,;(z) < e;jparaj =1,...,n,luegorz € V. Por
lo tanto, V' es absorbente.

Ad(«<): Por otro lado, si E es un espacio vectorial topolégico y si U es un abierto
equilibrado, absorbente y convexo en E, entonces el funcional de Minkowski:

qux):=inf{r>0:r'xeU}=inf{r >0:xecrU}

es una seminorma continua en E. En efecto, es evidente que gy (x) < oo paracada x € E,
porque U es absorbente; ademads, gy (Ax) = qu(|A|x) = |A| qu(x) porque U es equilibrado.
Para comprobar la desigualdad triangular para gy, es cuestion de notar que

(r~'x)+ > (s7'y) si rs>0,

-1 _
(97 (x4 9) = —— —

asi que las condiciones gy (x) < r, qu(y) < s implican gy (x + y) < r + s por la convexidad
de U; en consecuencia, vale gy (x + y) < qu(x) + qu(y). La continuidad de gy sigue de

g7 ([0.8)) ={x € E : qu(x) <&} =¢U = h,(U),

porque h.(U) es abierto en E paratodo e > 0. Envistadeque U = {x € E : quy(x) < 1},
se concluye que la topologia de E estd determinada por las seminormas gy, donde U recorre
una base de vecindarios abiertos de 0 que son equilibrados, absorbentes y convexos. [

Definicion 1.47. Sea E un espacio localmente convexo, cuya topologia estd determinada por
la familia de seminormas { p, : @« € A}. Un conjunto A C E esta acotado si p,(A4) esta
acotado en [0, c0) para todo o € A.

En particular, una parte compacta K C E esta acotada, porque cada conjunto imagen
P« (K) estd acotado en [0, 0o) por la continuidad de la seminorma p,.

En un espacio normado E,lanorma | - || por si sola constituye una familia de seminormas
que determina la topologia. Entonces A C E es una parte acotada si y sélo si hay R > 0 tal
que ||x|| < R paratodo x € A.
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Proposicion 1.48. Un espacio localmente convexo es normable si y solo si posee un vecin-
dario acotado de 0.

Demostracion. Si E es un espacio normado, entonces V' = {x € E : ||x|| < 1} es un
vecindario acotado de O.

Por otro lado, si £ es un espacio localmente convexo cuya topologia estd determinada
por una familia separante de seminormas { p, : ¢ € A}, sea V = V; . un vecindario
bésico cualquiera de 0, dado por (1.29). Definase g(x) := max{pqy, (x)/€1,..., Pa, (X)/&r}.
Entonces ¢ es una seminorma continua sobre £ talque V = {x € E : gq(x) < 1}.

Ahora bien, si V' es acotado, coléquese m, = 1 + sup,cp po(x) para o € A. El
vecindario bésico de 0 dado por {y € E : pg(y) < §} incluye (6/my)V . De este modo
se ve que { (1/n)V : n € N*} es una base de vecindarios de 0. Esto significa que la sola
seminorma ¢g genera la topologia de E. Como esta topologia es de Hausdorff, ¢ debe ser una
norma. En resumen: £ es normable con la norma g. 0

En consecuencia, un espacio localmente convexo que no es normable necesita una infini-
tud de seminormas para definir su topologia.

1.4 Ejercicios sobre espacios normados y localmente convexos

Ejercicio 1.1. Demostrar que las métricas d y d’ dadas por (1.1a) y (1.1b) de la Definicién 1.3
son equivalentes, es decir, que cada bola abierta By (x;r) :={y : d(x, y) < r } incluye una
bola abierta B;/(x;s), y viceversa.

Ejercicio 1.2. Si d denota la métrica (1.2), comprobar que d(x,,x) — 0 cuando n — oo
siy solo si px(x, —x) — 0 cuando n — oo para cada k € N. Verificar, ademds, que una
sucesion {y,} es de Cauchy en la métrica d si y sélo si es de Cauchy en cada seminorma py
por aparte.”

Ejercicio 1.3. Demostrar que lim,_, || x||, = ||x||cc para todo x € C".

Ejercicio 1.4. (a) Comprobar que £ C £"sil < p <r < +o0.
(b) Demostrar que C™ es denso en coyentfsil < p < +oo.
(c) Concluir que £ esdensoen £  sil < p <r < +o0.

(d) Demostrar, ademds, que C ™ 1o es denso en £°°.

7En consecuencia, para verificar la completitud de un espacio con una familia numerable de seminormas,
basta hallar limites (que deben coincidir) para sucesiones de Cauchy respecto de cada seminorma individual.
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Ejercicio 1.5. (a) Verificar la completitud del espacio normado de funciones continuas C(K),
donde K es un espacio topolégico compacto (y de Hausdorff).

(b) Si X es un espacio topoldgico localmente compacto (y de Hausdorff), pero no com-
pacto, demostrar que Co(X) es también completo.

Ejercicio 1.6. Sea U C R” un conjunto abierto. Verificar la completitud del espacio C*°(U)
en la topologia dada por las seminormas (1.7). [ Indicacién: Usar el Ejercicio 1.2. ]

Ejercicio 1.7. Si p: R” — C es un polinomio, demostrar que hay constantes C > 0, R > 0
y N € N, dependientes de p, tales que la desigualdad (1.8) sea vélida para todo x € R”.

Ejercicio 1.8. (a) Sea S(R) el espacio de Schwartz del Ejemplo 1.16 dotado con las seminor-
mas s, dadas por (1.9). Param,n € Ny f € §(R), definase

d
DPmn(f) :=sup|t™ 3" f(¢)], con 9= —.
teR dt

Demostrar que pp,(f) < sy (f) si M = max{m,n}; y que s,,(f) < C Zizo Piem (f)
para alguna constante C. Concluir que el sistema de seminormas { p,,, : m,n € N } define
la misma topologia sobre S(R) que {s,, : m € N }.

(b) Definase otra familia de seminormas ¢,,, sobre S(R) por
tn (1 = [ 271 FO .
R

Verificar que la funcién i: ¢ +— (14+12)""/2 quedaen L?(R). Usar la desigualdad de Schwarz
para mostrar que

Gmn(f) = C'(pmn(f) + Pm+2.0(f))

para alguna constante C’ independiente de f € S(R).

(c) Demostrar que hay otra constante C” > 0 tal que

pmn(f) = C//(QO—l,n(f) + QO—H,n(f) + qm,n+1(f) + Qm+2,n+l(f))

paratodo f € S(R). Concluir que las seminormas ¢,,, también definen la topologia de S(R).

Ejercicio 1.9. Si [a, b] C R es un intervalo compacto y si f : [a,b] — C es una funcién, la
variacion total de f es

V(f) = sup{2|f(tj)—f(tj_1)| a =ty <ty <<, =bl.

j=1
Sea BVia,b]:={ f:[a,b] > C: V(f) < 400} el espacio de las funciones de variacion
acotada sobre [a, b]. Obsérvese que V(f) = 0 siy s6lo si f es constante en [a, b]. De-
mostrar que || /|| := | f(a)| + V(f) define una norma en BV [a, b].
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a

Ejercicio 1.10. ;Para cudlesa € Ry p € [1, 0] es la funcién f,(z) := t?¢~" un elemento

de L?[0, co) ? Calcular las normas || f,|| , cuando éstas son finitas.

Ejercicio 1.11. Las funciones de Rademacher r,: [0, 1] — R, paran € N, se definen como
sigue. La funcién ry es constante: ro(f) = 1. Sin e N*y0 <t < 1,seak := |2"¢] el
mayor entero que no excede 2"¢; coloquese

0, sik = 2"¢,

rp(t) :=
© (—=Dk, sik <2"t <k +1.

Demostrar que {7, : n € N} es una familia ortonormal en L2[0, 1], pero que la funcién
g(t) := cos(2mt) es ortogonal a cada r,,.'®

Ejercicio 1.12. Los monomios f,: t + ", paran € N, forman un conjunto total'® en
el espacio de Hilbert H = L2[—1,1]. El algoritmo de Gram y Schmidt produce una base

ortonormal {p,},en de polinomios sobre [—1, 1]. Al escribir P, := /2/(2n + 1) p,, se
obtienen los polinomios de Legendre P,. He aqui una definicion directa de esos polinomios:
dl’l
P,(t) := (t>~1)" con neN.

2npl den
Demostrar que las funciones P, son mutuamente ortogonales en L?[—1, 1], y ademds que
| Pull3 =2/(2n + 1) paracadan € N.

Ejercicio 1.13. Si f(¢) := 3 para—1 <t < 1, calcular (Py | f), (P1 | f), (P> ]| f), donde
Py, Py, P, son los primeros tres polinomios de Legendre. En seguida, calcular

1
inf / |13 —at?> — bt —c|* dt.

a,b,ceC -1

Ejercicio 1.14. Las funciones f,:t + t"e™"/2 paran € N, forman un conjunto total

en H = L?[0,00). Con el algoritmo de Gram y Schmidt se produce una base ortonormal
{l,}nen de funciones [, (¢) =: e /2L, (t), donde los L,, son los polinomios de Laguerre.
Una definicion directa es:

t n

e
Ly(1) := 1 dm

Demostrar que las funciones ¢ — e~*/2L,,(¢) forman una familia ortonormal en L2[0, co).

(t"e™") con n € N.

18Este es un ejemplo de una familia ortonormal que no es total.

19En la construccién de bases ortonormales, el paso clave es la demostracién de que cierto conjunto de
elementos es fotal. De la teorfa de integracion, se sabe que C([—1, 1]) es un subespacio denso de L?[—1, 1];
y por un teorema cldsico de Weierstrass, los polinomios son densos en C([—1, 1]). Sin embargo, las normas
de C([-1,1]) y L?[—1,1] no coinciden: se requiere un argumento extra, pero facil, para concluir que los
polinomios son densos en L2[—1, 1].
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Ejercicio 1.15. Las funciones f,: ¢ +— t"e1?/2, para n € N, forman un conjunto total
en H = L?(R). Con el algoritmo de Gram y Schmidt se produce una base ortonormal
{hnnen de la forma h, (1) = (2" nl/7 )~ V2e~"*/12H, (1), donde los H, son los polinomios
de Hermite. Una definicion directa es:

n

d
H,(t) :== (—l)"etzﬁ e con neN.

Demostrar que las funciones g,(t) := e~/ I2q, () son mutuamente ortogonales en L?(R),
con ||g, |3 = 2" n!/7 paracadan € N.

Ejercicio 1.16. Si U es una parte abierta de C, sea L?(U, 1) el espacio de Hilbert de fun-
ciones de cuadrado integrable en U, con respecto a la medida de Lebesgue dA(z) = dx dy.
Sea A2(U) := H(U) N L*(U, )) el subespacio vectorial formado por los elementos de
L?*(U, X) que son holomorfos en U. Dado un disco cerrado D(zy;r) C U, de centro zq y
radio r, verificar que

1

f(z0) = — f(2)dA(z) para f € A*(D),
Tr= Jiz—zo|<r

a partir del desarrollo de Taylor de f. Mostrar también que

1 . 1/2
sl == ([ lrerae)

Comprobar que la convergencia en la norma de L2(U, 1) implica la convergencia uniforme
sobre compactos en U para elementos de A2(U), y concluir que A%(U) es un subespacio
cerrado de L?*(U, M).

Ejercicio 1.17. Demostrar que los monomios

n

Un(z) 1= «/ﬁ’

forman una base ortonormal para el espacio F(C) de Segal y Bargmann. [ Indicacion: Usar

para n € N,

la serie de Taylor de un elemento de F(C) para comprobar la igualdad de Parseval. ]

Ejercicio 1.18. SeaD := {z € C : |z| < 1} el disco unitario complejo. Sea A%(D) el
espacio de Hilbert definido en el Ejercicio 1.16. Demostrar que la familia de los monomios

gn(z) := /(n + 1)/m z", paran € N, es una base ortonormal para A2(D).
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Ejercicio 1.19. En un espacio de Banach E, se define una serie Y ;. , xx como el limite,
en la norma de E, de sus sumas parciales, si tal limite existe. Esta serie es absolutamente
. . ., o0 .
convergente si la serie positiva ) _,_, ||xx| converge en R. Demostrar que una serie absolu-
tamente convergente es convergente en la norma de £; y que se verifica la desigualdad

o0 o
PEA D EA T
k=0 k=0

Ejercicio 1.20. Un algebra de Banach es un espacio de Banach que posee una multipli-

cacion asociativa tal que
lxyll < lx[l Iyl paratodo x,y € E.

En un dlgebra de Banach con unidad multiplicativa 1, demostrar que la serie geométrica
Y o x* [con x° := 1] converge absolutamente si || x|| < I, y que se verifica

(l—x)ixk = ixk(l—x) = 1.
k=0 k=0

Ejercicio 1.21. Si E es un espacio vectorial topoldgico (no necesariamente localmente con-
vexo), dicese que una parte A C E estd acotada si puede ser absorbida por cada vecindario
V de 0, es decir, si siempre hay r = ry > 0 tal que A C rV. Verificar que este concepto de
acotacion coincide con el de la Definicién 1.47 para E localmente convexo.

Ejercicio 1.22. Un tonel en un espacio localmente convexo E es un conjunto B C E que
es equilibrado, absorbente, convexo y cerrado. Dicese que E es un espacio tonelado si cada
tonel en E es un vecindario de 0. Demostrar que cada espacio de Fréchet es un espacio
tonelado. [ Indicacién: Usar el teorema de Baire. ||

Ejercicio 1.23. Si p € R, denétese por F” el espacio de Hilbert cuyos elementos son las
funciones holomorfas enteras f : C — C tales que

nﬂm=%/U@wmm@<w
C

donde {
duf(z) = (1 + |z1)° du(z) = — r(1 + r?)Pe™"" dr do.
T

Mostrar que || f1l, < ||.flls si p < 03y que F° € FP. Concluir que € := [,y F* €s un

espacio de Fréchet, con la topologia dada por todas las normas || - ||z para k € N.
Comprobar la validez de la formula (g | f) = Y02 o(g | un) (un | f) para f € Ey

g € &* := Upeny T 7%, donde (-|-) es la integral que define el producto escalar en F° = F(C).
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2 Los Teoremas Fundamentales y la Dualidad

El andlisis funcional es la teoria general de aplicaciones lineales continuas entre espacios lo-
calmente convexos, en particular, entre espacios de Hilbert, de Banach, o de Fréchet. En este
capitulo conviene investigar ciertas propiedades topoldgicas de estas aplicaciones lineales
continuas, que enriquecen el dlgebra lineal en dimensiones infinitas.

2.1 Aplicaciones lineales continuas

La continuidad de una aplicacién lineal se refleja en unas desigualdades entre normas o semi-
normas de vectores. Esto reduce muchas cuestiones de continuidad a unos calculos alge-
braicos sencillos.

Definicion 2.1. Sean E, F dos espacios localmente convexos; un operador de E en F es una
aplicacion lineal y continua 7: £ — F. Si F = C, el operador 7" se llama un funcional
lineal o una forma lineal sobre E.

El el espacio vectorial de todos los operadores 7': E — F se denota por L(E, F). Enel
caso F = C, el espacio dual de E es el espacio E* := L(E, C) de todos los funcionales
lineales continuos sobre E.

Proposicion 2.2. Sean E y F espacios localmente convexos, y sea T : E — F una apli-
cacion lineal. Son equivalentes los siguientes:

(a) T es continua en todo punto de E;
(b) T es continua en el origen 0 € E;

(c¢) Para cada seminorma continua q sobre F, hay una seminorma continua p sobre E y
una constante M > 0 tales que

q(Tx) <M p(x), paratodo x € E.

Demostracion. Ad (a) <= (b): Si 1, es la traslacién y — y — x, est4 claro que'
(t_rxoT ot )(y) = (t—rx o T)(y —x) =17 (Ty—Tx) =Ty si yekE,

asi que t_rx o T oty = T paracada x € E. Como estas traslaciones son homeomorfismos
de E yde F, se ve que T es continua en x siy s6lo si 7" es continua en O.

' Aqui se adopta la costumbre, comtn en el dlgebra lineal, de escribir Tx = T (x) cuando T es lineal.
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Ad (b) = (c¢): Sigq es una seminorma continua sobre F', V, 1 :=={y € F :q(y) <1}
es un vecindario de 0 en F. Por lo tanto, 7~'(V, 1) es un vecindario de 0 en E, luego incluye
un vecindario bdsico de 0 de la forma U, s := {x € E : p(x) < § }, para alguna seminorma
continua p sobre E y algin nimero § > 0. Luego p(x) <6 = ¢q(Tx) < 1.

En consecuencia, paracada z € E,

pi2)<r = p(gz) <§ = q(T(gz» <l = ¢q(Tz) < %
asique q(Tz) < p(z)/§. Luego M := 1/ cumple (c).

Ad(c) = (b): Cada vecindario V' de 0 en F incluye un vecindario bésico de 0 de la
forma V, ., :={y € F : q(y) < ¢} donde g es una seminorma continua sobre F' y ¢ > 0. Por
hipétesis, se obtiene {x € E : p(x) <e/M } C T~Y(V), asi que T~!(V) es un vecindario
de O en E. Por tanto, 7 es continua en 0. ]

Corolario 2.3. Si E, F son espacios normados, una aplicacion lineal T : E — F es conti-
nua siy solo si hay una constante M > 0 tal que

\ITx|Fr < M||x||g, paratodo x € E. =

Definicion 2.4. Si E, F son espacios normados, se define una norma en £(E, F) por cual-
quiera de estas tres expresiones equivalentes:

|T| :=inf{ M >0: ||Tx||r < M|x||g, paratodox € E }, (2.1a)
=sup{ [|Tx|r/lx|lg:x € E, x #0}
= sup{ [|Tx|F : [x]le =1} (2.1b)
En particular, en el lado derecho de (2.1a) se puede tomar M = ||T||, para concluir que
\ITx|lFr <|IT| |Ix||g, paratodo x € E. (2.1¢)

[ De ahora en adelante, se omitird el subindice de la norma, porque el contexto indicara si se
trata de la norma de un vector o de un operador. |

Proposicion 2.5. Si E, F son espacios normados y si F es un espacio de Banach, entonces
L(E, F) es un espacio de Banach.

Demostracion. Si F es de Banach, sea (T,),en una sucesion de Cauchy en L(E, F). La
desigualdad (2.1c) implica que

[ Tomx = Tox|| = |(Ton — To)x|| < ITon — Tulllix[l.  para x € E.
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Luego, cada sucesion de vectores (7, x),en s de Cauchy en F. Sea Tx := lim, . T, X en
F. Es facil comprobar que la aplicacién 7: E — F es lineal. Ademads,

ITx| = lim |T,x|| < sup [Tax[| < sup [T, ] [lx]|.
n—00 neN neN
La desigualdad triangular |||Tm|| — ||Tn||| < T}, — T, || muestra que la sucesion numérica
(IT%|)nen es de Cauchy en R; y por ende estd acotada, asi que sup,cy ||7,|| < oo. Por el
Corolario 2.3, la aplicacién lineal T es continua, con ||7'|| < sup,cx |7 |l-
Dado ¢ > 0, hay N(¢) € N talque m,n > N(¢) = ||T,, — T|| < ¢. Entonces

n>N() = T, =Tl = sup{||Tpx = Tx|| : x| <1}
< sup{ [ Tnx — Tux|| - |x[| = 1. m > N(e) }

< sup{efx| :flx[| =1} =e.
neN

Se concluye que 7, — T en el espacio normado L(E, F).

Corolario 2.6. Si E es un espacio normado, entonces E* es un espacio de Banach. =

2.2 El teorema de extension de Hahn y Banach

Si M es un subespacio de un espacio vectorial £ y si T: M — F es una aplicacion lineal,
es posible extender 7" a una aplicacion lineal T: E — F de muchas maneras; es cuestion
de rellenar una base vectorial de M para obtener una base de E y de asignar las imdgenes
bajo T de los nuevos vectores bésicas de modo arbitrario. Sin embargo, si T: M — F es
una aplicacion lineal continua, no es evidente como asignar estos vectores en F de modo que
garantice la continuidad de la aplicacion lineal extendida. Un teorema de Hahn y Banach
muestra que una extension lineal continua siempre existe.>
Si E es un espacio vectorial real, una aplicacién p: E — R es sublineal si

p(x+y) < p(x)+ p(y), p(tx) =t p(x) para x,y€ E;t>0enR.
Una seminorma es evidentemente sublineal.

Lema 2.7 (Hahn y Banach). Sean E un espacio vectorial real, M un subespacio de E, y
p: E — R una aplicacion sublineal. Si f: M — R es una aplicacion lineal tal que
f(y) < p(y) para todo y € M, entonces hay una aplicacion lineal f: E — R tal que
f|M = [ y ademds f(x) < p(x) para todo x € E.

2El teorema fue demostrado independientemente, en el caso real, en: Hans Hahn, Uber linearer Gleich-
ungssysteme in linearer Réiumen, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 157 (1927), 214-229; y en:
Stefan Banach, Sur les fonctionelles linéaires, Studia Mathematica 1 (1929), 211-216.
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Demostracion. Si M # E, hay un vector z € E\ M. Es necesario extender f al subespacio
M+ Rz:={y+az:ye M, a € R}. Serequiere elegir f(z) € R tal que

f(y+tz)::f(y)—l—af(z)fp(y—l—az), paratodo y € M, a € R.

Por la homogeneidad positiva p(tx) = ¢ p(x), basta obtener esta condicion para los casos
a = £1. Entonces, hay que elegir f(z) tal que, para todo y, y’ € M, se verifique:

fO+f@<ply+2), fO)-f@)<ply -2).

Entonces, es necesario y suficiente que se cumplan, para todo y, y’ € M, las desigualdades

fON=p(y' —=2) < f(2) < p(y +2)— f(¥). (2.2)

Es evidentemente necesario que valga

fON=pO' —z) < p(y+z2)— f(y). paratodo y,y" e M;

lo cual es equivalente a la condicién

fOM+ fON<ply+2)+p(y' —z). para y,y € M.

Afortunadamente, esto estd garantizada por la linealidad de f y la subaditividad de p:

O+ fON=,f+y)=<=pOy+y)=<ply+2)+p0Q) —2).

Entonces si es posible elegir f (z) satisfaciendo (2.2), porque el supremo del lado izquierdo
es menor o igual al infimo del lado derecho.

Si M + Rz = E, no hay mds que hacer. En el caso contrario, hay que seguir extendiendo
f, una dimension a la vez. Para extender a todo E en general, hay que apelar al Lema de
Zorn. Sea € ¢ el conjunto de todos los pares (N, g) formado por un subespacio real N tal que
M C N C E yuna aplicacion lineal g: N — R tal que gl = f y g(x) < p(x) para todo
x € N. En € ¢ definase un orden parcial por:

(N,g) < (N'.g') si NCN', glv=g¢g.

Cada cadena en € y posee una cota superior (la unién creciente de sus subespacios N, con
una g bien definida en esa unién). El Lema de Zorn garantiza que € s tenga un elemento
maximal (F, f ). Estd claro que F = E; porque si no, se podria hallar un miembro mayor
(F+Rz, f )altomar z € E \ F y al extender f como antes. Este elemento maximal (E, f )
es la extension buscada. [
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Teorema 2.8 (Hahn y Banach). Sea E es un espacio vectorial real o complejo, sea M C E
un subespacio; y sea p: E — [0, 00) una seminorma. Si f es un funcional lineal sobre M
que cumple | f(y)| < p(y) para y € M, entonces hay un funcional lineal f sobre E tal que
f|M = f yademds |f(x)| < p(x) para todo x € E.

Demostracion. Para el caso real, basta con observar que la seminorma p es sublineal y
ademas cumple p(—x) = p(x); porque la extension lineal f: E — R producida por el
Lema 2.7 satisface

J) =p). =S =f(=x) = p(=x) = p),
asi que |f(x)| < p(x), paratodo x € E.

En el caso complejo, dado un funcional C-lineal f: M — C,supartereal R f: M — R
es R-lineal y se verifica f(y) = RNf(y)—iNf(iy)paray € M.

Sea g: E — R una extensién R-lineal del funcional real )i f sobre M. Definase
f: E — C por f(x) ;= g(x) —ig(ix). Se verifica facilmente que f es C-lineal y estd
claro que f|M = f.

Para ver que f estd dominado por la seminorma p, tomese x € E y escribase f (x) =:
eie(x)|f~(x)| con A(x) € R. Entonces f(e_io(x)x) = e‘ie(x)f(x) = |f(x)| es real y
positivo. Por lo tanto, vale

|F ()| = g(ePx) < p(e™@x) = p(x), paratodo x € E. O

Corolario 2.9. Sea E es un espacio localmente convexo. Si M es un subespacio de E, cada
funcional lineal continuo f € M* puede extenderse a un funcional lineal continuo f € E*.

Demostracion. La topologia de M, como subespacio de E, se define® por las restricciones
a M de las seminormas continuas sobre E. Si f € M?*, la Proposicién 2.2 dice que hay
una seminorma continua p sobre E tal que | f(m)| < p(m) param € M. El Teorema 2.8
muestra que f posee una extension f : E — C ,talque | f(x)] < p(x) paratodo x € E.
La continuidad de f también sigue de la Proposicion 2.2. U

Corolario 2.10. Sea E un espacio normado. Si M es un subespacio de E, cada funcional
lineal continuo f € M* se extiende a un funcional lineal continuo f € E* tal que || f|| =

11

Demostracion. Lanormade fen M* es || f| = sup{|f(m)| : m € M, |m| < 1} porla
formula (2.1b). Tomese p(x) := || f|| || x|| para x € E. Entonces hay una extension f de f
en E* que cumple |f(x)| <\ Nx] para todo x € E; esto dice que ||f|| Ilf1l-

La desigualdad contraria sigue de ||f|| > sup{ |f(m)| meM,|m|<1}=|f| O

Dicha de otra manera: M adquiere la topologia relativa como parte de E.
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Dos corolarios notables del teorema de Hahn y Banach se obtienen al extender ciertos fun-
cionales desde subespacios unidimensionales. El primero dice que E* separa puntos de £
(lo cual significa que hay una abundancia de funcionales lineales continuos), si E es local-
mente convexo. El segundo resultado es la base de una dualidad entre E 'y E*, en el caso de
espacios normados.

Corolario 2.11. Si E es un espacio localmente convexo, el espacio dual E* es una coleccion
de funciones continuas que separa puntos de E.

Demostracion. Six,y € E conx # y,sea M := C(x — y); luego, dim M = 1. Definase
un funcional lineal, obviamente continuo, sobre M por fy ,(t(x — y)) := t. Entonces hay

fry € E*con fi,(x —y) = fey(x —y) = Lasi que fx,(x) # fry(y). O

Corolario 2.12. Si E es un espacio normado, entonces la norma de cualquier vector x € E
estd dada por

lxll = sup{ | f(x)|: f e EX I fl =1}
Demostracion. Elijase x € E. Para f € E*con || f|| < 1,vale | f()| < |fIIlIx]l < x|

Por otro lado, la aplicacion lineal A, : Ax — A| x| : Cx — C es obviamente continua.

Debido a la propiedad |A| || x| = ||Ax]|| de la norma, el Teorema 2.8 al tomar M = Cx,
p = || - |- Lanorma de hy en (Cx)* es 1. Sea hy € E* una extensién de s, a E, con
12} = 1. Entonces sup{ | f(x)[ - | /| = 1} = [Ax(x)] = |hx(xX)[ = [ x]|. O

De la demostracion del Corolario 2.12, vale la pena notar que para todo vector z # 0 en
un espacio normado E, hay un funcional 7, € E* tal que ||h;|| = 1y h;(z) = ||z||. Es
cuestion de extender la forma lineal (continua) Az + A||z|| de Cz atodo E.

Corolario 2.13. Sea E un espacio normado. Si M es un subespacio cerrado de E y si
z € E\ M, entonces hay un funcional lineal continuo g, € E* tal que g;|pr = 0, ||g-|| = 1
y ademds g,(z) = infyep ||z —m| > 0.

Demostracion. Sid := inf{|z —m]| : m € M } la distancia de z al subespacio M. Fijese
que d > 0 porque M es cerradoy z ¢ M.

El funcional f,: M +Cz — C : m+ Az — Ad es lineal y continuo, de norma 1, porque
IAd| < C||Az + m| paratodom € M, A € Csiysélosi C > 1.

Sea g,: E — C una extension de f,, de norma 1. Entonces g,(z) = f,(z) =d. [
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2.3 El teorema de Banach y Steinhaus

Los espacios de Banach y Fréchet son espacios métricos completos. Esta completitud juega
un papel importante en la estructura de sus aplicaciones lineales continuas, debido al teorema
de Baire, que dice que un espacio métrico completo no es magro (es decir, no es “de primera
categoria” en la clasificaciéon de Baire).* Banach derivé las consecuencias de este teorema,
en el contexto de espacios vectoriales que a la vez son espacios métricos completos.

Definiciéon 2.14. Si X es un espacio topoldgico, una parte A € X es un conjunto nunca
denso en X si su clausura tiene interior vacio: (4)° = @. Una parte B C X es un conjunto
magro en X (o de primera categoria en X) si es una unién numerable B = | J, .y Ak de
conjuntos nunca densos.’

Proposicion 2.15 (Baire). Si (X, p) es un espacio métrico completo no vacio de la forma
X = U, en An, entonces al menos uno de las clausuras Ay tiene interior no vacio.

Demostracion. Supéngase, por el contrario, que X = | J,n A» donde cada A4, es nunca
denso en X. Se construird una sucesién de Cauchy cuyo punto limite no pertenezca a A,
alguna.

Como A, tiene interior vacio, se ve que Ao # X; tomese x¢ ¢ Ay. Entonces hay una bola
abierta By := B,(xo:;70) :={x € X : p(x,x9) <19} deradiory < 1tal que By N Ay = 9.

Como A; es nunca denso, hay un punto x; € By \ A;. Luego, hay una bola abierta
By := B,(x1;r1) deradior; < %con B, C By yBiNA, =0.

Por induccién, se construye una sucesion (x,),en y un juego de bolas abiertas B, :=
B(x,;ry) de radios r, < 27" tales que B, C B,_; y B, N A, = 0. La sucesion (x,) es de
Cauchy en X, porque

m,n>N = Xu, X, € BN = p(xXm,Xn) < 217N

Como (X, p) es completo, esta sucesién posee un limite x := lim,_ X, € X. Como
X, € By paran > N, se obtiene x € By C By_; yporende x ¢ Ay_y, paratodo N > 1.
Esto contradice la hipétesis de que X = (), oy 4n- 0

4El articulo original es: René-Louis Baire, Sur les fonctions de variables réeles, Annali di Matematica 3
(1899), 1-123. En este trabajo (su tesis doctoral), Baire clasific las partes de la recta real R es dos categorias:
en la primera, las uniones numerables de conjuntos nunca densos; en la segunda, todas las demds. Mostr6 que
R mismo es de segunda categoria. En 1914, Felix Hausdorff observé que los argumentos de Baire son validos
en cualquier espacio métrico completo.

3La escuela de Bourbaki propuso el término magro para denotar un conjunto de la “primera categoria” en
el lenguaje de Baire. El nombre sugiere que tales conjuntos serian diminutos, en un sentido topolégico. Otra
nocién de conjunto pequeio en R es la del conjunto nulo, cuya medida de Lebesgue es 0. Sin embargo, es
posible expresar la recta real como unién disjunta de dos conjuntos, R = A W B, donde A es magroy B es
nulo. Véase el primer capitulo del libro: John C. Oxtoby, Measure and Category, Springer, Berlin, 1971.
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Corolario 2.16. Si (X, p) es un espacio métrico completoy si { U, : n € N } es una familia
numerable de abiertos densos en X, su interseccion (),cy Un es denso en X.

Demostracion. Sea F, := X \U, paracadan € N. Entonces F, es cerrado en X con interior
vacio (porque si fuera F,) # @, serfa F,; N U, # @ ya que U, es denso en X). Entonces cada
F,, es nunca denso en X.

Si B = B,(x;r):={y € X :p(y,x) <r}esunabola cerrada de radio r > 0, entonces
(B, p|B) es también un espacio métrico completo. Si A, = B N F,, entonces A, es cerrado
y nunca denso en B. Por la Proposicion 2.15, hay un punto y € B\ |, cny An- Luego y € B
pero y & |UJ,en Froasique y € Y := (), cn Un- Se concluye que cada bola cerrada B tiene
un punto en Y, asi que Y es denso en X. [

La primera aplicacion de este teorema topoldgico es un teorema de Banach y Steinhaus
(1927) que se conoce como el principio de acotaciéon uniforme.°

Teorema 2.17 (Banach y Steinhaus). Sea T C L(E, F) una familia de aplicaciones lineales
continuas de un espacio de Banach E en un espacio normado F. Si para cada x € E, hay
un nimero M, > 0 tal que |T x| < My para todo T € T, entonces hay M > 0 tal que
\Tx| < M| x| paratodoT € T, x € E.

Demostracion. Definase A, := {x € E : |[Tx|| < nparatodo T € T}. La hipétesis dice

que |J,en An = E. Fijese que cada A, = (\peq T '({y € F : ||yl < n}) es una parte

cerrada de E. Luego, por la Proposicion 2.15, hay al menos un m € N tal que (A4,,)° # 0.
Por tanto, hay z € A4,,, 6 > Otalesque |x —z|| <§ = x € A,. Si T € T, entonces

Iyl <é = 1Tyl < ITG + DN+ IT() =m +(ITz] <m + M.

Por la linealidad de T, se obtiene |7 x| < M| x| para x € E, donde la constante M :=
(m 4+ M,)/§ es independiente de 7" € 7. ]

En el teorema anterior, la completitud del dominio £ es esencial para poder invocar el
teorema de Baire; pero no es necesario que £ sea un espacio normado. Si £y F son espacios
localmente convexos, una familia de operadores T C L(E, F) se llama equicontinua si, para
cada vecindario del origen V' C F, hay un vecindario del origen U C E talque T(U) C V
para todo T' € T. Una versién mds general del Teorema 2.17 (con una demostracion similar)
es la siguiente: Sea T C L(E, F) una familia de aplicaciones lineales continuas de un

®En 1922, Hahn mostré un caso particular de este teorema usando un argumento por induccién llamado
“método de deslizar la joroba” para negar la existencia de un contraejemplo. La innovacién de Banach y de
Steinhaus fue el empleo del teorema de Baire. El articulo original es: Stefan Banach y Hugo Steinhaus, Sur le
principe de condensation des singularités, Fundamenta Mathematica 9 (1927), 50-61.
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espacio de Fréchet E en un espacio localmente convexo F. Si para cada x € E, el conjunto
{Tx :T € T} esuna parte acotada de F, entonces T es equicontinua en L(E, F).

Corolario 2.18. Si E es un espacio de Banach y si F es un espacio normado, y si (T,)nen
es una sucesion en L(E, F) tal que el limite puntual T x := lim,_., T, X existe para todo
x € E, entonces la aplicacion lineal T es continua, es decir, T € L(E, F).

Demostracion. Esta claro que T es lineal, como limite puntual de aplicaciones lineales.
Ahora cada sucesion convergente (7,x), C F esta acotada: hay constantes M, > 0 un
para cada x € E, tales que || 7T, x|| < M, paran € N. Al aplicar el Teorema 2.17 a la familia
de aplicaciones lineales {7, },en, se obtiene una constante M > 0 tal que || T, x| < M| x|
paratodox € E,n € N.

Luego | Tx| < sup,en l|TnX|| < M| x| para todo x € E; asi que T es continua, con
IT| <M. O

Corolario 2.19. Si E y F son espacios de Banach y si B: E x F — C es una forma bilineal
separadamente continua, entonces B es conjuntamente continua.

Demostracion. La continuidad separada de B significa que x — B(x, y) queda en E* para
todo y € Fyquey — B(x,y)quedaen F* para todo x € E. La continuidad conjunta
afirma que x, — x, y, — y implican B(x,, y,) — B(x, y). Es facil mostrar, como en la
Proposicion 2.2, que B es conjuntamente continua en £ X F siy sélo si es conjuntamente
continua en el origen (0, 0).

Témese dos sucesiones {x,} C E, {y,} C F, talesque x, — 0, y, — 0. Paran € N,
definase 7, € F* por T,(z) := B(x,,z). Ahora x, — 0 conlleva B(x,,z) — 0 para
cada z fijo, asi que hay constantes M, > 0 tales que |7,z| < M, paran € N,z € F. El
Teorema 2.17 muestra que hay M > 0 tal que |T,,z| < M||z|| para todo z € F. Se concluye
que |B(xn, yn)| < M| ys|| — 0 cuando n — oo, asi que B es conjuntamente continua
en (0, 0). ]

2.4 El teorema de la aplicacion abierta

Otra consecuencia de la completitud de los espacios de Banach y Fréchet es un teorema
sorprendente, debido a Banach,” que muestra que una aplicacién lineal continua sobreyectiva

"Este es el Teorema I11.3 del libro de Banach, op. cit. Es notable que la versién original del teorema antecede
la definicidn de espacio normado (en el capitulo IV): si T € L(E, F), la hipétesis es que E es un espacio de
Fréchet y la conclusién es que 7 (E) es magro en F o bien T(E) = F; si T(E) no es magro, la demostracion
establece que T es una aplicacién abierta. En lugar de una norma, Banach us6 la cantidad |x| := d(0, x) donde
d es la métrica que define la topologia de E. Para una exposicion mas moderna, véase el Teorema 2.11 del libro
de Rudin [13].
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entre dos espacios de Banach (o, mas generalmente, de Fréchet) es una aplicacion abierta.
En este caso, tanto el codominio como el dominio deben ser completos.

Teorema 2.20. Si T € L(E, F) es un operador sobreyectivo entre dos espacios de Banach
E y F, entonces la imagen T (U) de cualquier abierto U C E es un abierto en F.

Demostracion. Hay que recordar que un parte de un espacio topoldgico es abierta si y sélo si
es un vecindario de cada uno de sus puntos. Entonces, si U es un vecindario de x € E, hay
que comprobar que 7'(U) es un vecindario de Tx € F. Como 7, y t7x son homeomorfismos
de £ y F respectivamente, es suficiente considerar el caso de x = 0.

Sea B, = B(0;r) :={x € E : ||x|| < r }labola abierta en E centrado en el origen y de
radio r. Como U 2 B, para algin r > 0;y como 7(B,) = r T(B;) por la linealidad de T,
basta tomar U = B, y luego mostrar que 7 (B;) es un vecindario de 0 en F'; es decir, que
hay una bola abierta B, :={y € F : ||y|| <s}cons > 0tal que T(B,) 2 B;.

La sobreyectividad de 7" implica que

F=TE) = JT®B) =JTB.
n=1

n=1

Como F es un espacio de Banach, la Proposicion 2.15 dice que (T(B,,,))o # () para algin
m > 1. Entonces (T (B,/4))” = (r/4m)(T(B))° # 0. Hay un punto z € F y s > 0 tal que
{fweF :|lw—z|< %s} C T(By/s). Ahorasiv € F con |v| < s, entonces

v=(z+ %U) —(z+ %v) € T(Br/4) + T(Br/4) - T(Br/z)-

En consecuencia, hay s > 0 tal que B, € T(B,/2).

Siy € T(By/2),elijase x; € B,/ talque |[y—T x| < s/2. Entonces y—Tx; € T(B,/4).
Elijase x, € B,/s tal que ||(y — T'x1) — Tx2|| < s/4;y asi sucesivamente. Por induccion, es
posible elegir x,, € B,/,» tal que

n—1
“y—Zij —Txp
j=1

Los elementos u, := Z;'.Zl x j forma una sucesién de Cauchy en E, ya que

s

< —.
2}1

m

r
m>n = |lum—uall < ) llxjll < T
j=n+1
Como E es completo, esta sucesion tiene un limite x = lim,—oo U, = Z;ozl xjen E.

Ademas,

. S
<limsup — =0,
n—>oo n

n
Iy =7l = Jim |y = 3T
J:
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asi que y = T'x. Noétese que
o0 o0
r
lell < Do lxsll < Y55 =r.
Jj=1 Jj=

de manera que x € B,. Entonces T(B,/2) C T(B;) y por lo tanto T(B,) 2 B/, como se
quiso demostrar. O

Corolario 2.21. Una biyeccion lineal y continua entre dos espacios de Banach es un homeo-
morfismo.

Demostracion. El inverso de una aplicacion abierta biyectiva es continuo. [

Corolario 2.22. Si E y F son espacios de Banach 'y si T € L(E, F) es biyectivo, hay dos
constantes m > 0, M > 0 tales que m|x||g < ||T(x)||Fr < M||x||g paratodo x € E.

Demostracion. Témese M := ||T||ym := 1/||T7!|. O

» Un corolario importante del teorema de la aplicacion abierta dice que se puede determinar
la continuidad de una aplicacidon lineal entre dos espacios de Banach en términos de su grafo.

Definicion 2.23. Sean E, F dos espacios vectoriales, y sea 7 : E — F una aplicacion lineal.
El grafo de T es el subespacio vectorial del producto cartesiano,

9(T) ={(x,y) e EXF:y=Tx}.
Si E y F son espacios normados, §(7') es un espacio normado con la norma del grafo
[, T = lxllge + 1T x| F-

Esto es simplemente la restriccién a §(7') de la norma ||(x, y)|| := ||x||[g + ||¥||F sobre el
producto cartesiano £ x F'.

Teorema 2.24 (Teorema del grafo cerrado). Sean E y F dos espacios de Banach y sea
T: E — F una aplicacion lineal. Entonces T es continua si y solo si G(T') es cerrado
en E x F.

Demostracion. Si T es continua, entonces || x, —x|g -0 = ||[Tx, —Tx||r - Oyen
consecuencia (x,, Tx,) — (x,Tx) — (0,0) en E x F. Luego, el grafo G(T) es cerrado.
Por otro lado, si §(7') es un subespacio cerrado del espacio de Banach E x F, entonces
G(T) es también de Banach (con la norma del grafo). Esta claro que (x,7x) — x es una
biyeccion lineal y continua de §(7') en E. Por el Corolario 2.21, su inverso x + (x, Tx)
es también continuo. Luego 7', la composicién de este inverso con la aplicacién continua
(x,Tx)+— Tx :9(T) — F, es también continua. [
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En la prictica, para averiguar si §(7') estd cerrado, se ejecuta el procedimiento siguiente:
dada una sucesion (x,) C E tal que x,, - x en E & Tx, — y en F, hay que determinar
si y = Tx. Notese que una prueba directa de la continuidad de 7" exigiria mostrar (a) que
X, — x implica que la sucesién (7' x,) es convergente; y (b) que ademads su limite coincide
con Tx. La ventaja del teorema del grafo cerrado es que la convergencia de (7T'x,) en F
puede tomarse como hipdétesis.

Lema 2.25 (Hellinger y Toeplitz). Si T: H — H es una aplicacion lineal sobre un espacio
de Hilbert separable H, tal que (y | Tx) = (Ty | x) para todo x,y € H, entonces T es
continua.

Demostracion. Basta mostrar que G(7') es cerrado en H x H. Témese una sucesion (xy)
en H talque x, > xy Tx, — yen H. Paracadaz € H, se verifica

{zly)= lim (z[Txy) = lim (Tz | xy) = (Tz|x) = (| Tx),

asi que (y — Tx) € H+ = {0}. Porlo tanto y = Tx, asi que (x,y) = (x,Tx) € §(T);
luego, G(T') es cerrado. Por el Teorema 2.24, T es continua. O

La importancia del dltimo corolario reside en sus implicaciones para la mecanica cudn-
tica. Un observable de un sistema cudntico es un operador 7" sobre un espacio de Hilbert que
cumple la condicién (y | Tx) = (Ty | x) en su dominio. El Lema de Hellinger y Toeplitz
dice que este operador es necesariamente acotado (por ser continuo), si su dominio es todo H .
Pero muchas observables de la teoria cudntica son autoadjuntos pero no acotados! La con-
clusién es que su dominio no puede ser todo H, sino solamente un subespacio denso de H.
Un subespacio propio que es denso en H es incompleto, de modo que el Teorema 2.24 no
estd directamente aplicable al caso.

2.5 El teorema de Banach y Alaoglu

Si E es un espacio normado de dimension finita, el teorema de Heine y Borel garantiza que
la bola unitaria cerrada B(E) := {x € E : ||x| < 1} es compacta. Pero si E es un
espacio normado de dimensién infinita, sucede lo contrario: la bola unitaria cerrada B (E)
no es compacta. Sin embargo, cuando E coincide con el espacio dual F* de otro espacio
normado F', resulta que hay una topologia localmente convexa sobre E, mas débil que la
topologia de la norma, en la cual B;(E) si es compacta.

Proposicion 2.26. Sea E un espacio normado de dimension finita n, y sea T : C* — E una
aplicacion lineal biyectiva. Entonces T es un homeomorfismo.
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Demostracion. Para los efectos de esta demostracion, hay que fijar una norma sobre C”.

Conviene usar la norma [la[|; := Y_; lo/|, para e = (a',...,a") € C". Si{e1,...,e,}
denota base estdndar de C”,seau; := T(e;) € E paraj = 1,...,n. Como T es lineal y
biyectiva, {u1,...,u,} es una base de E, y el desarrollo del vector x := T'(«) con respecto

aestabasees x = aluy + -+ + o"u,.

Seam :=inf{||x|| : ||l = 1}. Sea (ax)xren una sucesién en C” donde cada |ja||; = 1
y los vectores x; := T (ax) € E cumplen ||xg|| — m. Por la compacidad de la bola unitaria
cerrada en C”, hay una subsucesién convergente (g, ),en con ax, — f en B{(C"). Si
B = (B, ..., B"), esto dice que B/ = lim,_,oooe,{r para j = 1,...,n. Ahora ||| =
lim, o0 |k, |l1 = 1, asi que T(B) # 0 € E. Ademas,

n n

T Jo
E Bu; E :oekru]
Jj=1 Jj=1

asi que m > 0. Luego || x| > m cuando |||y = 1. Como @ + T () = x es lineal, se
concluye que || T («)|| > m||«||;, para todo x € E.
Por otro lado, si x = T'(«), entonces

n
3o,
O{MJ
j=1

= lim
r—>00

ITB)I =

= Jim x| = m.
r—>0o0

lxll =

n
< Yl [ujll < Ml
j=1

donde M := maXi<;<, [[u;].
Las estimaciones ||T(a)| < Mally y [T} (x)||; < m™!|x| muestra T y T! son

continuas. O]

En particular, al tomar £ = C”", T = l¢n, cualquier norma sobre C” es equivalente
a la norma | - ||;, con estimaciones de la forma m|«||; < |«| < M| «|; dadas por la
demostracién anterior. En fin, todas las normas sobre C" son equivalentes. En un espacio
normado E de dimensidn finita, la bola unitaria cerrada es entonces homeomorfa a una parte
acotada y cerrada de CY™£ |y por ende es compacta.

Notese también que un subespacio finitodimensional de un espacio normado E es au-
tomaticamente completo, pues es homeomorfo a algin C™, y por ende es cerrado en E.

Lema 2.27 (Riesz). Sea E un espacio normado y sea M un subespacio no denso de E.
Entonces, para cadat € R con 0 <t < 1, hay un vector x; € E tal que ||x;|]| = 1y
d(x;,, M) >t.

Demostracion. Como M no es denso en E, hay un vector x € £\ M auna distancia positiva
de M,esdecir,d :=d(x,M) =inf{||x —m| :me M} > 0.
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Elijase m; € M con | x —m;|| = d/t. Sea x; := (t/d)(x — my); fijese que ||x;|| = 1.
Siz € M, entonces (d/t)z + m; € M también; por lo tanto,
4 d t
i =2l = | =G =m) —z| = = |x = (mi+ =) | = —(@) =1 =

Este ultimo lema de Riesz toma el lugar de la propiedad del punto més cercano de los
espacios de Hilbert (la Proposiciéon 1.40). En un espacio de Banach general £, aun cuando
M sea un subespacio cerrado de £, no hay garantia de que exista un elemento x; de la esfera
unitaria de £ con d(x;, M) = 1; mientras en un espacio de Hilbert, basta encontrar un
elemento de norma 1 en el complemento ortogonal M *. El Lema 2.27 dice que hay al menos
un juego de elementos x; de norma 1 que son “casi ortogonales” a M cuando ¢ 1 1.

Corolario 2.28. Si E es un espacio normado infinitodimensional, la bola unitaria cerrada
de E no es compacta.

Demostracion. Tomese x; € E con ||x;|| = 1 yluego x5 € E con ||xz|| =1, ||x2—x1]| > %
En seguida, se puede construir una sucesion (x,),eny C E por induccién, como sigue.
Sea M, := lin{xy, X2, ..., Xx,) el subespacio generado por los vectores ya elegidos. Como
dim E = oo, el subespacio propio M, es cerrado (porque es finitodimensional) y por ende
no es denso en E. Por el Lema 2.27, existe x,+1 € E con ||[x,+1]| = 1y d(xp41, M) > %
Esta sucesién (x,) C B1(E) cumple ||x,, — X, | > % si m # n, asi que no puede tener
una subsucesion convergente (ni siquiera de Cauchy). Luego B (E) no es compacto. [

El Corolario 2.28 muestra la dificultad esencial del andlisis en dimension infinita: un
espacio normado infinitodimensional no es localmente compacto. (Un vecindario compacto
de un punto x € E contendria una bola cerrada B(x;§) que serfa también compacta; por
traslacion y dilatacién, la bola unitaria de E seria compacta.) De hecho, ningin espacio
vectorial topoldgico infinitodimensional es localmente compacto: véase el Teorema 1.22 del
libro de Rudin [13].

» No obstante, en muchos casos es posible rescatar la compacidad de la bola unitaria de E,
al cambiar la topologia para que esta bola no sea un vecindario de 0 en la nueva topologia.
Esto exige que la nueva topologia tenga menos vecindarios de 0 que la topologia original,
y también menos conjuntos abiertos: es decir, se trata de una topologia mds débil que la
original.

Definicion 2.29. Sea E un espacio localmente convexo, con espacio dual E*. La topologia
débil o (E, E™) es la topologia mas débil sobre E tal que cada forma lineal f € E* sea
continua. Esta topologia estd dada por la coleccién de seminormas { x — | f(x)|: f € E*},
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que es una familia separante en vista del Corolario 2.11. Dendtese por E,; el espacio vectorial
E dotado con la topologia o (E, E*); este es un espacio localmente convexo, y la aplicacién
identidad 15: E — E, es continua.?

Sobre el espacio dual E* se puede definir la topologia débil estelar o (E*, E) como la
topologia mas débil tal que cada evaluaciéon f +— f(x) sea continua. Una coleccion de
seminormas (obviamente separante) que define esta topologiaes { f — | f(x)| : x € E }.
Denotese por E; el espacio vectorial E* dotado con la topologia o (E™, E'); este es un espacio

localmente convexo, y la aplicacion identidad 1g«: E* — EZ es continua.’

Teorema 2.30 (Banach y Alaoglu). Si E es un espacio normado, la bola unitaria cerrada
Bi(E*) :=={f € E*: || f| <1} del espacio dual E* es compacta en la topologia débil
estelar o (E*, E).

Demostracion. Sea D(0;r) := {a € C : |a| < r} el disco cerrado en C centrado en el
origen, de radio r. Entonces

feB(E") = |f(X)| <|x|| = f(x)e D(O;|x|) paratodo x € E.

Si G := [L.cg D(O; x| es el producto cartesiano de todos estos discos cerrados, entonces
hay una inclusién ¢ : B;(E*) < G definida por t( f) := (f(X))xeE-

El teorema de Tijonov de la topologia general dice que un producto cartesiano de com-
pactos es compacto. En particular, G es compacto en la topologia del producto cartesiano.
Esta es la topologia mas débil tal que todas las proyecciones coordenadas g — g(x) : G —
D(0; ||x||) sean continuas. Luego ¢: B1(E*) — G es un homeomorfismo'® si B;(E*) tiene
la topologfa o (E*, E). Basta mostrar, entonces, que t(B;(E*)) es cerrado en G.

Si (f1)rea esunareden B;(E*) coni(fy) — g € G, entonces f(x) — g(x) para todo
x € E. La funcién x — g(x) es lineal: para todo o, 8 € C, vale

glax + By) = li{n falax + By) = li{na Jax)+ B fa(y) =agx) +BgOy).

Ademas,
|g(x)] = lim | fa(x)| < sup | f(x)| < [Ix],
A AEA

8En general, una familia de funciones f,: X — X, cuyo dominio comin es un conjunto X y cuyos
codominios son espacios topolégicos X, define una topologia débil sobre X, al declarar que una base para esta
topologfia es la coleccién de intersecciones finitas de preimdgenes fa{_1 (Uy), donde cada U, es un abierto en X .
Si X posee una topologia original para la cual las funciones f, son continuas, la nueva topologia es mas débil
que la original. En consecuencia, la identidad 1y : X — X es continua si el dominio tiene la topologia original
y el codominio tiene la topologia débil.

“Hay una leve ambigiiedad en esta notacién. Si E** denota el espacio dual de E*, la notacién E} podria
referirse a la topologia 6 (E*, E) o bien a 6 (E™, E**). Como se verd luego, estas topologias coinciden en
algunos casos pero no en todos. Oportunamente se volverd sobre este asunto.

1012 aplicacién ¢ es inyectiva pero no sobreyectiva; es un homeomorfismo entre su dominio y su imagen.
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asf que g es continua con || g|| < 1; se concluye que g € (B (E*)). Por lo tanto, t(B1(E*))
es cerrado en G.
En resumen: ((B(E*)) es compacto; en consecuencia, B (E*) es compacto en E*. []

La demostracion del teorema de Banach y Alaoglu es sencilla, una vez que se dispone del
teorema topoldgico de Tijonov. La compacidad de un producto cartesiano finito o numerable
de compactos se demuestra usando argumentos ordinarios de induccién. Lo novedoso del
teorema de Tijonov es el uso de productos cartesianos con un conjunto indice cualquiera
(cuya existencia depende del axioma de eleccién).!!

2.6 Dualidad en espacios de Banach

Si E es un espacio de Banach, su espacio dual E* es otro espacio de Banach. Las normas
de estos espacios exhiben una cierta reciprocidad, en vista de la Definicion 2.4 y el Coro-
lario 2.12:

Para f € E*, || fll =sup{|f(x):x € E, |x]| =1},
parax € E, |lx[| = sup{[f(x)|: f € E*, [ fl =1}

Conviene, entonces, estudiar los de espacios de Banach en pares (E, E*). En general, estos
dos espacios no son isomorfos, con una excepcién muy importante: un espacio de Hilbert
es 1somorfo a su propio espacio dual. (Un detalle notable es que este isomorfismo no es
C-lineal, sino semilineal solamente.)

Teorema 2.31 (Riesz). Si H es un espacio de Hilbert, su espacio dual H* es isomorfo a H
como espacio de Banach, mediante la aplicacion semilineal que lleva y € H en el funcional
lineal x — (y | x).

Demostracion. Definase V: H — H™* por Vy(x) := (y|x). Estd claro que V es semilineal:
V(ayy + By2) = aVy, + BVy, parawa, B € C, y1, y» € H. En vista del Corolario 2.3, que
también es valido para aplicaciones semilineales), la continuidad de V' es consecuencia de

IV = sup{ [Vyll = Iyl <1}
= sup{ [{y [ )] Iy]l = L. Jlxll = 1}
< sup{ [yl lxll = Iyl = L. lx[l = 1} =1,

mediante la desigualdad de Schwarz.

""En su libro, Banach demostré el Teorema 2.30 (op. cit, Teorema XI.13) para el caso en donde E es un
espacio de Banach separable. El matemdtico canadiense Alaoglu usé el teorema de Tijonov para mostrar el
caso general, en: Leonidas Alaoglu, Weak topologies of normed linear spaces, Annals of Mathematics 41
(1940), 252-267.

47



SP-1322: Analisis Real II 2.6. Dualidad en espacios de Banach

Ademas, para todo y # 0, vale

y Ly11?
Iyl =supt [y 1)) < el = 13 = |y | 20)) = 5 = Iyl
(3 (3
asique | Vy| = || paratodo y € H. Entonces V' es isométrica y en particular, es inyectiva.

Falta mostrar que V' es sobreyectiva. Si f € H™* con f # 0, el subespacio propio
M :=ker f < H es cerrado. Entonces existe z € M+ con ||z|| = 1. Fijese que f(z) # 0.
Siye Mt seax := f(y)/f(z); entonces

y—azeM* con f(y—az)=f(y)—af(z) =0,

asique y —az € M N M+ = {0} y por ende y = az. Se ve entonces que M+ = Cz.
Luego, cada x € H es delaformax =m + fzconm € M, 8 € C. Por lo tanto,

f(x) = f(m+ Bz) = Bf () = Bf(2)Iz||?
= (f()z|B2) = (f(2)z|m + Bz) = (w | x),

donde w := f(z)z. Esto dice que f = Vw, asi que V' es sobreyectivo.
Ahora V es una biyeccién isométrica, de modo que V' ! es también una isometrfa. 0

El espacio normado H* admite un producto escalar, definido por la férmula
(Vy|Vz):=(z]|y) paratodo y,ze€ H, (2.3)

porque H* = {Vy : y € H}. La aplicaciéon V entrelaza los productos internos de H
y H*. El cambio de orden de los dos vectores y, z en el producto se debe a la semilinealidad:
V(ey) =aVyparay € H.

Una biyeccion semilineal entre dos espacios de Hilbert cualesquiera que cumple una
ecuacion de la forma (2.3), se llama un operador semiunitario (o bien antiunitario).

Definicion 2.32. Sea E un espacio de Banach y sea E* su espacio dual. El espacio dual
de E* se llama el dual doble de E, denotado por E**. Six € E, y € E*, z € E**, se suele
escribir

(y,x):= y(x); perotambién (y,z):=z(p). (2.4)

En los dos casos, los corchetes angulares (-, -) denotan una forma bilineal (no sesquilineal)
sobre el producto cartesiano de un espacio de Banach con su espacio dual. Dicese que (-, -)
es un apareamiento de dualidad, o simplemente una dualidad, entre los dos espacios de
marras.
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» A continuacién, se exhiben diversos ejemplos de dualidades entre pares de espacios de
Banach no necesariamente isomorfos. Los primeros ejemplos son espacios de sucesiones.

Definicion 2.33. Sean E y F dos espacios de Banach de sucesiones, es decir, subespacios
algebraicos de CN. En el caso de que

(y,x):= Zykxk converge absolutamente, paratodox € E, y € F, (2.5)
k=0

se puede afirmar que F C E*, al identificar y € F con el funcional x + (y, x); igualmente,
se puede afirmar que £ C F*, al identificar x € E con el funcional y — (y, x).

Estas identificaciones a veces dan lugar a isomorfismos isométricos F ~ E*y E ~ F*.
Sin embargo, hace falta un andlisis caso por caso para determinar si cada elemento de E*
pertenece al subespacio F, o bien si cada elemento de F* pertenece al subespacio E; ademas,
hay que comprobar la coincidencia de las normas.

Proposicion 2.34. El espacio dual de cy es isométricamente isomorfa a £ L

., 1 .
Demostracion. Parax € ¢y, y € £, se verifica

o0 o0 o0
D eyl =D 1xellyel < 1xlloo D 1kl = Ixlloll¥ 1. (2.6)
k=0

k=0 k=0

asi que el funcional lineal x — (y, x) es continuo, con norma (en cj) menor o igual a ||y |;.

Los vectores basicos e € C™ introducidos en el Ejemplo 1.36 permiten simplificar los
cdlculos. En primer lugar, fijese que los desarrollos x = > 02 Xk€x Y ¥ = D pep Vk€k SON
convergentes en ¢, y en £' respectivamente:

n o0
x — Zxkek = Z Xre < sup |xx| >0 cuando n — oo,
k=0 o0 k=n+1 oo  k=n+1
n o0 o0
Hy - ZJ’kek = Z Veelr| = Z |yk| = 0 cuando n — oo.
k=0 1 k=n+1 L k=n+t1

Témese f € cg y definase yx := f(ex) para k € N. La continuidad de f garantiza que

1) = (L wwen) = 2w flen) = Y- e = (y.x). @)
k=0 k=0 k=0

Como [ f(x)| = [{y.x)[ = [x[lcll¥ll1 por (2.6), se concluye que || f| < [yl
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Para comprobar la igualdad || /|| = || ||1, basta hallar una sucesién (z),en de vectores
de norma 1 en ¢, tal que lim,—o | £(z™)| = ||y 1. Se puede suponer que f # 0, asi que
y # 0en{,. Definase'”

Z,(C") := signo yi [k < n].

Fijese que |z,£”)| = 1 cuando yx # 0, asi que ||z ||oc = 1. Ademds, estd claro que
| £ ™) = £(z™) =>"7_y vkl = |y |1 cuando n — oc. Por lo tanto,

Iyl = lim [ £(z")] <limsup | £ ][ 11z ]l = Il 1]

n—0o0

Esto muestra que y € £' y ademds que || f|| = ||y
Se concluye que la correspondencia f + y es una isometria biyectiva entre ¢§j y £ L O

Proposicién 2.35. El espacio dual de L' es isométricamente isomorfa a £>°.

Demostracion. Siy € £', z € £, el estimado (2.6) garantiza que |(y.z)| < | 1/1z]loo. El
funcional lineal y — (y, z) es continuo sobre £, con norma < |z||cc.
Témese g € (£')* y definase zx := g(ex) parak € N. La continuidad de g muestra que

g(y) = g(z ykek) =Y ygler) =D yizk = (y.2).
k=0 k=0 k=0

Como |g(y)| = [{y.2)] = Iy [l1Iz]leo por (2.6), se concluye que ||g]| < ||z|co-

Ademas, |zx| = |g(ex)| < llgll llexll1 = |lg|l para todo k € N, asi que z € £*° con
|zlloo < |lg|l. Entonces |g|| = ||z|lc0, asi que la correspondencia g + z es una isometria
biyectiva entre (£')* y £°°. N
Corolario 2.36. El dual doble de ¢, es isométricamente isomorfa a £>°. =

Proposicion 2.37. Sil < p < ocoyq = p/(p—1), el espacio dual de £? es isométricamente
isomorfa a £9.

Demostracion. Six € £7,y € £7, 1a desigualdad de Holder (1.13) implica que
> eyl < Ixlply lg. (2.8)
k=0

asi que el funcional lineal x — (y, x) es continuo, con norma en (£”)* no mayor que ||y |,

12Conviene recordar que signo0 = 0y que signoA := |A|/A si A # 0 en C, de modo que A signoA = ||
para todo A € C.
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Toémese f € (£7)* y definase yx := f(ex) para k € N. El desarrollo x = Y 7., Xke
converge en la norma de £”. El cdlculo (2.7) demuestra que f(x) = (y,x) y por ende

[f()] =Ky x)] < llxllpllylly en vista de (2.8), asi que || f | < [|y]lq-
Ahora definase z™ € £? por

Z,En) = |yr|? ! signo yx [k < n].

En este caso, se obtiene

n n
1205 = D Iyl @07 =3 Iyl? = £ ™).

k=0 k=0

En consecuencia, vale

Z(n) n 1-1/p n 1/q
_ q —_ q
f(||z<n>|| )‘(Z'”") ‘(Z'”") |
p k=0 k=0

Entonces
n 1/q
Iyl = sup(Dykw) < supt £} Dl < 1 = 1 £
neN k=0
Esto muestra que y € £7 y ademds que || f|| = ||y |l4- Se concluye que la correspondencia
f + y es una isometria biyectiva entre (£7)* y £7. [

Corolario 2.38. Si 1 < p < oo, el dual doble de £? coincide con el propio £*.

Demostracion. La Proposicion anterior muestra que (£7)* es la totalidad de funcionales li-
neales x — (y,x)cony € £9. Comog = p/(p — 1) es equivalente a p = ¢q/(q — 1),
al cambiar los indices p <> ¢, la misma Proposicion muestra que (£7)* es la totalidad de
funcionales lineales y + (y,z) con z € £7.

A la luz de (2.4), esto dice que cada elemento de (£7)** ~ (£7)* es una evaluacién de
funcionales f +— f(z), para f € (£”)*, en algun vector z € £”. Dicho de otra manera, la
identificacion como subespacio del bidual £7 < (£7)** es sobreyectiva. ]

» En espacios de funciones integrables, la correspondencia de dualidad es, desde luego, la

integral del producto de dos funciones. Es necesario averiguar, en cada caso particular, si la
identificacion de un espacio concreto con el dual de otro espacio es una isometria biyectiva.
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Definicion 2.39. Sean E y F dos espacios de Banach de funciones medibles sobre un espacio
de medida o-finita (X, J, u). Si, paracada f € E y h € F, la integral

(h. f) = /X 7o) £ () dp(x) 2.9)

converge absolutamente, entonces F C E* al identificar 4 € F con el funcional f + (h, f)
en E*; de igual manera E C F*, al identificar f € E con el funcional & +— (h, f) en F*.

Proposicion 2.40. Si 1 < p < coysiq = p/(p — 1), el espacio dual de L?(X, ) es
isométricamente isomorfa a L4(X, ).

Demostracion. Considérese primero el caso en que u(X) es finito.
Si fel?(X,u)yhe L9X,un),ladesigualdad de Holder (1.13) implica que

/th(X)f(X)ldM(X) < Il 17l (2.10)

asi que el funcional lineal f — (h, f) es continuo, con norma no mayor que | /||,.
Ahorasea T € L?(X, u)* un funcional lineal continuo. Si 1,4 denota la funcion indica-
triz'3 de A € F, definida como 14(x) := [[x € A], laférmula v (A) := T(14) define, por la
linealidad de 7', una medida finitamente aditiva sobre J.
Si A = |#,cn Ak es una unién disjunta de conjuntos en JF), entonces la serie positiva
Y reo (Ar) = (A) < u(X) es convergente, asi que

n 1/p
lA_ZlAk = (Z/L(Ak)) — 0 cuando n — oo.
k=0

p k>n
La continuidad de 7 implica entonces que vy (A) = Y =, vr(Ax). Luego vr es una medida
o-aditiva sobre J.
Si u(A) = 0, entonces 14, = O en L?(X, u), asi que vp(A) = T(14) = 0. Esto dice
que vy < u (la medida v7 es absolutamente continua con respecto a i). Por el teorema de

Radon y Nikodym, hay un tnico elemento 4 € L (X, ) tal que

T(Ly) = vr(4) = /A 7o) du(x) = /X BOOLa(x) dp(x) = (. 14).

Por linealidad, se obtiene T'(f) = (h, f) para toda funcion simple f. Como las funciones
simples forman un subespacio denso de L”(X, ), la continuidad de T implica T(f) =
(h, f)paratodo f € L?(X, ).

130Otro término usado es funcion caracteristica, con la notacién y 4(x). Es preferible reservar este término

para otro uso: en la teoria de probabilidad, una “funcién caracteristica” es la transformada de Fourier de una
distribucién de probabilidad.
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Definase una sucesion (k,),en en L? (X, i) por
kn(x) = |h(x)|7"" signo(h(x)) [h(x)] < n].
El calculo

eall2 = /W I du() = /m( I () < i) < o0

comprueba que k, € L?(X, u) para cada n. Luego

kn (h, k) ( )W
T — _ L iy |
(”k"lll’) Iknll » flh(x)lsn G dplo)

1/q
||h||q=ﬁm(/|h()| Ih(X)quM(X)) <sup{IT(N)]: 1/, <1} = IT].

n—oo

asi que

Esto muestra que i € L9(X, ) y ademds que ||T'|| > ||/]|4. Por otro lado, el estimado (2.10)
implica que [T (/)| = [{h, f)| < [lfpllhllg. asi que [T = [[All4. Se concluye que la
correspondencia T + h es una isometria biyectiva entre L? (X, u)* y L4(X, i), en el caso
de que pu(X) < oo.

En el caso general, sea X = TUn eN X» (union creciente) con w(X,) < oo para cada n.
Si f € LP(X, ), el teorema de convergencia dominada muestra que f = lim,_.»(f1x,)
enlanormade L?(X, ). SiT € LP(X, n)*, entonces T'(f) = lim,—00 T(f 1x,)-

Los argumentos del caso finito muestran que f ‘ x, T(f1x,) es un funcional lineal y
continuo sobre L? (X, it), y por ende

T(flx,) = / Jin () f(x) dpa(x)  paraalgin by € L9(Xy, 1),

Xy
Como X, € X+, estd claro que h,4+11x, = h, casi por doquier. Sin perder generalidad, se
puede suponer (por induccién) que /,41(x) = h,(x) para todo x € X,. Entonces hay una
funcién h: X — C bien definida por A(x) := h,(x) si x € X,,.
El teorema de convergencia dominada muestra que

kg = lim allg < 171
asique h € L9(X, u) y ademds h, — h enlanorma || - ||,. Entonces
T(f) = lim T(f1x,) = lim (hs, f) = (h, f) paratodo f € LP(X.p).
n—00 n—>oo
Finalmente, obsérvese que

IT) < timsup| 7, | = Jim [l = Il 0
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Definicion 2.41. Sea f: [a,b] — C una funcién de variacién acotada. Dicese que f esta
normalizada si f(a) = 0y si f es continua desde la derecha: lim, o f(x + ¢) = f(x) para
a < x < b. El subespacio de BV [a, b] de funciones normalizadas en esta forma se denota
por BV NJa,b]. Lanormade f € BV N|a,b]es V(f), su variacion total.

Proposicion 2.42. El espacio dual de C [a, b] es isométricamente isomorfa a BV N [a, b].

Demostracion. Cualquier funcién g € BV N |a, b] define una integral de Stieltjes sobre el
intervalo [a, b]. Dada una funcién f: [a, b] — C, se define

b n
[ 10 ds@ = 1im 3 1€ () — £t0,-0),
j=1

para P := (t9,11,...,1,) una particion de [a,b],cona =ty < t; < --- < t, = b; los puntos

&,....&, cumplen ¢;_; < §; < t; para cada j; y se postula que las sumas a la derecha

convergen en C para particiones P cada vez mds finas.'* Este postulado se verifica en el caso
. b . .

de que f seacontinua. Lareceta Ty (f) := [ f(t) dg(t) define un funcional lineal T, sobre

Cla, b]. En vista de la estimacion

IT¢ (/)] < lim sup Z\f(s»(g(t,-) —g(tj—1)|

< 1/ oo lim sup Y gt = gti-)] =t [ fllV(2).
ji=1

el funcional 7, es continuo con ||T,| < V(g).
Por otro lado, sea T € Ca, b]* un funcional lineal y continuo cualquiera. Si f € CJa, b]

y si P es una particion de [a, b], definase la funcion escalonada fp por

f(a) sia <t <t,

J(tj—1) sitj_; <t =<tjconj >2.

fr@) =

Como f es uniformemente continua en [a, b], para cada & > 0 hay un § > 0 tal que

|P| = 1r<nja§n(tj —tj_1) <6 = sup |f(t) — fo()] <e. (2.11)

a<t<b

Las funciones f» no son continuas, pero pertenecen al espacio Ba, b] de funciones acotadas
sobre [a, b], con la norma || - ||s. Este espacio normado incluye C[a, b] como subespacio.

14Las particiones forman una red, dirigido por el orden parcial de refinamiento de particiones.
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Por el teorema de Hahn y Banach, el funcional 7 € C|a, b]* se extiende a TeB [a, b]* tal
que | T|| = ||T||. Definase g(x) := T (1}4,x]) paraa < x < b,y sea g(a) := 0.
Por la linealidad del funcional T, se obtiene

T(fp) = ’f(f(a)l[a,n] +> f(z,-_l)luj_l,,j]) =Y ft-0[gt;) — gt;-)]. (2.12)

J=2 j=1

Al escribir €% := signo(g(t i) —glt j_l)), se obtiene la estimacién

n n n

Z\g(tj) —g(ti—)| = ZelejT(l(rj_l,t_,-]) = T(Z elejl(;_,-_l,z,])
=1 = =1

n

Zelej Ly 150
=1

Se concluye que g es una funcién de variacién acotada, con V(g) < ||T||.
Si (P,) es una sucesion de particiones con P,+; 2 P, paracadany |P,| — 0, la
desigualdad (2.11) implica que fp, — f uniformemente sobre [a, b]; es decir, fp, — f en

<|IT| =TI = |T].

o0

la norma de BJa, b]. Entonces

_ b b b
1) = Jim Tfo,) = fim [ o, 050 = [ tim fo,(00dg) = [ 0 dg0

debido a (2.12) y la convergencia uniforme de fp, a f.

La funcién g € BV [a, b] no estd determinada de manera unica por 7'; sin embargo, se
puede mostrar que entre las funciones &7 € BV |a, b] tales que h(a) = 0, hay exactamente
una que cumple fab f(@)dh(t) = fab f(t)dg(t) paratodo f € Cla,b]y que sea ademds
continua desde la derecha. Se puede entonces suponer que g es continua desde la derecha, en
cuyocaso T + g : Cla,b]* — BV N]a, b] es una biyeccién isométrica. [

En el caso de los espacios de Banach £ = Cla,b], E* = BVN]a,b], nétese que el
aparecamiento de dualidad se escribe como (g, f) := fab f(t)dg(t).

2.7 Dualidad y reflexividad

Definicion 2.43. Sean E un espacio de Banach y E** su dual doble. El encaje natural de £
en E** es la aplicacion lineal J : E — E** definido por

(v,Jx):=(y,x), esdecir, Jx:y+ y(x), paratodox € E, y € E*. (2.13)

Obsérvese que J es una isometria lineal.
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En efecto, J es una isometria (y por ende es inyectivo), porque

I/ x|l = sup{ [{y, Jx)| : y € E*, |lyll =1}
=sup{[{(y.x)| 1y € E*, [lyll =1} = |Ix].

La primera igualdad es la definicién de la norma de Jx en E**; la dltima igualdad es un
corolario al teorema de Hahn y Banach.

Dicese que que E es un espacio reflexivo si la isometria J : E — E** es sobreyectiva;
es decir, si J(E) = E**.

Ejemplo 2.44. Sea H un espacio de Hilbert. El Teorema 2.31 muestra que H >~ H™* me-
diante la biyeccion semilineal V' : H — H™ definida por (Vy, x) := (y | x). Como ya se
noté en (2.3), H* es también un espacio de Hilbert con producto escalar (Vx| Vy) := (y|x).
Luego hay otra isometria semilineal biyectiva W: H* — H™** definida, a su vez, por
(Vy, W(Vz)):= (Vx| Vy). Entonces

(Vy. W(Vx)) = (y | x) = (Vy.x),

asi que la composicion J = WV : H — H™* coincide con la isometria lineal (2.13). En
particular, J es biyectivo. Por lo tanto, cualquier espacio de Hilbert es reflexivo. O

Ejemplo 2.45. La Proposicion 2.37 y su Corolario 2.38 muestran que el espacio £7 es re-
flexivo, para 1 < p < oo. Seaq := p/(p — 1). Al usar la formula de dualidad (2.5) para
sucesiones en las identificaciones (£7)* ~ £7y (£7)* ~ £?, se ve que J se identifica con el
operador de identidad I € £(£?). O

Ejemplo 2.46. De igual manera, la Proposicién 2.40 demuestra que L? (X, ) es reflexivo,
para 1 < p < o0; de nuevo, se puede identificar J con el operador de identidad sobre
L?(X, p), al usar la receta de dualidad (2.9). O

Ejemplo 2.47. Del Corolario 2.36, se ve que (c,)** =~ £°°. En este caso, el uso de (2.5) para
las dos identificaciones (c,)* =~ 'y (£1* ~ £ hace evidente que J se identifica con la
inclusion ¢, < £*°. En este caso, J es una isometria inyectiva (se usa la misma norma sobre
los dos espacios) pero no es sobreyectiva. Por lo tanto, ¢, no es reflexivo. O

» El concepto de dualidad se extiende a los operadores entre espacios normados mediante
el concepto clave de transposicion de operadores.

Definicion 2.48. Sean E y F dos espacios normados y sea A € L(E, F). El operador
transpuesto de A es la aplicacién lineal AT: F* — E* definida por ATw := w o A. Asi,

(A"w, x) := (w, Ax), paratodo x € E, w e F*.
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Sean H y K dos espacios de Hilberty sea B € L(H, K). El operador adjunto de B es
la aplicacion lineal B*: K — H definida como B* := V;'B"Vk, donde Vy: H — H*y
Vk: K — K* son las identificaciones dadas por el Teorema 2.31. De esta manera,

(B*y |x) = (y | Bx) paratodo x € H, y € K.

Obsérvese que la correspondencia A — AT es lineal pero que B — B* es semilineal.
Proposicion 2.49. (a) Si E y F son dos espacios normados y si A € L(E, F), entonces su
transpuesto es continua: A" € L(F*, E*) con ||AT|| = || A

(b) Si H y K son dos espacios de Hilbert y si B € L(H, K), entonces su adjunto es
continuo: B* € L(K, H) con |B*|| = | B|-

Demostracion. Ad (a): El Corolario 2.12 del teorema de Hahn y Banach implica que

1AT] = sup{[|A"w] : w € F*, |lw] <1}
= sup{[{(A"w, x)| : [lw]| < L, Ix]| < 1}
= sup{ [(w, Ax)| : [Ix[| = 1, w] = 1}
=sup{ [[Ax]:x € E, |x]| = 1} = [ 4].

Ad (b): En un espacio de Hilbert, vale || x| = sup{|{z | x)| : ||z|| < 1}, por la desigual-
dad de Schwarz. Por lo tanto,

IB*| = sup{ | B*y|l : y € K. |yl =1}
= sup{ [(B*y [x)| : Iyl = L. [lx[l < 1}
=sup{ [{y | Bx)[ x| = L, Iyl = 1}
= sup{ [ Bx| :x € H, |x[| =1} =[B]. 0

De la dltima demostracion, se obtiene una férmula util para la norma de un operador B
entre dos espacios de Hilbert:

IBI| = sup{[{y | Bx)| : [lx]| = 1. llyl = T} (2.14)

» La dualidad entre espacios de Banach (o de Hilbert) también conlleva correspondencias
entre subespacios de un lado y espacios cocientes del otro lado. En dimensién finita, estas
correspondencias forman un tema conocido del dlgebra lineal.
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Definicion 2.50. Dado un espacio normado E, sea M un subespacio de £ y sea N un subes-
pacio del dual E*. Los anuladores respectivos de M y de N son los subespacios M+ C E*
y AN CE, respectivamente, definidos por

Mt :={yeE*:(y,x)=0paratodox € M } = ﬂ ker Jx ;
xeM
LA : _ _
N:={xe€E:(y,x)=0paratodoy € N } = ﬂ ker y.
yeN

Fijese'> que * N es un subespacio cerrado de E. También, ML es un subespacio cerrado
de E* —es decir, ML es cerrado en la topologia débil estelar o (E*, E) generado por las
evaluaciones { Jx : x € E }. (Como consecuencia, M+ es también cerrado en la topologia
de lanorma de E*.)

*,

Notacion. Si B € E*, la notacion B’ denotars la clausura de B en E; esta claro que
su clausura B en la norma de E* cumple B C B’, ya que o (E*, E) es mas débil que la
topologia de la norma y por tanto cada conjunto cerrado en E es también cerrado en la
norma de E*; pero no al revés.

Lema 2.51. Si E es un espacio normado, el dual de E es el subespacio J(E) de E**.

Demostracion. Si f: E* — C es una aplicacion lineal no nula, entonces f es continua para
la topologia o (E*, E) sobre E siy s6lo si hay x # 0 en E tal que | f(y)| < |{y, x)| para
todo y € E*.

Entonces los hiperplanos ker f y (Cx)* de E* coinciden, asi que f = aJx = J(ax)
para alguna constante o € C. Por lo tanto, (E)* = J(E). O]

Proposicion 2.52. Sea E un espacio normado; tomese subespacios M C Ey N C E*.
Entonces “(M+) = M C E, mientras (*N)* = N° C E*.

Demostracion. Esta claro que M € *(M+)y N € (+N)*. Como +(M~+)y (+N)* son
subespacios cerrados de E y de E* respectivamente, se ve que M € -(ML)y N’ < (A N)*.
Siz ¢ M, el Corolario 2.13 proporciona un elemento g, € M= tal que (g,,z) > 0;
entonces z ¢ ~(M™). Se concluye que M = +(M+1).
Siw ¢ N°, hay un funcional lineal 1 € (EX*)* tal que h|y = 0 pero h(w) # 0, por el
Corolario 2.9; es cuestién de extender el funcional lineal N + Cw — C : n + Aw — A, el
cual es continuo para la topologia o (E*, E) porque N es cerrado, a todo el espacio E;;.

I5El nicleo de un funcional lineal continuo es cerrado; y la interseccién de una familia de cerrados es también
cerrada.
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Por el Lema 2.51, hay un vector x; € E tal que & = J x,. Por construccién, J xj; € N+,
asi que x, € T N. Por otro lado, vale (w, x3) = (w, Jxp) = h(w) # 0, asi que w ¢ (*N)*.
Se concluye que N° = (*N)*. ]

Proposicion 2.53. Sea E un espacio de Banach. Si E* es reflexivo, entonces E es reflexivo.

Demostracion. Sean J: E — E**y J;: E* — E*** los encajes naturales. Decir que E*
es reflexivo es afirmar que J; es sobreyectivo.
Estd claro que J'J; € L(E*, E*). Paray € E*, x € E, se verifica

(JT Ty, x) = (Jiy, Jx) = (y, Jx) = (y,x),

asi que J'J; = 1g« (el operador de identidad sobre E*). La sobreyectividad de J; entonces
implica la inyectividad de J .

Siw € J(E)X € E** entonces (JTw,x) = (w,Jx) = 0 para todo x € E, asi
que JTw = 0 en E*, lo cual implica que w = 0 en E***. En resumen, J(E)* = {0}.
La completitud de E conlleva la completitud de J(E) —porque J, por ser una isometria,
manda sucesiones de Cauchy en E a sucesiones de Cauchy en J(E)— asi que J(E) es un
subespacio cerrado de E**. La reflexividad de E sigue por las igualdades

J(E) = J(E) = ~(J(E)") = {0} = E*". ]
Corolario 2.54. Los espacios de Banach £' y £%° no son reflexivos. =]

Definicién 2.55. Si A € L(E, F), denétese su imagen'® por RanA4 := A(E) € F. En
contraste con el niicleo ker A, el cual es un subespacio cerrado de E (debido a la continuidad
de A), laimagen Ran A no es necesariamente cerrada en F'.

Proposicion 2.56. Sean E y F dos espacios de Banach, y sea A € L(E, F). Entonces:
(a) ker AT = (Ran A)* € F*; kerA =1(RanA") C E;
(b) AT es uno-a-uno si y solo si Ran A es denso en F;

(c) A es uno-a-uno siy solo si Ran A" es denso en E;.

16].a notacién Ran es evidentemente un anglicismo, al igual que la notacién ker para un nicleo. La abre-
viatura Im es inaceptable, por su uso frecuente para denotar la parte imaginaria de un nimero complejo. El
vocablo espafiol rango tampoco debe usarse para referirse al espacio imagen, porque mds bien denota la dimen-
sién de este espacio; este es otra fuente de confusidn lingiiistica, porque en inglés las dos palabras range (la
imagen) y rank (la dimension de la imagen) se traducen como rango en castellano.
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Demostracion. Ad (a): Es suficiente notar las equivalencias:

w e ker AT ATw, x) = 0 paratodo x € E

—
< (w,Ax) =0Oparatodox € E = w e (Ran4)*,
x €kerA < (w, Ax) = Oparatodow € F*

{

= (A"w,x) =0paratodow € F* <= x € 1(Ran4").
Ad (b, c): Basta comprobar estas equivalencias:
ker A" = {0} &= (RanA)" = {0} <<= Rand = ((RanA)) = F;
kerA = {0} < “(RanA") ={0} <= RandA" = (*(RanA")* = E*. O
» El estudio abstracto de espacios normados en dualidad posee otro aspecto de importancia:
las correspondencias entre los subespacios de un lado y los espacios cocientes del orto lado.

Definicion 2.57. Sea E un espacio normado y sea M un subespacio cerrado de E. En el
espacio vectorial cociente £/ M se define una norma cociente por

|lx + M| := inf ||x + m]|.
meM

Es facil comprobar que esta es una norma sobre el espacio vectorial cociente E/M. Si E es
de Banach, el espacio cociente £/ M es completo en esta norma.

Proposicion 2.58. Si E es un espacio de Banach y M un subespacio cerrado de E, hay dos
isomorfismos isométricos:

M*~E*/M+ y (E/M)*~ M=,

Demostracion. Ad(a): Sea I: M — E el operador de inclusion. Para f € M™*, hay
y € E*talque y|pr = £y |yl = || f1I, por el Corolario 2.10. Como (I Ty, m) = (y, Im) =
(f.m)param € M,seveque Iy = f. Se concluye que IT: E* — M* es sobreyectivo.
La Proposicién 2.56 muestra que ker /T = (Ran/)t = M, asi que IT induce una
biyeccién V: E*/M+ — M* :y + M+ — I"y. Fijese que, para cada w € M+,

IV + M| = 1Ty =sup{ [{(y +w,m)| :m € M, [lm|| <1} < [ly + wl,

asi que |[V(y + M) < ||y + M*| paratodo y € E*.

Por otro lado, al tomar f € M*, y € E* tales que y|»r = f, ||yl = ||, se obtiene
ly +ML <|yIl=1fll= 1"yl =|V(y + M1)|. Se concluye que V es una isometria.
Como RanV = RanIT = M*, se ve que V es biyectiva.
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Ad(b): Sean: E — E/M la aplicacion cociente. Se ve que ||nx]| < ||x| parax € E,
por la definicién de la norma cociente. Si y € (E/M)*, m € M, entonces (n'y,m) =
(y,nm) = (y, M) = 0 (lacoclase M es el cero de E/M), asi que Rann™ € M.

Si w € M+, la aplicacién lineal 4: x + M + (w, x) estd bien definida y continua; de
modo que h € (E/M)*. Ademds, vale (w,x) = (h,nx) = (n'h, x) para x € E, asi que
n"h = w. De esta manera, se ha comprobado que Rann" = M. Por la Proposicién 2.56,
la sobreyectividad de n muestra que " es uno-a-uno. Por lo tanto, " es una biyeccion lineal
entre (E/M)*y M.

Siy e (E/M)*, entonces

[{n"y.x)| = [{(y.nx)| < Iyl Inxll < [yl x|l paratodo x € E.

Luego |77yl < ||ly|l. Por otro lado, témese cualquier x € E tal que |x + M| < 1. Para
cadae > 0, hay z € (x + M) tal que ||z|| < 1 + &. Por lo tanto,

[{y.x + M) = [y nx)| = [(y.nz)l = "y 2) < Iy lHzl < (1 +)lln "yl

Como & > 0 es arbitrario, se concluye que ||y|| < ||n"y|, para cada y € (E/M)*. Se ha
comprobado que n": (E/M)* — M+ es una isometria biyectiva. [

Proposicion 2.59. Sea E un espacio de Banach reflexivo y sea M un subespacio cerrado
de E. Entonces M también es un espacio de Banach reflexivo.

Demostracion. Obsérvese que M** ~ (E*/M~+)* ~ M++ C E** aprovechando los dos
isomorfismos isométricos de la Proposicion 2.58. En adelante, se identificard M ** con el
subespacio M+t de E**.

Témese h € M**. Hay que mostrar que 1 € J(M), donde J: E — E** es el encaje
natural; nétese que J(M) € M++. Si I: M — E denota la inclusién, el funcional £ 7 es
un elemento de E**. Como E** = J(E) por hipétesis, se concluye que hlT = Jx para
algin x € E.

De hecho, x pertenece a M ; porque si no, habria un elemento w € M L con (w,x) # 0,
por el Corolario 2.13. Entonces /7w = 0 en M* porque w € M, y por ende (w,x) =
(w,Jx) = h(I"w) = 0. Esta inconsistencia muestra que tal w no existe: se concluye que
xeM.

La demostracién de la Proposicién anterior comprueba que Ran /T = M*. Por lo tanto,
la relacion deseada h = J x —como elementos de M **— emerge de las igualdades:

(I'y.h) = (y.Jx) = (y.x) = (y. Ix)=(I"y.x) = (I"y.Jx) si yeE*. [
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2.8 Ejercicios sobre operadores lineales y espacios duales

Ejercicio 2.1. Si E, F son espacios normados y T € L(E, F), verificar que las tres ex-
presiones de (2.1) para ||T|| son equivalentes. Concluir que 7" + ||T'|| es una norma sobre
L(E,F).

Ejercicio 2.2. Si E, F, G son espacios normados, si T € L(E, F)y S € L(F, G), demostrar
que ST € L(E,G) yque [ST| < [ISIIT].

Ejercicio 2.3. Si [a,b] C R es un intervalo compacto, sea Cla, b] el espacio vectorial
de funciones continuas f: [a,b] — C. Sia < t < b, demostrar que la evaluaciéon
g : Cla,b] — C definida por &/(f) := f(¢) es una forma lineal y continua sobre C[a, b]
con su norma usual ||-||«o; pero que &; no es continua sobre C [a, b] dotado con la norma |- ||,.

Ejercicio 2.4. Si E, F son espacios localmente convexos, y si m = dim E es finita, de-
mostrar que cada aplicacién lineal 7: E — F es automdticamente continua. Concluir que
cualquier biyeccion lineal de £ en C™ es un homeomorfismo. En particular, comprobar que
dos normas cualesquiera sobre C” son equivalentes.

Ejercicio 2.5. Si f € F(C), el espacio de Bargmann y Segal, con serie de Taylor f(z) =

Y o o anz", mostrar que || |12 = Y o2, n!|as|? y que

1£(2)] < | flle*” paratodo z e C.
[ Indicacion: Desigualdad de Schwarz. ]| Concluir que la evaluacion gy, : f +— f(w) es una
forma lineal continua sobre F(C).

Sea ey, (z) := e¥? paraz,w € C. Verificar que e, € F(C) y que {ey, | f) = f(w) para
todo w € C.

Ejercicio 2.6. Sea E un espacio de Banach y sea L(E) = L(E, E) el espacio de operadores
lineales continuos sobre E. Sean A, B € L(E) y definase T4 p: L(E) — L(E) : X —
AXB. Demostrar que T4, g € L(L(E)), con ||[T48| < |All || B

Ejercicio 2.7. La férmula
X
Tf(x):= / f(t)dt
0

define una aplicacion lineal 7: C[0,1] — C][0,1]. Demostrar que 7 es continua y que
|T|| = 1. Demostrar por induccién que

(x =)' f(t)dt

wﬂ”:A(mqn

y concluir que ||7"| < 1/n!paran € N.
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Ejercicio 2.8. Definase un par de operadores de corrimiento U,V € L£L(£) por las féormulas
(Ux)p == xp41y (VXx), := xp—1 [n > 0]); en otras palabras,

U: (X0, X1, X2, ooy Xpy o) > (X1, X2, X3, ooy X1 -2 )y

Vi(xXo, X1, X2, e ooy Xy ... ) > (0, X0, X1, ..o, Xp—1s .- . ).
Calcular las normas'” |U|| - ¥ ||V || p— p» para cualquier p con 1 < p < oo.

Ejercicio 2.9. Sea (X, J, u) un espacio de mediday seak: X x X — C una funcién medible
tal que

sup /X lk(x,y)|du(y) <C, sup /}; lk(x,y)|du(x) < C, paraalgin C > 0.

xeX yeX

Definase

Kf(x) = [X kG ) £ () di(y)

cuando esta integral converge absolutamente.

Demostrar que Kf € L£P(X, ) paratodo f € LP(X,u), con |[Kf|, < C| f|p, asi
que | K||,—p, < C, para cualquier I < p < 4o00.

[ Indicacién: En el caso 1 < p < 400, aplicar la desigualdad de Holder a la funcién

y = ke, ) fO)] = kG, )IMPLFO)Ik(x, p)1M4.]

Ejercicio 2.10. Sea (X, J, i) un espacio de medida o-finitay sea g: X — C una funcién
medible acotada. Sil < p < oo, sea M,: LP(X, ) — L?(X, ) el operador de multipli-
cacion f +— fg. Demostrar que M, es continuo y calcular su norma en £(L? (X, i)).

Ejercicio 2.11. Calcular la norma de la aplicacion identidad 7 : L?[0,1] — L"[0, 1], en el
casol <r < p < o0. ;Quéocurre sir > p?

Ejercicio 2.12. Sea M un subespacio cerrado de un espacio normado E. Definase
|x + M| :=inf{||x +m| :me M}, paraxcE.

Verificar que esta es una norma sobre el espacio vectorial cociente £/ M, y que la aplicacion
cociente n: E — E/M : x — x + M es continua.
Si E es un espacio de Banach, comprobar que £/ M también es un espacio de Banach.

!7La notacién || - || p—», denota la norma de operadores continuas en £(£7, £").
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Ejercicio 2.13. Si E es un espacio normado, si {Xx1,...,X,} C E ysi{Bi,...,Bs} C C,
demostrar que hay un funcional lineal f € E* con || f| < I tal que f(x;) = B, para
j=1,...,n,siysolosi

l1B1 + - + @nBn| < |l1x1 + -+ + apxy||, paratodo (aq,...,a,) € C".

Ejercicio 2.14 (Limites de Banach). Sea E = {y el espacio de Banach real de sucesiones
reales acotadas, y sea E™* el espacio de funcionales R-lineales continuos sobre E. Sea
U: E — E el operador de corrimiento (Ux), := x,4+1. Demostrar que hay un elemento
L € E* tal que:

(@) L(Ux) = L(x),paratodox € E,
(b) liminf, x, < L(x) < limsup, x,, paratodo x € E.

[ Indicacién: Sea py(x) := (xo+x14---+x,)/(n+1) ysea M el subespacio de sucesiones
acotadas x tales que lim, u,(x) existe. Demostrar que p(x) := limsup, x, es una funcién
sublineal sobre E. |

Ejercicio 2.15. Sea y € CN una sucesién tal que > reo Xk Yk converge para todo x € £ L
Demostrar que y € £*°. [Indicacién: Considérese la familia de funcionales f, : ' C

XY i oXkVk,paran € N. |

Ejercicio 2.16. Considérese C ™) como espacio normado con la norma || - ||o. Definase una
aplicacién lineal T: C® — C®™ por

T: (Xo,Xl,Xz,...,xn,...)l—) (x0,2x1,3x2,...,nx,,_l,...).

Demostrar que 7" no es continua, pero que hay una sucesion de aplicaciones lineales continuas
Tp: CN - C™ paran € N, tal que Tx = lim,_o0 T, x paratodo x € C™,

Ejercicio 2.17. Sea E el espacio normado de todos los polinomios complejos p: [0, 1] — C,
con lanorma || p|; := fol |p(¢)| dt. Demostrar que la forma bilineal B: E x E — C dada
por B(p,q) := fol p(t)q(t) dt es separadamente continua pero no es continua.

Ejercicio 2.18. Definase f; € C[0,1] para0 < s < 1 por fi(¢) := 2st/(1 — s%t?). Calcular
| fslloo ¥ || f5ll1. Concluir que las normas || - || ¥ || - ||1 no son equivalentes sobre el espacio
vectorial C[0, 1].

Ejercicio 2.19. Sea E un espacio de Banach y sean M, N dos subespacios de E tales que
M NN ={0}yM + N = E; encuyo caso se escribe M & N = E. Definase P: E — E
por P(x +y) := xsix € M,y € N. Demostrar que P2 = P;y que P es continua si y
sOlo si M y N son subespacios cerrados de E.
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Ejercicio 2.20. Sean E y F dos espacios de Banach. Su suma directa algebraica £ & F =
{(x,y):x € E, y € F} admite dos normas distintas,

1o = llxlle + Iylle. G I = max{fix] &, [y F}-
Verificar que estas dos normas sobre £ @ F son equivalentes.

Ejercicio 2.21. Sean E, F dos espacios de Banach, y sea T € L(E, F) un operador tal que
hayam > 0 con |7 x|| > m| x| paratodo x € E. Demostrar que Ran7 := {Tx : x € E }
es un subespacio cerrado de F. Demostrar ademds que 7! existeyque 7! € L(Ran T, E).

Ejercicio 2.22. Sea C![a, b] el espacio vectorial de funciones continuamente diferenciables
f:a,b] — C; donde los derivadas en los extremos son unilaterales:

fla+h) — f(a) J®B)— fb—h)
h ’ h '

(@) :=1i "(b) =1
f(a) lim /() lim
Demostrar que C ![a, b] es un subespacio denso de C [a, b]; este subespacio denso es el do-
minio del operador de derivaciéon D: f + f” sobre C|a, b].

Verificar que D tiene grafo cerrado en Ca, b] x C|a, b], pero que D no se extiende a un
operador continuo en C[a, b]. ;Por qué esto no contradice el teorema del grafo cerrado?

Ejercicio 2.23. Considérese la ecuacion diferencial lineal ordinaria de primer orden

X'+ f(Ox@) =g@),  x(@) =z,

donde f € CJa,b]. Se sabe que esta ecuacién tiene solucién tnica x € Clla,b] si g €
Cla,b], z € C. Demostrar que esta solucion depende continuamente de los datos g, z. Es
decir: dada una sucesién de funciones g, € C|a, b] tales que g,(¢) — g(¢) uniformemente
sobre [a, b], y una sucesion (z,,) C C tal que z, — z, verificar que las soluciones correspon-
dientes x, cumplen x,(t) — x(¢) y x,,(¢) — x'(t) uniformemente sobre [a, b].

[ Indicacién: Usar la norma || x]|| := || x]loo + ||X'||oo sObre C![a, b], para comprobar que
el operador x — (x" + fx, x(a)) entre espacios apropiados tiene inverso continuo. |

Ejercicio 2.24. El espacio E :={ f € C[—n, ] : f(—n) = f () } de funciones periddicas
continuas, con la norma || - ||, € un espacio de Banach estudiada en la teoria de series de
Fourier. Si

1 T
cr(f) = E/ e_’k’f(t) dt, para k€Z,

b4

son los coeficientes de Fourier de f € E, demostrar que las sumas parciales

n

T f@):= )Y a(f)e™

k=—n
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no siempre convergen uniformemente en C[—, 7], asi que hay funciones continuas cuyos
desarrollos de Fourier no convergen uniformemente.
[ Indicacion: Considerar la convolucion de funciones T, f := D, * f, donde

sen((n + 1)x)
Dy(x) := 1 2
sen(5x)
es el llamado niicleo de Dirichlet. Comprobar que || T, || = | Dylly > (4/7)(1+ 3 +---+ 1),
y concluir que la sucesién {7, f } es divergente para algin f.]

Ejercicio 2.25. Si E = C|0, 1], definase f € E* por f(x) := fol t x(t) dt. Encontrar un
elemento xo € E tal que || xo]| =1y f(x0) = || f|-

Sea g := f|y donde M :={x € E : x(1) = 0}. Demostrar que ||g|| = || f ||, de modo
que g € M*, pero que g no alcanza su norma sobre elemento alguna de la bola unitaria
Bi(M).

Ejercicio 2.26. Sea E un espacio normado y denétese por E el espacio localmente convexo
E* con la topologia débil estelar o (E*, E'). Demostrar que E; es metrizable si y sélo si el
espacio vectorial £ posee una base numerable.

Usar el teorema de Baire para demostrar que un espacio de Banach no puede tener
una base vectorial infinita pero numerable { xy, X, x3,...}. [[Indicacién: Témese A, :=
lin(xy, ..., x,).] Concluir que E} no es metrizable cuando E es un espacio de Banach in-
finitodimensional.

Ejercicio 2.27. Sea ¢ el espacio de Banach de sucesiones convergentes, con la norma del
supremo ||X|lco := Supgen |Xk|- Usando las notaciones xo := lim,— o X, para x € ¢
y1:= (1,1,...,1,...), verificar que x = Xoo 1 + Y peo(Xk — Xo0)ex como desarrollo
convergente en la norma de ¢. Hallar un apareamiento de dualidad entre ¢ y £ . Con esta
apareamiento, demostrar que ¢* es isométricamente isomorfa a £'.

Ejercicio 2.28. Sea Mfa(N) el espacio normado de medidas acotadas finitamente aditivas
sobre N; sus elementos son las funciones : 2N — C tales que

p(@) =0; (AW B) = u(A)+un(B): |l := SUP{Z (4] N = 4 AJ} < 0.

SiT € (£°)*, comprobar que A — T'(1,4) es un elemento de Mfa(N). Demostrar que esta
correspondencia es una isometria biyectiva entre (£*°)* y Mfa(N). Verificar también que
p € J(£Y) siy sélo si u es contablemente aditiva.
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Ejercicio 2.29. El espacio s de sucesiones rdpidamente decrecientes (Ejemplo 1.10) es un
espacio de Fréchet. Su topologia estd dada por las seminormas { r, : n € N } dadas por

(rn(x))? := ) (k + 1> x|
k=0

Sea ¢t el espacio de sucesiones lentamente crecientes y € CN tales que r_,,(y) < oo para
algin m € N. Demostrar que el apareamiento de dualidad (2.5) estd definido para x € s,
y €1,y que este apareamiento define una biyeccion lineal entre ¢ y s*.

Ejercicio 2.30. Sea (X, F, 1) un espacio de medida con u(X) < oo. Mostrar que el espacio
dual de L'(X, u)* es isométricamente isomorfa a L>®(X, ().

[Indicacién: Si 7 € L'(X,u)* es de la forma Tf = [y ferdu, ysir > |T|, de-
mostrar que { x € X : |g7(x)| > r } es de medida nula. ]

Ejercicio 2.31. Demostrar que L![a, b] es isométricamente isomorfa a un subespacio propio
de L*°[a, b]*. En detalle: comprobar que la evaluacion f + f(b) es un funcional lineal y
continuo de norma 1 sobre C[a, b], que se extiende (por el teorema de Hahn y Banach) a un
elemento de L*>[a, b]*; concluir que la imagen de L'[a, b] no es todo L>®[a, b]*. De ahi,
concluir que los espacios L![a, b] y L™®[a, b] no son reflexivos.

Ejercicio 2.32. Si S € £L(C",C™) posee la matriz A = [a ] respecto de las bases usuales
de C" y C™, verificar que la matriz del operador ST es la transpuesta matricial AT = [ay;].

Ejercicio 2.33. Si 1 < p < oo, calcular en forma explicita la transpuesta U T del operador de
corrimiento U € £(£?) dado por U(xg, x1,...) := (x1,Xx2,...). Enel caso p = 2, calcular
también el operador adjunto U *.

Ejercicio 2.34. (a) Si g € Cla,b], el operador de multiplicacion M, € L(L?[a,b]) se
define por Mgh(r) := g(t) h(t) para h € L?[a,b]. Obtener las formas explicitas de la
transpuesta M ; y del adjunto M.

(b) Si k € C([a,b] x [a,b]), definase un operador integral K < £(L>[a,b]) por
Kh(s) := fab k(s,t) h(t) dt parah € L?[a, b]. Obtener las formas explicitas de la transpuesta
KTy del adjunto K*.

Ejercicio 2.35. Si E es un espacio de Banach y si A € L(E), demostrar que A es invertible
en L(E) siy s6losi AT es invertible en £L(E*); en cuyo caso (AT)™! = (A~ HT.

Ejercicio 2.36. Si H es un espacio de Hilbert, x, y € H, el simbolo |x)(y| denota el opera-
dor de rango uno z + x(y | z) = (y | z)x. ;Cudl es el adjunto de este operador en L(H )?
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Ejercicio 2.37. Si E y F son espacios de Banach, ysi S: E — F, T: F* — E* son
aplicaciones lineales que cumplen (w, Sx) = (Tw, x) paratodo x € E, w € F*, demostrar
que Sy T son continuas y que 7 = ST.  [Indicacién: Usar el teorema del grafo cerrado. |

Ejercicio 2.38. (a) Si Q es el operador de multiplicacién Q f(¢) := tf(t) en L(L?[0,1]),
demostrar que Ran Q es denso en L2[0, 1] pero no contiene la funcién constante 1.

(b) Si R: ¢y — ¢, se define por (Rx)x := xx/(k + 1), demostrar que Ran R es denso
en ¢, pero que R no es sobreyectivo.

Ejercicio 2.39. (a) Sea E un espacio normado con espacio dual separable E*. Demostrar
que E también es separable. [ Indicacion: Si {y,} es una sucesion densa en E*, elijase
puntos x,, € E paran € N tales que |[(yn, x,)| > %||yn|| |xn||. Verificar que el subespacio
vectorial generado por los x, es denso en E. |

(b) Concluir que un espacio de Banach reflexivo E es separable si y s6lo si su espacio
dual E* es separable. Dar un ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo con espacio dual
separable.

Ejercicio 2.40. Si x € ¢, sea f, € CJ0, 1] la funcién continua dada por

t

£:0) =0, f (lki ]

) = —1t)xg—1 +txg, para k>1,0<t<I1.

Demostrar que x — f; es una isometria (no sobreyectiva) de ¢, en C|[0, 1]. Concluir que el
espacio de Banach C |0, 1] no es reflexivo.

Ejercicio 2.41. Si E es un espacio de Banach reflexivo, mostrar que E* es también reflexivo.

Ejercicio 2.42. Si E es un espacio de Banach y M es un subespacio cerrado de E, demostrar
que la reflexividad de E implica la reflexividad de M y de E/M. Si, por el contrario, tanto
M como E/M son reflexivos, ;puede afirmarse que E es reflexivo?

Ejercicio 2.43. (a) Sean f, g1, ..., gn funcionales lineales sobre un espacio vectorial com-
plejo E. Comprobar que f = ;g1 + -+ - + o g, para algunos coeficientes oy, ..., o, € C
siy s6losi()/_ kerg; C ker f.

(b) Si E es un espacio localmente convexo, demostrar que un funcional lineal f: £ — C
es continua si y solo si ker f es un subespacio cerrado de E.

(c) Si E es un espacio localmente convexo, sea E, el espacio vectorial £ dotado con la
topologia débil o (E, E*); demostrar que (E,)* = E*.
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Ejercicio 2.44. Sea E un espacio de Banach. Un operador P € L(E) se llama idempotente
si P2 =P.

(a) Demostrar que un subespacio cerrado M < E es la imagen de un operador idempo-
tente sobre E siy s6lo si M posee un complemento en E: esto, si existe, es un subespacio
cerradko N < Econ M NN = {0}, talque E ~ M & N como espacios de Banach. (La
norma sobre la suma directa M @ N estd dada por ||m + n||| := ||m| + ||n].)

(b) Verificar que || P|| > 1 excepto si P = 0. Dar un ejemplo de un operador idempotente
con || P| > 1.

©)SiJ: E - E*™yJ;: E* - E** son los encajes naturales, demostrar que P :=
J1J T es un idempotente de norma 1 en £(E***).
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3 Introduccion a la Teoria de Distribuciones

Durante la primera mitad del siglo XX, diversos problemas del andlisis matematico (en par-
ticular, la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales) indicaron la necesidad de calcular
derivadas de funciones continuas. La definicion cldsica de derivada como limite de cocientes
de diferencias finitas no es adecuada para tal propdsito: es necesario extender, de alguna
forma, el concepto de derivacion de funciones. A la vez, la mera definicion de una funcién
f: R — R como una prescripcion que ofrece un valor f(¢) para cada t € R es también
problematica, porque implica la presentacion simultdnea de un juego no numerable de tales
valores. La venida de la mecdnica cudntica complicé el panorama, al mostrar que es fisica-
mente imposible determinar ciertos pares de variables (¢, p;) con total precisién. En vez
de “evaluar una funcién f en un punto ¢”, es necesario, pero también suficiente, obtener los
valores promedios de f en vecindarios pequeios de ¢.
Un promedio (ponderado) de f es el resultado de calcular la integral

/ £ o) d,
R

donde la “ventana” ¢ es una funcién no negativa tal que [p ¢(¢)dt = 1. Es importante
sefialar que tales promedios corresponden a procesos realistas de medicion. Si el soporte
de la funcién ¢ queda en un vecindario de 7y y si f en continua en f,, esta integral es una
aproximacion el valor f(zy). La coleccion de tales integrales ( f, ¢) sustituye la coleccion de
valores f(¢) como descripcién completa de la funcién f.

Si f y ¢ son diferenciables (en el sentido ordinario) y si el soporte de ¢ queda en un
intervalo compacto [—R, R], se puede considerar la formula de integracion por partes:

f_ £ ot di = / £ ¢/ (@) dr. G.1)

La idea fundamental de la teoria de distribuciones es que el lado derecho de esta férmula sirve
para definir una derivada de la funcién f, aun cuando f no sea diferenciable en el sentido
clésico.

Al abreviar la féormula (3.1) como (f”/,¢) := —(f, ¢’), se puede observar que expresa
una dualidad entre dos espacios de funciones. Este es el punto de partida de la teoria de fun-
ciones generalizadas introducida por Sergei Lvovich Sobolev (1936) y refinado por Laurent
Schwartz (1949), quien la 1lamé la théorie des distributions."

'Sobolev introdujo sus funciones generalizadas como soluciones débiles de ciertas ecuaciones en derivadas
parciales. Schwartz presentd su teoria, basado en la dualidad entre espacios vectoriales topoldgicos, en el
libro [14] que sigue siendo un clésico de la literatura matematica.
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3.1 Funciones de prueba y distribuciones

Si f: X — E esuna funcién definida en un espacio topoldgico X con valores en un espacio
vectorial E, el soporte de f esla clausurade {x € X : f(x) #0}:

sop f 1= fTH(E\{0}).

Una manera alternativa, pero indirecta, de definir el soporte es la siguiente: el complemento
X \ sop(f) es la parte abierta mas grande en donde f se anula; la cual, a su vez, es la unién
de todos los abiertos basicos en donde f se anula.

En el caso de funciones de una variable, se toma £ = R 6 C. En este capitulo, el
dominio X serd siempre un abierto U C R’ para algin n. Las funciones continuas f: U —
C forman un espacio de Fréchet C(U): véase el Ejemplo 1.13. El subespacio K(U) de
funciones continuas de soporte compacto sop f C U es un subespacio denso de C(U).

El Lema de Urysohn de la topologia general garantiza que hay una cantidad abundante de
funciones continuas de soporte compacto en C(U): six € K° C K C L° C L C U, donde
K y L son compactos,? entonces hay una funcién continua f: U — [0, 1] tal que f(y) = 1
siy € Kpero f(x) =0six ¢ L. Ental caso, sop f es una parte cerrada de L y por ende es
compacto.

Es menos evidente, pero también es cierto, que hay funciones suaves ¢ : U — [0, 1] con
propiedades similares: ¥ (x) # 0y sop ¥ compacto en U. Se puede fabricar dicha funcién ¥
con modificaciones apropiadas del siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sia > 0y sir := ||x|| denota la norma euclidiana de x € R, la funcién
va(x) :=C, e /@=r?) [r <al], con C, >0, (3.2)

es una funcidon suave de soporte compacto. Se puede tomar la constante de normalizacién C,
para que [p., @a(x)d™x = 1.

Como ¢,(x) = Oparar > ay @,(x) # Oparar < a, se ve que sopp, = B(0;a) =
{y € R" : ||y|| < a}. Estaclaro que ¢, es una funcién suave para r < a y trivialmente
también para r > a. En dimensién n = 1, un célculo directo muestra que d*¢, /dt*(a) = 0,
para todo k € N. Se concluye, para n > 1, que todas las derivadas parciales de la funcién
radial ¢, se anulan en la esfera r = a. Luego ¢, es suave en todo R"™.

Obsérvese que esta funcidn suave no es analitica: su serie de Taylor en cualquier punto
de la esfera r = a es idénticamente nula, pero ¢, es positiva en la regién interior de esta
esfera. O

?La condicién x € K° C K dice que K es un vecindario compacto de x en U'; esto es posible porque U es
localmente compacto.
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Definicion 3.2. Sea U C R una parte abierta no vacia del espacio euclidiano R™. El espacio
vectorial D(U) de funciones de prueba en U es la totalidad de funciones suaves sobre U
con soporte compacto en U. Un elemento de D(U) es una funcién suave ¢ : U — C tal que
sop@ € U es compacto.?

Si B(xo;¢) C U, la funcién ¥ (x) := ¢@,(x — xo) dada por una traslacién de la fér-
mula (3.2) pertenece a D(U) y satisface ¥ (x¢) # 0. Si {x1,..., x,} es una parte finita de U,
es evidente que hay funciones ¥; € D(U) tales que ¥;(x;) # 0 pero ¥;(xx) = 0 para
J # k; estas funciones {{1, ..., ¥,} son linealmente independientes. Por lo tanto, D(U) es
un espacio vectorial infinitodimensional.

Definicion 3.3. Sea U una parte abierta no vacia de R™. Para cada compacto K € U,
denétese por Dk el subespacio de D(U') de funciones suaves con soporte en K:

DU)= | ) Dx. Dk:={peDU):sopp S K}.
KeU
Si V es otro abierto en R” con K € V,entonces K € U NV yDg C DU)NDV) =
DWUNYV).

Una derivacion parcial no agranda el soporte de una funcion suave: si ¢ € Dg, entonces
0%¢p € Dk para todo multiindice @ € N™; véase el Ejemplo 1.15. Cuando K € U, el espacio
vectorial Dk es un subespacio cerrado de C*°(U). Con la topologia heredada de C*°(U),
este Dk es entonces un espacio de Fréchet: gr — ¢ en D si soppx € K para cada k y si
0%pr — 0%¢ uniformemente, para cada o« € N,

La unién D(U) = |Jgey Dk es un espacio localmente convexo (jno metrizable!) bajo
la topologia localmente convexo mds fuerte tal que todas las inclusiones Dg < D(U) sean
continuas.

Un abierto U € R™ es o-compacto (Ejemplo 1.13): U = 1|, K, con K,, C K, | para
cada n. En tal caso, la inclusién Dg, < Dk, ,, es un encaje: la topologia relativa de D,
como subespacio de Dk, ., coincide con su topologia original.

Una familia (no numerable) de seminormas que define la topologia del espacio localmente
convexo D(U) es la siguiente. Para cada compacto K € U y cadan € N, sea

Pr.n(@) :==sup{|0%p(x)| : x € K, |a| <n}. (3.3)

Para manejar esta topologia en la practica, basta usar la siguiente descripcion de convergencia
a cero. Una red (¢x)xea converge a 0 en D(U) siy so6lo si hay un compacto K € U tal que
sop ¢x € K para cada k; y ademas, 0%¢; — 0 uniformemente en U, para cada o € N,

3La notacién K € U indica que K es una parte compacta de U.

72



SP-1322: Analisis Real II 3.1. Funciones de prueba y distribuciones

Definicion 3.4. Sea U un abierto en R”. Una distribucién en U es un funcional lineal y
continua sobre D(U). Se denota por D'(U) := D(U)* la totalidad de estas distribuciones,
es decir, el espacio dual de D(U).

SiT € D'(U), ¢ € D(U), lanotacion (T, ¢) := T (¢) serd usada para el aparejamiento
de dualidad entre distribuciones y funciones de prueba.

Por la definicion de la topologia de D(U ), un funcional lineal 7: D(U) — C es continua
si y s6lo si su restriccion a cada subespacio D es continua. Entonces T € D'(U) si y s6lo
si, para cada compacto K € U,hayn € Ny C > 0 tales que

|T(p)| < C pgn(p) paracada ¢ € Dkg. (3.4)

La topologia apropiada sobre D’(U) es la topologia débil estelar* como espacio dual de

D(U), es decir, la topologia de convergencia simple sobre funciones de prueba. Entonces
Ti > TenD'(U)siysoélosi(Tj,¢) — (T, ¢) paracada ¢ € D(U).

Ejemplo 3.5. Una funcién f: U — C es localmente integrable si
[17@ldm <00 pumcata K e,
K

es decir, si f|g € £L!(K) con respecto a la medida de Lebesgue,’ para cada compacto K C
U . Cualquier funcién localmente integrable define una distribucién sobre U, por la férmula

(frg) = /U £() p(x) d"x. 3.5)

Tales distribuciones se llaman regulares; las distribuciones que no provienen de funciones
localmente integrables se llaman singulares. O

Notacion. Los practicantes de la teoria de distribuciones® suelen denotar el lado derecho
de (3.5) por { f(x),¢(x)) en vez de ( f, ¢), incorporando una variable de integracion en el
aparejamiento de dualidad. Esto simplifica los procedimientos de “cambio de variable”.

4Si E es un espacio localmente convexo, la topologia fuerte B(E*, E) sobre su espacio dual E* es la
topologia de convergencia uniforme sobre partes acotadas de E. Cuando E es un espacio normado, esta es
la topologia de la norma sobre E*. Las topologias débil estelar y fuerte sobre E no coinciden: hay redes
que convergen para o(E*, E) pero no para B(E*, E). Sin embargo, en el caso E = D(U), resulta que
cualquier sucesion (T,) de distribuciones que converge débilmente también converge en la topologia fuerte.
Véase la Proposicion 4.1.2 del libro: John Horvath, Topological Vector Spaces and Distributions, Addison-
Wesley, Reading, MA, 1966.

SEn este capitulo, todas las integrales se toman con respecto a la medida de Lebesgue, salvo indicacién
explicita de lo contrario. Para U C R™, esta medida se denota por la “cola de integraciéon” d™ x.

®Véase, por ejemplo, el libro de Estrada y Kanwal [4]. Esta costumbre fue establecida por Israel Moiseevich
Guelfand en un tratado de 5 tomos (edicion rusa, 1958); véase: 1. M. Guelfand y G. E. Shilov, Generalized
Functions 1, Academic Press, New York, 1964.
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Ejemplo 3.6. Un caso importante de una distribucién regular es la funcién de Heaviside 6,
definido en la recta real por

1 six>0,
o) =[x>0]=]) 7 (3.6)
0 six <O.

(En muchos libros, se escribe H(x) en vez de 6(x) para denotar la funcién de Heaviside.)
Esta funcion es discontinua en x = 0. Su valor en x = 0 no es importante: dos funciones
iguales casi por doquier definen la misma distribucién regular. Fijese que 6 = 1jo,oc) €
Ll (R). Parap € D(R), se ve que (0, ¢) = [;° ¢(x) dx. O

Ejemplo 3.7. La delta de Dirac es la distribucion singular § € D’(R) definida por la evalu-
aciéonen x = 0:

(8, 9) = (3(x), p(x)) := ¢(0). (3.7)

Dirac originalmente escribié:” [ §(x) ¢(x) dx = ¢(0). Pero es evidente que una funcién
8(x) con esta propiedad debe cumplir §(x) = 0 para x # 0, ala vez que [, §(x) dx = I; tal
funcidn no existe. Sin embargo, la formula de Dirac es perfectamente correcta, una vez que
se interpreta su “integral” como una version de la expresion (3.7).

Fijese que |¢(0)| < pk.o(¢) [0 € K] para todo K € R, asi que la evaluacién ¢ +— ¢(0)
es una distribucién sobre R.

Mas generalmente, si U es un abierto en R™ con y € U, definase §,, € D’(U) por

{6y, 0) = (6(x — ), p(x)) := @(¥).

Dirac escribia: fU S(x —y)ox)d™x = ¢(y). O

Ejemplo 3.8. La funcién 1/x no es localmente integrable en R \ {0} porque la integral
/ ab dx/x diverge toda vez que a < 0 < b. Sin embargo, es posible construir una distribucién
a partir de la funcién 1/x, al usar el valor principal de Cauchy en x = 0 de las integrales.
Definase

(Pf(1/x), p(x)) := P/]R @dx = lim/|| @dx.

el0 X

Como ¢ es una funcién suave, hay otra funcién suave ¥ tal que

¢(x) = ¢(0) + x ¥ (x) paratodo x €R.

7En su libro Principles of Quantum Mechanics (Clarendon Press, Oxford, 1930), Paul Adrien Maurice
Dirac introdujo la “funcién” §(x — y) como una “notacién conveniente” para una version continua de la delta
de Kronecker 6 ;. La teorfa de distribuciones de Sobolev y Schwartz confirmé que su intuicion era correcta.
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Esto sigue del teorema de Taylor de orden 0O, en el origen. De hecho, el teorema de valor
medio muestra que ¥ (x) = ¢'(tx) para algin ¢t € (0,1) que podria depender de x. Si
ademds sop ¢ C [—R, R], entonces

R
lim @ dx = lim/ (@ + W(x)) dx = / Yi(x)dx.
el0 |x|=e X ey0 e<|x|<R X —R

La continuidad de este funcional lineal de ¢ sigue del estimado

[(PE(1/x), @(x))| 2R [[¥]loc < 2R [|¢"[lc0 < 2Rp(-R,R1,1(®)-

Dicese que la distribucién singular Pf(1/x) definida de este modo es una pseudofuncién
determinada por 1/x. O

» Si f: R — C es una funcién diferenciable (por tanto, continua y localmente integrable),
la formula de integracion por partes dice que

/ f(x)p(x)dx = —f f(x)¢'(x)dx paratodo ¢ € D(R).
R R

Obsérvese que el producto f(x) ¢(x) se anula en o0 porque ¢ tiene soporte compacto.
Para funciones no necesariamente diferenciables, el lado derecho de esta formula sirve para
definir la llamada derivada débil de la funciéon f. De hecho, esta férmula también permite
definir la derivada de una distribucién singular sobre R.

En dimension m > 1, hay férmulas similares de integracién por partes para mover las
derivadas parciales de una funcién a otra en integrales. Conviene abreviar d; f := df/0x; si
f: U — C esdiferenciable.

Definicion 3.9. Si 7 € D'(U), donde U es un abierto en R™, la derivada parcial 9,7 se
define como sigue:

(0;T,¢) :=—(T,0;¢) paratodo ¢ € D). (3.8)
Si o € N es un multiindice, es inmediato que
(T, 9) = (=1)*UT, 5%).
En un variable (caso m = 1), se escribe (7', ¢) := —(T, ¢’).

Ejemplo 3.10. La derivada distribucional de la funcién de Heaviside es la delta de Dirac:

oo

(0. 0) = —(6.¢) = - / ¢'(x)dx = g(0) = (5.¢) para ¢ € D(R).

0

Fijese que 6 es una distribucion regular pero su derivada es singular. O
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Ejemplo 3.11. La funcién a(x) := |x| es continua sobre R pero no es diferenciable (en el
sentido ordinario) en x = 0. Su derivada distribucional se calcula como sigue:

0

x¢' (x)dx — /00 x¢'(x)dx

—0o0

(@, ¢) = —(a.¢) = —/R x| ¢ (x) dx = /

0 o0
= — d dx = i dx,
/_ p(x)dx +/0 p(x)dx /R(s1gnox) o(x)dx

(o e)
después de una integracidon por partes, al notar que x ¢(x) se anula en oo, 0, co. Luego
a’ = signo en D'(R).
La segunda derivada de x > |x| es singular:

0

(@ 0) = —ld'. ') = fR (signox) ¢/ (x) dx = [ o (x) dx — /0 o' (x) dx = 2(0).

—0o0
asi que a” = 26 en D'(R). O

Ejemplo 3.12. La derivada distribucional de § estd dada por

(6" ) = —¢'(0).

Mis generalmente, si y € U € R™, las derivadas de orden superior de §, estdn dadas por
(098y. ) = (=D)"3*¢(y). O

Definicion 3.13. El orden de una distribucién T € D’(U) se define como sigue. Para cada
K € U, sesabe que hay n € N y C > 0, ambos dependientes de K, tales que (7, ¢)| <
C Pk (¢) para ¢ € Dg. Sies posible elegir n independiente de K, el minimo de tales n es
el orden de T'; si eso no es posible, dicese que T tiene orden infinito.

Si f € L'(U), la distribucién regular definida por f es de orden 0, ya que

(Lol = 1 fllillelloe = 1 f 11 Psope.0(9).-

La delta de Dirac es una distribucién de orden 0; su derivada &’ es de orden 1. La suma
> kez 98 es un elemento de orden infinito en D’(R).

» Las formulas conocidas del calculo integral establecen ciertas relaciones entre distribu-
ciones regulares, las cuales se extienden a las distribuciones singulares como definiciones.
Por ejemplo, la invariancia de la medida de Lebesgue bajo traslaciones establece que, para
b € R™ fijo:

f(x—b)<p(x)d’"x=/ f(x)o(x +b)d™x,
R RrRm
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parag € D(R™)y f € L] (R™). En términos del operador de traslacion 75 sobre funciones

en R™, esta formula se escribe como

(w /. 9) = (/. T-p9),

es decir, 75 actia como la transpuesta de t—p sobre D(R™). Entonces se define la traslaciéon
por b sobre D'(R™) como rIb, es decir,

(tpT, @) := (T, 1_pp) para T € D'(R™), ¢ € DR™). (3.9)
En la notacién extendida, con una variable muda x, esta formula se escribe como

(T(x = D), 9p(x)) := (T (x), ¢(x + D)).

Considérese también un cambio de variable lineal, dada por alguna matriz no singular
A € M,,(R), la funcién x — f(Ax) se escribe como f o A, o bien AT f. La férmula cldsica
de cambio de variable es

1
| det A|

F(Ax) p(x) d™x = f FO) oA ) d™y.
Rm Rm

paragp € D(R™)y f € LL (R™). A veces esta férmula se expresa de forma breve como
y = Ax con la regla de cambio d”y = |det A| d™x. (En efecto, det A es el jacobiano de

la transformacion lineal x +— Ax.)

Definicién 3.14. Si A: R™ — R™ es una aplicacion lineal invertible, actia sobre distribu-
ciones por transposicién. Para T € D'(R™), definase AT = T o A € D’(R™) por

(ToA,e):= (T, oo A™'), o bien (3.10a)

| det A|

(T'(Ax), p(x)) := (T(x), p(A7"x)). (3.10b)

| det A

Si R es una transformacion ortogonal, es decir, R~! = RT € L(R™), entonces det R = +1
y la férmula (3.10b) se simplifica en (T (Rx), ¢(x)) = (T(x), p(R"x)).

Un caso importante es una dilatacién o cambio de escala donde A = A1, con A > 0
en R. El efecto de la dilatacion sobre distribuciones estd dado por

(T(Ax).@(x)) := 27" (T (x), p(x/1)). (3.11)

» Lamultiplicacion de distribuciones presenta un problema: D’(U) no es un algebra, porque
hay pares de distribuciones que no admiten un producto. Sin embargo, siempre es posible
multiplicar una distribucién por una funcién suave.
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Definicion 3.15. Sea T € D'(U) yu € C*°(U). El producto uT = Tu es el elemento de
D’(U) dado por

(uT, @) := (T,up) paratodo ¢ € D(U). (3.12)
Fijese que el producto u¢(x) = u(x)¢(x) es una funcién suave, con sop(u¢) < sop .

Entonces ug € D(U) y el lado derecho estd bien definido. La regla de Leibniz para derivadas
multiples,
o!
Fup) =Y ——— PFud Py, (3.13)
ﬂz Bl —B)!

muestra que px ,(U@) < B pxn(¢) para ¢ € Dk al tomar B := pk ,(u). Esto establece
que el operador ¢ +— u¢@ es continua en £L(D(U)); en consecuencia, el funcional lineal
¢ — (T, up) es también continua: el lado derecho de (3.12) define una distribucién sobre U

La férmula (3.12) también dice que el operador T +— uT sobre D'(U) es la transpuesta
del operador continuo ¢ +— ug@ sobre D(U). Es facil verificar que T +— uT es también
continuo.

En resumen: los espacios localmente convexos D(U) y D’(U) son mddulos para el dlge-
bra C*°(U) y las operaciones de mddulo son bilineales y (separadamente) continuas.

Lema 3.16. La regla de Leibniz es vdlida cuando se aplica una derivacion parcial al producto
de distribuciones por funciones suaves:

0juT)=0;u)T +ud;T para T € D'U), uec C®U). (3.14)
Demostracion. Por transposicion: si ¢ € D(U), entonces

(0;T),p) = —(uT,0;¢) = —(T,ud;p) = —(T,0,;(up)) + (T, (3;u)p)
= (3T, up) +(0,uW)T, ) = (ud; T,up) + ((0,u)T, ¢). O

Ejemplo 3.17. Sia <0 <benRysiu € C*®(a,b), entonces u§ = u(0)4§. En efecto,
para ¢ € D(a,b):
(ud,p) = (6, up) = u(0) ¢(0) = u(0) (3, ¢).

En particular, si u(0) = 0, entonces u§ = 0 en D'(a, b). O

Ejemplo 3.18. El producto de la pseudofuncién Pf(1/x) y la funcién x es la funcién cons-
tante 1 en D’'(R). En efecto:

(x PE(1/x). 9(x)) = (PE(1/x). xp(x)) = P/R o(x) dx = /R o(x) dx = (1.9),

8Sia = (ay, 00, ..., ) se define ! := aplop! -
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porque el valor principal de Cauchy de la integral de una funcién integrable coincide con la
integral ordinaria.

Este ejemplo y el anterior son suficientes para exhibir una falta de asociatividad del pro-
ducto:

(6x) Pf(1/x) =0 Pf(1/x) =0, mientras &(x Pf(1/x)) =861=25 #0O0.

Esto es parcialmente explicable al notar que productos de tipo (Tu)S 6 T(uS) no estin
“autorizadas” por la definicién de un mddulo sobre C*°(U), aun cuando 7,S € D'(U) y
u € C*°(U) satisfagan Tu,uS € C*°(U). O

» El soporte de una funcion f puede definirse de dos maneras equivalentes: (a) la clausura
del conjunto en donde f no se anula; o bien (b) el complemento del mayor abierto en donde
f sise anula. Para distribuciones en general, la primera opcidn no estd disponible, porque no
siempre es posible evaluar una distribucién en un punto. En cambio, se puede dar sentido a la
nocién de que una distribucion se anule sobre un abierto; la segunda opcion permite definir
el soporte de una distribucion.

Definicién 3.19. Sean V' y U abiertos de R, con V' C U. Una funcién de prueba ¢ € D(V)
tiene una extension por cero a una funcion ¢ € D(U), al definir ¢(x) := ¢(x) parax € V
pero ¢(y) :=Oparay € U \ V. Entonces sop ¢ = sop ¢, asi que ¢ € D'(U). De este modo,
se define un encaje Iyy: D(V) — DU) : ¢ — ¢ que es un homeomorfismo lineal de
D(V') en su imagen. Generalmente, se escribe ¢ en vez de ¢ en D(U) y se identifica D(V)
con su imagen como subespacio de D(U).

Si § € D'(U), entonces I;’US = S o Iy,y queda en D'(V): esta es la restriccién de S
aV,escrito S|y := S o Iyy. Dicese que S se anula sobre V si S|y = 0. En otras palabras,
S se anula sobre V siy s6losi (S, ¢) = 0 para todo ¢ € D(V).

El soporte de una distribucion S € D’(U) es el complemento U \ V del mayor abierto
V en donde S se anula. [ Notese que si S se anula sobre V7 y V,, entonces S se anula sobre
V1UV,, porque cada ¢ € D(V;UV,) puede expresarse como ¢ = ¢+ ¢, donde ¢; € D(V;)
para j = 1,2.]

Ejemplo 3.20. El soporte de una distribucién regular dada por una funcién f € L (U) es
el soporte esencial de f, es decir, el complemento del mayor abierto en donde f se anula
casi por doquier.

Six € U, se sabe que u §, = u(x) 8, paratodou € C*®(U). Si K € U \ {x}, entonces
(6x,9) = ©(0) = 0 para todo ¢ € Dg; luego, 5, se anula sobre U \ {x} pero no se anula
sobre U. Por lo tanto, U \ {x} es la mayor parte abierta de U en donde §, se anula. Se

concluye que sop 6, = {x}. O
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Lema 3.21. Sea T € D'(U) donde U es un abierto en R™.
(a) Sia € N™, entonces sop(0*T) C sopT.
(b) Siu € C*®(U), entonces sop(uT) < (sopu) N (sop T).
(c) SiveC>®WU)estal que v(x) = 1 en un vecindario de sop T, entonces vl = T.

Demostracion. Ad(a): Si V C U es un abierto tal que 7|y = 0y si ¢ € D(V), entonces
3%¢ € D(V) también. Luego (0°T, ¢) = (—1)'*(T, 3%*¢) = 0. Entonces sop(d*T) € U\ V.
Como sop T es la interseccion de todos estos U \ V, se concluye que sop(d*T) C sop 7.

Ad (b): La definicién del soporte de T implica que (7, ¢) = 0 cuando sop ¢ y sop T son
disjuntos. Si¢ € D(U) es tal que sop ¢ NsopuNsop T = @, entonces que sop(¢u)Nsop T =
@ también, asi que (uT, ) = (T,ugp) = 0. Luego uT se anula sobre U \ (sopu Nsop T).

Ad(c): Sea V un abierto tal que sop7 C V € U y v(x) = 1 para todo x € V. Para
¢ € D(U), estd claro que vy € D(U) y sop(vp —¢) € U \ V, por tanto (T, vy — ¢) = 0.
Se concluye que (vT, ¢) = (T, vp) = (T, ¢) paratodo ¢ € D(U). O

Proposicion 3.22. Sea U un abierto de R™ y sea T € D'(U) una distribucion cuyo soporte
es compacto. Entonces T es de orden finito y se extiende a un funcional lineal y continuo

sobre C*®°(U).

Demostracién. Sea V- C U un abierto con sopT € V y V € U. (Esto es posible porque
sop T es compacto y U es localmente compacto). Elfjase ¥ € D(U) tal que ¥ (x) = 1 para
x € V. Entonces ¥ T = T, por el Lema 3.21(c).

Por la continuidad de 7" sobre D(U), hay C; > 0y n € N tales que

(T, )| = [(VT.9)| = (T. ¥ ¢)| = C1 psopyn (Y @) para ¢ € DU).
De la regla de Leibniz (3.13) se obtiene psopy,n (¥ 9) < DPsopyrn (V) Psopo.n (@), asi que

T, p)| < C, Psopw,n(§0) donde C; = Cypsopy,n (V).

En la dltima estimacién, n no depende de ¢ (sino solamente de sop V), asi que T es de orden
finito no mayor que 7.
Siu € C*°(U), definase
(T,u) := (T, Yyu), (3.15)

donde al lado derecho se usa el aparejamiento de D'(U) y D(U). Si por casualidad u €
D(U), es decir, si sopu es compacto, esta férmula es consecuencia de la igualdad u7 = T.
Luego, la férmula define una extension de T a un funcional lineal sobre C*°(U).
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Si uxp — 0 en el espacio de Fréchet C*°(U ), entonces 0°u; — 0 uniformemente sobre
compactos en U para todo ¢ € N™. Por la regla de Leibniz, cada 0*(yux) — 0 uniforme-
mente sobre sop ¥, asi que Yur — 0 en Doy y por ende en D(U). Luego (T, ux) — 0
cuando k — oo. En resumen: T es un funcional lineal continuo sobre C*°(U). [

Notacion. Escribase E(U) = C*®°(U). Su espacio dual se denota por £'(U) := E(U)*.

Lema 3.23. Hay una correspondencia biunivoca entre elementos de &' (U) y distribuciones
de soporte compacto sobre U.

Demostracion. La Proposicion 3.22 dice que cualquier distribucion 7' € D’(U) con soporte
compacto se extiende a un elemento de £'(U). Esta extension, también denotado por 7, es
tinica, por dos razones. Primero: el lado derecho de la férmula (3.15) no depende de . En
efecto, si y € D(U) es otra funcién de prueba tal que y = 1 en un vecindario de sop 7,
entonces ¥ — y = 0 en un vecindario de sop T, asi que (7, (¥ — y)u) = 0 para todo
u e &),y portanto (T, yu) = (T, yu).

Segundo: D(U) es un subespacio denso de E(U). De hecho, al escribir U = 1|, K,
con cada K, C K, ,, cualquier u € E(U) es un limite, en la topologia de £(U), de una
sucesion u¢y,, donde ¢, = 1 sobre K, y sopg, € K, ,. En consecuencia, cual funcional
lineal continuo sobre & (U) esta determinado por su restriccion al subespacio denso D(U).

Inversamente, cualquier elemento S € &'(U) es un funcional lineal sobre E(U) que
cumple la condicién de continuidad siguiente: hay L € U, n € N y C > 0 tales que

|S(u)] < C prn(u) paratodo u e EU).

En particular |S(¢)| < C pr.(¢) para ¢ € D(U), asi que ¢ — S(¢) es una distribucién
en U. Si g € D(U \ L), entonces ¢ se anula en un vecindario abierto de L y todas sus
derivadas 0%¢ se anulan alli también. Esto implica que pr ,(¢) = 0y por ende S(¢) = 0
para tales ¢. Luego, el soporte de la distribucién ¢ +— S(¢) cumple sop S C L. [

De la demostracién anterior, se obtiene dos aplicaciones lineales inyectivas:
DU)—E&EU) y &U)— D). (3.16)

La primera es la inclusion, porque D(U) C E(U). La otra estd dada por la restriccion
de § € &'(U) a un funcional lineal continuo sobre el subespacio denso D(U). Para cada
K € U, lainclusion Dg < E(U) es continua; por tanto, la inclusion D(U) — E(U)
también es continua. La segunda inyeccion en (3.16) es la transpuesta de la primera.

Definicion 3.24. En vista de (3.16), se puede considerar el espacio localmente convexo &'(U)
como un subespacio vectorial de D’(U). Dicese, entonces, que E'(U) es el espacio de dis-
tribuciones de soporte compacto sobre U.
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3.2 La convolucion de funciones y distribuciones

En esta secciodn, el papel de las traslaciones serd fundamental. En vez de un abierto arbitrario
U C R™, se estudiard funciones y distribuciones sobre todo R solamente. Las integrales
J(-)d™x se toman sobre todo R™, salvo mencién explicita de lo contrario.

Definicién 3.25. Si f, g: R™ — C son dos funciones continuas, su convolucion es la fun-
cién f x g: R™ — C definida por la férmula

£ xgx) = / Fe—y) g d™y = / £(2) glx —2)d™z (3.17)

toda vez que estas integrales existen para todo x € R™. Las dos integrales son iguales porque
la medida de Lebesgue es invariante bajo el cambio de variable z = x — y para cada x fijo.
La simetria de la férmula indica que f * g = g * f si al menos una de las dos existe.’

Si f y g son funciones continuas y una de ellas tiene soporte compacto, entonces las
integrales existen y definen una funcién continua f * g sobre R™.

En cambio, no es posible convolver dos funciones constantes. Por ejemplo,si f = g = 1,
el lado derecho de (3.17) serfa x > [ 1d™x = +o0 con una integral divergente.

Si f % g(x) # 0, entonces hay al menos un punto y € R™ tal que f(x —y) # 0y
g(y) #0,asique x = (x —y) + y € (sop f) + (sop g). En consecuencia,'®

sop(f *g) C (sop f)+ (sopg) si f *x g existe. (3.18)

Notacion. Si f: R™ — C es una funcidn, la férmula f (y) := f(—y) define su reflexion f
en el origen. Si 7 f(y) := f(y — x) es la traslacion por x € R™, escribase Ty f := 7y f es
decir, 7, f(y) 1= f (y —x) = f(x — ). Entonces la definicion (3.17) puede escribirse en la
forma abreviada:

fxg(x) = (txf g) = ([ 1x8).
Lema 3.26. Sean f, g,h € E(R™). Si uno de f, g tiene soporte compacto, entonces
(a) ,(f xg) =1, f xg = f * 1,8 para todo z € R™;
(b) fxgel@RM)ycond*(f xg)=0"f xg= f *x0d*g para todo a € N™,

Si dos de las funciones f, g, h tienen soportes compactos, entonces

9La férmula (3.17) también define la convolucién de otras clases de funciones. Por ejemplo, si f € L!(R™)
y g € L*®(R™), entonces la segunda integral define una funcién f x g € L (R™), que satisface la desigualdad

I *glloo = IfII11lglloo-

10Si 4, B son dos partes de un espacio vectorial, su sumaes el conjunto A+ B :={x+y:x € A, y € B}.
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(c) la siguiente formula integral es vdlida:
(fxg.h)= / f)gy) h(x +y)d™xd™y; (3.19)

(d) la convolucion es asociativa: f x (g xh) = (f xg) x h.

Demostracion. Ad (a): Este es un cdlculo inmediato.

Ad(b): Paraj =1,...,m,laférmula d;(f * g) = 9, f * g se obtiene por derivacion
debajo del signo integral. Si sop g es compacto, la primera integral en (3.17) es una integral
sobre sop g; en ese dominio, la funcién y — f(x — y) g(y) es uniformemente continua
y diferenciable con respecto a la variable x. Si sop f es compacto, la misma funcion es
uniformemente continua en el dominio compacto 7, (sop f) 4+ B(0; §), para cualquier § > 0.

Las mismas consideraciones para la segunda integral en (3.17) establecen la férmula
d;(f = g) = f *0;g. El caso general sigue por induccion sobre el orden de derivacion.

Ad (c): Un cdlculo formal indica que
(f *g.h) = / £ % () h(x) d"x = / Fx—y) g h(x)d™y d™x
- f/ Fx—y) g h(x) d"xd™y = // F() g0 hGx + y) d"x d™y.

Para justificar este célculo, basta notar que la funcién L(x, y) := f(x — y) g(y) h(x) tiene
soporte compacto en R” x R™; entonces se puede usar la continuidad uniforme de este
integrando, o bien el teorema de Fubini, para cambiar del orden de integracion.

Ad (d): La asociatividad sigue por un célculo directo: se requiere la compacidad de al
menos dos soportes para obtener la existencia de las convoluciones f x (gxh)y (f x g) = h.
Alternativamente, basta observar que, para todo ¢ € D(R™), estas dos funciones aparejadas
con ¢ dan el mismo resultado:

(f g *hp) = // F) §0) R o + v + 2)d"x d™y ™.

Dicho de otro modo: la asociatividad de la convolucion de funciones es consecuencia de la
asociatividad de la suma en R™. O]

El lema anterior muestra que la convolucién establece dos operaciones bilineales €(R™) x
DR™) — ER™) y D(R™) x E(R™) — E(R™). De la relacion (3.18), también define una
operaciéon D(R™) x D(R™) — D(R™), la cual es conjuntamente continua.
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» A continuacién, se extenderd la convolucién a una operacioén entre dos distribuciones
(toda vez que sean convolvibles), por dualidad. Hay una etapa intermedia, donde primero se
convuelve una distribucion con una funcién de prueba.

Definicion 3.27. Si T € D'(R™) y ¢ € D(R™), su convolucion 7 * ¢ es la funcion en
&(R™) definido por la férmula'!

T xp(x) :=(T.7xp) = (T(y), p(x — y)). (3.20)

En (3.9), la traslacion 7,7 fue definido por transposicion, (1T, ¢) = (T, 1—p@). De
igual manera, se puede definir:

(T,@) :=(T,¢), (BT, ¢) = (T, thp).

Fijese que % T = 1,1 en D'(R™), porque

v

(& T.¢) = (T w¢) = (T, (tp9) ) = (T 759) = (w7 ).

Proposicion 3.28. Si T € D'(R™) y si ¢, ¥ € D(R™), entonces

(a) ©,(T x¢) =1,T x¢@ =T * 1,0 paratodoz € R™;

(b) T x¢p € ER™) con d*(T x¢) =0T x¢ =T * 0% paratodo o € N™;

(c) sop(T * @) < (sopT) + (sopg); y

(d) Tx(pxy) = (T x¢)*y.
Demostracion. Ad (a): Esta identidad sigue por célculo directo:

[T % )](x) =T * p(x — 2) = (T, Tx—z¢) = (T Tx—2¢)

= (T, T—zfx¢> = (7. T, ‘EXQO) =7, T * ¢(x)
= (T, Txf—z¢> = (T» fx(fzw)v) = (T’ ‘Ex(fz(ﬂ)) =T % ‘L'ZQO(X).

Ad(b): Para j =1,...,m,laregla de la cadena muestra que

0j (Tx@)(y) = 3;(y = @(x —y)) = —9;0(x —y) = —1:(0;¢)(y) para y € R™,

" Anticipando la eventual conmutatividad de la convolucién de distribuciones, se podria definir ¢ * T por
exT(x) := (7, T, @), lo cual coincide con T *¢(x). Sin embargo, para enfatizar la aplicacién lineal ¢ +— T * ¢,
de D(R™) en E(R™), en las formulas se colocard la distribucion a la izquierda de la funcién de prueba.
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asi que

Tx09(x) = (T, 1x(9;9)) = —(T,9;(Zx¢)) = (9; T, Txp) = 9, T * p(x).

Si{eq,...,en} eslabase estandar para R™, se calcula

Txo(x+hej)—Tx*xp(x) (T, Txthe, @ — Tx) . <T Txthe; P — Tx@

0 h ; > (3.21)

La funcién de prueba al lado derecho del corchete es y — (¢(x + he; —y) —@(x —y))/h,
la cual converge a y — djp(x — y), es decir, a 75x(d;¢), cuando 7 — 0. Si K es un
compacto en R™ con sopgp C K, esta convergencia es uniforme para y € {x} — K. Por
tanto, (Txthe; ¢ — Tx9)/h — 75(0;¢) en D(R™) cuando i — 0. La continuidad de 7" sobre
D(R™) entonces implica que la fraccion (3.21) tiende a (7', 7, (d;¢)) = T * 0;¢(x) cuando
h — 0, para cada x € R™.

Un argumento similar (y mas sencillo) establece que la funcién T * ¥ es continua, para
caday € D(R™). Se concluye que la funcién 7 x¢ es continuamente diferenciable sobre R”,
cond;(T *x¢) = T *0d;¢ paracada j. Por induccién sobre el orden de derivacion, se obtiene
la suavidad de 7" * ¢ y las férmulas del enunciado, parte (b).

Ad (c): La suma puntual (sop 7') + (sop ¢) es cerrado en R™, porque sop T es cerrado
y sop ¢ es compacto.'? Para que T * ¢(x) # 0, es decir, (T, T,¢) # 0, es necesario que
(sopT) N (sopTxp) = (sopT) N ({x} —sopp) # @; luego hay y € sopT tal que x — y €
sopp,asiquex =y + (x —y) € (sopT) + (sop ¢). Por lo tanto,

{x:T x¢(x)#0} < (sopT) + (sopg).

Como el lado derecho es un conjunto cerrado, también incluye la clausura del lado izquierdo,
el cual es sop(T * ).

Ad (d): Elconjunto K := (sop ¢)+ (sop ¥) es compacto, por ser la imagen del producto
cartesiano de dos compactos (sop ¢) x (sop ¥) bajo la funcién continua (x, y) — x + y de
R?™ en R™. Entonces, para ¢ > 0, la suma

Se(0 V)(0) == Y oy — eu) & (eu)
uezm

se anula para y ¢ (sopg) + (sop ) y por ende es una suma finita. Esta S¢(¢, ) es una
suma de Riemann que converge, uniformemente sobre compactos, a la funcion ¢ * i cuando

12Para comprobar esta propiedad topolégica de la suma puntual, sean A un cerrado y K un compacto en R™.
Siz € A+ K, hay sucesiones (x,) € Ay (y,) € K tales que x, + y, — z. Por compacidad, hay una
subsucesion (yy, ) de (y,) tal que y,, — y con y € K. Entonces x,, — z — y; como limite de una sucesién
en A,sevequez —y € A,asiquez = (z—y)+ y € A+ K. Se concluye que A + K es cerrado en R™.
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¢ — 0. De hecho, como 0%(¢ * V) = 0%p * ¢ para @« € N, estas sumas de Riemann
convergen a ¢ *x Y en la topologia de Dg. Por lo tanto, para x € R se obtiene

[T * (@ x Y)](x) = (T, tx(@ *x ¥)) = (T, Txp x ¢) = 81i_1)1(1)(T, TxSe(@, ¥))

= lim<T, Z Ty—eu® 8mw(8u)>

e—0
uezm

—lin Y T xplr— ey = [ T xple =) ¥ ()"

uezm

= [(T % @) * ¥](x). O
Corolario 3.29. Si S € &'(R™) y ¢ € D(R™), entonces S * ¢ € D(R™).

Demostracion. Por la Proposicion 3.28, se sabe que S x ¢ € &'(R™) y que sop(S * ¢) €
(sopS) + (sopg). Como sop S es compacto, esta suma puntual es compacto y su parte
cerrada sop(S * ¢) también es compacta. [

La féormula (3.20) también sirve para definir la convolucién de una distribucién de soporte
compacto con una funcién suave cualquiera. Si § € &'(R™) y u € E(R™), definase

S xu(x):= (S, txu) = (S(y),u(x —y)) para x € R™.

La demostracién de la Proposicion 3.28, mutatis mutandis, muestra que S * u es un funcién
suave con sop(S * u) C (sop S) + (sopu). Ademads, si ¢ € D(R™), entonces S * (u * @) =
(S *u)*xg.

» La convolvabilidad de una distribucién y una funcién suave, si al menos uno de los so-
portes es compacto, permite emplear esta operacion para suavizar una distribucion.

Lema 3.30. Sea € D(R") tal que [y (x)d™x = 1. Definase y¢(x) := e ™y (x/¢e) para
e>0.85iT € D'(R™), entonces T * Yo — T en D'(R™) cuando ¢ |, 0.

Demostracion. Si ¢ € D(R™), fijese que T * ¢(0) = (T, ) por la Definicién 3.27. Al
cambiar ¢ <> @, se obtiene la formula qtil (T, ¢) = T * ¢(0). Entonces

(T % Vs, @) = [T 5 e % 9](0) = (T, (Vs * @) ).

Basta entonces comprobar que ¥/, *x ¢ — ¢ en D(R™) cuando ¢ | 0, para cada ¢ € D(R™).
Hay R > 0 tal que sop ¥ € B(0; R) y por ende sop ¥, € B(0; eR). Entonces

Ve * p(x) — p(x)| = ‘/ Ve(y) (p(x —y) —@(x)d™y| < |[¥li sup |o(x —y)—@(x)]

lyl<eR
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para x € R™. Como ¢ es uniformemente continua, esta estimacién muestra que ¥, * ¢ — @
uniformemente sobre R™. Al reemplazar ¢ por cualquier 0%¢, se ve que 0% (Y, x ¢) =
Ve x 0%p — 0%@ uniformemente. Para 0 < ¢ < 1, se obtiene que ¥, x ¢ — ¢ en Dg donde
K = sop¢ + B(0; R). Esto implica que ¥, * ¢ — ¢ en D(R™). [

Corolario 3.31. E(R™) es denso en D' (R™). =

Una modificacién del resultado anterior permite demostrar que, para U € R™ un abierto
cualquiera, cada T € D’ (U) es el limite de una sucesion en D(U). Como U es o-compacto,
se puede hallar una sucesion creciente de funciones no negativas yx € D(U), como en la
demostracion de la Proposicion 3.22, tales que yx T — T en D’(U). También hay nimeros
positivos g — 0 tales que (sop yx) + (sop ¥, ) C U. Como yxT es una distribucién de
soporte compacto en U, puede ser considerado como un elemento de £'(R™). Entonces la
funcién ¢ := yx T * ¥, quedaen D'(R™). No es dificil verificar que gx |y — T en D'(U)
cuando k — oo.

En sintesis, hay una cadena de inclusiones:

DU) — EU) — &' U) — D'(U),
donde cada flecha es una aplicacién lineal continua e inyectiva con imagen densa.

» La Proposicion 3.28(a) dice que la aplicacion lineal ¢ — T * ¢ conmuta con todas las
traslaciones por vectores en R™. Ademds, como se verd a continuacién, esta operacion es
continua. Un resultado importante, para no decir sorprendente, dice que cualquier operador
que conmuta con traslaciones es la convolucion por alguna distribucion.

Proposicion 3.32. (a) Si T € D'(R™), la correspondencia ¢ +— T * ¢ es una aplicacion
lineal continua de D(R™) en E(R™).

(b) Inversamente, si L € L(D(R™), E(R™)) conmuta con las traslaciones, 1, L. = Lt,

para todo z € R™, entonces hay una vnica T € D'(R™) tal que L(¢) = T * ¢ para todo
@ € D(R™).

Demostracion. Ad (a): La linealidad de ¢ +— T * ¢ es evidente. Para comprobar su con-
tinuidad, hay que mostrar que su restriccién a cualquier Dg es continua como aplicacion
lineal entre los espacios de Fréchet Dx y E(R™). En ese contexto, basta verificar que dicha
aplicacion tiene grafo cerrado, por el Teorema 2.24 (que también es valido cuando el dominio
y el codominio son espacios de Fréchet.)

Supdngase, entonces, que gx — @ en Dg yque T x o — u € E(R™). Si x € R™,
entonces Ty — Tx@ en Dk, asi que Ty — Txp en D(R™). Por lo tanto, vale

u(@) = lim T % ge(x) = lim (T, ge) = (T, lim Zugi) = (T %) = T 5 (0.

lim
k—o0
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Entonces u = T * ¢. Se concluye que ¢ — T * ¢ tiene grafo cerrado, para ¢ € Dg.

Ad (b): Definase T € D'(R™) por (T, ¢) := L(¢)(0). El lado derecho es la composi-
cion de tres operaciones continuas, ¢ — ¢ en L(D(R™)), L mismo, y u + u(0) en E(R™)*;
por tanto, define una distribucién 7.

Como L conmuta con traslaciones, cada x € R cumple

L(p)(x) = 12 L(¢)(0) = L(t—x¢)(0) = (T 7x¢) = (T, Txp) =T * ¢(x).

Luego L(¢) = T % ¢ en E(R™). La unicidad de 7 esta clara: si L(¢) = T * ¢ para
todo ¢, entonces (T — T7) * ¢ = 0 para todo ¢. Al evaluar en 0, se obtiene (T — T, ¢) =
[(T — Ty) * ¢](0) = 0 para todo ¢, asi que T — T; = 0 en D'(R™). O

» Por dltimo, hay que considerar la convolucion de dos distribuciones. Desde luego, la
existencia de dicha convolucion requiere alguna condicion sobre los soportes. Si una de las
dos distribuciones tiene soporte compacto, la convolucion debe existir. Considérese primero
el caso de tres funciones suaves f, g, h € E(R™), donde al menos dos de ellas tienen soporte
compacto. Entonces la formula (3.19) implica que

(f g h) = / £ g hix + ) d™x d™y

= / fw+2z)g(—w)h(z)d"wd™z = (f, g x h).
Informalmente: el operador f +— f * g es la transpuesta del operador i +— g * h.

Definicion 3.33. Sean 7 € D'(R™) y § € &'(R™) dos distribuciones, donde S tiene soporte
compacto. Las convoluciones S * Ty T * S son las distribuciones definidas por'?

(S« T,¢) := (S, T * ),

. ara e D(R™). (3.22)
(T % S,¢):=(T,S *x¢), P v ®™)

Obsérvese que T * pe Ry S * ¢ € D(R™), asi que los lados derechos de estas dos
asignaciones estdn bien definidos. Ademds, la aplicacion lineal ¢ — T % @ es continua, por
la Proposicién 3.32; cuya demostracion también muestra que ¢ +— S x @, para @ € Dk, tiene
grafo cerrado como aplicacion lineal de Dg en Dg_(sops). En consecuencia, ¢ — S * )
queda en L(D(R™)). Por lo tanto, los dos lados derechos de (3.22) definen distribuciones
sobre R™.

13Ha\y una definicion alternativa de S * 7', basada en la férmula (3.19), a reescribir esa féormula como
(f*xg.h) = (f ®g.h?). Aqui f ® g(x,y) := f(x)g(y) mientras h*(x, y) := h(x + y). Entonces una
definicién posible de la convolucién de dos distribuciones es (S * T,¢) := (S ® T,¢?). Sin embargo, si

0 # ¢ € D(R™), entonces p® € E(R?™) pero el soporte de ¢ no es compacto. Para un enfoque que logra
superar esta dificultad, véase el libro de Horvith, op, cit., seccién 4.9.
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El caso especial S = § merece espacial atencion. Para todo ¢ € D(R™), las igualdades
8 % p(x) = T,p(0) = @(x) implican que § * ¢ = ¢. Ademds, si T € D’(R™), entonces

v

($*T.0)=(8.Tx¢p)=Tx%¢0)=(T.¢) = (T, ).
(T %8,0) = (T, x ) = (T, 8 x ¢) = (T, @), (3.23)

asique § *x T = T x6 = T en D'(R™). En otras palabras, la delta de Dirac sirve como
elemento unidad para la operacion de convolucién.

Proposicion 3.34. Sean T € D'(R™) y S € &'(R™) dos distribuciones, donde S tiene
soporte compacto. Entonces:

(a) las dos distribuciones definidos por (3.22) coinciden, es decir, S * T =T * S;
(b) sop(S xT) < (sopS) + (sopT);

(c) sip € D(R™), entonces (S xT) x @ =S % (T *x ¢);

(d) si R € E'(R™), entonces R+ (S *xT)=(R*xS)*T;

(e) 0T = 0%5 x T para todo o« € N™;

(f) 0(S*xT)=0*S *xT =S x3*T paratodo o € N,

Demostracion. Ad (a): La demostracion del Lema 3.30 implica que ¢ * ¥, — ¢ en D(R™)
para ¢ € D(R™). Entonces las distribuciones de la forma ¢ * 1 generan un subespacio denso
de D(R™). Para comprobar que S x T = T % S, basta entonces mostrar que (S x 7T, ¢ x ) =
(T % S, * ) paratodo ¢, ¥ € D(R™). Esta igualdad sigue del calculo siguiente:

ST+ (p* ) = (S.(T x¢) xy) = (S, ¥ % (T *¢))

S*&,T*cp)=(T*¢,S*¢):(T,¢*(S*1})

T, @ % (S xy)) = (T.(S * ) x 9) = (T.S * (Y * ¢))
):

T.S % (oY) = (T %S, % y).

(S*xT,oxy) =

<l

o~ o~~~

Ad (b): Fijese que (sop S) + (sop T') es cerrado en R™, porque sop 7" es cerrado y sop S
es compacto. Si ¢ € D(R") cumple (sop¢) N ((sop S) + (sop T)) = @, entonces

(sop T) N ((sopg) — (sop §)) = (sop T) N ((sop @) + (sop $)) = @

y por ende (sop 7)) N sop(S’ x @) = @, lo cual implica que (S * T, ¢) = (T, S * ¢) = 0. Esto
a su vez implica que (sop ¢) Nsop(S *x T) = @.

89



SP-1322: Analisis Real II 3.2. La convolucién de funciones y distribuciones

Para cualquier abierto V' C R™, hay ¢ € D(R") con sopp C V. El argumento anterior
implica que si V N ((sopS) + (sopT)) = @, entonces V N sop(S * T) = @. Se concluye
que sop(S *T) C (sop S) + (sop T).

Ad(c): Siy € D(R™), la Proposicién 3.28(d) implica que

(S*T)x @, ¥) = (S* T, xy)) = (S, T (¢ * ¥))
= (S, (T*@)*y) = (S * (T *¢),¥).

Ad(d): Sig € D(R™), la parte (c) implica que

(R+(S*T),p) = (R, (SxT)*¢) = (RS * (T x9))
= (RxS,Tx¢)=((RxS)*T,q).

Ad (e): En vista de las propiedades § x ¢ = ¥ parayy € E(R™); 6« T = T de (3.23);
y la Proposicién 3.28(b); se obtiene, para cada ¢ € D(R™):

(0°T, ) = (=1)*NT, 8%) = (=1)1*UT., § x %) = (—1)I*Y(T, 3%8 * ¢)
= (T, (0%6) * @) = (T * 0%5,¢) = (0“8 * T, ).

Ad (f): Al combinar las partes (a), (d) y (e), se obtiene

(S *T)=0%x(S*T) =0 xS)*xT =3*S*xT
=0% % (T*xS)=(0% *T)*xS =0*T xS = 8§ % 9°T. O

Corolario 3.35. El espacio de Fréchet &' (R™) es un dlgebra conmutativa y asociativa bajo
convolucion. =

La convolucién sobre &'(R™) es una aplicacion bilineal, (R,S) — R % S. La de-
mostracion de la Proposicion 3.32 puede adaptarse para comprobar que R +— R x Sy
S +— R % S son continuas; es decir, la convolucién es separadamente continua. En vista
del Corolario 2.19, que también es vélido para espacios de Fréchet, la convolucion es conjun-
tamente continua. Este “producto” continuo hace de &'(R™) un 4lgebra topolégica.'*

14La aplicacién bilineal (T, S) > T * S : D'(R™) x &(R™) — D'(R™) no es conjuntamente continua.
Para formular esta afirmacién con precisién, hay que especificar la topologia sobre D’(R™) en ambos lados: en
vez de la topologia de convergencia simple usada en este capitulo, se podria usar la llamada topologia fuerte,
la de convergencia uniforme sobre partes acotadas de D(R”). Para una descripcion detallada de la continuidad
de la convolucién y la multiplicacién entre diversos espacios de funciones de prueba y distribuciones, véase:
Julian Larcher, “Multiplications and convolutions in L. Schwartz’ spaces of test functions and distributions and
their continuity”, arXiv:1209.4174, Innsbruck, 2012.
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3.3 Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

Una funcién en L?[—7, ] posee un desarrollo en una serie de Fourier, con respecto a la base
ortonormal de funciones trigonométricas u,(x) := (2mw)~/2 e/ paran € Z. (Véase el
Ejemplo 1.38.) Estas funciones trigonométricas estan definidas parat € R, como funciones
periddicas de periodo 2. Una serie de Fourier f(x) < >, _, a,u,(x) representa una
funcién periddica sobre R; hay que estudiar su convergencia y su coincidencia (o no) con la
funcién f cuyos coeficientes a, := (u, | f) determinan la serie de Fourier.

Muchas funciones no periédicas sobre R pueden expresarse como una superposicion de
las funciones u;(x) := (2)~/2¢!*, cuyo pardmetro ¢ no es necesariamente entero. Es
necesario reemplazar la serie por una integral f(x) <> [p a(?)u;(x)dt, con las considera-
ciones apropiadas sobre su convergencia. Este proceso define un operador integral a — f
entre dos clases de funciones sobre R.

Este operador, desafortunadamente, no conserva la propiedad de soporte compacto. Sera
prudente, entonces, reemplazar el espacio D(R) de las funciones de prueba por un espa-
cio de funciones mas amplio. El espacio de Schwartz S(R) de funciones declinantes, del
Ejemplo 1.16, resulta ser apropiado para el propdsito.

Lema 3.36. Las dos inclusiones D(R™) — S§(R™) — E(R™) son continuas con imdgenes
densas.

Demostracion. La topologia del espacio de Fréchet S(R™) esta definida por las seminormas
s, introducidas en (1.9):

sa(p) = sup{ |(1 + [|x|*)"0%p(x)]| : || <n, x e R™}.

Si K es un compacto en R y si ¢ € Dk, es evidente que s,(¢) < C pk.»(¢) donde
C = sup{ (1 + ||x||*)" : x € K}. Luego Dg C 8(R™) con una inclusién continua. Luego
D(R™) C §(R™) y la restriccion de esta inclusion a cada Dk es continua: por lo tanto, la
inclusion D(R™) < §(R™) es también continua.

Sig € S(R™), tomese ¥ € D(R™) tal que ¥ (x) = 1 para ||x|| < 1. El producto
@Ye(x) := @(x) ¥ (ex) queda en D(R™). La regla de Leibniz implica que

@ —p)x) = (;)e'ﬂ' 3B (x) (1 — Y (ex)),
B=<a

donde el término 38 (1 — ¥ (ex)) = 0 para todo B si ||x|| < 1/e. Luego se puede comprobar
que 5, (¢ —¢:) < C, 52(¢), donde C,, . — 0 cuando ¢ — 0. Esto implica que ¢, — ¢ enla
topologia de S(R™). Se concluye que D(R™) es denso en S(R™).
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Esté claro que S(R™) C E(R™), por la definicién de §(R™). Un argumento similar al del
parrafo anterior muestra que D(R”) es denso en £(R™); luego, S(R™) también es denso en
E(R™). Para la continuidad de esta inclusion, es suficiente notar que si ¢ € S(R™), entonces
Prn(@) < s,(¢) paracada K € R™ y cadan € N, porque las seminormas pg , determinan
la topologia de £(R™). U

Al transponer estas inclusiones, se obtiene un par de inyecciones continuas entre los es-
pacios duales:
&'(R™) — §'(R™) — D'(R™),
donde se ha escrito 8'(R™) := S(R™)* para denotar el espacio dual de S(R™). En particular,
cualquier funcional lineal continua sobre S(R™) es una distribuciéon sobre R™, aunque no
toda distribucién es de este tipo.

Definicion 3.37. Los elementos del espacio dual 8'(R™) del espacio de Schwartz se llaman
distribuciones temperadas.

Una distribuciéon 7' € D’'(R™) es temperada si y s6lo si posee una extension a un funcional
lineal continua sobre S(R™). [El teorema de Hahn y Banach no lo garantiza, porque la
topologia de D(R™) es mas fuerte que su topologia relativa como subespacio de S(R™).]

Ejemplo 3.38. Un ejemplo de una funcién de Schwartz cuyo soporte no es compacto es la
funcién gaussiana:

@o(x) := exp(—%||x||2) paratodo x € R™. (3.24)

Es evidente (por induccion sobre |« |) que cada una de sus derivadas tiene la forma d%¢y(x) =
Py(x) ¢o(x), donde P, es un polinomio de grado no mayor que |«¢|. Ademas, la funcién
(1 + [|x||*)" Py (x) @o(x) es acotada y de hecho es rapidamente decreciente, asi que @o es una
funcion declinante. Notese que sop o = R™. O

Ejemplo 3.39. La funcién suave f(x) := exp(+%||x||2) es localmente integrable; como
tal, define una distribuci6n regular sobre R™. Sin embargo, la integral [p,, f(x) ¢o(x) d™x
diverge, asi que esta distribucién no es temperada. O

Definicion 3.40. Una funciéon u: R”™ — C tiene crecimiento lento (en el infinito) si hay un
polinomio p tal que |u(x)| < |p(x)| paratodo x € R™. Sea O,7(R™) el espacio vectorial de
funciones suaves f cuyas derivadas 0*u son todas de crecimiento lento. Fijese que cualquier
polinomio queda en O, (R™) y que S(R™) C Opr (R™).

Siue Oy (R™)y e € S(R™), su producto cumple up € S(R™), por la regla de Leibniz:
I*(up) = Y gy (g)aﬂu 3%~B » implica que s, (@) < oo para todo 7.

Nétese, en particular, que e;(x) := e!** es un elemento de O 7 (R™)."

SAquit-x =t;x; + - + tymX, denota el producto escalar real (producto punto) en R”.
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Definicién 3.41. Si 4 € L'(R™), su transformada de Fourier es la funcién h: R™ — C
definida por!®

~ 1 .
Fh(t) = h(t) .= W /Rm e '"*h(x)d™x paratodo ¢ € R™. (3.25)

Lema 3.42 (Riemann y Lebesgue). Si h € L'(R™), entonces he Co(R™). La aplicacion
lineal F: h — h de LY(R™) en Co(R™) es continua.

Demostracién. Sit, — t en R™, entonces h (tx) — h (¢) por convergencia dominada, ya que
le?* *h(x)| = |h(x)| para cada k. Luego h es una funcién continua sobre R™.
Esta funcion es continua y acotada, porque

h()] < @r) "2 / e () d™x = (1))

Como e*™ = —1, al poner b := 7t /||t||? se obtiene
)= - / TR () Ay = / eI () 4
(27.[)m/2 (27T)m/2
1 it
= [ ¢ Th (e~ b)d™x = —(wh .
(2n)m/2/e h(x —b)d™x (tph)

Luego |l;(t)| < %(2n)_m/2|lh — tph||;. Fijese que b — 0 en R™ cuando ||¢|| — oo. La
condicién |ﬁ (t)] — 0 entonces es una consecuencia de la convergencia 1,7 — h en L'(R™)
cuando b — 0. Basta comprobar esa convergencia para / en el subespacio (de L!) de
funciones continuas con soporte compacto, en donde sigue por la continuidad uniforme de la
funcioén 4.

En resumen: i € L'(R™) implica que i € Co(R™), con ||h]leo < (277)™/2||1|;. Esta
ultima desigualdad establece la continuidad de / +— h. [l

Notacion. Escribase e;(x) := e!** para t,x € R™. Entonces la transformada de Fourier
(3.25) toma la forma h(t) := (27)™/?(e_;, h) donde (-, -) denota la dualidad entre L' (R™)

y L®(R™).

16No hay acuerdo universal sobre la normalizacién de esta integral. Hay tres convenios incompatibles de uso
general. (a) El convenio cldsico omite el factor (277) /2 delante de la integral, pero entonces la férmula inversa
tiene un factor de (277)™. El convenio francés omite el factor de normalizacién, pero la funcién exponencial
en la integral es e2mitx El convenio moderno, adoptado en (3.25), usa la medida de Lebesgue normalizada
(2)™™/2 d™x en todas las integrales sobre R”. En férmulas que involucran h, aparecen ciertas potencias
de 2 que difieren de un convenio a otro.
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Ejemplo 3.43. La funcién gaussiana ¢ de (3.24) coincide con su transformada de Fourier.
En efecto, en el caso m = 1, se obtiene

V21 @o(t) = / eTHX X2 gy — e_’z/Z/ e~ OHIN?/2 gy e"2/2/ 212 4y
R R Sz=t

= e‘fz/z/ e dz = e_tZ/z/ e 2 dx = V2n @o(1).
Jz=0 R

Las integrales tercera y cuarta coinciden, porque su diferencia es el limite, cuando R — oo,
de unas integrales de contorno de esta funcién sobre un contorno rectangular con vértices + R
y (£ R + it); pero estas integrales se anulan por el teorema de Cauchy, ya que z e~2°/2

es una funcién holomorfa entera.

m x2

En el caso m > 1, la integral (3.25) para ¢o(x) = [ ] j=1€77 /2 factoriza en un producto

de m integrales unidimensionales. En resumen: F¢o = ¢, en cualquier dimension. O

Notacion. Si A > 0, la dilatacién de una funcién f: R™ — C por el factor de escala A se
denota por py f(x) := f(Ax).

Lema3.44. Sig.h € L'(R™), s € R™ y X > 0, entonces:
(a) Flesh) = tsh y F(tsh) = e_sh;
(b) F(prh) = A" pyjah;
(c) F(g *h) = 27)"'2 g h en Co(R™).V

Demostracion. Ad (a): Se ve que F(esh) (1) = (2x)™/2 [ e =) p(x) d™x = h(t — ).
Ademas,

1
(27‘[)'"/2

F(rsh) (1) = —(an)m 7 / e "h(x—s)d"x = / e 7O (y)d™y = e h(1).

Ad (b): Con el cambio de variable y := Ax, se obtiene

F(pph)(t) = /e_i"xh()tx) d™x

(2m)m/2
IR
= m Qnynl?

. 1 -
/e_”'y”h(y)d’”y = 1@/2).

Ad(c): Obsérvese que g x h € LY(R™), con ||g * k|1 < |lg|l1||2]1, directamente de la
Definicién 3.25.

17Bajo el convenio cldsico o el convenio francés, esta constante (277)™/2 queda reemplazada por 1, asi que
JF es un homomorfismo que convierte convolucién en multiplicacién.
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Entonces el siguiente cdlculo es valido, por el teorema de Fubini:

Q)" F (g * (1) = / e (g % M) (x) d"x = /f IO g () h(y) d™x ™y
= /e_”'xg(x) dmx/e_”'yh(y) d™y = 2n)"g(t) h(). O

Lema 3.45. Si ¢ € S(R™), entonces ¢ € 8(R™) también. Para cada j = 1,...,m, vale
FOjp)=itj¢p y TF(xjp)=1i0;0 paratodo ¢ € SR™).
La transformacion de Fourier F es un operador lineal y continuo sobre S(R™).

Demostracion. Una integracion por partes da la primera férmula:

F(0,0) = / eI, 0(x) d™x = / i1, () d™x = i, ¢ (1),

1 1
Qm)m/2 Q)2

porque e ""*@(x) — 0 para cada ¢ cuando ||x| — oo. La segunda férmula se obtiene por

derivacion bajo el signo integral:

i d it
o 1-x dm —
Q)" ot; /e @(x)d™x E

Al combinar las dos férmulas, se obtiene, para ¢ € S(R”) y o, f € N™:

10;p(t) =

[e_i"xxjw(x) d"x.

P 0%¢ = () THAIF (B (x2p)) = (i) THA Y (‘3 )&f((aﬂ—yx“) 0 g).
y=<B 4
Por el Lema 3.42, el lado derecho es una funcién acotada sobre R™ para cada o y B. Por lo
tanto, ¢ € S(R™) también.
La topologia de S(R™) estd determinada por la familia numerable de seminormas
dk.n(¢) := max max sup Ix? 3%p(x)|.
IBI<k le|<n xerm
El dltimo célculo y la desigualdad [|/]loe < (277)™2||h||; muestran que hay una constante

Crn > 0tal que gxn(Fo) = grn(9) < Ciknqni(p). Esto establece la continuidad de
F: S(R™) — S(R™). O

» La proposicion siguiente se conoce como el teorema de inversion del andlisis de Fourier.
Ese teorema es vdlido cuando tanto 4 como / son elementos de LY(R™) y establece un
método de reconstruir la funcién original 4 a partir de su transformada h. Sin embargo, no
es facil caracterizar las funciones / tales que h e LY(R™). En vista del Lema 3.45, vale la
pena empezar con el caso facil en donde & € $(R™), de manera que todas las integrales en la
demostracion convergen.
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Proposicion 3.46. Si ¢ € S(R™), entonces F(Fp) = ¢; es decir,
1 .
p(x) = —/ et o(t)d™t paratodo x € R™. (3.26)
Qm)m’2 Jgm

En consecuencia, F € L(8(R™)) es biyectiva, con F* = 1.

Demostracion. Si ¢,y € S(R™), el teorema de Fubini muestra que

/ V(OG0 "t = / Y (p(s) dMs A

(2m)m/2
= PCE /e‘”'SW(t)w(s) d™td™s
= /@(s)w(s) d™s. (3.27)

Para A > 0, se puede sustituir ¥ +— p ¥ y 1} = A" pyy ,uﬁ en esta formula, en vista del
Lema 3.44(b). De ahi se obtiene

/ YOG d™ = A7 / J(s/0)p(s) d™s = / F(@)o(hx) d™x.

La segunda igualdad es consecuencia del cambio de variable s = Ax. Por convergencia
dominada, las integrales primera y tercera tienden, cuando A — 0, al resultado

¥(0) / §(1)d™t = ¢(0) / ) d™x.

Ahora considérese el caso especial donde v = ¢ es la funcién gaussiana de (3.24).
Como esta funcién tiene integral (277)™/2 y 1& = @ por el Ejemplo 3.43, se obtiene

1
00) = s [ oW an

Al sustituir ¢ — T_,@ y ¢ > ex@ en esta tltima férmula, usando el Lema 3.44(a); y al notar
que ¢(x) = 1—,¢(0), se obtiene (3.26).

Las primeras 4 potencias de F, evaluadas en ¢ € §(R™), son Fo = ¢; F2¢ = ¢;
Fo = (¢);y F*¢ = (¢)" = ¢. En particular, F(F3¢) = ¢, asi que F es sobreyectiva; y
Fo = Fy implica ¢ = ¥ (al aplicar F3), asi que F es inyectiva. ]

Corolario 3.47. Si ¢, ¥ € S(R™), entonces
Te*y) =" 90 vy Fey)=Qu)™"?¢x. =
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» Ya es hora de extender la transformacién de Fourier a las distribuciones (temperadas). La
formula (3.27), que dice que (¥, ) = (¥, @) para ¢, ¥ € S(R™), indica como se puede
definir esta extension, por transposicion.

Definicion 3.48. Si T € §'(R™) es una distribucion temperada, su transformada de Fourier
JT =T se define por

(FT, ) .= (T,F¢p) paratodo ¢ € S(R™).

El lado derecho es continuo en ¢ por el Lema 3.45 y asi define un elemento F7 € §'(R™).

Como espacio localmente convexo, 8'(R™) tiene la topologia de convergencia simple
sobre elementos de S(R™); con esta topologia, J es un operador lineal y continuo sobre
8’'(R™). Su cuadrado cumple

(FT. ) = (TT.T¢) = (T.T%¢) = (T.9),

asi que F2T = T. Entonces F4T = T para T € 8'(R™); en particular, F € L(8'(R™)) es
biyectiva.

Las operaciones de traslacion, derivada parcial y multiplicacion por funciones suaves en
O (R™) conservan el espacio de distribuciones temperadas. En particular, la multiplicacion
por u € 0,(R™) se define por transposicion: (uT,¢) := (T,ugp) define uT € §'(R™)
porque ¢ — ug es un operador continuo sobre S(R™).

La dilatacion de una distribucion (temperada o no) fue definida por transposicion, en la
féormula (3.11): en forma abreviada, (o7, ¢) := A7 (T, p1/1¢).

Proposicion 3.49. La transformacion de Fourier F: 8'(R™) — 8'(R™) tiene las siguientes
propiedades. Si T € §'(R™), entonces:

(a) F(esT) = T y F(zT) = e_sT para todo s € R™;
(b) F(paT) = )L_mpl/,xf para todo A > 0;
(c) 30,T) = ix‘,f y F(x;T) = ia,-? para j =1,...,m.
Demostracion. Para (a) y (b), es cuestion de transponer los resultados del Lema 3.44:

(FlesT), ) = (esT, Fp) = (T, esFp) = (T, F(1—5¢)) = (IT, 7—5¢) = (ts(IT), 9);
(F(wsT), @) = (tsT,Fp) = (T, 1—5(Fp)) = (T, F(e—sp)) = (FT, e—sp) = (e-sTT, ¢);
(F(0aT), ) = (paT, Fp) = A7 (T, p1ya(Fp)) = (T, F(prp))

= (FT, pap) = 27" {pa(FT), ¢).
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Para (c), hay que transponer los resultados del Lema 3.45:
(F(9;T). ) = (3;T.Fp) = =(T.9;(Fp)) = i(T.F(x,¢))
= l(ng,X](p) = (Z'ngjT,(Pﬁ
(F(x;T). o) = (x;T,.Fp) = (T, x;Fp) = —i(T.F(9,¢))
=—i(JT,0;9) = (i0;(TT), p). [

Ejemplo 3.50. La transformada de Fourier de la delta de Dirac es una funcion constante. En
efecto,

(F8.9) = (8.F¢) = 9(0) = (2ﬂ)_m/2/fﬂ(X)dmx = 2m)"*(1,9),

asf que F§ = (2)™™/2. O

Lema 3.51. Si T € 8'(R™) y ¢ € S(R™), la convolucion T s estd bien definida como fun-
cion suave."® Hasta una normalizacion conveniente, la transformacion de Fourier entrelaza
convolucion con multiplicacion:

F(Txy)=Qro)">Tv vy F(Ty)=Qr)™*T « .

Demostracion. La féormula (3.20) define T * v (x) := (T, Tx¥) porque 7, € S(R™) para
cada x € R™ y ¢ + 7,V es continua para la topologia de S(R™). Las afirmaciones de la
Proposicién 3.28 siguen validos en este caso; en particular, se obtiene 7' x ¥ € E(R™).

La formula siguiente sigue vdlida para T € 8'(R™) y ¢, ¥ € S(R™):

(T x v, 0) = (T. V¥ o).

De hecho, esta férmula serviria como definicion alternativa de 7" * .
El Corolario 3.47 y la relacién 321 = v ahora muestran que

(F(T % ). @) = (T ¥, Fo) = (T.Y x Fp) = (T.Fy * Fo)
= Qm)"X(T. 5 9)) = @)™ *(T .y ¢) = @0)"'*(T V. ¢).
De igual manera, se obtiene
(F(TY). ) = (Ty.Fp) = (T.y Fo) = (T.F(F*Y) Fo)
= Qu) T F(F*Y ) = Q) T . Ty x ¢)
= Q)™ (T, () * ) = Qa)™™T * . ¢). 0

18Se puede comprobar que T * ¥ € Opr(R™). De hecho, T * v pertenece al subespacio O¢ (R™) de
funciones suaves cuyas derivadas crecen del mismo orden polinomial. Para la prueba de esta afirmacidn, véase
la Proposicién 4.11.7 del libro de Horvéth, op. cit.
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Hasta ahora, se ha definido productos de (algunas) distribuciones y funciones suaves y
convoluciones de (algunas) distribuciones y funciones; pero también las convoluciones de
ciertas pares de distribuciones. Es razonable suponer, o bien proponer, que seria posible
definir por dualidad productos de algunas pares de distribuciones, de tal manera que J en-
trelace convoluciones con productos en un contexto mds amplio.

Serfa deseable, por ejemplo, definir §2, el “cuadrado” de la delta de Dirac; pero si eso
fuera posible, de inmediato habria que admitir la relacién F(§2) = (27x)~>/21 % 1. Sin
embargo, se sabe que 1 * 1 no existe: entonces §2 tampoco existe.

» La transformacion de Fourier tiene otra propiedad de gran importancia: respeta el pro-
ducto escalar de funciones sobre R y por ende define un operador unitario sobre funciones
de cuadrado integrable. Este es el topico del siguiente teorema.

Teorema 3.52 (Plancherel). La transformacion de Fourier satisface

(FY | Fp) = (¥ | @) paratodo ¢,y € S(R™). (3.28)

Por lo tanto, F define un operador unitario sobre L*>(R™).

Demostracion. Las féormulas (3.25) y (3.26), que definen Y y su transformada inversa,
muestran que el conjugado complejo de Ty es

Ty =97 =Ty = F(@)).
Al sustituir ¥ — F~1y en la férmula (3.27), se obtiene, para ¢, ¥ € S(R™):

(FY | Fo) = (T To) = (T7'9.9) = (V.9) = (¥ | ).

Es evidente que S(R™) C L2?(R™) porque cada ¢ € S(R™) es de la forma ¢(x) =:
(1 + ||x]|>)™™/2h(x) con h € Co(R™). Cada funcién de Hermite sobre R™ es un producto
de un polinomio por la gaussiana ¢y y por tanto pertenece a S(R™); luego, S(R™) es denso
en L2(R™). La férmula integral (g | #) = (g, h) identifica L2(R™) con su espacio dual, por
el isomorfismo de Riesz (Teorema 2.31). Entonces la transpuesta de la inclusion continua y
densa 8(R™) < L2(R™) es una inyeccién L?(R™) < 8'(R™). En resumen: cada elemento
de L2(R™) define una distribucién temperada. '

Para definir ¥ como operador sobre L2(R™), hay dos opciones. Es posible extender
F € L(8(R™)) por continuidad a todo L?(R™); la continuidad viene de (3.28) y la extensién
es tinica porque el dominio original de F es denso en L2(R™). La continuidad del producto

YSih e L2R™) N L. (R™)y ¢ € §(R™), las dos definiciones de (h, ¢) coinciden.

loc
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escalar implica que la relacién (3.28) sigue valida en todo L2(R™), asi que el operador ex-
tendido es unitario.

Alternativamente, se puede restringir el operador F sobre 8'(R™), de la Definicion 3.48,
al subespacio L2(R™). Sih € L>(R™)y ¢ € 8(R™), entonces

(Fh | Fo) = (Fh,Fg) = (F'h,Fe) = (h,¢) = (h | ¢),

esta vez por la Definicion 3.48. En particular, (F*Fh | ¢) = (h | ¢) para ¢ en un subespacio
denso de L?(R™). Se concluye que F*F = 1 sobre L?(R™), es decir, F es un isometria. Su
imagen es denso y completo en L?(R™), asi que F es una isometria sobreyectiva, esto es, un
operador unitario. [

3.4 Distribuciones homogéneas

Definicion 3.53. Una distribucién T € D’(R”) es homogénea de grado d si pyT = A4T
para todo A > 0. Dicho de otro modo:

AT (x), o(x)) = (T(Ax),0(x)) = A"(T(y),(y/A)) para ¢ € DR™).

Se define una distribuciéon homogénea de grado d sobre R™ \ {0} al pedir que esta férmula
se cumple para ¢ € D(R™ \ {0}).

Ejemplo 3.54. Si x € R™ \ {0}, escribase x = rw donde r := ||x|| y w := x/r € S"=L
Una funcién suave u € E(R™ \ {0}) es homogénea de grado d, es decir, u(Ax) = A%u(x), si
y s6lo si??

u(x) = r?v(w) paraalgin v e &S™).

Sid > 0, esta funcién se extiende a todo R” como funcién homogénea al definir u(0) := 0;
pero la funcién extendida no es suave en el origen.

Si —m < d < 0, no es posible asignarle un valor u(0) en el origen a esta funcién que
conserva su homogeneidad; pero u al menos define una funcién localmente integrable. O

Ejemplo 3.55. La delta de Dirac es una distribucién homogénea de grado —m. En efecto, si
A >0y¢p € D(R™), entonces

(028, 9) = A7"(8. prjag) = A7"@(0/2) = A7"9(0) = (A8, ). v

20La definicion del espacio £(S™™!) = C*®(S™!) emerge de la estructura de la esfera S™~! como variedad
diferenciable. Sus elementos son funciones suaves de cualquier sistema de coordenadas esféricas.
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Ejemplo 3.56. En dimensién m = 1, la funcién localmente integrable xi = x90(x) es
homogénea de grado d,sid > —1:

(xi,(p) :=/0 x9p(x) dx.

Si—2 < d < —1, es posible definir xi por una férmula alternativa:

: > ¢(0)
(xi, @) = / x4 (@(x) — ¢(0)) dx + / x?p(x)dx + —= .
0 1 d+1
Al considerar d como una variable compleja, la segunda féormula define una funcién mero-
morfa?' en el semiplano fd > —2, con un unico polo en d = 1. Ademads, coincide con la
funcién holomorfa en el semiplano Rd > —1 definida por la primera férmula.

Por induccion sobre n € N, se puede extender (xi, @) a una funcién meromorfa de d
en el semiplano id > —n — 1, con polos simples en —1, —2, ..., —n solamente, al sumar y

restar un polinomio de Taylor de ¢ en el origen:

1 n=1 (k) oo n—l k)
d gy [l ) k) d _ 9O
0 @) "/0 X (‘”(’“) k2=(:) ke dx+/1 ¥ (p(x)dx+]§k!(d+k+ D’

La férmula (Ax)?4 = )dei es valido para d > —1 y los dos lados son holomorfas en d
donde estan definidas. Luego su validez se conserva en el plano perforado C \ (—N*), por

continuaciéon meromorfa. Entonces xi es una distribucion homogénea de grado d, toda vez

qued ¢ {—1,-2,-3,...}. O

Definicion 3.57. Si U es un abiertoen R” ysi xq € U,sea S € D'(U\{xo}) una distribucion.
Dicese que una distribucion 7 € D’(U) es una extension o una regularizacion de S si
T|u\{xor = S. Es decir: T extiende S si (T, ¢) = (S, ¢) toda vez que sopp C U \ {xo}.

Un problema importante en algunas aplicaciones® es la extensién de una distribucién ho-
mogénea sobre R” \ {0} a todo R™. Se presentan dos dificultades: la extension generalmente
no es unica; tampoco es homogénea.

21'Una funcién compleja es meromorfa si es holomorfa en una regién abierta de C, salvo por singularidades
aisladas que son polos (no se admiten singularidades esenciales). Si x > 0, se define x¢ := exp(d log x); esta
es una funcién holomorfa entera de d en los integrandos.

22En la teorfa cuantica de campos, abundan los cilculos de ciertas integrales divergentes que dan lugar a
resultados finitos después de restarles ciertos “contratérminos”. Un enfoque alternativo, llamado la feoria de
perturbacion causal, evita las divergencias mediante un algoritmo inductivo de extensién de distribuciones.
Este enfoque fue propuesto en el articulo: Henri Epstein y Vladimir Glaser, “The role of locality in perturbation
theory”, Annales de I’Institut Henri Poincaré A 19 (1973), 211-295.
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Ejemplo 3.58. La funcién x ' := x~'6(x) no es localmente integrable sobre R, pero si es
localmente integrable sobre R \ {0}. Fijese que

(xll,w):/w@dx si sopg C R\ {0},
0

pero esta integral seria divergente si ¢ € D(R) con ¢(0) # 0. Para aislar el comportamiento
singular, escribase ¢(x) = ¢(0) + x ¥ (x) donde { € D(R); entonces, si 0 < ¢ < 1, vale

lo%s) 1 O o0
/g —‘pix) dx =[8 (?w(x)) dx—i—/; —‘”ix) dx
1 [ele]
=—<p(0)10g8+/€ W(x)dx—l—/; — dx.

Al dejar ¢ — 0, el término —@(0) log ¢ diverge, pero las dos integrales convergen. Su limite
es la llamada parte finita de Hadamard de la integral divergente:

prooowdx = /Ol—w(x)—cp(O) dx+/1oo@dx_

X X X
Una posible extensién de x;' a D'(R) es la pseudofuncion Pf(0(x)/x) definido por

(PEO()/x). 9(x)) = Fp / o) .

0

Esta distribucion no es homogénea de grado —1. En efecto, si A > 0, entonces

* A
(o2 PEOG) (). 0)) = 3 PEOC0) 10, pe/20) = 1 P [ 2072 ay

y
1 1/A _ [e%e}
_ _f ¢(x) —¢(0) dx+l/ px)
A. 0 X k 1/A X
1 00 1 1/A
=—Fp/ —¢(x)dx——/ @dx
)\, 0 X A. 1 X

= A" HPf(O(x)/x), p(x)) + A7 log A ¢(0).
Por lo tanto, vale
oa PE(B(x)/x) = A7 PR(O(x)/x) + A" log A 6. (3.29)

Esto muestra la inhomogeneidad de Pf(6(x)/x), debido al “término extra” proporcional a
A llogA. O
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Para regularizar x" = x™"60(x) conn > 1, es cuestién de remover la parte singular de
la integral fooo x"@(x) dx, al restar de ¢(x) un polinomio de Taylor de grado n — 1:

e 1 nzl ) o0
(PE(O(x)/x"), @) := FP/ %jf) dx = /0 ((p(x) — Z ¢ (0) xk)d_x + / ¢(x) dx.
0 h .

k! x" xn
=0

Un procedimiento similar al calculo del Ejemplo 3.58 muestra que

(—1)"!

A" log A 87V,
-1~ 8

pa PEO(x)/x") = A7 PRO(x) /x") +

Ejemplo 3.59. En R™ \ {0} con m > 1, la funcién radial ¢ (es decir, x — |x||¢) es una
funcién homogénea de grado d si d > 0, con una extension trivial a R™. Si —n < d < 0,
esta funcion es localmente integrable en R™ y asi se extiende a una distribucién regular
homogénea de grado d.

Si o denota la forma de volumen sobre la esfera S™~!, definida por el cambio de variable
X = rw mediante d"x =: r™ !'drdo(w), entonces a cada ¢ € D(R™) se le asocia la
funcién de una variable

o(r) = /S B p(rw)do(w).
Fijese que ¢ € D(0, o0) cuando ¢ € D(R™ \ {0}). Entonces

/rdw(x)dmxzf rdtm=1Gr) dr,

0

asf que esta férmula permite extender ¢ a todo R™ mediante (ri, Q) = (xffrm_l, 7). Si
d = —m —k conk € N, el lado derecho se define como (Pf(8(x)/x**1), ¢(x)).
La distribucién extendida r;m_k no es homogénea, porque
k k
-m—k _ y—m—k .—m—k =1 —m—k %8
PAT =A ry + A QA logkm,
donde Q,, = g1 do(w) = 27™/2/ T (m/2) es el volumen de la esfera S™ 1. O

Definicion 3.60. Una distribuciéon T € D’(R™) es homogénea asociada de grado d y de
orden k si

m
(E—d)*'T =0, donde E := ij d; es el operador de Euler.

j=1
Si ¢(x) = ¥ (r) es una funcién radial, entonces E¢@(x) = r dy/0r.

Es un ejercicio comprobar que r;m_k es homogénea asociada de grado —m y de orden k.
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3.5 Ejercicios sobre distribuciones y transformadas de Fourier

Ejercicio 3.1. (a) Si 0 < r < s, demostrar que hay una funcién de prueba ¢ € D(R™) tal
que ¢(x) > 0 para todo x; ¢(x) = 1 parax € B(0;r);y ¢(y) = O para y ¢ B(0;s).

[ Indicacion: Hay un elemento y > 0 en D(R) con soporte en [r,s] y frs x(t)dt = 1.
Coloquese n(u) := f: x(t)dt ytomese ¢(x) := n(||x|).1

(b) Si U es un abierto en R™ y si K es una parte compacta de U, demostrar que hay un
abierto V' C U y una funcién de prueba € D(U) talesque K € V,V € U,sopy¥ C V' y
Y(x) = 1parax € K.

[ Indicacién: Por su compacidad, es posible cubrir K por un nimero finito de bolas de
cierto radio € > 0, cuya union esta incluida en U. |

Ejercicio 3.2. (a) Demostrar que (log|x|)’ = Pf(1/x) como derivada distribucional de
primer orden en D’(R).

(b) Calcular la segunda derivada distribucional 7" de las siguientes distribuciones regu-
lares: e ™! sen |x|, g(x); donde

1 six >1,
gx):=q9x si—-1=<x<1,

-1 six <-1,

Ejercicio 3.3. (a) Sea 1 € L'(R™) una funcién tal que A(x) > 0 para todo x € R™ y

Jgm h(x)dx = 1. Definase h,(x) := ¢ "h(x/e) para ¢ > 0. Demostrar que h, — §

en D'(R™) cuando ¢ — 0.  [Indicacion: ¢(x) = ¢(x) — ¢(0) + ¢(0), si ¢ € D(R™).]
(b) Demostrar la formula de Breit y Wigner:

. & /
gl—rf(l))ﬂ—_|_g2_n8 en@(R)

(c) Demostrar las férmulas de Sokhotski y Plemelj:>

lim -
elo x ie

1
= Find+ Pf(—) en D'(R).
X

[ Indicacion: Considerar las partes real e imaginaria de 1/(x £+ ig). Si ¢ € D(R), sea
@1(x) := (¢p(x) — @(—x))/x para x # 0; verificar que ¢; € L'(R).]

23En libros de fisica, estas férmulas se escriben con el formato: 1/(x & i0) = Fix § + Pf(1/x).
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Ejercicio 3.4. (a) Comprobar que la suma infinita ), _, §(x — n) converge en D’(R). (Esta
distribucién es el peine de Dirac.)

(b) Demostrar que la serie T := Y, .y 8™ (x — n) también converge en D'(R) y que T
es una distribucion de orden oco.

Ejercicio 3.5. Si (a,b) C R es un intervalo abierto en la recta real y si T € D’(a,b),
demostrar que (T — 74, T)/h — T’ en D'(a, b) cuando h — 0.

Ejercicio 3.6. (a) Si ¢ € D(R), demostrar que ¢ = v’ es la derivada de otra funcién de
prueba ¥ € D(R) siy sélosi [ ¢(x)dx = 0.

(b) Si S € D'(R) cumple S = 0, demostrar que S es la distribucion regular dada por
una funcion constante. [ Indicacién: Témese algin y € D(R) tal que [ x(x)dx =1y
evaluar (7T, ¢ — ay) donde a es una constante apropiada. |

(c)Si T € D'(R) cumple T®*D = 0, demostrar que 7 es un polinomio de grado no
mayor que 7.

Ejercicio 3.7. Demostrar que cualquier distribucion de soporte compacto tiene orden finito.
Ejercicio 3.8. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes, para 7 € D'(R):
(@) x"*'T = 0en D'(R);
by T = ZZ=O cr 00§ para algunas constantes cg, 1, ...,c, € C.

[ Indicacién: Comprobar que en los dos casos sop 7T = {0}. El teorema de Taylor expresa
¢ € D(R) en la forma

W)
o) = 0

k=0

Xk + xn-l-lw(x)’

donde ¢ € E(R).]

Ejercicio 3.9. (a) Si f, g € L'(R™), demostrar f g € L'(R™)con || fxg|l1 < | fll1lgll:-
b)Si f € LYR™)yg € LP(R™)con 1 < p < oo, demostrar f x g € L?(R™) con
If =gy <1/ 1llgllp
[ Indicacion: Considerar { f * g, h) para una funcién 4 conveniente. |
©SifelL?R")yge LI{(R™)conl < p <oo,q=p/(p—1),demostrar f * g es
uniformemente continua y acotada sobre R™, con || f * glloc < | fll5llg]l4-
[ Indicacién: Se puede suponer que ||z, f — f||, — 0 cuando b — 0, por el argumento
de la demostracion del Lema 3.42. |
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Ejercicio 3.10. (a) Demostrar que la reflexién ¢ +— ¢ y la traslacién ¢ — ¢, para b € R™
fijo, son operadores lineales continuas sobre D(R™).
[ Indicacién: Para cada K € R™, mostrar su continuidad en £L(Dg, D(R™)). ]

(b) Demostrar que la reflexién ¢ — ¢ y la traslacién ¢ — ¢, para b € R™ fijo, son
operadores lineales continuas sobre §(R™).

[ Indicacién: Demostrar y usar la desigualdad 1 + ||x||*> < 2(1 + [y |)) (A + ||y — x||?),
parax,y € R™.]

Ejercicio 3.11. Sia € R™, comprobar que 6, * ¢ = 1,0y 6, * T = t,T para g € D(R™)
y T € D'(R™).
Demostrar ademds que &, * 8, = 8,45 paraa,b € R™.

Ejercicio 3.12. Verificar que la funcién x + (1+ ||x||?)™™ es integrable sobre R™. Concluir
que S(R™) ¢ LY(R™). ;(Es cierto que S(R™) C L?(R™) para todo p > 1?

Ejercicio 3.13. (a) Sia > 0, comprobar que la funcién /(x) := e~**! es integrable sobre R.

Verificar la formula
A~ 1 2a
h(t) = — .
2 a? + t?

Verificar que hell (R) también. ;Cudl es la transformada de Fourier de h?

(b) Si C := |41, 1a funcién C '/ es la densidad de Cauchy de la teorfa de probabili-
dad. La esperanza E(X) := C~! [g th(t) dt de una variable aleatoria X con esta densidad
no existe (la férmula es invélida, porque ¢/ (¢) no es integrable). ;Cémo se puede comprobar
esta propiedad, a la luz de la transformacién de Fourier?

o *  dx :
Ejercicio 3.14. Calcular ——  — mediante el teorema de Plancherel.
oo (1 + x2)2
Ejercicio 3.15. (a) Sea ¢ € D(R). La parte finita (de Hadamard) de la integral divergente
I3 x7320(x) dx se defi I limi
0 ¢(x) dx se define como el limite

Colx) 2¢(0) > o(x)
Fp/o de .—181%1(— NG -I—fe mdx).

La pseudofuncion Pf(x3/20(x)) esla T € D'(R) dada por (T, ¢) := Fp [;° x~3/2¢p(x) dx.
Demostrar que la funcién x~1/26(x) es localmente integrable sobre R y que la distribu-
cién regular xjrl/ % dada por esta funcién tiene derivada distribucional —% Pf(x~3/26(x)).

(b) Sea (log x)+ la distribucién regular definida por la funcién 6(x)log x. Comprobar
que su derivada distribucional es Pf(6(x)/x).
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Ejercicio 3.16. Sid € R cumple d > —n — 1 pero d ¢ {—1,—2,...,—n}, definase la
distribucién xi € D'(R) por sustraccion de un polinomio de Taylor, mediante la férmula:

1 n—1 (k) 00 n—1 k)
4 g)yi= [ (o) -3 O k) d y O
(x—i-’ (p> - L X ((p(x) ~ k' X dx +\/; X (/)(x) dx + = k'(d _|_ k _I_ 1) )

Verificar que xf_ es homogénea de grado d, es decir, que p;, (xj’f_) = /\dxf_ para todo A > 0.

Ejercicio 3.17. (a) Sea E := 27’:1 x; 0; el operador de Euler en R™. Demostrar que
una funcion diferenciable f: R™ — C es homogénea de grado d si y sélo si Ef = df.
[ Indicacién: Calcular 0/0¢];—¢ de f(e'x).]

(b) Demostrar que una distribuciéon 7 € D’(R™) es homogénea de grado d si y sélo si
(E—d)T =0. [Indicacion: Calcular d/0t|;—¢ de {pe: T, ¢). |

Ejercicio 3.18. (a) Si T € 8'(R™) es una distribucion temperada homogénea de grado d,
demostrar que su transformada de Fourier 7 es una distribuciéon temperada homogénea de
grado —(m + d).

b)Si—m<d < —%m, demostrar que
F(r!) = Cpa r "

para alguna constante C,, 4. Comprobar la validez de esta férmula para —%m <d <0
también. [ Indicacién: inversién de Fourier [. (También vale para d = —%m, COMO un caso
limite.)

(c)* Calcular el valor de la constante Cy, 4.
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4 Operadores y Teoria Espectral

4.1 Algebras de Banach

Si H es un espacio de Hilbert, los operadores acotados forman un espacio de Banach £(H )
que ademds es un dlgebra: la composicion usual de operadores es un producto asociativo
que también es una aplicacién bilineal continua. Este es un ejemplo tipico de un dlgebra de
Banach. Los operadores acotados invertibles forman el conjunto de elementos invertibles en
esta dlgebra de Banach.

Por otra parte, el espacio C(K) de funciones continuas sobre un conjunto compacto K es
un 4lgebra de Banach conmutativa con el producto usual de funciones. Toda la informacién
acerca del espacio topoldgico K puede extraerse del estudio de esta dlgebra C(K). Desde
ese punto de vista, el dlgebra no conmutativa £(H ) puede considerarse como una especie de

dlgebra de coordenadas de un espacio topoldgico no conmutativo.'

Definicion 4.1. Un algebra de Banach es un espacio de Banach 4 que posee un producto
bilineal y asociativo A x A — A : (x, y) — xy tal que

lxyll = Xl Iyl paratodo x,y € A. (4.1)

Si A posee un elemento unidad 1 tal que ||1]] = 1, el dlgebra de Banach A es unital.”

La relacion (4.1) implica que el producto es una operacion continua sobre A. En efecto,
six, = Xy y, — yen A, entonces | y,|| — || y por tanto la sucesion positiva de las
normas ||y, || es acotada; en consecuencia, cuando n — oo,

1%nyn = x|l < Xnyn = xynll + Xy = 2¥[l < [0 = x [ [yl + %1 {Iyn = 1| = 0.

Ejemplo 4.2. Si H es un espacio de Hilbert, el espacio £(H ) con la composicién de opera-
dores es un dlgebra de Banach unital. Para verificar (4.1), es suficiente notar que

IST| = sup [STx[l < sup [[S|[Tx] = [SIIT]. v

lxll<1 xll<1

'La correspondencia K <> C(K) da lugar a un funtor (contravariante) entre los espacios topolégicos com-
pactos (de Hausdorff) y ciertas dlgebras de Banach conmutativas. Este es un resultado fundamental de Guelfand
y Naimark, en un articulo que se considera un punto de partida de la llamada geometria no conmutativa: Israel
M. Guelfand y Mark A. Naimark, “On the embedding of normed rings into the ring of operators in Hilbert
space”, Matematicheskii Sbornik 12 (1943), 197-213.

2El simbolo 1 denotari el elemento unidad de A y también la unidad numérica de C: el contexto indicar4
cudl es cudl.
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Ejemplo 4.3. Si K es un espacio topoldgico compacto, C(K) con el producto puntual de fun-
ciones es un dlgebra de Banach conmutativa, cuyo elemento unidad es la funcién constante
de valor 1:

Ifglloo = tsgllglf(t)g(t)l < sup [f(s) @) = [/ lloollglloo- V

s,teK

Ejemplo 4.4. Si X es un espacio topoldgico localmente compacto pero no compacto, Co(X)
con el producto puntual de funciones es un dlgebra conmutativa de Banach no unital. O

Ejemplo 4.5. El espacio de sucesiones £' es un dlgebra de Banach bajo el producto de
Cauchy de sucesiones: (X * ), := Yt _o Xk Vn—k- O

Ejemplo 4.6. El espacio L!(R™) es un dlgebra de Banach bajo la convolucién de funciones
integrables, porque || f * ||y < || f|l1/|#]|1. Esta dlgebra de Banach no es unital, porque la
relacién distribucional § * f = f % § = f muestra que ningin elemento de L!(R™) puede
ser la unidad. O

Lema 4.7. Cualquier dlgebra de Banach A es isomorfo a un ideal de codimension uno en un
dlgebra de Banach unital.

Demostracion. Definase AT := A x C, con producto y norma definidos por

(0, Ao ) i= (ux + Ay +xy, A, 1G] = lx]l + (AL

Este producto es bilineal y asociativo, con elemento unidad (1, 0). Ademas, vale

[ D | = lrx + Ay + xyll + [Apl = (Ixl+ AD) (1 + .1).

asi que A7 es un 4lgebra de Banach. Estd claro que {(x,0) : x € A} esunidealen AT y
que x — (x,0) es una isometria lineal que preserva productos. [l

Si el dlgebra de Banach A ya es unital, hay un isomorfismo de dlgebras AT ~ A & C
dada por (x,A) — (x — A1, A).

Ejemplo 4.8. Si A = Cy(X) con X localmente compacto pero no compacto, la compacti-
ficacién de un punto de X es el compacto X := X W {oo}. EI isomorfismo usual entre
Co(X)y{f € C(XT): f(c0) = 0} entrelaza los productos puntuales; al identificar C con
las funciones constantes sobre X, se ve que AT ~ C(X ™). O

Ejemplo 4.9. Sea A = L!(R™), un dlgebra de Banach no unital. La delta de Dirac § es la
unidad para convolucién. En este caso, AT ~ L!(R) @ C §; este es un isomorfismo lineal
pero no multiplicativo. O
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» En adelante, todas las dlgebras de Banach que aparecen serdn unitales. El grupo de ele-
mentos invertibles de A sera denotado por A*. Desde luego, 1 € A*. A continuacién, se
verd que A* incluye un vecindario de 1, debido a las propiedades de series geométricas en
algebras de Banach.

Proposicion 4.10. Sea A un dlgebra de Banach unital. El grupo A* de elementos invertibles
es abierto en A e incluye la bola abierta {x € A : |1 — x| < 1}.

Demostracion. Si y € A con ||y|| < 1y sim > n, la desigualdad triangular y la propie-
dad (4.1) implican que?

= - = Iyl"
> Y= =D IIyII"f—l_|| i
k=n k=n k=n y

Entonces, las sumas parciales de Y po, y* forman una sucesién de Cauchy en A; esta serie
geométrica converge en A.

Témese x € A con |1 — x|| < 1. La serie geométrica Y pe,(1 — x)* converge a algiin
z € A. Con la notacion z,, := ZZZO(I — x)k, se ve que z, — z en A. Entonces

xz=z—(1—-x)z=z—1lim (1 —x)z,) =z — lim (2,41 — 1) =1,
n—>o00 n—00

zx=z—z(1—-x)=z— lim(z,(1—x)) =z— lim (z,41 — 1) =1,

asi que x € AX con x~!1 = Y72 (1 — x)k.
Mis generalmente, si y € A*, témese x € A con ||x — y|| < 1/|y~!||. Entonces

1

Iy =1 = fx=ylly™ <L Iy x =1 =y ix =yl <1,

asi que hay u,v € A con xy~'u = 1 yvy~!x = 1, por el parrafo anterior. Luego, x tiene
una inversa a la derecha y una inversa a la izquierda, que necesariamente coinciden; es decir,
x es invertible en A, con y~'u = vy~! = x~!. Esto dice que A* incluye la bola abierta

B(y; 1/y~! ||) toda vez que y € A*. Se concluye que A* es abierto en A. O

En el grupo A, la inversién x — x~! es continua. De hecho, un resultado mds fuerte es
valido: esta funcién es diferenciable.

Definicion 4.11. Sean £ y F dos espacios de Banach; sea U un abierto en E. Una funcién
f:U — F es diferenciable (en el sentido de Fréchet)* en un punto x € U, si existe

3 Aqui se emplea el convenio y° := 1siy # Oen A.

“Hay otras definiciones posibles de diferenciabilidad en espacios normados. Dicese que f es diferenciable
en x en el sentido de Gdteaux si para cada u € E, la derivada direccional limy,_.o(f(x + hu) — f(x))/ h existe.
Si f es diferenciable en el sentido de Fréchet, este limite existe y depende lineal y continuamente de u.
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T € L(E, F) tal que, paratodo e > Ohay § = §(¢) > Ocon B(x;8) C Uy
vl <8 = [If(x+v) = f(x) =T <elvl.

Se escribe df (x) := T. Si f es diferenciable en cada x € U, lafunciéndf : U — L(E, F)
es su derivada.

Obsérvese que si S € L(E, F) es lineal y continua, entonces S es automdticamente
diferenciable en E, con dS(x) = S paratodo x € E.

Si f es diferenciable en x, ||v]| < §(¢) = || f(x +v)— f(x)| < (|T| + &)|v|, asi
que f es continua en x: una funcién diferenciable es automaticamente continua.

Si V un abierto en F tal que f(U) C V,ysig: V — G es otra funcion diferenciable
con valores en un espacio de Banach G, es facil comprobar la regla de la cadena que dice
que d(g o f)(x) = dg(f(x)) o df (x). Fijese que df (x) € L(E. F), dg(f(x)) € L(F.G),
d(go f)(x) e L(E,G).

En el caso especial (importante) E = C, el teorema de Cauchy y Goursat muestra que
toda funcién diferenciable en U es una funcién holomorfa, con valores vectoriales en F'.
Los teoremas de la teoria de una variable compleja siguen validos para tales funciones; es
cuestion de reemplazar el valor absoluto en C por la norma de F en los lugares apropiados.
En particular, las férmulas integrales de Cauchy, el teorema de Liouville, los integrales de
contorno y los desarrollos de Taylor y de Laurent conservan su validez, mutatis mutandis,

para funciones holomorfas con valores vectoriales.
Proposicion 4.12. Sea A un dlgebra de Banach unital. La inversion h: A* — A* : x > x !

es diferenciable (y por ende continua), con dh(x): z — —x"'zx~! para x € A%, z € A.

Demostracion. En primer lugar, resulta que dh(1) = —1 € L(A), porque

S (o)t Zn k= 1 ” - <elol
k=2

I(+v)" =1+v] = |(1+v) " =1 -v)| =

toda vez que ||v|| < 6 :=¢/(1 + &).

Six € A%, escribase y = x~!; definase los operadores de multiplicacién Ly, Ry, € L£(A)
por L,(z) := yz, Ry(z) := zy. Fijeseque L,oho R, = h,envistade que L, (h(R,(z))) =
Ly(h(zx™1) = L,(xz7") = z7!. Laregla de la cadena entonces muestra que

dh(x) = Lyodh(Ry(x))oR, =Lyo(=1)oR, =—LyoR,:zr —x"'zx~'. [

» El concepto fundamental de la teoria de dlgebras de Banach es el espectro de un elemento.
(Este término tiene su origen en la fisica atomica, donde significa un conjunto de frecuencias
de lineas de absorcion en una banda de luz.)
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Definicion 4.13. Sea A un dlgebra de Banach unital. El espectro sp(x) C C de x € A se
define como

sp(x) :={AeC:(AM —x) 'noexiste} ={A eC: (Al —x) ¢ A*}.

En particular, si H es un espacio de Hilbert, el espectro del operador 7" € L(H) es el
conjunto de escalares A € C tales que A1 — 7" no es invertible en £L(H ).

Ejemplo4.14. Si A = C™" ~ L(C")y T € A, lamatriz Al — T no es invertible si y sélo
sidet (Al — T)) = 0. En este caso, sp(7T) es el conjunto de los autovalores de 7. O

Ejemplo 4.15. Si A = C(K) con K compacto, entonces g € A™ siy sélo si la funcién g no
se anula en K, porque el inverso puntual de g es su reciproco x +— 1/g(x). Si f € C(K), la
funcién (A1 — f): x = A — f(x) no es invertible si y s6lo si A = f(x) para algin x € K.
En este caso, sp( f) coincide con la imagen f(K) C C.

Este ejemplo deja ver que cualquier compacto K € C es un posible espectro: basta tomar
A=C(K)y f(A) = Aen A, paraque sp(f) = K. O

Un teorema del dlgebra lineal finitodimensional dice que cada matriz compleja posee al
menos un autovalor complejo. (Obsérvese que el resultado es valido porque C es algebraica-
mente cerrado: hay matrices en M, (R) que no poseen autovalores reales.) Este teorema sigue
valido para 4lgebras de Banach (complejas): el espectro de un elemento no puede ser vacio.

Proposicion 4.16 (Guelfand). Sea A un dlgebra de Banach unital. Si x € A, entonces sp(x)
es compacto en C y no es vacio.

Demostracion. Si A € C con |A| > ||x]||, entonces ||x/A| < 1; por la Proposicién 4.10,
(1 —x/A) es invertible, y luego (A1 —x) = A(1 — x/A) € A*. Esto muestra que

sp(x) € {A € C:[A] < x|} (4.2)

Definase f,: C \ sp(x) — A : A — (Al — x)7!; esta f, es continua, por ser la
composicién de las funciones continuas A +— (Al — x) y z — z~!. Luego C \ sp(x) =
f71(AX) es abierto en C, asi que sp(x) es cerrado. También es acotado por (4.2); por el
teorema de Heine y Borel, sp(x) es compacto en C.

La funcién f, es diferenciable por la regla de la cadena, en vista de la Proposicion 4.12.
Luego fy es holomorfa en C \ sp(x). En laregién |A| > ||x| posee un desarrollo de Laurent:

1 -1 xk
£y =1(1-3) :;;,jﬂ.
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Por lo tanto, para |A| > || x]||,

B — [lx|* 1
g k+1
A Vo |A] = [lx]|

— 0 cuando A — oo. (4.3)

TXED>
k=0

Si sp(x) fuera vacio, f, seria una funcién holomorfa entera (con valores vectoriales), acotada
en el disco { A : |A| < ||x|| + 1} por su supremo alli, y acotada fuera de este disco por 1,
debido a (4.3). Por el teorema de Liouville, f seria constante; pero, en vista de (4.3), este
valor constante seria 0, el cual no pertenece a A*. Se concluye que sp(x) # @. ]

Corolario 4.17 (Guelfand y Mazur). Si el dlgebra de Banach A es un dlgebra de division (o
un cuerpo), entonces A >~ C.

Demostracion. Si x € A, hay un nimero complejo A € sp(x), porque sp(x) # @. Entonces
Al — x = 0, porque el tnico elemento no invertible de A es 0. Por lo tanto, A = C 1. O]

Definicion 4.18. Sea A un algebra de Banach unital. El radio espectral de x € A es
r(x) :=sup{|A| : A € sp(x) }.
La relacion (4.2) muestra que 7 (x) < ||x]||.

Proposicion 4.19. Sea A un dlgebra de Banach unital. El radio espectral de x € A estd
dado por la formula
r(x) = lim ||x"|/".
n—>oo

Demostracion. La serie de Laurent de fx(1) := (Al — x)~!, definida inicialmente en el
anillo abierto {A € C : |A| > | x| }, converge en el anillo {1 € C : |A| > r(x) }, donde
fx estd definida y es holomorfa. Si R es el radio de convergencia de la serie de potencias
¢ Y pe Xk £+, entonces lim sup,_, o, |x" ||/ = R™! < r(x).

Obsérvese que A € sp(x) =—> A" € sp(x”) paran € N*, en vista de la identidad
AT —x" = Al —x) A" L+ A" 2 4 AXT2 X,
que muestra que (Al — x) tendria un inverso si (A”1 — x™) fuera invertible. Entonces
Aesp(x) = |A"| < ||x"| paratodon e N = |A| < linrgg}fﬂxnﬂl/”.

En resumen, vale lim sup,, || x" ||/ < r(x) < liminf, ||x"||}/". Por lo tanto, lim,,_, s || X" ||}/"

existe y coincide con r(x). O
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1
Ejemplo 4.20. En A = M,(C) = £(C?), la matriz x = (8 O) cumple ||x|| = 1 pero

sp(x) = {0}, asi que r(x) = 0 < |x|. Obviamente, vale ||x"||1/”

generalmente, vale r(y) = 0 si y es una matriz nilpotente.
En cambio, si x € M, (C) = L(C") es una matriz diagonal con autovalores Ay, ..., A,,
entonces r(x) = || x|| = max; |A;]. O

= O paran > 2. Mas

» Hay una clase de dlgebras de Banach de particular importancia, debido al buen com-
portamiento de los espectros de sus elementos. Estas dlgebras poseen una involucion y sus
normas cumplen una propiedad sencilla pero fundamental.

Definicion 4.21. Una involucién isométrica en un algebra de Banach A es una aplicacion
X — x*de Aen A que es:

o semilineal: (ax + By)* = ax* + By*;
o antihomomorfica: (xy)* = y*x*;
o involutiva: (x*)* = x;

o e isométrica: || x*|| = ||x|.

Si A posee una involucion isométrica, dicese que A es un dlgebra de Banach involutiva.
Una C *-algebra es un dlgebra de Banach involutiva que ademds satisface:

|x*x|| = ||x||* paratodo x € A. (4.4)

Un elemento x en una C *-dlgebra es normal si x*x = xx*; es autoadjunto si x* = x.

Ejemplo 4.22. Si K es compacto, C(K) es un dlgebra de Banach involutiva bajo conjugacion
compleja, f*(x) := f(x). Ademas, cada f € C(K) satisface

1f* flloo = sup{ | f(x) f(x)] : x € K} = sup{[f(x)]":x € K} = || fI|%
asi que C(K) es una C*-dlgebra unital y conmutativa. O

Ejemplo 4.23. El algebra de Banach L!(IR™), bajo convolucién, posee una involucién iso-
métrica dada por h*(x) := h(—x). Esta dlgebra de Banach involutiva es conmutativa pero
no es una C*-dlgebra: aunque ||h* * h|; < ||h||? en general, es ficil encontrar elementos
h € L'(R™) para los cuales esta desigualdad es estricta. O
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Ejemplo 4.24. Si H es un espacio de Hilbert, la correspondencia 7+ T es una involu-
ci6én isométrica sobre L(H). Esta es una C *-dlgebra, unital pero no conmutativa, por las
igualdades:

IT*T|| = sup{ |{x | T*Tx)| : x|l < 1} = sup{[{Tx | Tx)]| : [lx|| < 1}
=sup{ [Tx]*: x| = 1} = [IT|*. (4.5)

La siguiente Proposicion justifica la primera de estas igualdades. O

Proposicion 4.25. Sea H un espacio de Hilbert y sea T € L(H) un operador acotado
autoadjunto, es decir, T* = T. Su norma satisface la relacion

1T = sup [{x | Tx)].

lxll<1

Demostracion. El radio numérico de un operador 7' € L(H ) se define como
o(T) := sup{ [(x | Tx)| : [lx]| < 1}.
La desigualdad de Schwarz muestra que

o(T) < sup |Ix|[|Tx] < sup IT] x|I* = |T].

lxll<1 Ixll<1

La férmula (2.14) dice que
1T = sup{[{y | Tx)| - [lx = T, [yl =1}

Ahorabien, si T = T* ysi x,y € H, entonces

RYITx)=2((y 1 Tx)+(Tx|y)) =3({y | Tx)+ (x| Ty))
=;((x+yITx+y)—(x—y|T(x—y)))
< 2o(T)(llx + yII> + lx = yII?) = 2(T)(IxI1> + Iy 17).

por la ley del paralelogramo. Mds generalmente, al escribir (y | Tx) = €|(y | Tx)]|, se
obtiene

[y | Tx)| = ey [ Tx) = (y | Tx) < So(T)(IxII* + |yIP).
Al aplicar (2.14), se concluye que ||T|| < o(T) cuando 7" = T*. O

Lema 4.26. Si A es un dlgebra de Banach involutiva, entonces sp(x*) = {1 : A € sp(x)}
para todo x € A.
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Demostracion. Nétese que (y*)™! = (y~!)* paratodo y € A* (si yz = zy = 1, entonces
z*y* = y*z* = 1). Luego, (Al — x*) = (A1 — x)* es invertible si y sélo si (Al — x) es
invertible en A. En otras palabras, A € sp(x*) siy s6lo si A € sp(x). ]

Proposicion 4.27. Sea A una C*-dlgebra. Si x € A, entonces:
(a) si xx* = x*x, entonces r(x) = ||x||;
(b) six = x*, entonces sp(x) C R.

Demostracion. Ad (a): Al aplicar la propiedad (4.4) con x = y*y, se obtiene

IO* )2 = 1G* ) Gl = ly*ylI>.

Por induccidn, vale | (y*y)** | = |y*y||?* para k € N. Ahora, si xx* = x*x, entonces
(x")*x" = (x*x)" para todo n € N. La Proposicién 4.19 entonces muestra que

r(X) = nlll’l;.lo ”xn”l/n — khm HXZk H2/2k+1 — lim H (xzk)*xzk “ 1/2k+1
- 00 k—>00
= lim [0 = eV = )

Ad(b): Six* = x,témese A = o +iff € sp(x) cona,f € R. Si y € R, entonces
a+i(B+y)=A+iy esp(x+iyl).Porlo tanto,

@+ B+y)?<rx+iyD?<|x+iyl]> = (x +iyD*(x +iyD)||
= (x —iyD(x +iyD)|| = x> + y*1| < x> + >

En consecuencia, a? + B2 + 28y < ||x||? para todo y € R. Esto sélo es posible si B = 0, es
decir, A = a € R. Por lo tanto, el espectro de x es real. O]

Si p(¢) = Bo + B1¢ + -+ + BC" es un polinomio p € C[X], dado un elemento x € A
en un algebra unital se define p(x) := Bol + B1x + -+ + Bnx" € A por sustitucion directa.
La siguiente Proposicion se conoce como el teorema de la aplicacion espectral.

Proposicion 4.28. Si A un dlgebra de Banach unital y si p € C[X], entonces:

(a) sp(p(x)) = p(sp(x)) = {p(A) : A € sp(x) };

(b) si A esuna C*-dlgebray si x = x*, entonces ||p(x)|| = sup{|p(A)| : A € sp(x) }.
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Demostracion. Ad (a): Toémese A € sp(x). Por el teorema del factor, hay otro polinomio
q € C[X]tal que p(A) — p(¢) = (A —¢)q(¢) para ¢ € C. Por sustitucién directa, se obtiene
p(M)1 —p(x) = (Al —x)g(x)en A. Si y € A es un inverso para p(A)1 — p(x), entonces
¢(x)y es un inverso para A1 — x. Por lo tanto, p(A) € sp(p(x)).

Por otro lado, témese € sp(p(x)). El polinomio x — p admite una factorizacién

p—p&) = aolay = (a2 = 8- (etn — 7).

con ®g, Ay, ...,0, € C, a9 # 0. Entonces ul — p(x) = ap(o;1 — x)--- (ot 1 — x). Como
este producto no es invertible en A, hay al menos un factor (ox 1 — x) que no es invertible;
luego g € sp(x). Por lo tanto, u = p(ax) € p(sp(x)).

Ad(b): Six =x"y p(§) = po+ B1{+---+ BnL", entonces
p(x)* = Bol + B1x + -+ Box" conmutacon p(x) = Bol + Prx + -+ + Bux".

Esto dice que p(x) es un elemento normal de A. De la Proposicion 4.27(a) se obtiene la
igualdad || p(x)[| = r(p(x)) = sup{[p(A)[ : A € sp(x) }. O

» Si x es un elemento de un dlgebra unital A cualquiera, la correspondencia p +— p(x)
es un homomorfismo de dlgebras de C[X] en A. Si A es un dlgebra de Banach, es natural
tratar de extenderlo en un homomorfismo f +— f(x) cuyo dominio es alguna complecion
de C[X]. Cualquier extension de esta naturaleza se llama un calculo funcional para el dlgebra
de Banach A.

Como se vera mas adelante, si A es una C *-dlgebra es posible usar funciones continuas
para este proposito. Para dlgebras de Banach en general, es posible al menos reemplazar los
polinomios a series de Taylor convergentes, es decir, por funciones holomorfas.

Definicion 4.29. Sea A un élgebra de Banach y sea U C C un abierto. Si x € A es un
elemento tal que sp(x) C U, sea I' un contorno cerrado en C que rodea sp(x) una vez
positivamente.’> Si f: U — C es un funcién holomorfa en U, la integral de contorno

1 -
f(x):= %ﬁf(k) Al —x)"'dA (4.6)

define un elemento f(x) € A. Es un ejercicio comprobar que H(U) — A : f — f(x)es
un homomorfismo que no depende de I', donde JH(U) es el dlgebra de funciones holomorfas
en U. Este homomorfismo f + f(x) se llama un calculo funcional holomorfo para A.

SEste contorno cerrado I' es una unién finita de curvas cerradas, suaves por trozos, en U. Si K € C
es un compacto, dicese que I" rodea K una vez positivamente si ' N K = @ y si el niimero de vueltas
nr(¢) = 2mi)™! ¢F(/\ —¢)7VdA cumple nr(¢) = 1 paratodo ¢ € K.
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4.2 Operadores sobre un espacio de Hilbert

Esta seccion estd dedicado al estudio de una C *-dlgebra especial: el algebra involutiva £(H)
de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert H. Un operador T € £L(H ) es autoad-
junto si 7* = T; mas generalmente, 7 es normal si 7*7T = T T*. En dimension finita,
los operadores normales son diagonalizables mediante un cambio de base ortonormal de H :
hasta semejanza unitaria, 7" estd caracterizado por sus autovalores, contados con multipli-
cidad. Cuando dim H = oo, emergen algunos fendmenos nuevos: en particular, muchos
operadores no poseen autovalores. En lugar del conjunto de autovalores, hay que estudiar
el espectro de T que, afortunadamente, por la Proposicion 4.16, no es vacio. El tema de la
multiplicidad del espectro requiere un andlisis delicado; en lugar de abordarlo directamente,
es preferible construir un calculo funcional para el operador 7.

Definicion 4.30. En la C*-dlgebra £L(H ), se destacan las siguientes clases de operadores:
(a) V esunaisometriasi V*V = 1;
(b) U esunitario si U*U = UU* = 1, es decir, U es invertible con U™! = U*;
(¢c) S es unaisometria parcial si SS*S = §;
(d) P esun proyector (ortogonal) si P> = P = P*;
(e) A espositivosi A = B*B paraalgin B € L(H);
(f) R es una contraccion si 1 — R* R es positivo.

Estas clases no son disjuntos: cada unitario es una isometria; cada isometria es una isometria
parcial y también es una contraccién; cada proyector es positivo.’

Hay otras formas de caracterizar estos operadores, en términos de su efecto sobre vectores
(por ejemplo, V' es una isometria si y sélo si |Vx| = ||x|| para todo x € H) o bien en
términos de la posicién de su espectro en el plano complejo. Las propiedades mencionados
en la Definicion 4.30, sin embargo, son puramente algebraicos: estos seis conceptos son
aplicables a elementos de una C *-dlgebra cualquiera.

Definicion 4.31. Si T € L(H) es autoadjunto, los elementos { p(T) : p € C[X]} forman
una algebra involutiva (es decir, una *-algebra) de elementos normales de £(H ). Esta es el

®Ffjese que el operador 0 es un proyector y por ende es positivo. Habria sido més 16gico decir que un
operador que cumple la condicién (e) es no negativo; sin embargo, en la teorfa de matrices este término esta
reservado para otro uso. Una matriz compleja de la forma B* B se llama semidefinido positivo. En L(H), el
adjetivo “semidefinido” queda implicito.
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algebra unital generado por 7'; sus elementos conmutan. Denétese por C*(7T') su clausura en
el espacio de Banach £(H), la cual es una C *-dlgebra conmutativa.

Mas generalmente, si 7 € L(H) es normal pero no necesariamente es autoadjunto, la
x-dlgebra unital generada por 7" es el conjunto de operadores de la forma p(7, T*), donde
p(¢, 2:‘ ) es un polinomio en dos variables con coeficientes complejos. [ El conjugado com-
plejo del polinomio p(¢,¢) = > k1B ekel es p(e,¢) = D ki Brax 'K se ve que
p(T, T*)* = p(T, T*).] Laclausura de esta dlgebra en £ (H ), también denotado por C *(T),
es la menor C *-algebra unital que contiene 7'; esta C *-dlgebra es conmutativa porque T es
normal.

Ejemplo 4.32. En la C*-dlgebra finitodimensional My (C) ~ L(C"), la involucién lleva
una matriz C = [¢;;] en C* = [¢};], su conjugado hermitico. Mediante un cambio de
base ortonormal apropiado en C”, siempre es posible encontrar una matriz unitaria U tal
que A := UCU™!' = UCU* sea una matriz triangular superior: a;; = 0sii > j. Su
conjugado hermitico A* = (UCU*)* = UC*U* es triangular inferior. Si estas dos matrices
triangulares son diagonales, entonces conmutan, A*A = AA*,lo cual implicaC*C = CC*.

Por otro lado, si C y C* conmutan, hay una matriz unitaria U que los trigonaliza si-
multdneamente, es decir, tanto UC U * como UC*U * son matrices triangulares superiores, y
por ende los dos son matrices diagonales. Estos resultados dicen que una matriz C es normal
si y solo si es diagonalizable mediante cambio de base ortonormal de C”.

En otros términos, un operador 7 € L(C") es normal si y s6lo si posee una matriz

diagonal con respecto a alguna base ortonormal de C”. O
» Si{Aq,...,A,} son los autovalores del operador normal 7 € £(C"), la matriz diagonal
de T en una base ortonormal apropiada es A = diag[A1,...,A,]. Si p € C[X,Y] es un

polinomio en dos variables, entonces

p(A, A*) = diag[p(A1, 1), ..., p(An, An)]

es la matriz de p(T, T*) en esta base. En otras palabras, la matriz de una funcion de T con
respecto a esta base ortonormal es la matriz diagonal de la funcién correspondiente de sus
autovalores. Es posible generalizar esta observacion a operadores sobre espacios de Hilbert
de dimensidn infinita, mediante un cdlculo funcional continuo. Este célculo depende de una
generalizacion importante del teorema clasico de Weierstrass sobre la densidad del subespa-
cio de los polinomios en el espacio de Banach C|a, b].

Teorema 4.33 (Stone y Weierstrass). Sea B una x-subdlgebra de C(K), donde K es com-
pacto. Si'1 € By si B separa puntos de K [es decir: si x # y en K, existe g € B con
g(x) # g(y)] entonces B es densa en C(K).

119



SP-1322: Analisis Real II 4.2. Operadores sobre un espacio de Hilbert

Demostracion. Como R f = %(f + AHySf = li(f_ — f) para f € C(K), esta claro que
Br :={g € B : g(K) C R} esuna subdlgebra real de Cr(K) que contiene g e Ig para
todo g € B. Basta, entonces, demostrar la version real del teorema: si Br es una subdlgebra
real de Cr(K) tal que 1 € Br y si Br separa puntos de K, entonces Br es densa en Cr(K).

El teorema de Weierstrass, en su version real, dice que los polinomios reales forman
un subespacio denso de Cg|a, b] cuando [a, b] es un intervalo compacto de R. En el caso
[a,b] = [0, 1], por ejemplo, cada f € Cg|0, 1] es el limite uniforme de sus polinomios de

Bernstein:’ )
ba(t) =Y f(k/n)(Z)tk(l — 1y,
k=0

Si g € Br con ||g|lco = M, apliquese el teorema de Weierstrass para obtener una sucesion
de polinomios reales (p,)nen tales que p,(t) — |t| uniformemente en el intervalo [—M, M.
Entonces p,(g(x)) — |g(x)| uniformemente sobre K. Fijese que p, o g € Br; la propiedad
1 € Bg sirve para incorporar el término constante de p,. Luego, |g| € Bgr. Al escribir

fvg:=max{f.g} =2(f+g)+3l/—¢gl. fAg:=min{f.g}=2(f+g)—1lf—z2l

se obtiene f Vg € Bry f A g € Bg también, paratodo f,g € Bg.

Sea f € C(X) y sean x, y dos puntos distintos en K. Témese g € Bg con g(x) # g(y).
Entonces es posible hallar a,b € R tal que la funcién A, := ag + b € Bp satisfaga
By (¥) = £(X) Y hay(0) = £ ().

Dado ¢ > 0, hay un vecindario abierto V), de y en K tal que hy,(z) > f(z) — € para
z € V,. Esta es consecuencia de la continuidad de la funcioén Ay, — f. Como K es compacto,
hay puntos yq,...,ym € Ktalque K =V, U---UV, . Definase fy := hyy, V-V hyy,,.
Entonces fy € Br, fe(x) = f(x)y fe(z) > f(z) — e paratodo z € K.

Ahora hay un vecindario abierto U, de x en K tal que fy(z) < f(z) + ¢ para z € U,.
(Esto sigue por la continuidad de f, — f.) Como K es compacto, hay puntos xy,...,x, € K
tal que K = Uy, U---U Uy, . Definase g :== fy, A+-- A fy,. Se concluye que g € Bg y que
f(z)—e<g(z) < f(z) + eparatodo z € K.

En resumen: para cada f € Cr(K) ycadae > 0, hay g € Bg tal que || f — glloo < €.
Esto comprueba que Bg es densa en Cr(K), y por ende By es densa en Cgr(K). Entonces,
también, B es densa en C(K). 0

Corolario 4.34. Sea B una *-subdlgebra unital de C(K) que separa puntos de K. Si xy € K,
entonces {g € B : g(x9) =0} esdensoenelideal { f € C(K) : f(xo) =0} de C(K).

"Para la demostracién, véase, por ejemplo, el capitulo inicial del libro de Yosida [16].
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Demostracion. Las operaciones (f,g) — f vV gy (f,g) — f A g conservan la condicién
f(xo) = 0. La demostracion anterior sigue vélida en su presencia: dados f € C(K) con
f(x0) =0yx # yen K\{xo}, se puede tomar las funciones /1, € Bg con i, (xo) = 0. En
seguida, las funciones f, € Br y g € Bg también satisfacen fy(x9) =0y g(xo) =0. [

El teorema siguiente establece un cdlculo funcional continuo para un operador acotado
autoadjunto. Esta es una version del teorema espectral para esta clase de operadores.

Teorema 4.35. Sea T € L(H) un operador acotado autoadjunto. Hay un *-isomorfismo
isométrico f +— f(T) entre la C*-dlgebra C(sp(T)) y la C*-subdlgebra C*(T) de L(H),
con las siguientes propiedades.

(a) La imagen de la funcion idéntica A +— A es el operador T.
(b) Si f > 0en C(sp(T)), entonces f(T) es un operador positivo.
(c) SiTx = Axparax € Hy A € sp(T), entonces f(T)x = f(A)x para f € C(sp(T)).

(d) sp(f(T)) = f(sp(T)) paratodo f € C(sp(T)).

Demostracion. Ad (a): Definase, en primer lugar, un homomorfismo de dlgebras involutivas
(dicho en forma breve: un x-homomorfismo) de C[X] en £L(H) que lleva el polinomio
p: A Bo+ BiA+ -+ BuA" enel operador p(T) := Bol + BT + --- + B, T", por
sustitucién directa. Es evidente que la imagen del polinomio de primer grado A +— A es el
operador 7" mismo.

Ahora sp(7') es una parte compacta de C (de hecho, es un compacto en R, por la Proposi-
cion 4.27). La restriccion a sp(7') de un polinomio en C[X] es una funcién continua so-
bre sp(7'); ellas forman una *-subdlgebra C[X]|s,r) de C(sp(T")). Como esta *-subdlgebra
contiene la funcion constante 1 y obviamente separa puntos de sp(7'), el Teorema 4.33 mues-
tra que es densa en C(sp(7)).

La Proposicion 4.28(b) muestra que || p(T)|| = || p|lco donde el lado derecho es la norma
del supremo de la funcién continua p|sr). El ¥-homomorfismo ya construido se extiende por
continuidad a una isometria f — f(T) desde C(sp(T")) a la complecion de la x-subdlgebra
{p(T) : p € C[X]} en la norma de operadores: esta complecion coincide con su clausura
C*(T)en L(H).

Si f,g € C(sp(T)), hay polinomios p,,q, € C[X] tales que p, — f, g, — g uni-
formemente sobre sp(7'). Resulta entonces que

J&(T) = lim pugn(T) = lim pu(T) ga(T) = f(T) g(T),
S(T)* = lim py(T)* = lim pu(T) = f(T).
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asique f +— f(T):C(sp(T)) — C*(T) es un x-isomorfismo isométrico.

Ad(b): Si f > 0en C(sp(T)), es decir, f(A) > 0 para A € sp(T), entonces g(A) :=
v f (L) define una funcién continua g € C(sp(T")) que satisface ¢ = gy g? = f. Entonces
f(T) = g(T)? = g(T)*g(T) es un operador positivo.

Ad(c): Dada f € C(sp(T)), hay polinomios p, € C[X] tales que || p, — f|lococ = 0. Si
T x = Ax, entonces

J(T)x = Tim p,(T)x = lim p,(A)x = f(A)x.

Ad(d): Siu ¢ f(sp(T)), la féormula A(A) := 1/(u — f(A)) define una funcién con-
tinua 7 € C(sp(T)). Larelacién h(A)(u — f(A)) = 1 sobre sp(7T') conlleva la igualdad de
operadores (T )(ul — f(T)) = 1 en C*(T). Entonces ul — f(T) es invertibleen C*(T') y
por ende 1 & sp(f(T)).

Por otro lado, si v € f(sp(T)), hay A¢ € sp(T) con f(Ao) = v. Sea (r,) una sucesion
de polinomios tales que r,(A) — v — f(A) uniformemente sobre sp(7'); se puede suponer
que r,(Ao) = 0 para todo n, por el Corolario 4.34. Por lo tanto, hay polinomios g, € C[X]
con g, (Ao) # O tales que r,(A) = (g — A)**¢, (1) con k,, > 1 en N. Como (191 — T') no
es invertible en £(H), el producto r,(T) = (Agl — T)*7q,(T) tampoco es invertible. Los
elementos no invertibles forman un conjunto cerrado de £(H'), por la Proposicién 4.10. En
consecuencia, vl — f(T) = lim,—o 1, (T) no es invertible en £L(H), lo cual muestra que

v e sp(f(T)). O

Los resultados del Teorema 4.35 también son véalidos para un operador normal T €
L(H), al extender el *-homomorfismo p(A, ) — p(T,T*) de C[X,Y]en C*(T), que re-
sulta ser isométrico, a un x-isomorfismo entre C(sp(7")) y C*(T"). Cada operador p(T,T*)
es también normal, asi que | p(T, T™*)|| = r(p(T, T*)). Sin embargo, la demostracioén de la
Proposicion 4.28 no es aplicable para poder concluir que 7 (p(7, T*)) = || p|lco- En adelante
se verd como vencer este obstaculo.

Ejemplo 4.36. Sea T un operador autoadjunto con sp(7) C [0, o0). La funcién f(1) := v/A
estd en C(sp(T)). Se escribe T'/2 = /T := f(T) en este caso. De f(1)?> = A se obtiene
(v/T)? = T. Esta f toma valores reales, asi que f = f sobre sp(T); luego (v'T)* = /T
esta raiz cuadrada de T es otro operador autoadjunto.

Obsérvese también que 7' es un operador positivo, ya que la funcion idéntica A +— A
toma valores no negativos sobre sp(7'). De hecho, se obtiene 7 = R*R al colocar R := +/T.
Como f > 0 sobre sp(7T), el Teorema 4.35(b) muestra que la raiz cuadrada /7 es también
un operador positivo. O
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» Hay tres posibles definiciones de operador positivo sobre un espacio de Hilbert: la ex-
presion algebraica de 1a Definicion 4.30(e); una propiedad vectorial que generaliza la de una
matriz (semi)definida positiva; y una caracterizacion espectral, la de ser autoadjunto cuyo
espectro no negativo. La Proposicion siguiente muestra que estas tres definiciones coinciden.

Proposicion 4.37. Sea T € L(H) un operador acotado. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) T = S*S paraalgiin S € L(H),
(b) (x| Tx) > 0paratodox € H;
(c) T* =T ysp(T) C [0, c0).

Dicese que T es positivo si cumple una, luego todas, de estas condiciones.
Ademds, si T es positivo, hay un (inico operador positivo R tal que R*> = T.

Demostracion. Ad (c) = (a): En el Ejemplo 4.36, puede tomarse S := /7.

Ad (a) = (b): Sigue de la relacién {(x | S*Sx) = (Sx | Sx) = ||Sx]||*> > 0.

Ad(b) = (c): SeaV :=i(T* — T), que es un operador autoadjunto. De la Proposi-
cion 4.25, se obtiene

VI = sup |(x | Vx)| = sup |(Tx | x) — (x| Tx)‘ = sup |(x | Tx)— (x| Tx)} =0,
lxll<1 lxll<1 lxll<1
asique V =0yporende T* =T.
Al reemplazar T por | T||~!T si fuera necesario, se puede suponer que || 7|| < 1. En-
tonces

IT=T] = sup [(x | (1=T)x)| = sup (|x[*— (x| Tx)) < sup x[>=1. (47

xll<1 lxll<1 lxll<1

El desarrollo binomial (1+1)/2 = 322 | (*/?) t* converge absoluta y uniformemente en

el intervalo cerrado [—1, 1]. Para verificar esta afirmacion, basta comprobar la convergencia

absoluta de 57, ('/?). Los ntimeros a := |('/?)| satisfacen

bl

1
Ak+1 2 . . —ok—1 [ 2k
o k1 Y Jdm kA Dagey = lim (k)

(por la férmula de Stirling), asi que Y po o ax = ao + 2 peolkax — (k + 1)ak+1] converge
como serie telescopica.
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Ahora deffnase R := Y 7o, (1£2)(T — 1)k, Esta serie converge absolutamente en el
espacio de Banach £L(H), con |R| < Y 7r,ax|l — T||¥, en vista de (4.7). Por célculo
funcional continuo, se obtiene R> = 1 + (T — 1) = T. Como T es autoadjunto y la serie
tiene coeficientes reales, es evidente que R* = R. Se concluye que T = R?> = R*R.

Por célculo funcional continuo en C(sp(R)), la férmula T = R? implica sp(T) =
(sp(R))* C [0, 00).

Falta comprobar la unicidad de la raiz cuadrada positiva. Si Q es otro operador posi-
tivo con Q% = T, entonces QT = Q3 = TQ, asi que QR = RQ porque R es (por su
construccion) un limite en £(H') de polinomios en 7. Por lo tanto,

(Q-R)Q(Q —R) +(Q —R)R(Q — R)
=(Q*~R)(Q~-R)=(T-T)(Q-R)=0.

Si x € H,escribase y := (Q — R)x; entonces

0={x[(Q-RQO(Q—-R)x)+ (x[(Q-RR(Q—-R)x)=(y|Qy)+ (y[Ry).

La positividad de Q y R implica que los dos sumandos al lado derecho se anulan. Por la
Proposicién 4.25, se concluye que (Q — R)Q(Q — R) = (Q — R)R(Q — R) = 0. Al restar
estos dos operadores, se obtiene (Q — R)*> = 0y luego (Q — R)* = 0.

Como Q — R es autoadjunto, la propiedad (4.5) de operadores en £(H ) muestra que

0=[Q-R*=IQ—-RI*>=10~-RI*
asique Q — R =0 yporende Q = R. [
Definicion 4.38. El médulo |7'| de un operador 7' € L(H) es el operador positivo dado por
IT|:= VT*T = (T*T)">.

Si T es un operador normal, entonces |T| = (T T*)'/? también; pero en general |T| y
(T T*)'/? son operadores positivos distintos.

Lema 4.39. Sea T € L(H) un operador acotado autoadjunto. Hay un par de operadores
positivos T, y T_ tales que T =Ty —T_y T, T_ = 0.

Demostracion. Para A € sp(T'), definase Ay := %(|k| +A)yAr- = %(|/\| — A). Entonces

A +— A4 son dos funciones no negativas en C(sp(7")) que cumplen
Ar—A_ =L, Ar+A_=|Al, AA_=|A*=A*=0.

La existencia y la positividad de T+ y T- es entonces una consecuencia directa del Teo-
rema 4.35. 0
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Este par de operadores 7. y T_, con las propiedades citadas, es unico: se deja la unicidad
como ejercicio.

Corolario 4.40. Cualquier operador acotado T € L(H) es una combinacion lineal de cua-
tro operadores positivos Tj, en la formaT =Ty — T, +iT3 —iT;.

Demostracion. Definase RT := 2(T + T*) e ST := £(T* — T). Entonces R T e IT son
autoadjuntos, con T = RT + i IT.

Col(’)quese T1 = (MT)_F, T2 = (ERT)_, T3 = (ST)+, T4 = ((«\ST)_ O
» La siguiente Proposicion introduce una factorizacion importante de operadores, que ge-
neraliza la expresién polar de un niimero complejo: z = re’? = ¢'%r.

Proposicion 4.41 (Descomposicion Polar). Si T € L(H), hay una tinica isometria parcial
S =8S8*S conkerS =kerT, tal que T = S|T|.

Si T es normal, entonces S|T| = |T|S y la descomposicion polarde T* es T* = S*|T|.
Demostracion. Escribase A := |T| = (T*T)"/2, un operador positivo. Si x € H, entonces
|Ax||> = (Ax | Ax) = (x | A’x) = (x | T*Tx) = (Tx | Tx) = |Tx|> (4.8)

asi que la aplicacion lineal Ax — Tx : RanA — RanT estd bien definida e isométrica.

Por continuidad, esta aplicacion se extiende a una isometria So: Ran A — Ran 7. Como
H = Ran A @ (Ran A)*, se puede definir S € L(H) por S(y + z) := y para y € Ran 4,
z € (Ran A)*. Es evidente que SAx = Tx parax € H.

Como A* = Ay Sy es isométrico, se ve que (Ran A)~ = ker A* = ker A = ker S. De la
igualdad (4.8), es evidente que ker A = ker T'. Ahora

(Ax | SgSoAx) = (Tx | Tx) = (Ax | Ax) paratodo x € H,

asi que S¢Sy = 1 en L(Ran A). De ahi se ve que S*S € L£(H) es un proyector ortogonal,
con imagen Ran A. Luego SS*S(y +z) = Sy = S(y +z)si y € Ran 4, z € ker A4; esto
muestra que SS*S = S.

Sea R € L(H) un operador con RR*R = R,kerR = kerT y T = RA. Entonces
(R*R)?> = R*R, asi que R*R es un proyector ortogonal; como ker(R*R) = kerR =
ker T = ker A, suimagen es (ker A)* = Ran A. Entonces 1 — R* R es el proyector ortogonal
con imagen ker A. Si z € ker A, entonces Rz = R(1 — R*R)z = 0; y si Ax € Ran A4,
entonces R(Ax) = Tx = S(Ax); luego Ry S coinciden sobre los dos subespacios comple-
mentarios Ran A y ker A, asi que R = S.
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Como S*S es el proyector ortogonal con imagen Ran 4, es evidente que (S*S)Ax = Ax
paratodo x € H. Luego S*T = S*SA = A. Ademas, se obtiene 7T*S = AS*S = A.

Por consiguiente, la formula 7* = (SA)* = AS* = S*(SAS™*) muestra que la des-
composicién polar de 7* estd dada por la isometria parcial S* y el operador positivo SAS*,
cuyo cuadrado es SAS*SAS* = SA%S* = (SA)(SA)* = T T*. De hecho, las igualdades
S*(SAS*x) = AS*x = T*x y ker(SAS™) = ker T* muestran que ker S* = ker T*.

Nétese que si T es normal, entonces SAS* = /TT* = /T*T = A, asi que la
descomposicion polarde 7* es T* = S*A = S*|T|. Nétese que en caso de normalidad,
también vale SA = SAS*S = AS, es decir, S|T| = |T|S. [

4.3 Operadores compactos

El espectro de un operador incluye todos sus autovalores, pero en general el espectro es mas
que la totalidad de los autovalores. Por ejemplo, el operador Q € £(L?[0, 1]) definido por
Qf(t) := tf(t) no posee autovalor alguno, aunque sp(Q) = [0, 1]. Sin embargo, hay una
clase muy importante de operadores (no invertibles) cuyos espectros, aparte del valor excep-
cional A = 0, se componen de autovalores solamente; estos son los operadores compactos.

Definicion 4.42. Sean E y F dos espacios de Banach. Una aplicacién lineal S: E — F es
un operador compacto si todo conjunto acotado A C E tiene imagen S(A) relativamente
compacta® en F. Si B := {x € E : ||x|| < 1} es la bola unitaria cerrada, S es un operador
compacto si y s6lo si S(B) es una parte compacta de F. Si C := sup{|y| : y € S(B)},
entonces ||Sx|| < C para ||x|| < 1, asi que S es continuo con ||S|| < C.

Obsérvese que S € L(E, F) es compacto si y sélo si toda sucesion acotada (x,) en E
posee una subsucesion (yx) = (x,, ) tal que la sucesién (Syx) converge en F.

La totalidad de operadores compactos de E en F se denota por K(E, F); en el caso
E = F,seescribe K(E) = K(E, E).

En el espacio de Banach F = C(K) con K compacto, el teorema de Ascoli y Arzela dice
que una familia & C C(K) es relativamente compacta en C(K) si y s6lo si:’

(a) F es uniformemente acotada: hay M > Otal que || f||co < M paratodo f € F;

(b) J es equicontinua: si ¢ > 0, cada x € K tiene un vecindario V tal que y € V implica
| f(») — f(x)| < eparatodo f € F.

$Una parte X C F es relativamente compacta si su clausura X es compacta.
9Para una demostracién del teorema de Ascoli y Arzela, véase, por ejemplo, el apartado 11.7.4 del libro [8]
de Kolmogorov y Fomin.
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Ejemplo 4.43. Si k: [a,b] x [a,b] — C es una funcién continua de dos variables, se puede
definir un operador integral K € £(C|[a, b]) por

b
Kf(s):= / k(s,t) f(¢)dt, 4.9)
Es fécil verificar que
|Kf(s1) = Kf(s2)] = (b= )] flloo sup. |k (s1.1) = k(s2. 7). (4.10)

La funcién Kf es continua porque k es uniformemente continua. Si B es la bola unitaria
cerrada de C[a, b], la relacién (4.10) implica que K(B) es equicontinua. Ademas,

b
Kf(s)] < / k(s 0) £ dt < (b — @)k looll f ] oo-

de donde sup sep [[Kf oo < (b — a)| k|0, asi que K(B) es uniformemente acotada. Por el
teorema de Ascoli y Arzela, K(B) es relativamente compacto; luego, K € K(C|a, b]). O

Ejemplo 4.44. Si E y F son espacios normados, un operador S € L(E, F) es un operador
de rango finito si S(E) es un subespacio finitodimensional de F. En este caso, S(B) es
una parte acotada y cerrada de S(E); del teorema de Heine y Borel se concluye que S es un
operador compacto. O

Definicion 4.45. Si H es un espacio de Hilbert, x, y € H, la aplicacion lineal z — (y | z) x
es un operador de rango uno. Dendtese este operador por |x)(y|. Un argumento sencillo
de dlgebra lineal muestra que cualquier operador S € L(H') de rango finito es de la forma
S = >3 _|1xk)(ykl|, donde {xi, ..., x,} es una base lineal de S(H).

Ejemplo 4.46. Es importante sefialar que el operador identidad 1 € L(E) no es compacto
si E es un espacio de Banach infinitodimensional; por cuanto la bola unitaria cerrada no es
compacta en £, por el Corolario 2.28. O

Lema 4.47. Si E, F son espacios de Banach, entonces X(E, F) es un subespacio cerrado
de L(E, F).

Demostracion. Es obvio que K(E, F) es un subespacio de L(E, F). Si (S,) es una sucesién
de operadores compactos en K(E, F),ysi S € L(E, F) satisface || S, — S| — 0, hay que
comprobar que S también es compacto.
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Sea B :={x € E :|x| <1}. Sie > 0,clijasem € N con ||S,, — S| < ¢&/3.
Ahora S,,(B) es totalmente acotado (o precompacto) en F: hay un juego finito de puntos
X1,..., X, € B conming || S;,(x) — S, (xx)| < e/3 paratodo x € B. Por lo tanto,

min [[S(x) = S(x0)|
= [1SG) = Sm () 4 min | S () = S () | + max [ S (xic) — S (x|
<e/3+¢e/3+¢/3=c¢.

Se concluye que S(B) es totalmente acotado en F y por ende es relativamente compacto.'”
Se concluye que S € K(E, F). O

Lema 4.48. Si S € K(E, F), entonces ST € K(F*, E*).

Demostracion. Sean B y B’ las bolas unitarias cerradas en £ y F* respectivamente. Sea
(w,) una sucesion en B’. Si § € X(E, F), las evaluaciones f,: y + (w,, y) forman una

sucesion de funciones continuas sobre el compacto S(B).

La desigualdad |[(w,, 1) — (wn, ¥2)| < ||y1 — y2|| muestra que esta sucesion es equicon-
tinua. También es uniformemente acotada, porque |(w,, y)| < ||y|| para cada y € F. El
teorema de Ascoli y Arzela ahora dice que la sucesion (f,) es relativamente compacta,

y por ende posee una subsucesion convergente (gx) = (fn,) en C(S(B)). Fijese que
gk(y) = (vk,y) donde vi := wy, . Las igualdades

1S vk — STorl| = sup [(STvk — STy, x)| = sup [(vk, Sx) — (v1, Sx)| = llgk — &1 lloo
X€B X€B
y la completitud de E* garantizan que la sucesién (S'Tvg) converge en E*. En resumen:
cada sucesién en ST(B’) posee una subsucesién convergente; asi que ST es un operador
compacto. [

Notacion. En un espacio de Hilbert H, una sucesion (x,) converge débilmente a x € H
si (y|xn) = (y|x) paratodo y € H. (Esta es una consecuencia del Teorema 2.31 de
Riesz.) Esta convergencia emplea la notacién x, — x, en contraste con la frase “x, — x”
que significa convergencia en la norma, es decir, ||x, — x|| — 0. Es evidente que x,, — x
implica x,, — X, pero no al contrario.

Proposicion 4.49 (Hilbert). Sean H y K dos espacios de Hilbert y sea S € L(H, K). En-
tonces S es un operador compacto si'y solo si x, — x en H implica Sx, — Sx en K.

19En un espacio métrico, un conjunto es compacto si y sélo si es totalmente acotado y completo. Como la
clausura de una parte de un espacio métrico completo coincide con su complecion, una parte de un espacio de
Banach es relativamente compacta si y sélo es totalmente acotada.

128



SP-1322: Analisis Real II 4.3. Operadores compactos

Demostracion. Sea S € L(H, K) un operador tal que x, — x en H implica Sx, — Sx
en K. La bola unitaria cerrada B := {x € H : || x| < 1} es compacta en la topologia débil
estelar o (H*, H), que coincide con la topologia débil o (H, H*) al identificar H con H*.
Cada sucesion en S(B) es de la forma (Sx,) donde cada x,, € B; por la compacidad débil
de B, hay una subsucesién (zx) = (x,,) tal que zx — z € H; luego Szx — Sz. Por lo
tanto, cada sucesion en S(B) posee una subsucesioén convergente (en norma), asi que S es un
operador compacto.

Inversamente, supongase que S € K(H, K) y que x, — x en H. La sucesion (x,) es
acotada: en efecto, paracaday € H, (y | x,) — (y | x) en C, asique |(y | x,)| < M, para
algin M, > 0. Luego, por el principio de acotacién uniforme, hay una constante M > 0 tal
que || x,|| < M paratodon € N. Ademas,

(yI1Sxn) =(S*y | xn) = (S*y | x) =(y|Sx) paratodo y e H,

asi que Sx, — Sx.

Si Sx, no fuera convergente a Sx en la norma de K, habria ¢ > 0 y una subsucesion
(Szk), con zx = xp,, tal que ||Szx — Sx|| > & para todo k. A su vez, (Szx) tendria una
subsucesion (Sy,), con y, = zg,, convergente en K, ya que cada ||y,|| < M y S es un

operador compacto. Si w := lim,_.o Sy, seria |w — Sx|| > & y por ende habria algin
v € K con |[v]| = 1tal que |(v|w — Sx)| > &; pero esta negaria la convergencia débil
Sy, — Sx. Se concluye que Sx,, — Sx. [

Proposicion 4.50. Si H es un espacio de Hilbert, X(H) es un x-ideal cerrado en L(H).

Demostracion. Por el Lema 4.47, K(H ) es un subespacio cerrado de L(H).
Cualquier operador 7" € L(H) preserva la convergencia débil de sucesiones; es decir,
X, =~ x — Tx, — Tx. En efecto,

(| Txn) =(T*y | xp) > (T"y |x) =(y|Tx) paratodo ye€ H.
SiS e X(H), T € L(H), entonces

Xp ~x — Tx,—~Tx — STx, —> STx,
X, —~x — Sx, > Sx — TSx, —>TSx,

asique ST y TS estan en K(H ). Luego, K(H) es un ideal en L(H).

Sea V: H — H¥* la isometria biyectiva dado por el Teorema 2.31; si § € K(H),
entonces $* = V~1STV es compacto, ya que ST € K(H*) por el Lema 4.48. Por tanto,
SeX(H) = S* e X(H): luego el ideal X(H ) es un ideal involutivo en L(H ). O
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El argumento de la demostracién anterior también establece que la compacidad de la com-
posicion de un operador compacto y un operador acotado entre espacios de Hilbert distintos.

Proposicion 4.51. Si H es un espacio de Hilbert separable, cada S € X(H) es un limite, en
la norma de L(H), de operadores de rango finito.

Demostracion. Denétese por F(H) :={T € L(H) : dimT(H) < oo } el espacio vectorial
de los operadores de rango finito. Como F(H) € K(H ) —véase le Ejemplo 4.44—y K(H)
es cerrado en £ (H ), un limite de operadores de rango finito es también compacto.

Sea {u,, : m € N } una base ortonormal de H y sea M, := lin{ug,uy,...,u,) para
n € N. Sea B la bola unitaria cerrada de H. Dado S € KX(H ), coléquese

r, c=sup{||Sx|]:x € BN MnL} para n € N.

La sucesion (r,) es decreciente; escribase r := inf, r,,, de modo que r,, | r > 0. Elijase una
sucesion (x,) en B N M tal que || Sx,|| > r/2 para todo n.

Nétese que la condicién x, € M- implica que x, — 0.

Hay una subsucesion (zx) = (x,,) de (x,) tal que Szx — y € H; fijese que |y|| > r/2
y que zx — 0. Luego

(w|y)= lim(w|Sz) = lim (S*w |zx) =0 paratodo w € H.
k—o00 k—o0

Esto muestra que y = 0, por ende r = 0. La conclusion de este argumento es que r, | 0.
Definase ahora una sucesion de operadores de rango finito por

n

n
S, = Z|Sum)(um|, es decir, S,x := Z(um | x) Sup,.
m=0 m=0
Nétese que Ran(S,) = S(M,). Como Sx = > _ |(um | x)| Sun, por la continuidad de S
y el desarrollo de Fourier (1.24), se obtiene

IS = Sull < sup D [{um | )| |Sum] = sup{ [|Sx|l : x € BN M;"} =r, >0,

IxI1=1 =y

es decir, S, — S enlanorma de L(H). 0

» Las ultimas tres proposiciones ponen en evidencia la estructura mas fina que poseen los
operadores compactos sobre los espacios de Hilbert, en contraste con el caso general sobre
espacios de Banach. Para los operadores integrales, tales como (4.9), es también ventajoso
reemplazar el espacio de Banach C [a, b] por el espacio de Hilbert L?[a, b]: si el niicleo inte-
gral k(s, 1) es una funcién de cuadrado integrable, el operador K sobre L?[a, b] es compacto.
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El estudio de tales operadores integrales en términos de bases ortonormales fue emprendido
por Schmidt.!!

Definicion 4.52. Sean H y K dos espacios de Hilbert separables. Dicese que S € L(H, K)
es un operador de Hilbert y Schmidt si hay una base ortonormal {u;} de H tal que

0 1/2
ISl = (Z ||Suk||2) < 0.

k=0

Si {v,} es una base ortonormal de K, la igualdad de Parseval muestra que

o0

> ISuel® = Z\vrmuk f= Y lSte lug[F =30 0S e P @I
k=0

k,r=0 k,r=0 r=0

En esta ecuacion, la dltima sumatoria no depende de {uy}, ni la primera sumatoria de {v,}.
Por lo tanto, la cantidad ||.S ||, es independiente de la base ortonormal de H elegida. Ademas,
la ecuacion (4.11) también muestra que S* € £(K, H) es otro operador de Hilbert y Schmidt,
con ||S*|l2 = ||S||>. Dendtese la totalidad de operadores de Hilbert y Schmidt entre H y K
por £2(H, K).

SiR,S € L(H, K), escribase
(R]S)2 Z Ruy | Suy).

Esta serie converge, por la desigualdad de Schwarz. Es facil ver que (- | -), es una forma
sesquilineal sobre L2(H, K), que es definida positiva: (S | S), = 0siy sélosi S = 0.
Como (S| S)2 = ||S|3, el espacio L?(H, K) es prehilbertiano y es un espacio normado con
la norma || - ||>. Ademds, si x = Y poo{ux | x)ux € H, la desigualdad de Schwarz y la
igualdad de Parseval muestran que

o0 2 oo oo
1Sx]|* < (Z | (x| )| ||Suk||) < > M | )P D ISuell® = <7113,

asique || S|| < | S].. En consecuencia, si (S,) es una sucesion de Cauchy para lanorma ||+ ||,
también es una sucesion de Cauchy para la norma || - ||. Luego hay un operador acotado
S € L(H,K) tal que ||S, — S| — 0. Hay un nimero M > O tal que ||S,|» < M para

""Erhard Schmidt fue un estudiante de David Hilbert e hizo varias contribuciones a la teorfa de operadores
integrales después de 1905. Los desarrollos en bases ortonormales fueron la clave de su obra: Erhard Schmidt,
Zur theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen, Mathematische Annalen 43 (1907), 433-476.
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cada n; sim € N, entonces Y y_, [|Suuk||> < M paracadam,n € N. Al dejar n — oo se
obtiene > ;_, | Suk||* < M para cada m; luego S también es de Hilbert y Schmidt. No es
dificil comprobar que ||.S, — S||» — 0 también. En resumen: el espacio normado £2(H, K)
es completo en la norma || - ||, asi que es un espacio de Hilbert.

Enel caso H = K, £L?>(H) = L£?(H, H) es un dlgebra de Banach involutiva. Sin
embargo, no es una C *-dlgebra si dim H = oo.

Lema 4.53. Un operador de Hilbert y Schmidt es compacto.

Demostracion. Si S € L2(H, K)ysin € N, eloperador S, := > _|Sux)(ur| tiene rango
finito. Si x € H, entonces

(S — S| < (Z o | ) ||Suk||)

k>n
<Y i | )P 1Suel® < 10D IS w1,
k>n k>n k>n

asi que ||S — Syl < Y 4o, || Suk||*. Luego, ||S — S,|| = 0 cuando n — oco. El Lema 4.47
ahora muestra que S € K(H, K). ]

Proposicion 4.54. Sea (X, F, i) un espacio de medida o-finita, y sea k € L*(X x X, jt X ).
El operador K € L(L?*(X, i) definido por

Kf(x) = /X k(e 9) () din(y) @.12)

es un operador de Hilbert y Schmidt, con || K |> = ||k||».

Demostracion. Escribase k,(y) = k(x, y). Lahipétesis k € L?(X x X, u X i) y el teorema
de Fubini muestran que k, € L?(X, i) para casi todo x € X. Entonces la integral K f(x) =
Jx kx(¥) f(y) du(y) converge para casi todo x y defina una funcién p-medible K f casi por
doquier. Si h € L?(X, i), entonces

2
(// 'Wk(x’y)f(y)ldu(y)du(x))
XxX
< // ) )2 du(y) dp(x) /f ke P di () din(x)
XxX

XxX
= |15 1115 15113 (4.13)

por la desigualdad de Schwarz en L?(X x X, x ). Luego hay un funcional semilineal
continuo sobre L?(X, u) definido por & + [, h(x) Kf(x)du(x). Por el Teorema 2.31,
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mutatis mutandis, este funcional estd dado por i — (h|g) donde g € L?(X, ). Obviamente,
g = Kf casi por doquier: se concluye que Kf € L?(X, u).
Las igualdades

Kf(x) = /ka(y)f(y) dp(y) = (kx| f) = (f | kx), paracasitodo x € X,

muestran que [|Kf |2 = [y [(f | k)| dp(x).

El célculo (4.13) ahora dice que |(h | Kf)| < ||h|l2 || fl2 lIk]||> para h € L?*(X, ). El
Corolario 2.12 entonces muestra que | Kf |2 < || f|l2 k|2, y por ende || K| < |k||». De ahi
se ve que K € L(L*(X, u)).

Si {u,} es una base ortonormal de L?(X, i), el teorema de convergencia monoténica y la
igualdad de Parseval muestran que

S K2 = 3 /X it | a) P dpe(x) = [X S it | )2 diax)
- / Vs 12 dpu(x) = f / ke, )2 du(y) du(x) =: K]
X XJX
Se concluye que K es un operador de Hilbert y Schmidt, con || K ||, = ||k]|>. O

» Es hora de estudiar en detalle los espectros de operadores compactos. Si T € K(H) es
un operador compacto sobre un espacio de Hilbert separable, se vera que sp(7') \ {0} es una
coleccion de autovalores de 7', todos con multiplicidad finita. Al ordenar los autovalores tal
que |Ax| > |Ak+1] para k € N, se obtiene una sucesién en ¢,.

Conviene empezar con operadores compactos autoadjuntos.'?

Lema 4.55. Un operador compacto autoadjunto T = T* € K(H) posee un autovalor A tal
que [A| = [T

Demostracion. Sea (x,) una sucesion en B = {x € H : ||x|| < 1} que converge débil-
mente: x, — x € B. Entonces T'x, — T x por la Proposicién 4.49. Por lo tanto,

[(xk | Toxi) = x| Tx)| = (v | T = Tx) + (g — x| Tx)|
<\Txx —Tx|| + [{xx —x | Tx)| — 0.

12E] espectro de un operador compacto en K(E), donde E es un espacio de Banach pero no necesariamente
de Hilbert, comparte estas propiedades: aparte de 0 € sp(7'), es un juego de autovalores de multiplicidad finita.
Sin embargo, al no disponer del concepto de operador autoadjunto, la demostracion es distinta: requiere la
llamada teoria de Riesz y Schauder para elucidar la forma del espectro. Para esa teoria mas general, véase, por
ejemplo, los libros de Dieudonné [1, cap. XI], Rudin [13, cap. 4] o Yosida [16, cap. X].
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Luego, la funcién x +— |(x | Tx)| es continua sobre By, la bola cerrada B con la topologia
débil o (H, H*). Por la identificacion H* ~ H y el Teorema 2.30 de Banach y Alaoglu,
el espacio topoldgico B, es compacto: en consecuencia, esta funcién continua alcanza su
maximo, el cual, por la Proposicion 4.25, es igual a || 7'||. En otras palabras, hay un vector
ze Btalque |(z | Tz)| = |T]|.

Por otro lado, la desigualdad de Schwarz implica que

1T =Kz [ T2)| < llzIl Tzl < T,

asique |[{z | Tz)| = ||z|| ||IT z|| en este caso. La Proposicion 1.26 entonces dice que Tz = Az
para algiin A € C;y ademds, |A| ||z]|> = ||T||. Si T = 0, la conclusién del Lema es trivial; si
T # 0, entonces z es un autovector para T con ||z|| = 1y |A| = ||T||. El autovalor A queda

en sp(7T') porque z € ker(Al — T), por lo cual A1 — T no es invertible. O

Lema4.56. SiT = T* € X(H) y si A # 0 es un autovalor de T, entonces ker(Al — T) es
finitodimensional.

Si u es otro autovalor, @ # A, entonces ker(Al — T') y ker(ul — T') son subespacios
ortogonales de H.

Demostracion. Escribase F) := ker(A1 — T'). La hipétesis de que A sea un autovalor implica
que Fy # {0}. Es evidente que T(F;) = F) y que la restriccién T'|r, es un operador
compacto sobre F). Pero A™'T|r, = 1, asi que el operador 1 € L(F};) es compacto. A la
luz del Ejemplo 4.46, esto muestra que dim F), es finita.

Six € F, yy € F,, entonces

1 1 1
(13) = 30 1 Tx) = 5Ty [ x) = 2wy |) = (v | ),
porque 7* = T y por ende jt = . Luego (y | x) = 0. Se concluye que Fy L F,. O

Teorema 4.57. Si T = T* € K(H) es un operador compacto autoadjunto, sp(T) \ {0}
coincide con la coleccién de autovalores no nulos de T, todos de multiplicidad finita."

Demostracion. Si A # 0 es un autovalor de 7', entonces A € sp(7") y su multiplicidad
mj := dim F} es finita, por el Lema 4.56.

Considérese la coleccion U de familias ortonormales en H cuyos elementos son auto-
vectores de T'. Esta coleccion no es vacia por el Lema 4.55, estd parcialmente ordenada por
inclusion, y la unién de cualquier cadena en U es otro elemento de U. Por el Lema de Zorn,

13La multiplicidad de un autovalor A es el nimero maximo de autovectores linealmente independientes
para A, el cual es m) := dimker(Al — 7).
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U posee un elemento maximal {uy}, es decir, una familia ortonormal maximal de autovecto-
res de T. Sea M el subespacio cerrado de H generado por esta familia; esto es la totalidad
de desarrollos de Fourier convergentes Zk OxUE COn o € ﬁz .

Esté claro que T(M) € M, con T(Zk akuk) = >, Akogug. Six € M,y € M+,
entonces (Ty | x) = (y | Tx) = 0porque T = T*y Tx € M. Porlo tanto, T(M+) € M+
también.

La restriccién de T al subespacio M+ es compacto (tanto por la Definicién 4.42 como
por la Proposicién 4.49) y también autoadjunto. Si fuera M+ # 0, habria un autovector
zo € M~ para T, lo cual contradiria la maximalidad de {uy}. Luego M+ = {0}y M = H;
es decir, {ux} es una base ortonormal de H compuesto de autovectores para 7.

Dado ¢ > 0, sea C(¢) := {k € N : |Ax| > ¢}.1* Si C(¢) fuera infinito, la sucesion
(Uk)kec(e) satisfaria ux — 0, porque (x | ux) — O para cada x € H por la igualdad de
Parseval, asi que Tuy — 0 en H. Pero esto es imposible porque ||Tu| = ||Arux| =
|Ak| > e para k € C(¢).

En consecuencia, C(¢) es finito para cada ¢ > 0. Sea N(¢) el subespacio cerrado generado
por los uy con k ¢ C(¢g). El operador compacto 7| (s cumple

> Aalur | x)

réC(e)

2
= > Al e | x)? < € ]2

réC(e)

|7 Ivex | =

asi que H TN H <e¢,alavezque T — T|n() tiene rango finito.

Sipuesp(T)ysi0 < e < |u|, larestriccion de ul — T al subespacio invariante N(e)
es invertible, asi que ul — 7" no tiene inverso en el subespacio invariante complementario
N(e)*, que es finitodimensional. Luego j es un autovalor de 7', con it = A para algin
k € C(e). Se ha comprobado que sp(7") \ {0} consiste de autovalores tinicamente. ]

SiT = T* € X(H) y si H es separable, se puede ordenar los autovalores no nulos
de T', contados con multiplicidad, de manera que |Ax| > |Ax+;| para cada k € N. Cuando
dim H = oo, la desigualdad H TN ” < & de la demostracién anterior muestra que esta
sucesion A de autovalores no nulos cumple A € ¢,. Como sp(7") es compacto, esto muestra
que 0 € sp(T), aun cuando 0 no sea un autovalor.

Definicion 4.58. Sea T € K(H ) un operador compacto sobre un espacio de Hilbert sepa-
rable, con descomposicién polar T = S|T|. El operador positivo |T| = (T*T)"/? es com-
pacto y autoadjunto; sus autovalores se llaman valores singulares del operador 7. Aparte

14Esta parte de la demostracién supone que H es separable. Sin embargo, no es dificil adaptarla, con leves
cambios de notacidn, al caso general.
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de 0, estos valores singulares pj son positivos y pueden ordenarse en forma decreciente:
Mo = by = -+- > g > ---,con o = || T en vista del Lema 4.55 y la propiedad (4.4).

El Teorema 4.57 muestra que la sucesiéon u = (k) queda en ¢,,. No es dificil comprobar
que T € L2(H) siysélosipu € £

Sil < p < oo, la clase de Schatten LP(H) es la totalidad de operadores compactos
T € X(H) cuyos valores singulares forman una sucesién en £”. Resulta que cada £?(H) es
una *-ideal (no cerrado) de £(H). Fijese que £? C £" implica que LP(H) C L"(H), para
I<p<r<oo.

» Una matriz cuadrada C € M, (C) es diagonalizable, por cambio de base ortonormal de
C™, si y s6lo si es normal: C*C = CC¥*. Para simplificar las matrices no normales, se
dispone de una factorizaciéon C = UAV llamada descomposicion segiin valores singulares,
donde U y V' son matrices unitarias y A es una matriz positiva semidefinida. Esta descom-
posicion también es vélida para operadores compactos sobre un espacio de Hilbert separable
infinitodimensional.

Proposicion 4.59. Sea T € K(H) un operador compacto sobre un espacio de Hilbert sepa-
rable H. Sea (k) la sucesion de valores singulares de T, ordenadas en forma decreciente.
Entonces hay dos familias ortonormales {uy}, {vi} en H tales que

T =" welvi) (ul

k=0
con convergencia en la norma de L(H).

Demostracion. El operador autoadjunto 7*7T es compacto porque 7 es compacto, por la
Proposicién 4.50. Ademds, |T| = ~/T*T es compacto, como limite en norma de polinomios
pn(T*T). Los autovalores de T*T = |T'|* son los nimeros positivos (7 (amén de 0, si
ker T # 0).

Por el Teorema 4.57, hay una base ortonormal {u;} de (ker T)* cuyos elementos son
autovectores'> de T*T, concretamente: T*Tuj = ,u,2c ur para cada k. Definase también
v 1= pi Tug.

La familia {vg } es ortonormal, porque

(Vi [ vi) = (aeper)u | T Tug) = (/) [k = 1] = [k =1].

15La base ortonormal de H, denominado {u;} en la demostracién del Teorema 4.57, es la unién de esta
familia ortonormal y otra base ortonormal para ker T, en el caso de que ker 7" # {0}.
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Usando la desigualdad de Bessel (1.22), se obtiene

n—1 2 n—1 2
HTX—ZMk(Mk | x)vk HTX—Z(uk | x)Tug
k=0 k=0
= (x| T*Tx)
n—1
+ D Mo [ )P | T* Tty = (uie | x) x| T*T i) = ¢ [ uie) (T* T | x)
k=0
n—1
= (0| T*Tx) = 3wl [ )P = Dkl [ )7 < g ) i [ )P < e ).
k=0 k>n k>n
2 < Wn. Entonces la serie ) ;- o fk|vk) (U | 0 bien es finita
o bien converge a 7" en norma. [

4.4 El teorema espectral

El Teorema 4.35 establece la posibilidad de definir “funciones continuas” de un operador
autoadjunto sobre un espacio de Hilbert, es decir, de extender el homomorfismo algebraico
f + f(T) que lleva polinomios en operadores a las funciones continuas sobre sp(7’). El
Teorema 4.57 da lugar a una version matricial del célculo funcional para operadores com-
pactos autoadjuntos, y que es posible definir f(7)ux := f(Ar)ur para cada autovector
uy correspondiente al autovalor Ax € sp(7'). Estos dos teoremas también son validos para
operadores normales, aunque las demostraciones aqui dadas no extienden al caso normal.'®

Ahora bien, el espectro de un operador compacto fuera del origen es discreto, asi que
para definir f(7") s6lo se requiere que f sea continua en 0. Esto sugiere la posibilidad de
extender el cdlculo funcional, para operadores autoadjuntos, a una clase de funciones mucho
mas amplio. En efecto, con un poco de teoria de medida, es posible definir f(7) donde
f es una funcion boreliana sobre el espectro de T. Si A C sp(T') es una parte medible
del espectro, la funcion indicatriz 14 es boreliana (pero continua sélo si A es una unién de
componentes conexos del espectro) y cumple 13 = 14: se trata de asociarle a la funcién 14
un proyector espectral P4 y basar el cdlculo funcional en esta familia de proyectores.

En esta seccion, que forma una especie de apéndice al curso, se hard un breve bosquejo,
sin demostraciones, del teorema espectral para operadores autoadjuntos acotados, con el afan
de extender el calculo funcional a funciones discontinuas pero borelianas.

16Para un enfoque que es directamente aplicable al caso de operadores normales, véase, por ejemplo, el libro
de Pedersen [11].
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Antes de abordar este teorema, hay que revisitar el teorema de representacion de Riesz
(la Proposiciéon 2.42) que identifica el espacio dual de C|a, b]. Este teorema admite una
generalizacion que identifica el espacio dual de C(K), donde K es un compacto cualquiera
(de Hausdorff, por supuesto). En vez de integrales de Stieltjes sobre [a, b], los funcionales
lineales sobre C(K) son integrales con respecto a las medidas borelianas regulares sobre K.

Definicién 4.60. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto y separa-
ble; sea B la o-dlgebra generada por las partes abiertas de X; sus elementos son las partes
borelianas de X. Una medida boreliana sobre X es una medida positiva p sobre (X, B). La
medida p es regular si p(K) < oo paracada K € X y si, paratodo A € B, vale

p(A) =inf{ p(U) : U C X abierto, A C U },
= sup{ p(K) : K € X compacto, K C A }. (4.14)

Una medida compleja |1 sobre (X, B) tiene variacion total
o0 o0
|mmwﬂw§]mmwA=&M4.
k=0 k=0

Este |u| es una medida positiva, con ||| := |u¢|(X) < oo. Dicese que wu es regular si |u|
es regular. Las medidas complejas borelianas regulares forman un espacio de Banach M(X),
con norma i — ||ul.

Una dualidad entre Cy(X) y M(X) esta dada por la férmula

w¢w=Lﬂmwu» 4.15)

En vista de la desigualdad

(s f)] = [X | fCdlpl(x) = 1S lloo |I(X) = [ flloo ll21],

el funcional lineal f +— [, f(x)du(x) es continuo, con norma no mayor que || ||; no es
dificil comprobar que su norma es igual a ||u|. De este modo, M(X) es isométricamente
isomorfa a un subespacio de Co(X)*.

Para demostrar que esta copia de M(X) coincide con todo Cy(X)*, se aprovecha la es-
tructura de orden (parcial) en estos dos espacios de Banach. Se sabe, por la teoria de medida
(la descomposicion de Jordan) que una media compleja puede expresarse de manera canénica
como combinacion lineal de 4 medidas positivas: u = pu; — o + itz — ipg; los @, son
regulares si y sélo si u es regular. Por otro lado, un funcional lineal continuo £ € Cy(X)*
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puede expresarse en la forma £ = £y — £, + i{3 — i{4, donde cada £; es un funcional lineal
positivo, en el sentido siguiente.

Para simplificar la exposicion, conviene limitarse al caso de un espacio compacto y sepa-
rable. El caso general puede extraerse de la unitizacion Co(X)* ~ C(X ™).

Definicion 4.61. Un funcional lineal £: C(K) — C es positivo si £( /) > 0 cuando f > 0
en C(K). Si0 < f < 1 puntualmente en C(K), entonces 0 < £(f) < £(1). Luego, no
es dificil comprobar que |£(h)| < ||h]lof(1) para cualquier # € C(K), asi que un funcional
lineal positivo £ es automaticamente continua, con |[£| = £(1).

Teorema 4.62 (Riesz y Markov). Sea K un espacio topologico compacto y separable. Cada
funcional lineal positivo sobre C(K) es de la forma f v+ [, f dp, para una iinica medida
positiva boreliana regular p € M(X). B

La teoria de la medida abarca dos enfoques alternativas. Usualmente se construye una in-
tegral a partir de una medida definida axiomaticamente sobre una o-dlgebra de conjuntos; en
cambio, la llamada integral de Daniell define una integral como un funcional lineal positivo
sobre funciones continuas y luego extrae una medida positiva regular sobre las partes de la
o-algebra boreliana. El Teorema 4.62 establece la equivalencia de los dos enfoques.

Después de combinar las cuatro partes de un funcional lineal continuo o bien de una
medida regular, con atencién a los detalles de continuidad, se llega al teorema siguiente.!”

Teorema 4.63 (Riesz y Kakutani). Sea K un espacio topologico compacto y separable; en-
tonces el espacio dual C(K)* es isométricamente isomorfa a M(K). =]

» Abhora se puede reconsiderar la tarea de extender el cdlculo funcional continuo para un
operador autoadjunto (o normal) 7 € L(H). El Teorema 4.35 dice que f +— f(T) es una
aplicacion lineal isométrico C(sp(7T')) <— L(H). Para dos vectores x, y € H cualesquiera,
la aplicaciéon f +— (y | f(T)x) es un funcional lineal continuo sobre C(sp(7')), que cumple

[y 1 DX = Iy (4.16)

Ademads, como || f(T)| = ||f |l €l funcional lineal f + (y | f(T)x) es continuo, con
norma no mayor que || y|| [|x||. El Teorema 4.63 ahora produce medidas complejas borelianas
regulares py, € M(sp(7')) tales que

(1 f(T)x) = JQ)dpxy(A) paratodo f € C(sp(T)). (4.17)
sp(T")
17Para 1a demostracién del Teorema 4.62, véase, por ejemplo, el capitulo 2 del libro: Walter Rudin, Real
and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York, 1966. El teorema de Riesz y Kakutani es el Teorema 6.19 del
mismo libro, que identifica ambos teoremas con el nombre “teorema de representacion de Riesz”.
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Por la desigualdad (4.16), estas medidas cumplen la desigualdad || i, || < ||x]| ||y || para todo
x,y € H. El paso siguiente es eliminar los vectores x, y de la ecuacién (4.17), al introducir
una medida generalizada sobre sp(7") con valores en L(H ).

Definicion 4.64. Sea K un espacio topoldgico compacto separable, sea B su o-dlgebra de
partes borelianas y sea H un espacio de Hilbert. Una medida espectral sobre K con valores
en L(H) es una funcién E: B — L(H) tal que:

(a) E(A)? = E(A) = E(A)* paratodo A € B.
b) E@) =0y E(X) = 1.
(c) E(ANB) = E(A) E(B) paratodo A, B € B.

(d) Paratodox,y € H, E,: A+ (y|E(A)x) es una medida boreliana regular compleja
sobre K.

La condicién (a) de esta definicién dice que cada E(A) es un proyector en L(H); su
imagen Ran E(A) es un subespacio cerradode H. Si AN B = @ en B, entonces E(AWB) =
E(A) + E(B), porque

(E(A) + E(B))* = E(A)* + E(B)* = E(A) + E(B) = (E(4) + E(B))",
asi que E(A) + E(B) es un proyector; ademas, para x, y € H,
(y [ E(AW B)x) = Ex (AW B) = Ex(A) + Exy(B) = (y | (E(4) + E(B))x).

En particular, E(K \ A) = 1 — E(A) es el proyector cuya imagen es (Ran E(A))*.
SiP(H) :={P € L(H): P?= P = P*}, entonces E: B — P(H) es una funcién
finitamente aditiva. La condicién (d) dice que E es numerablemente aditiva: en efecto, si
{Ax} C B es una familia numerable de borelianos disjuntos, los subespacios Ran E(Ay) son
mutuamente ortogonales; si \/;, Ran E(Ax)) denota el subespacio cerrado generado por ellos,
entonces Ran E (l4, Ax) = \/; Ran(E(4x)), lo cual dice que E (4, Ax) = >y E(Ax).

Definicion 4.65. Si K es un espacio topoldgico compacto y separable, denétese por By, (K)
el espacio vectorial de funciones borelianas acotadas g: K — C. Esta es una C*-dlgebra
con la norma | - ||, que incluye C(K) como subdlgebra cerrada.

Sea E: B — P(H) una medida espectral. Si A € B, definase

/dE(x)E/ 14 dE(L) := E(A).
A K
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Esta integral se extiende por linealidad a las funciones simples: sis = Y _ c;14;, se define
xRV dE) = Z;:l c;E(A;) e L(H).

Si g € Bso(K), hay una sucesion (h,) de funciones simples tales que /4, — g uniforme-
mente. Para x € H, se cumple

lehn(M — 8 dExx(A) = llhy — glloo (x | E(K)x) = [l — glloollxII,

y mds generalmente, [, |h,(2) —g(A)| d|Exy|(A) < [|hn—gllsc |l x| |y]l parax, y € H. Por
convergencia dominada, se obtiene (y! [ ha(X) dE (/\)x) — I(g:y,x) € C donde este limite
no depende de la sucesién aproximante (/,). Esta forma sesquilineal (y, x) — I(g;y, x)
cumple 7(g; y,x) < |lglloollx|l |l¥]|. Luego hay un operador acotado S(g) € L(H) tal que
(v | S(g)x) = I(g:y.x). Escribase [, g(A)dE(A) := S(g). En otras palabras, se ha
definido un operador (Ginico) que cumple

<y /g()t)dE()L)x>::/ g(A)dE (A) paratodo x,y € H.
K K

Teorema 4.66 (El teorema espectral). Sea T € L(H) un operador autoadjunto.'® Hay una
tinica medida espectral E: B(sp(T)) — P(H) tal que f(T) = fsp(T) f(A)dE(A) para
f € C(sp(T)). Los proyectores espectrales conmutan con T, es decir, E(A)T = TE(A)
paratodo A € B(sp(T)); ysi S € L(H), entonces ST = TS siy solo si E(A)S = SE(A)
para todo A. H

La idea de la demostracidn es la siguiente. Dado el operador 7', la férmula (4.17) puede
verse como una definicion de un juego de medidas borelianas { (txy : X,y € H } sobre sp(T).
Si A € B(sp(T)), cada (y,x) — [xy(A) es una forma sesquilineal sobre H, que cumple
ltxy(A)| < ||x]| ||y]l. Luego, hay un operador E(A) € L(H) con |E(A)| < 1 tal que
txy(A) = (y | E(A)x) para x,y € H. Luego se verifica que 4 — E(A) es una medida
espectral. Su unicidad viene de las igualdades E , = (i, paratodo x, y.

Si S € L(H) conmuta con T, entonces S f(T) = f(T)S si f es un polinomio y por
tanto si /' € C(sp(T)). Luego, (S*y | f(T)x) = (y | Sf(T)x) = (y | f(T)Sx) para
todo x, y, asique Ex s+, = Egx,, en M(sp(T')). Por lo tanto, vale

(y | SE(A)x) = (S¥y | E(A)x) = Ex5+y(A) = Egx,y(4) = (y | E(4)Sx).
Esto establece que SE(A) = E(A)S para A € B(sp(T)). Inversamente, si SE(A) = E(A)S

para todo A, entonces Ex s+, = Eg,,, paratodo x, y € H, lo cual implica que

(y|STx) = / AdEy s+y(A) = / AdEsy,y(A) = (y | TSx).
sp(T) sp(T)

8Después de extender la validez del Teorema 4.35 a los operadores normales, se puede suponer que el
operador T es normal.
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Definicion 4.67. Si T = T* € L(H), la medida espectral E del Teorema 4.66 se llama la
resolucion de la unidad para 7.

La correspondencia g — g(T) = |, o(T) g(A) dE (1) establecida por el Teorema 4.66 es
un x-homomorfismo de By, (sp(T')) en L(H ), que lleva la funcién constante 1 en el operador
identidad 1, tal que ||g(T)| < ||glloo- (El nicleo de este *-homomorfismo es el espacio
vectorial de las funciones borelianas acotadas g tales que g = 0 casi por doquier con respecto
de cada una de las medidas positivas E .)

Lemad4.68. SeaT = T*L(H) ysea f: C — C unafuncion continua. Entonces fog(T) =
f(g(T)) paratodo g € Boo(sp(T)).

Demostracion. Para un monomio A — A", se obtiene g"(T) := [ g(A)"dE(X) = g(T)"
por la propiedad homomorfica de g + g(7'). Para la conjugacion compleja A +— A, se
puede comprobar que g(7) = g(T)* a partir de la propiedad E(A)* = E(A). Entonces
pog(T)= p(g(T)) cuando p es un polinomio en C[X]. El caso general sigue del teorema
de Weierstrass, al aproximar f por tales polinomios, uniformemente en el disco compacto

tneC:lul =gl - O

Proposicion 4.69. Sea U un operador unitario en L(H ). Entonces hay un operador auto-
adjunto T € L(H) con |T|| <1 tal que U = exp(2niT).

Demostracion. Un operador unitario es normal, ya que U*U = UU* = 1. Con el uso del
calculo funcional continuo para operadores normales, no es dificil comprobar que sp(U) C
T={AeC:|Al=1}

Definase e: [0,1) — T : ¢ > e2"!, Esta funcién e es una biyeccién continua, pero su
inverso g no es continuo; el intervalo semiabierto [0, 1) no es homeomorfo al circulo T. Sin
embargo, g si es una funcion boreliana acotada sobre T y, desde luego, sobre cualquier parte
cerrada de T. Coléquese T := g(U).

De g(T) C Rresultag = g,asique T = T*. Ademas, |T| = [|lg(U)] < llglloc = 1.

Del Lema 4.68, se obtiene exp(27iT) = f(T) = f(g(U)) = fogU)="U. O

4.5 Ejercicios sobre algebras de Banach y operadores acotados

Ejercicio 4.1. Sea A un dlgebra de Banach unital. Si x € 4 y si hay dos elementos y,z € A
tales que ||xy — 1|| < 1y ||zx — 1|| < 1, demostrar que x es invertible y que

x =y Z(l — xy)k = Z(l — zx)kz.
k=0

k=0
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Ejercicio 4.2. Sea J un ideal cerrado en un dlgebra de Banach A, es decir, un subespacio
cerrado tal que xv € J, vx € J cuando x € A, v € J. Verificar que el espacio cociente
A/J,conlanorma | x + J| := infyey ||x + v||, es un algebra de Banach.

Ejercicio 4.3. Si E es un espacio de Banach, el espacio de operadores £(E) es un dlgebra
de Banach. Un operador 7" € L(E) es cuasinilpotente si sp(7’) = 0. Demostrar que los
operadores T € L(C[0,1]) y S € L(£?) [con 1 < p < o00] definidos por

Xn
n—+1

Tf(x) :=[O fyde y  (Sx),:=

son cuasinilpotentes y que no poseen autovalor alguno.

Ejercicio 4.4. Sea x y y dos elementos de un dlgebra de Banach unital A. Demostrar que

sp(xy) U {0} = sp(yx) U {0}.

Dar un ejemplo de un caso en donde sp(xy) # sp(yx).
[ Indicacién: Si A ¢ sp(xy) U {0}, verificar que A~'(1 + y(A1 — xy)~1x) es un inverso
para Al — yx.]

Ejercicio 4.5. Un problema basico de la mecdnica cudntica es el de hallar un par de operado-
res autoadjuntos Q y P sobre un espacio de Hilbert H que satisfaga la relaciéon canénica de
conmutaciéon QP — PQ = i#il, donde # es una constante real positiva.'”” Comprobar que
este problema no posee solucién alguna con Q, P € L(H).

[ Indicacion: Verificar la formula sp(ul + x) = p + sp(x) para u € C; luego usar el
Ejercicio 4.4.]

Ejercicio 4.6. Sea A un dlgebra de Banach involutiva. Si v € A es una unidad a la izquierda:
ux = x paratodo x € A, demostrar que ¥ = u* y que u es una unidad (bilateral) para A.

Ejercicio 4.7. (a) Sean A y B dos C *-4lgebras unitales y 7: A — B un *-homomorfismo.?
Demostrar que sp(rr(x)) C sp(x) y concluir que || (x)|| < ||x]|| para x € A: por lo tanto, un
x-homomorfismo entre C *-algebras unitales es automdticamente continua.

(b) Concluir que un *-isomorfismo entre C *-algebras unitales es una isometria.

(c) Demostrar que la norma®' de una C *-dlgebra unital es zinica: en otras palabras, si una
x-algebra unital A es una C *-dlgebra para dos normas ||-|| y [||-||| que verifican || x*x| = ||x]|?
y [lx*x]|| = |||x]|* para todo x € A, comprobar que ||x|| = |[|x]||| para todo x € A.

19En un sistema cudntico con un solo grado de libertad, se interpreta Q como un operador de posicion 'y P
como un operador de momento. La cantidad 7 es la constante de Planck. Para resolver la dificultad de no haber
una solucién en operadores acotados, hay que representar Q y P por operadores autoadjuntos no acotados.

20Un *-homomorfismo es un homomorfismo 7 tal que 7(x*) = 7 (x)* para todo x € A.

21Una norma sobre una *-dlgebra que cumple (4.4) se llama una C *-norma.
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Ejercicio 4.8. Sea A una C*-dlgebra sin unidad, y sea AT := A x C su unitizacién, definida
por el Lema 4.7. Demostrar que hay una norma sobre A" tal que A1 sea una C *-dlgebra
unital. (Esta norma es unica, por el Ejercicio 4.7.)

[ Indicacién: Definase |||(x, A)||| := sup{ ||xz + Az|j4 : ||z]la < 1}. Verificar que esta es
una seminorma submultiplicativa sobre A™. Si fuera |||(u#,A)|] = 0 con A # 0, comprobar
que —A~'u serfa una unidad para A; concluir que ||-||| es una norma para A*. Verificar que

esta es una C *-norma para la cual A™ es completa. ]|

Ejercicio 4.9. (a) Sea A una C*-dlgebra sin unidad. Un par de operadores (L, R) en £L(A)
es un doble centralizador para A si se verifica

L(xy) =L(x)y, R(xy)=xR(y), R(x)y=xL(y) paratodo Xx,y € A.

Sea M(A) la totalidad de tales (L, R). Siz € A, definase L,(x) := zx y R,(x) := xz;
verificar que (L;, R;) € M(A) y que ||L.|| = ||R;]| = ||z||. Mas generalmente, demostrar
que ||L|| = ||R|| paratodo (L, R) € M(A).

(b) Demostrar que M(A) es un subespacio cerrado de £(A4) x £L(A). Definase un producto
y una involucién en M(A) por (L1, R1)(L2, Ry) := (L1L2, R2Ry) y

(L,R)*:=(RT,LT), donde TT(x):=T((x*)* para T € L(A).

Demostrar que M(A) una C *-dlgebra bajo este producto e involucién,?? con la norma dada
por ||(L,R)|| := ||IL|| = ||R|. Demostrar que la aplicacion z +— (L;, R;) es un -
isomorfismo isométrico que lleva A en un ideal de M(A).

Ejercicio 4.10. Sea H un espacio de Hilbert. Verificar la equivalencia de las siguientes pares
de condiciones para operadores sobre H :

(a) Operador autoadjunto: T* = T siy sélosi (x | Tx) € R paratodo x € H.

(b) Operador normal: TT* = T*T siysélosi |[T*x| = |Tx| paratodo x € H.
(c) Contraccion: I — R* R es positivo si y sélo si || Rx|| < ||x|| paratodo x € H.
(d) Isometria: V*V = 1siysolosi | Vx| = | x| paratodo x € H.

(e) Isometria parcial: SS*S = S siy sélosi [|[Sx| = ||x|| paratodo x € (ker S)* .

(f) Proyector: P> = P = P*siysélosi Px = x paratodo x € (ker P) .

22La C*-dlgebra M(A) es el algebra de multiplicadores de A. Si A = Cy(X) con X localmente compacto,
resulta que M(A) ~ Cp(X), la C*-dlgebra de funciones continuas acotadas sobre X; se sabe que Cp(X) =~
C(BX), donde BX es la compactificacion de Stone y Cech de X .
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Ejercicio 4.11. (a) Si P € L(H) es un proyector sobre un espacio de Hilbert H, demostrar
que Ran P es un subespacio cerrado de H; que H = ker P @ Ran P como suma directa
ortogonal; y que || P|| = 1 o bien P = 0.

(b) Si M es un subespacio cerrado cualquiera de H, demostrar que hay un tnico proyector
Py € L(H) tal que Ran Py = M. [Indicacion: Usar la Proposicion 1.42.] Verificar que
el proyector con imagen M=+ es 1 — Py.

(c) Si Q es otro proyector, demostrar que PQ es un proyector si y s6lo si PQ = QP,
en cuyo caso P + Q — PQ es también un proyector. ;Cuales son las relaciones entre las
imagenes de estos cuatro proyectores?

Ejercicio 4.12. Si H es un espacio de Hilbert, demostrar que cada operador idempotente
de norma 1 en £(H) es un proyector ortogonal.® En otras palabras, si P € £(H) cumple
P?2 = Py|P| =1,entonces P* = P.

[ Indicacién: Si x € (Ran P)* y ¢ > 0, comprobar que ||(1 4+ #)Px|? < ||x + tPx|]*> =
| x]|? 4 ||P x]||?>. Deducir que (Ran P)* C ker P y concluir que (Py | z) = (y | Pz) para
y,ze H.]

Ejercicio 4.13. Si T € L(H) es un operador autoadjunto con ||T|| < 1y |[1 =T| <1,
demostrar que T es positivo.
Inversamente, si S € L(H) es positivo y si ||S| < 1, demostrar que |1 — S| < 1.

Ejercicio 4.14. Una sucesion de operadores (7,) converge fuertemente a 7 en L(H), y se
escribe T = s-lim,, o0 T}, si T,x — Tx en H paracada x € H.**

Sean P, Q dos proyectores cualesquiera sobre H. Dendtese por P A Q el proyector orto-
gonal cuya imagen es Ran P N Ran Q. Verificar que || PQx| < ||x]| si x ¢ Ran P N Ran Q.
Si y € H, demostrar que los nimeros (y | (QPQ)?"y) forman una sucesién decreciente;
concluir que ((QPQ)"y)nen es una sucesion de Cauchy en H, y que s-lim,_,(PQ)" =
s-lim,, oo P(QP Q)" existe en L(H ). Usar el resultado del Ejercicio 4.12 para concluir que
P A Q =s-lim,_o(PO)".

Ejercicio 4.15. (a) Sea B una *-subdlgebra cerrada de una C*-algebra A. Demostrar que
B N A* = B*; es decir, si x € B posee un inverso x~! € A, entonces x~! € B. Concluir
que sp4(y) = spg(y) para y € B: los espectros de un elemento de B con respecto a las dos
C*-algebras Ay B coinciden. [Indicacién: Si x* = x, usar calculo funcional continuo; en
general, verificar que x 7! = (x*x)71x*.]

23Este ejercicio es el producto de una conversacién entre Arnaldo Nogueira y el autor (JCV) en 1977, cuando
los dos eran estudiantes de posgrado.

**Dicese que (T,,) converge uniformemente a T si |7, — T || — 0. Es evidente que convergencia uniforme
implica convergencia fuerte, pero no al contrario si dim H = oo.
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(b) Si C es otra C*-algebra, y si 7: C — A es un x-isomorfismo isométrico, verificar
que sp(7(z)) = sp(z) paratodo z € C.

(c) Sea T € L(H) un operador normal>® Si f € C(spT) es un limite de polinomios,
pn(A,A) — f(X) uniformemente para A € sp(T), definase f(T) := lim,— oo pu(T, T*).
Demostrar que sp(f(7T)) ={ f(A) : A € sp(T) }.

Ejercicio 4.16. Sea T := {A € C : |A| = 1} el circulo unitario. Verificar que un operador
normal U € L(H) es unitario siy s6lo si sp(U) C T. [ Indicacién: Usar el Ejercicio 4.15. ]

Ejercicio 4.17. Si A € £L(H) es un operador positivo, usar la existencia de /A para com-
probar la desigualdad de Schwarz generalizada:

}2 <(y|Ay) (x| Ax) paratodo x,y € H.

(v | Ax)

Ejercicio 4.18. (a) Si A € L(H) es un operador positivo y si 7 € L(H), demostrar que
T* AT es positivo. Si B es otro operador positivo, demostrar que A + B es también positivo.

(b) Si Ay B son operadores positivos tales que AB = BA, demostrar que A B es positivo.
[ Indicacién: Comprobar que B conmuta con A'/2.] Dar un ejemplo de un par de operadores
positivos (que no conmutan) cuyo producto no es positivo.

Ejercicio 4.19. Sea H un espacio de Hilbert. Escribase A > B en L(H) si la diferencia
A — B es un operador positivo. Demostrar las siguientes propiedades de este orden parcial:

(a) si A > 0, entonces ||A| 1 > A4;

(b) si A> B > 0, entonces ||A| > ||B]|;

(c) si A > 0, entonces ||A|| A > A?%;

(d) si A > 1, entonces A es invertible con 1 > A™!;

(e) siA> B > 0,entonces T*AT > T*BT paratodo T € L(H);
(f) iA>B>0ysit > 0,entonces (11 + B)™' > (t1 + A)~!;

(g) siA> B > 0, entonces JA>B.

25Esta definicién de f(T) extiende el calculo funcional continuo a operadores normales. La demostracién
del Teorema 4.35(a) se adapta facilmente para probar que f +— f(7T) es un x-isomorfismo isométrico entre

C(sp(T)) y C*(T).
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[ Indicacion: Para (a), (b) y (d), hallar intervalos en R que incluyen los espectros de estos
operadores. Para (c), mostrar que sp((A — 3[|A[[1)?) < [0, 7 [|A|1?]. Para (f), aplicar (d) y (e)
con T = (t1 + B)~'/2. Para (g), verificar la siguiente férmula integral:

()%

luego usar (f) y el calculo funcional continuo. ]

Ejercicio 4.20. Sea T € £(L?[0, 1]) el operador dado por Tf(t) :=t f(t). Comprobar que
T es autoadjunto pero no posee autovalor alguno. Demostrar que sp(7') = [0, 1].

Ejercicio 4.21. Sea f € L°°(X, u), donde (X, J, i) es un espacio de medida o-finita. De-
finase el operador de multiplicacién M, € L(L?*(X,u)) por Msh := fh. ;Cudl es la
descomposicion polar de M s ? Identificar el espectro sp(M r).

Ejercicio 4.22. Sea L?(H) el espacio de operadores de Hilbert y Schmidt sobre H. Si
S € L2(H)ysi T € L(H) es un operador acotado, verificar que T'S y ST pertenecen a
L2(H), con ||[TS|2 < ITIISI2y ISTll2 < S|z IT||. Concluir que £2(H) es un *-ideal

no cerrado en L(H).

Ejercicio4.23. Si § = S* € K(H) ysisp(S)\{0} = {Ax : k € N} con |Ag| > |Ax+1| para
todo k, demostrar que hay proyectores de rango finito { P : k € N} con P P} = PPy =0
parak # [, de manera que S = Y ;- , Ak Px con convergencia en la norma de £(H).

Ejercicio 4.24. Si A € K(H) es compacto y positivo, sean (ig)ken Sus autovalores no
ceros, contados con multiplicidad, en orden decreciente: (g > (g+1. Sea{uyg : k € N } una
familia ortonormal de autovectores: Auy = uxu para cada k. Demostrar que

pn = sup{ (x [ Ax) :|lx[| < 1, (u; [ x) = Opara j <nj.
En seguida, demostrar el teorema minimax de Courant que caracteriza los autovalores de A4:

Un = inf  sup{ (x| Ax):||x]| <1, x € MnJ‘ },
dim M;,,=n

donde el infimo se toma sobre los subespacios M, C H de dimension finita 7.

Ejercicio 4.25. Sean S, T € L£2(H) dos operadores de Hilbert y Schmidt. Si {ux}y {v,}
son dos bases ortonormales de H, demostrar que las series Y, (ux | STug)y >, (v | STv,)
convergen a la misma suma. Dendtese el valor de esta suma por Tr(S7T); esta es la traza
de ST. Comprobar, ademds, que | Tr(ST)| < ||S||21| 7 [|2-
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Ejercicio 4.26. (a) Comprobar esta formula de polarizacion, para S, T € L(H):
13
S*T = ZkZ_;)(—i)k(S +i*T)*(S + i*T).

(b) Demostrar que Tr(ST) = Tr(T'S) si S, T € L2(H).

Ejercicio 4.27. Sea A € K(H) un operador compacto positivo. Si /A € L2(H), la traza
de A se define por Tr A := ), (ux | Aug). (Esta suma es finita e independiente de la base
ortonormal, por el Ejercicio 4.25.) Verificar que la traza de operadores positivos satisface las
siguientes propiedades:

(@ Tr(A+ B)=TrA+TrB, siA>0,B >0.

(b) Tr(tA) =tTrA, siA>0yt>0enC.

(¢) Tr(A) > Tr(B) >0, siA> B > 0.

(d) Tr(UAU*) =Tr A, siA>0ysiU € L(H) es unitario.

Ejercicio 4.28. (a) Sea T € L(H) y sea T = SA su descomposicién polar. Demostrar que
T esdelaformaT = RS con R, S € £L2(H) siys6losi TrA < oo.
[ Indicacién: Usar T = SA'/2AY/2, Verificar (Tr|RS|)? < Tr(|RS|?) < | R|> [|S|2.1

(b) Definase el siguiente conjunto de operadores trazables:
LYH):={T e L(H):Tr|T| <oo}={RS:R,S € L*(H)}.

Demostrar que £!(H) es un x-ideal (no cerrado) en £L(H) y que L1(H) C L£2(H).

(©)SiS € L(H)y T € LY(H), demostrar que Tr(ST) existe y que cumple la desigual-
dad | Tr(ST)| < ||S|| Tr|T|. [ Indicacién: Usar T = SA/2A4/2 ]

Ejercicio 4.29. (a) Escribase |T||; := Tr|T| para T € L'(H). Mostrar que || - ||; es una
norma sobre L'(H);y que | T||» < |T |1 para T € £L'(H).

[ Indicacién: Para la desigualdad triangular, usar la descomposicién polar S + 7 =
VIS 4+ T|,demodoque ||S+ T|; =Te(V*(S +T7)).]

(b) Comprobar que H|x)(y|”1 = ||x|| |||l parax,y € H.

(©)SiT € LY (H)y S € L(H), demostrar las desigualdades ||ST|; < S| IT]: y
ITS < 1711 [IS]]-
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Ejercicio 4.30. Demostrar que hay dos isomorfismos isométricos
K(H) ~LU(H) y LU(H)" ~L(H),

donde el apareamiento de dualidad en ambos casos es (T, S) := Tr(T'S). [Aqui T € L'(H);
yS € X(H)obien S € L(H) segin el caso. |

Concluir que el encaje natural J : X(H) — K(H)** puede identificarse con la inclusion
K(H) — L(H);y que los espacios de Banach K(H), L'(H) y £L(H) no son reflexivos.?®

[ Indicacion: Si f € K(H)*, mostrar que hay 7 = SA € L(H) que cumple (y | Tx) =
f(|x)(y|) para x,y € H. Verificar que Z’}=1(uj | Auj) = f(Z’;=1|uj><SMj|) y concluir
que T € LY(H) con ||T|l; < | f|ll. Luego comprobar que f(R) = Tr(TR) para todo
R eX(H).]

%6Se puede dar por un hecho (que no es muy dificil de comprobar) que el espacio vectorial L'(H) es
completo en la norma || - ||;.
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