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Resumen

Este trabajo describe la dindmica del ‘entanglement’ de un sistema formado por dos
atomos de dos niveles acoplados de forma independiente con dos reservorios, cada
uno, constituido por un nimero finito de modos del campo electromagnético. Espe-
cificamente, se plantea una soluciéon formal y otra aproximada (por series de Fourier)
para la ecuacién de Schrodinger que describe la dindmica de interaccion de cada atomo
con su respectivo reservorio.

Por otro lado, la evolucién del ‘entanglement’ es descrita para distintos subsiste-
mas de dos ‘qubits’. En particular, se compara el comportamiento del ‘entanglement’
tomando en cuenta un estado colectivo para cada reservorio versus el comportamiento
descrito a través de los modos individuales de cada reservorio. Se predice fendmenos
de entanglement sudden death (ESD) y entanglement sudden birth (ESB) correspon-
dientes al decaimiento inicial de los 4tomos, asi como los debidos a los ‘revivals’ aso-
ciados a la dinamica del sistema.
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Introduccion

La dindmica del ‘entanglement’ en sistemas acoplados a su entorno (Cubitt, Verstraete,
y Cirac, 2005), asi como los fenémenos de ‘entanglement sudden death (ESD)’ (Lastra,
Romero, Lépez, Franga Santos, y Retamal, 2007) y ‘entanglement sudden birth’ han si-
do estudiados tanto del punto de te6rico como experimental (Almeida etal., 2007).

En ese sentido, el trabajo de (Lopez, Romero, Lastra, Solano, y Retamal, 2008) estu-
dia la evolucién del ‘entanglement’ para subsistemas de un sistema formado por dos
cavidades que interactiian, cada una, con reservorios independientes. En su modelo
los reservorios son constituidos por un gran nadmero de modos del campo electromag-
nético; ademas, cada cavidad y su respectivo reservorio es descrito como un sistema
de dos ‘qubits’, al definir un estado colectivo para el reservorio que alberga un tnico
foton.

La presente tesis tiene por objetivo evaluar la necesidad de establecer un estado co-
lectivo asociado a cada reservorio y analizar la posibilidad de estudiar la dindmica del
‘entanglement’ en un sistema equivalente al propuesto por (Lopez et al., 2008), toman-
do en cuenta los modos individuales de cada reservorio. Se realizara una comparaciéon
y se buscara una posible correlacion en la descripcién del ‘entanglement’, por medio
del tratamiento colectivo y el tratamiento a nivel de modos de cada reservorio.

Como objetivo adicional se pretende analizar la influencia del nimero de modos,

que constituye cada reservorio, tanto en la evolucién de probabilidades del sistema
como en la dindmica del ‘entanglement’ de los posibles subsistemas de dos qubits.
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Capitulo I

Modelo cuantico de la interaccion

atomo - campo electromagnetico

En este capitulo se considera al atomo como sistema cuantico que interactiia con el
campo electromagnético (EM). El campo EM es modelado como un conjunto de par-
ticulas que satisfacen la estadistica de Bose-Einsten; es decir, se trabaja con el campo
EM cuantizado. Se obtiene el hamiltoniano de interaccidon, de (Jaynes y Cummings,
1963), a partir del cual se estudiaran las propiedades del sistema atomo - campo EM

cuantizado, y se observaran las principales diferencias con el modelo semiclasico.

1.1. Hamiltoniano de interaccion atomo - campo EM

La interaccion del campo EM cuantizado con un electrén de un atomo, puede ser

descrita por el hamiltoniano en la aproximacion dipolar:

H=Ha+Hc—er-E (1.1)



donde Ha corresponde al hamiltoniano atémico, y Hc corresponde al hamiltoniano del

campo EM. En el caso del campo EM cuantizado el hamiltoniano H¢ esta dado por:

=
Hc = hvi(ayax +1/2) (1.2)
k

donde vk corresponde a la frecuencia del modo k, ax es el operador de aniquilacién y
a, el operador de creacion del campo EM.
En el caso de Ha y er resulta conveniente expresarlos en términos de los operadores

de transicion electronica:

oij = [iM] (1.3)

donde |i) representa el conjunto completo de autoestados de energia del atomo; es

decir, se cumple:

>
[Nil=1 A Hali) = hwi|li) Vi (1.4)
con lo cual:
> >
Ha = F)w,-|i)(i| = hwioii (15)
z o . o . z
er=eliilr|){Jj| = wjoj (1.6)

donde u; = (i|er|j) es un elemento de matriz del momento dipolar eléctrico del atomo.
La componente eléctrica (operador) del campo EM, en la ubicaciéon del atomo, se
puede expresar como:
>

E = eEx(ak + ay) (1.7)
k

donde los € representan la polarizacién de cada modo y la amplitud del campo EM



(o]

estadadaporE =  Aw
2e0V

Al reemplazar (1.3), (1.5), (1.6) y (1.7) en el hamiltoniano (1.1) se obtiene:

= = ==
H = hvia; ak + hwiocii + h g?oij(ak + ay) (1.8)
k i ik
i ij -exE . . . .z
donde g/ = - “4%*k se denomina constante de acoplamiento para la interacciéon con

atomo-campo EM. En el hamiltoniano previo la referencia de energia se toma en el
vacio del campo EM. El espacio de estados del sistema es constituido por el producto
tensorial de los autoestados del atomo libre y del campo EM externo: |i) @ |[{n«}) =
li, ny, no, ..., N, ), donde el indice i corresponde a los estados atémicos y nk corres-
ponde al nimero de fotones en el k-ésimo modo del campo EM.

Ahora se procede a estudiar el caso del atomo de 2 niveles, considerando que |e)
representa al estado excitado y |g) representa al estado base. Ademas, si se cumple que

Ueg = Uge, €ntonces gk = g¢9 = g% y el hamiltoniano (1.8) se reduce a:

= =
H = hvia; ak + (AweCee + hwgogg) + h gk(0eg + 0ge)(ak + a?) (1.9)
K k

Si se definen los operadores:

0z = Oee — Ogg = |e)(e| — [g){(g] (1.10)
O+ = 0eg = le)al (1.11)
0- = 0ge = |g){e| (1.12)



que satisfacen el algebra de las matrices de Pauli:

[0, 4] = -0, (1.13)

lo-, 0:] = 20- (1.14)

el Hamiltoniano (1.9), se expresa como:

> 1 =
H = hviaga, + zhwaz +h gilo. +o_ )(a, + ay) (1.15)
k k

donde w = we —wy y se ha redefinido el cero de energia a partir del promedio de energia
entre los dos niveles atémicos: h(we + wy)/2.

Al transformar el hamiltoniano (1.15) a la imagen de interaccidon se observara la
contribucién de cuatro términos oscilantes con frecuencias: (-vk + w), (vk — w), (vk + w)
y (-vk — w) asociados a los operadores: ako+, g o~ , a0+ y axo-, respectivamente. En
este contexto, se distingue dos escalas temporales, una asociada a la desintonizacion
entre el atomo y los modos del campo EM, *(vk — w), y otra escala de altas frecuen-
cias #(vk + w). La omision de los términos que oscilan con altas frecuencias (términos
contrarrotantes) corresponde a la aproximacion de onda rotante, debido a su contri-
bucioén insignificante a la dindmica efectiva del sistema en una escala temporal mucho
mayor al periodo de las oscilaciones de alta frecuencia, pero mucho menor al periodo
asociado a la escala de desintonizacién. El hamiltoniano simplificado, en la imagen de

Schrédinger, resulta:

1 > =
H = zhwaz + hviaia, +h gilajo_+a,0.) (1.16)
k

que representa la interacciéon de un atomo de dos niveles con un campo EM constituido



por un conjunto de modos.

1.2. Interaccion de un atomo de dos niveles con un solo
modo del campo EM

En esta seccion se estudia la interacciéon de un atomo con el campo EM de una ca-
vidad optimizada para albergar un tUnico modo. Luego, la frecuencia del modo v es
sintonizada con dos niveles preseleccionados del atomo, de tal forma que, la proba-
bilidad de transiciéon de dichos niveles con el resto de niveles de energia atémicos es
insignificante.

De acuerdo a (1.16), el hamiltoniano para este sistema se expresa como:

H = Ehwo + hvata+ hg(ato +ao ) (1.17)

2 z - +

donde el término Ho = Zlhwoz + hva™a corresponde a la energia del sistema sin in-
teraccion y H1 = hg(a*o- + ao+) representa la energia de interaccién entre el atomo
y el campo EM monomodo. En este caso, el espacio de estados se reduce al generado
por {|e, n), |g, n)/n = 0,1,2,...}, donde |e) y |g) corresponden a los estados atémicos,
y |n) es un autoestado del operador de nimero, asociado al campo EM monomodo.
De acuerdo a la seccién anterior, este hamiltoniano es resultado de la aproximacién
dipolar y la aproximacién de onda rotante.

Para estudiar la dindmica de este sistema es conveniente expresar el hamiltoniano

en la imagen de interaccion:

V= eiHot/hHle—iHot/ﬁ (118)



para lo cual se utilizara la identidad:

o2
e Be ™ = B + a[A, B] + — A [A Bl +... (1.19)
2!

en la transformacién (a la imagen de interaccidn) de los operadores de transiciéon ato-

mica y los operadores bosoénicos:

2

e'wozt/2 5 e=iwozt/2 = 5 4 lwt o, 0+] + 1 oz, [0z, 04]] + ...
!

2

fwt

=o. +iwtos T 5(iwt)20+ +...

= og.e/vt (1.20)

. + . + 1
eVta 9e-vta d = g 4 (jvt)[a*a, a] + _(ivt)[a*a, [a*a, al] +. ..
I

1
a+(—ivt)\a+~ (ivt)a+...
2!

= ge~t (1.21)

con lo cual, el Hamiltoniano (1.17) se expresa como:

V = F)g O.+eiwtae—ivt + a+eivto._e—iwt
VvV = F)g O.+aei(w—v)t + a+o._e—i(w—v)t
V = hg(o+ae®t + grog-e'At) (1.22)

donde se ha definido la desintonizacién entre los niveles atémicos y el modo del campo
EM, A = w - v. Se observa que en el caso de resonancia, el hamiltoniano en esta

imagen es independiente del tiempo, y por tanto solo se resolveria una ecuacion de



autovalores.
A continuacidn se resuelve la ecuaciéon de Schrodinger para el hamiltoniano en la

imagen de interaccion (1.22) mediante algunos métodos convencionales.

1.2.1. Método de amplitud de probabilidad

En este método se considera una base de estados estacionarios y la dependencia
temporal solo corresponde a las amplitudes de probabilidad, de tal forma que la ecua-
cion de Schrodinger se reduce a un sistema de ecuaciones diferenciales. En el caso del
sistema del &tomo de dos niveles interactuando con un modo del campo EM, se consi-

dera como solucién una combinacion lineal de los estados |e, n) y |g, n):
=
[@(t)) = [cen(t)le, n) + conlt)lg, n)l (1.23)

que al reemplazar en la ecuacion de Schrodinger y simplificar, se obtiene:

> >
ih (Otce,n(t)|e, n) + dtcg,n(t)]g, N)) =g Con+1 N+ 1lle n)e

n n J | (1.24)
+g = Cen-1 N|g, n)e

int

y debido a la ortogonalidad de la base {|e, n), |g, n)}, las amplitudes de probabilidad

deben de satisfacer las siguientes ecuaciones diferenciales:

OiCenn = —ig N+ 1eiAth,n+1 (125)

\/

dtcg,n+1 = _ig n + 1e_iAtCe,n (1.26)

Para resolver el sistema de ecuaciones previo se puede derivar una de ellas y reem-



plazar la otra donde corresponde, de tal forma que se obtenga una ecuacion diferencial
homogénea de segundo orden cuya solucién es bien conocida. Se obtienen las siguien-

tes soluciones para las amplitudes de probabilidad:

Q,t iA Q,t
c ()= c (0) cos —= -"sin ——
e e’"\/ 2 Qn 2 (1.27)
n+1
-2ig c #
Qn g,n+1 (Tnt
., (0)sin ——  ett2
Q,t J7AY Q,t
c ()= ¢ (0) cos =™ + " sin —"
g,n+1 g,n+1 \/_ 2 Qn 2 (128)
n+1
_2'
g 0 Ce,n #

n
Q,.t .
(0)sin ——  e-ibt2

donde se ha definido la frecuencia de orden n:
Qn = (4g%(n + 1) + A2)V2 (1.29)

Para describir el comportamiento del sistema se considera el caso particular de ato-
mo inicialmente en el estado excitado; esto es, cen(0) = cn(0) y cg,n+1(0) = 0. En dicho

caso, las amplitudes de probabilidad se reducen a:

Qut in . Qpt

Cen(t) = c,(0) cos , Esm ) edt/2 (1.30)
n
2i \/ 1 Q,t
n+ )
Camalt) = =€ o(0) =T sin =" ez (1.31)
n

La funcién |cen(t)|? representa la probabilidad de que, en el instante t, en el interior
de la cavidad se encuentren n fotones y a la vez el &tomo se encuentre en su estado

excitado |e). De manera similar, la funcion |cgn(t)|? representa la probabilidad de que,



en el instante t, en la cavidad se encuentren n fotones y el &tomo se encuentre en su

estado fundamental |g). Luego, es posible calcular la probabilidad de tener n fotones

en la cavidad en el instante t:

p(n) = |cen(t)]® + |cgn(t)]? (1.32)

Ot A2 Q. 4g°n Q,_it

_ 2 2enl . 2 2aenlt . 2 n-1
p(n) =pom(0) cos® = —psin® T+ Q%ﬂpn—l,n—l(o)sm 5 (1.33)

donde pn(0) = |cn(0)|? es la probabilidad de tener n fotones en la cavidad en el instante
inicial t = 0. Un ejemplo de estadistica inicial corresponde a un estado coherente:

(n)ne_<”>

pn(0) =~ (1.34)

donde (n) es el valor medio del operador N = a*a.
Para el estudio del cambio de estado se calcula la inversion, como la diferencia de

probabilidades de encontrar al &tomo en su estado excitado menos la correspondiente

al estado base:

W(t) = 2[|cen(t)], - lcgn(t)] ] (1.35)
que se reduce a:
bt A% 4g°(n+1)
W(t) = Pnn(0) Y + Tcos(ﬂnt) (1.36)

n

lo cual manifiesta la presencia de oscilaciones de Rabi en la dindmica del sistema.
Este ultimo resultado marca una diferencia clara con el modelo semiclasico, donde
la radiacion es tratada como onda electromagnética y no se esperaria las transiciones

atémicas en ausencia del campo EM; sin embargo, el modelo cuantico de la radiacién
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Figura 1.1: Inversiéon W (t) como funcion del tiempo. Se observa el fenémeno de “co-
llapse and revival"para un estado inicial coherente en el campo EM.

predice el decaimiento del atomo inclusive en el vacio del campo EM (pn(0) = 64, ),
mostrando asi el caso mas simple de la emisién espontanea. Otro fendmeno que no
es compatible con el modelo semiclasico corresponde al “collapse and revival"de la
inversion (ver la figura 1.1), que ocurre solo debido a la estructura discreta del campo
EM.

Es posible mostrar de manera formal la equivalencia entre el modelo cuantico y
semiclasico de un atomo interactuando con solo un modo del campo EM. (Swain,
1973) mostré que, en la aproximaciéon dipolar, los resultados cuanticos tienden a los

correspondientes semiclasicos en el caso que el nimero de fotones tiende a infinito.

1.2.2. Método del operador de Heisenberg

En este caso se utiliza un método algebraico para resolver la dinamica de la interac-
cion entre un &tomo de dos niveles y un modo del campo. Se plantea el problema en la

imagen de Heisenberg y se resuelve las ecuaciones para los operadores bosénicos del

10



campo EM (a(t) y a*(t)) y los operadores atomicos (ox(t) y o:(t)):

ora = %’[a, H] = -iva - igo- (1.37)
1 . ,
00— = m[o_, H] = -iwo- + igo.a (1.38)
1 .
00, = T [o,, H] = 2ig(a*o _- o Q) (1.39)
I/

Resulta conveniente definir las siguientes constantes de movimiento (operadores):

N = a*a + 0.0- (1.40)
A
C = , O +g(o+a+ato-) (1.41)

que satisfacen [N, H] = [C, H] = 0.

Al derivar con respecto al tiempo (1.38):

9%0- = —iwdio- + ig(d:0.a + 0:0:a)

y al reemplazar (1.37) y (1.39), se obtiene:

0}0- = -iwd:o- - 2g*(a*o-a - 0.a?) + gvo.a - g’o- (1.42)

que puede expresarse en términos del operador C como:

020- + 2i(v — C)0to- + (2vC - v?> + g?)o- = 0 (1.43)

11



De manera similar, el operador bosénico a cumple:

02a + 2i(v - C)0:a + (2vC - v* + g*)a = 0 (1.44)

Ambas ecuaciones son equivalentes y la soluciones para cada caso son:

o-(t) = e Vte‘t[Ae’t + Be~'] (1.45)

a(t) = e-telCt[Eeikt + Feir] (1.46)

donde A, B, E y F son operadores que se determinan al tener en cuenta las “condicio-

nes iniciales"para los operadores o- y a. Se verifica que:

sin(kt) . sin(kt)

o_(t) = eV  cos(kt) +iC o (0) -ig a(0) (1.47)
K K
L ] t j t
a(t) = e Ve®  cos(kt) + iCmK_)' a(0) - ing_)'a (0) (1.48)
K K
h | 12
donde k es un operador constante, k = TA + g*(N+ 1) , que satisface [C, k] = O.

A partir de las expresiones (1.47) y (1.48) se pueden obtener las cantidades fisicas de
interes; por ejemplo, lainversion en el caso que el estado inicial corresponde al atomo

excitado |e), y el campo EM en el estado coherente |a) (autoestado del operador a):

W(t) = <e, alaz(t)le/ a)

= 2(e, a|o+(t)o-(t)|e, o) - 1

. 2
sin(Kat
=1+2g%|al*-1) sin{kat)
o
h . i,
donde se definio la constante: k, = AT + g%(|a|® + 1)

12



1.2.3. Método del operador de evolucion

Es posible resolver la ecuaciéon de Schrodinger de manera formal por medio del
operador de evolucion. Para mostrar el método se considera el caso resonante (A = 0)
para el hamiltoniano (1.22), con lo cual el operador de evolucién del sistema en la

imagen de interaccién es:

U(t) = exp(-iVt/h) (1.49)

donde:
V = hg(o+a + a*o-) (1.50)

Durante la expansion del operador de evoluciéon sera necesario utilizar las siguien-

tes identidades:

(0+a + a*0-)? = o.aq0.a + o.aa*o- + a*o-o.a + ato-a*o-
— + +
= ga*o.o- + atao-o«

(o+a + a*0-)? = aa*|e)(e| + a*a|g){g| (1.51)

que por induccién implica:

(0+a + a*o-)2* = (aa*)¥|e)(e] + (a*a)|g)(g] (1.52)

(0va + a*0 )1 = (aa*)kale)(g] + a*(aa*) | g) (el (1.53)

13



Con esto, el operador de evolucién se expresa como:

° 2k
= (—igt) .
u(t) = ] (2k)!(a .a+ato-)
= 2k g iat 2k+1
_ (_(/_Czli))_"o La+ato- )+ ((7’;;7_4_)1_)!(0+a + gto. )2k
k=0 k=0
00 _: 2k 2 P 2k
vt = F oy el + - HU—Clapg)(g
(2k)! (2k)!
§>O ) 2k+1 k=0 ] 2k+1
Llat) o orykaleygl + - A —g+(aa) g) el
oo 2K+ 1) oo (2k+1)!
\/
U(t) = cos(gt ~@fa + 1)|e)(e| + cos(gt a*a)ld){(g|
_ _sin(‘g/t ata+1) sin(gt ata+1)
TS T dleMgl-iat T g1 loXel (1.54)

En general, el estado del sistema en el instante t, se calcula como:

(1)) = U(t)[¢(0)) (1.55)

>
Por ejemplo, si |[¢/(0)) = cn(0)le, n), el estado del sistema en el instante t, es
n=0

descrito por:

= v
|g(t)) = cn(0)[cos(gt n + 1)|e, n)] —isin(gt n+ 1|g, n+ 1))] (1.56)
n=0

que equivale a las soluciones (1.30) y (1.31) en el caso resonante (A = 0) y con Q, =

2g n+1.

14



Capitulo II

Interaccion de un atomo de dos niveles

con N modos del campo EM

En este capitulo se plantea la ecuacidon de Schrodinger para el sistema formado por
un atomo de dos niveles y su correspondiente entorno o reservorio, este ultimo cons-
tituido por N modos del campo electromagnético. Se mostrara una solucién formal
asociada a un proceso de diagonalizacion y una solucién aproximada por series de
Fourier. Al final se verifica que la solucion aproximada converge a la soluciéon formal

conforme se considera un reservorio con un mayor nimero de modos.

2.1. Hamiltoniano y solucion formal

Como se describio6 en el capitulo anterior, el hamiltoniano asociado a la interaccién

entre un atomo de dos niveles y un reservorio formado por N modos del campo EM
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Se expresa como:
H = Oz + hviagar + h(Gka;o- + Giako:) (2.1)
donde:

hw = diferencia de energia entre los dos niveles atomicos

hvk = energia asociada al k-ésimo modo del campo EM

ademas, las constantes de acoplamiento del &tomo con cada modo del campo EM cum-

plen:

|
_ aeg - €k hvi

h 26,V

Gy (2.2)

Con el objetivo de estudiar la evolucién del sistema se resolvera la ecuacién de
Schrédinger en la imagen de interaccion, de tal forma que la dinamica sera descrita

por el siguiente hamiltoniano:

=
V= h(Gre-P<aio- + Gie'P<'ako) (2.3)
k

donde las diferencias de frecuencias entre el &tomo y cada modo del reservorio son:
Dk = w - vk
De acuerdo al hamiltoniano previo y considerando que el atomo inicialmente se

encuentra en su estado excitado |e) con el reservorio en el estado vacio |0) (ausencia de

16



fotones), el estado del sistema en el instante t se puede expresar como:

X _
[4(1)) = ce(t)|e, 0) +  cqi(t)lg, 1k)

(2.4)

donde el estado |ik) = |04, 02, 03, ..., 1, ..., On) esta asociado a la presencia de solo un

fotén en el k-ésimo modo del campo EM. Luego, las amplitudes de probabilidad como

funciones del tiempo, ce(t) y cg(t), seran obtenidas al reemplazar el estado (2.4) en la

ecuacion de Schrodinger con el hamiltoniano (2.3).

De acuerdo a la ecuacidon de Schrodinger (en la imagen de interaccién), las ampli-

tudes de probabilidad satisfacen las siguientes ecuaciones:

Ce(t) = -i Gre'Pxcg i(t)
k=1
Corlt) = —iGre=P<ce(t)

que pueden expresarse de forma matricial como:

Ce 0 G' c Ce
j = -iA-

Cq "G -D Gy <

Gy Coa(t)

. G, . Cg2(t) .
G=.G,. ' Gt)=eP ().
Gy CgnN (t)
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y una matriz diagonal N x N, definida por:

Dy 0 O .. O
O Do 0O .. O
D= 0 0 D3 .. 0O (2.9)

0
O O O O Dw

De acuerdo a las condiciones iniciales, la soluciéon formal de (2.7) se expresa como:

(2.10)

para lo cual se requiere conocer los autovalores (A) y autovectores (u) de la matriz A,

tales que:

[ Vo-
Ad=Aa=A (2.11)
v
o de forma equivalente:

GV o= Av, (2.12)
VeG-DU = AV (2.13)

de donde la ecuacion de autovalores se expresa como:
A-G*A+D)'G=0 (2.14)
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cuyas N + 1 raices cumplen:

x G 2
A= e (2.15)
B A+ Dy
Asi mismo, los N + 1 autovectores normalizados cumplen:
1
U=V, R (2.16)
(A+D)'G
con el parametro de normalizacion:
" #_
f z |Gk|2 1
vof = 1+ , (2.17)
| B |[A + Dl

Para expresar la solucién (2.10) en término de los autovalores y autovectores de la

matriz A, se construye la matriz de autovectores:

US bo 1 02 ... On (2.18)
tal que:
A O O .. O
0O A+ O .. O
ASUAU=.0 0 A, .. 0. (2.19)

19



con lo cual, (2.10) se expresa como:

— Ue—i/\tu+ (220)

Finalmente se obtiene las amplitudes de probabilidad, del estado (2.4), en términos de

las autovalores y autovectores de la matriz A:

b3 ,

ce(t) = | Uk o| >~ (2.21)
k=0

Ci(t) = Uj kUi g~ 2Kt (2.22)
k=0

Aunque este formalismo permite describir la evolucion del sistema, se requiere de un
proceso de diagonalizacion de una matriz (A) del orden del numero de modos que

constituyen al reservorio.

2.2. Solucidon aproximada por series de Fourier

En esta seccion se pretende mostrar una solucion analitica y aproximada para de-
terminar las amplitudes de probabilidad asociadas a la evolucidn del sistema descrito
en la seccidn previa. Para establecer el método de andlisis se tomara en cuenta las ca-
racteristicas de la ecuacion integro-diferencial de la amplitud de probabilidad asociada
al estado excitado del atomo.

Para obtener la ecuacién integro-diferencial de la amplitud de probabilidad ce(t)

20



basta integrar la ecuacion (2.6) y reemplazarla en (2.5), con lo que se obtiene:

[+
Celt) = - |G|?e=2<"8) co(T) dT (2.23)
0 &

que es equivalente a:

I

celt)=-  G*ePt-IGc,(t) dt (2.24)
0

de acuerdo a las matrices definidas en (2.8) y (2.9).

Esta ecuacion pone en evidencia que la dinamica del sistema depende de su histo-
ria, de tal forma que la sumatoria S(t - t) = = |Gk|2e~P% * -8 determina la influencia
de la historia del sistema en su propia evolucion.

Para analizar las caracteristicas de una solucién aproximada de (2.23), se considera
que las diferencias de frecuencias entre el &tomo y cada uno de los modos del reservo-

rio, satisfacen:
Dy = —kA (2.25)

donde la diferencia de frecuencia entre los modos consecutivos se considera uniforme:

2w

A=x W con O<x<1 (2.26)

y los valores de k pueden ser {-Cn, -Cny + 1, ...Cny — 1, Cn}, tal que Cy = N/2 para

N pary Cy = (N - 1)/2 para N impar. Con estas consideraciones, las constantes de
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acoplamiento entre el atomo y cada modo del reservorio, se expresan como:

S
_ 2 2k
Gi=g Aw+kD)=g )/i/w W+ ,’\;“’ (2.27)

donde g = v

e donde peg es el momento dipolar atémico, A el drea transversal a
o)

la direccion de propagacion.
Ahora, tomando en cuenta la diferencia de frecuencias entre los modos del reservo-

rio (2.25), la sumatoria (S) de la ecuacién (2.23) es periddica (ver figura 2.1).

2077

15} 1

00000000/ (%0 1)

-10 -5 0 5 10
G

Figura 2.1: Sumatoria tipo ntcleo de Dirichlet. Reservorio con N = 21 modos y para-
metro x = 0, 85. El maximo en t = t es igual a N y en cada periodo se observan AN 1
valores nulos.

El periodo de la sumatoria S es Z y se manifiesta un comportamiento tipo delta
de Dirac en el intervalo [-11/A; +1/A]; este comportamiento se acentia al considerar
un mayor numero de modos en el reservorio. Al tomar en cuenta las caracteristicas
de este nucleo, se definen dos escalas temporales: (1) una escala mayor asociada a la
desintonizacién entre los modos del reservorio (tg = 21t/A), y (2) una escala menor

asociada a la transiciéon entre los niveles atémicos (ta = 2 tg/N = 2r/xw).
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Ahora, teniendo en cuenta el comportamiento periodico del nucleo de la ecuacion
(2.23), se plantea una solucién por intervalos en la escala de desintonizacién entre mo-

dos del reservorio:

clO)(t) sio<st<m/A
Dc(l)(t“) sin/A <t <3n/A

ce(t) = (2.28)
c?(t) si3n/A<t<5m/A

donde cada término, ¢™(t), debe cumplir la ecuacién (2.23) con sus correspondientes
condiciones iniciales.

Para el primer intervalo [0; i/A), en el instante t, el integrando de (2.23) solo es
significativo en un intervalo de tiempo del orden de ta (escala atémica); por tanto, a
mayor intervalo de tiempo, la integral (2.23) no sufrira cambios significativos y su limi-

te superior puede ser reemplazado por ri/A (escala de desintonizacion entre modos):

J‘ IT/AZ
Ce(t) = - |G| 2e~Px" co(T) dT (2.29)
0

cuya solucion puede expresarse como una suma parcial de una serie de Fourier:
ce(t) = axe'Oxt (2.30)
—CN

donde los coeficientes ax cumplen:

[ .
P e Pk ce(T)dT (2.31)

IT/A 0

Luego, al reemplazar (2.27) e identificar el coeficiente (2.31) en la ecuacidn (2.29), se
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obtiene:

+CN +CN
Celt)=-ng? w ake®<t + A acke™Pxt (2.32)
—CN —CnN

que para un alto nimero de modos en el reservorio, converge a la ecuacion:
Cel(t) = —mtg? wce(t) + ice(t) (2.33)

cuya solucidn, en el primer intervalo y de acuerdo a las condiciones iniciales, es:

gzwnt

de tal forma que el decaimiento del estado excitado es descrito por el cuadrado del

modulo de la amplitud de probabilidad c(t):
|cO(t)]? = et (2.35)

donde la constante de decaimiento I satisface:

2g°wn

En este mismo intervalo, la amplitud de probabilidad para el k-ésimo modo del

reservorio cumple la ecuacién (2.6):

1) = -iGre-Pcr) (2.37)
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cuya solucién, segun la condicién inicial (vacio del campo EM), se expresa como:

cO(g) = —C—(e-tenn _ 1) = Bh——(epeVe_1)  (238)
k ; . >
o iDc+y i(Dy —"97) + §
donde: y = %. Este resultado muestra cierta semejanza con los resultados de la

aproximacion Weisskopf-Wigner, excepto por el término adicional en la parte imagi-
. . rg2m
naria del denominador (-"*>3.
Para el segundo intervalo [r1/A; 3t/A), 1a condicidn inicial para la amplitud de pro-
babilidad del k-ésimo modo del reservorio, por continuidad, sera:

T _ Gk (D) o —1) (2.39)
A ka + y

y con ello, en el intervalo en cuestion, las ecuaciones (2.5) y (2.6) se reducen a:

—
~
A

-

ce(t) = - © G %P et dr —i T GrePtcl) (n/n) (2.40)
Ak k

donde se observa que la solucién homogénea, para un alto nimero de modos, corres-
ponde a la solucién de una ecuacidon equivalente a la ecuacion (2.33). Asi mismo, la

solucion singular debe cumplir:

>
Celt) = - -nmg? wce(t) +ice(t) -i G*quktc(l)WA) (2.41)
K

La solucién de la ecuacion (2.41), en el intervalo en cuestién, también se puede
expresar como una serie de Fourier:
> +CN
W (t) = (1) Dt g .

(2.42) "
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cuyos coeficientes a{! satisfacen:

—iG*c(1)
iGie g d1/B) (2.43)
iDk + mg?w — mg?Dx

(1) —
Gk =

Por un procedimiento semejante y tomando en cuenta las nuevas condiciones ini-

ciales, se puede verificar que la solucién para el tercer intervalo [37r/A; 51t/A], cumple:

> +CN
c@ (t) = 5(2) iDxt a e

(2.44) "

cuyos coeficientes a{? satisfacen:

—iG*(2)
a® =1k A3/ (2.45)
iDk + tg?w — tg?Dx
donde:
@ 3 @ 3m . J SA_ne—katCu)(t)dt_'_c(l) b4 2 46
Cq,k A = Cgk A = —iGk n ak A ( ' )
A

Finalmente, por recurrencia es posible conocer la solucién (2.28) para un alto nu-
mero de modos.
En el intervalo (2j - 1)n/A < t < (2j + 1)ri/A, con j = 1, la amplitud de probabili-
dad del &tomo en su estado excitado, se expresa como:
> +Ono
c (t) = f(/) iDit a e

(2.47) "
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donde los coeficientes de la serie de Fourier, satisfacen:

-iG* ) (2 -1)E
(2.48)

ke _ak A
g7 X

) —
A= D+ ng?w — ng?Dy

ademas; la amplitud de probabilidad del k-ésimo modo del reservorio se expresa como:

) Ie DT 0 n
Cg,k(t) = —iGk . e~ "Dkt ci)(T)dt + Cor (25 - l)A (2.49)
(2j-1)2

con las siguientes condiciones iniciales, por continuidad:

Y. - . o.on
ch (2j-1) A S ciZ (2/-1) (2.50)
C(0/)< It — ic;ki(e—(ipkw)ﬂA —1)
RGN iDk +y

El procedimiento descrito permite construir las amplitudes de probabilidad aso-
ciadas al estado que describe el comportamiento del sistema. Las series propuestas
permitirian un analisis en escalas de tiempo del orden de la desintonizacion entre mo-
dos del reservorio y su convergencia dependera del nimero de modos del reservorio;
es decir, mientras se considere un reservorio con mayor numero de modos, la solucién
propuesta tendra una mejor aproximacion a la solucion exacta.

A continuacién se muestran las graficas comparativas, entre la solucién analitica
(de la seccion 2.1) y la aproximacion por intervalos (considerando solo los tres prime-
ros intervalos), de la evolucion de la probabilidad de encontrar al atomo en su estado

excitado (para distintos nimeros de modos del reservorio).
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Figura 2.2: Evolucién de la probabilidad asociada al estado excitado| & del atomo,
segun la solucion analitica (linea anaranjada) y segun la aproximacién (linea roja). Re-
servorio con N = 15 modos.

1.0 i

0.6 ]

Probabilidad

021 i

Al

Figura 2.3: Evolucion de la probabilidad asociada al estado excitado| & del atomo,
segun la solucidn analitica (linea anaranjada) y segiin la aproximacién (linea roja). Re-
servorio con N = 35 modos.
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Tanto en la figura (2.2) como en la figura (2.3) se observa un buen acuerdo entre la
soluciéon analitica y la soluciéon aproximada por tramos, asociada a los tres primeros
intervalos. Se muestra un completo acuerdo tanto en la estructura de “revivals” como
en las escalas temporales asociadas a ellos. También se verifica que la aproximacion
propuesta mejora al considerar un reservorio con un mayor niumero de modos, lo cual
corresponde a la convergencia de las series de Fourier consideradas en la solucién. En
la figura (2.2) correspondiente a un menor nimero de modos (N = 15) la diferencia
entre la solucién analitica y la solucién aproximada por tramos corresponde a las osci-
laciones de menor escala temporal, correspondiente a las transiciones atémicas. Dichas
diferencias se reducen de forma significativa con el incremento del nimero de modos

del reservorio, como se observa en la figura 2.3.

2.3. Evolucion del sistema

En esta seccion se extrae las principales caracteristicas asociadas a la evolucién del
sistema, teniendo en cuenta que al inicio el &tomo se encuentra en su estado excitado
mientras que el reservorio se encuentra en su estado vacio. Estas caracteristicas se ma-
nifestaran a traveés de las graficas de evoluvion de probabilidades, calculadas a partir
de las amplitudes de probabilidad descritas en las dos secciones previas.

A continuacién se muestran las graficas de evolucién de probabilidad para el ato-

mo, tanto en su estado excitado |e, 0) como en su estado base |g, 1«):
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Figura 2.4: Evolucién de la probabilidad asociada al estado atémico excitado| & (li-

nea roja) y del estado base |g)en modo resonante del reservorio (linea anaranjada).
Reservorio con N = 21 modos.
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Figura 2.5: Evolucion de la probabilidad asociada a algunos modos del reservorio: mo-

do resonante D = 0 (linea azul), caso D = 2A (linea anaranjada) y caso D = 5A
(linea verde). Reservorio con N = 21 modos.

En la figura 2.4 se observa el decaimiento del atomo (linea roja) durante un inter-
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valo de tiempo aproximado de 1/A, mientras que cada ‘revival’ ocurre en un tiempo
multiplo de 2/A. En la misma figura se verifica que la probabilidad asociada al modo
resonante, entre el atomo y el reservorio, se hace nula cuando la probabilidad asociada
al estado excitado del &tomo es maxima en cada ‘revival’.

Enlafigura 2.5 se observa que los modos del reservorio comienzan a poblarse y al-
canzan un maximo de probabilidad, segin su sintonia con la frecuencia de oscilacién
electrénica, siendo evidente la preferencia por el modo resonante. En cada ‘revival’ de
la dinamica atémica se manifiesta un reduccion significativa en la probabilidad asocia-

da a los distintos modos del reservorio.

1.0 ]

0.8 ]

0.6 ]

Probabilidad
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0.2 ]

0_07\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
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Figura 2.6: Evolucién de la probabilidad asociada al estado atémicos excitadd & (li-
nea roja) y del estado base |g)en modo resonante del reservorio (linea anaranjada).
Reservorio con N = 51 modos.
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Figura 2.7: Evolucion de la probabilidad asociada a algunos modos del reservorio: mo-
do resonante D = 0 (linea azul), caso D = 2A (linea anaranjada) y caso D = 5A
(linea verde). Reservorio con N = 51 modos.

En las figuras 2.6 y 2.7 se observa los mismos casos anteriores (figuras 2.4 y 2.5) para
un mayor nimero de modos del reservorios. Como es de esperar la amplitud de los
‘revivals’ decrece y el periodo en el cual ocurren aumenta. Asi mismo, se observa que
la amplitud de las oscilaciones de alta frecuencia (asociadas a las transiciones atémicas)
se reducen significativamente.

Finalmente, el fendmeno de ‘revivals’ asociado a la dinamica atémica es consecuen-
cia de la estrutura discreta del reservorio. La observacién de este fendmeno dependera
estrictamente del nimero de modos presentes en el reservorio, de tal forma que el
periodo de observacién estd en proporcion directa al nimero de modos. Luego, es evi-
dente que en el caso de un reservorio con infinitos modos del campo EM, solo sera

posible observar el decaimiento atémico sin opcién a registrar el primer ‘revival’ in-

clusive en un tiempo muy prolongado (trevivar = 2% = N1),
A wx
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Capitulo III

Medida del ‘entanglement’:

Concurrencia

En este capitulo se utiliza el ‘entanglement de formacion’ definido por (Bennett,
DiVincenzo, Smolin, y Wootters, 1996) para brindar una medida del ‘entanglement’
asociado a sistemas de dos ‘qubits’. Esta medida, asociada a la entropia de los
subsis- temas, presenta un comportamiento monétono y creciente respecto de una
funcién de concurrencia (C), como lo describen (Wootters, 1998) y (Hill y Wootters,
1997); por lo cual, la concurrencia en si representaria una medida apropiada del

‘entanglement’.

3.1. Concurrencia

Se analiza el ‘entanglement’ de un sistema cuantico formado por dos subsistemas

Ay B, cuya matriz densidad p = pas puede expresarse como un arreglo de estados
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puros |;) con probabilidades p;, de la siguiente forma:

>
p= pilYiXil (3.1)

Segun (Bennett, Bernstein, Popescu, y Schumacher, 1996), para cada estado puro, el
‘entanglement’ E es definido como la entropia de von Neumann de cada uno de los

subsistemas:

E(g) = =Tr [palogpal = =Tr [ps log ps] (3.2)

donde pa y ps son las matrices reducidas sobre cada subsistema.
Con lo anterior, el ‘entanglement de formacidn’ para el estado mixto (3.1) es defi-
nido como el minimo, sobre todas las descomposiciones, del promedio del ‘entangle-

ment’ de los estados puros que componen a p:
. =
E(p)=m’in  piE(Yi) (3-3)

Esta medida se basa en cuantificar los recursos necesarios para preparar un estado
entrelazado determinado. (Wootters, 1998) muestra que, a partir de (3.3), el ‘entangle-

ment de formacion’ se puede expresar como:

E(p) = E(C(p)) (3.4)
donde la funcién E esta dada por:
1+ +—2 v 1 \/1—2
+ Y o) - —C2
E(C) = —c 1+ 1 @ -t | 1- 1-C (3.5)
2 08, 2 2 08, 2
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en términos de la concurrencia C.
Por ejemplo, para un estado puro de un sistema de dos estados, la concurrencia se

define como:

Cl¢) = (¢loyl )] (3.6)

donde |¢*) representa el complejo conjugado de |¢) y o, es la matriz de Pauli, que para
un sistema de dos estados intercambia los elementos de la base en la cual se expresa
(excepto por una fase).

Para un estado mixto de dos qubits, la concurrencia se define como:

Vo VN N
C(p) =max{0, A1- Ar- A3- Az} (3.7)

donde los A« corresponden a los autovalores, en orden decreciente, de la matriz:
R=p(d ® g®) p* (6 ® g) (3.8)

con p* el complejo conjugado de p.

Por su construccion, el ‘entanglement de formaciéon’ cuantifica los recursos necesa-
rios para generar un estado entrelazdo especifico. En el caso de la concurrencia, puede
interpretarse como una medida de coincidencia entre el estado original y el estado
transformado por medio del operador oy, de tal forma que toma valores entre 0 (au-
sencia de ‘entanglement’) y 1 (maximo ‘entanglement’). Por este motivo, en el siguiente
capitulo se calculara la concurrencia para subsitemas de dos ‘qubits’ como una medida

del ‘entanglement’.
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3.2. Concurrencia en subsistemas asociados a la interac-
cion de un atomo de dos niveles con N modos del
campo EM

En esta seccion se ilustra el procedimiento que se utilizara en el siguiente capitulo
para obtener la medida del ‘entanglement’ en un subsistema de dos ‘qubits’. Para ello,
analizaremos el sistema estudiado en el capitulo II.

Especificamente, como medida del entanglement se calcula la concurrencia (C) para
los subsistemas: &tomos y un modo del reservorio y entre dos modos del reservorio.

La matriz densidad del subsistema atomo-modo (A,m) se obtiene al proyectar el
estado del sistema sobre los N - 1 modos restantes; luego, se define el vector |0¢™) que

indica el vacio en los N - 1 modos restantes y el vector |[1(7)) (k /= m) que indica la

presencia de un fotén en uno de los N — 1 modos restantes. Estos vectores cumplen:

(0M[0) = |Om) (3.9)
(O] 1) = Emk|1m) (3.10)
(Ifmjoy = o (3.11)
ML) = 6kl0m) (3.12)

Con esto, al proyectar el estado descrito en (2.4) sobre los N — 1 modos restantes, se

obtiene:

(0| ) = cele, Om) + cgmlg, 1m) (3.13)
(1{™|¢) = cgklg, Om) (3.14)

con lo cual, la matriz de densidad del subsistema 4&tomo-modo (A,m), en la base {|e, 1m),

36



le, Om), |g, 1m), |g, Om)} esta dada por:

.0 0 0 0
-0 ce| cec 0 (3.15)
2 m
P=Tr| Y fmah¥ ¥ 1=
"0 ccgm |cgml 0
>
0 0 0 k  lcgl
cuya concurrencia cumple:
Ca,m(t) = 2|ce(t)cg m(t)] (3.16)

En un proceso similar, al proyectar el estado descrito por (2.4) sobre los estados
atomicos y los estados correspondientes a N — 2 modos, se verifica que la matriz de
densidad para el subsistema de dos modos (m, n) del reservorio, en la base {|1m, 1n),

|1m, 0n), |Om, 1s), |Om, On)}, estd dada por:

0 0 0 0
p— [ @]l=.0 |c 1> comc®n 0
= TI‘| )( lm,n N . gm gm 5 (317)
=*0 Cg,m Cg,n |Cg,n| 0 .
> mnlc, k|
0 o0 0 e+ k 16
cuya concurrencia se expresa como:
Cm,n(t) = 2|cg,m(t)cy (1) (3.18)
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Observacion: Para una matriz de densidad del tipo:

0O 0 0O
0 a z O
p= (3.19)
O z b O
0 0 0 c

— 2 — 2
los autovalores de la matriz R definida en (3.8) son: Ay = ( ab+|z|) ,A, =( ab-|z|),
A3 =0, A4 = 0; por lo cual, la concurrencia (3.7) se reduce a C = 2|z|.

A continuacién se muestra las graficas de la evolucién de la concurrencia para los

subsistemas descritos:

1.0- ]

0.8
0.6 ]

041 !

Concurrencia d&1omo-modo

0.2 1

0_07\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
Al

Figura 3.1: Concurrencia atomo-modo resonante (linea anaranjada) y probabilidad aso-
ciada al estado excitado del atomo (linea azul). N = 35 modos.
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Figura 3.2: Concurrencia del modo resonante con el modo D =tA (linea anaranjada),
concurrencia del modo resonante con el modo D =8BA (linea verde) y concurrencia
atomo-modo resonante (linea azul). N = 35 modos.

En la figura 3.1 se muestra la evolucidn de la concurrencia entre el atomo y el modo
resonante, donde se observa que la tasa de crecimiento inicial es mayor que la tasa
con la cual decrece después de alcanzar su maximo valor. Asi mismo, la concurrencia
atomo-modo es impulsada con cada ‘revival’ de la dindmica atémica.

La evolucién de la concurrencia entre un par de modos del reservorio se muestra
en la figura 3.2, donde se observa que alcanza un valor estable en un tiempo posterior
al cual ocurre el maximo de concurrencia atomo-modo resonante de la figura 3.1. En
cada ‘revival’ la concurrencia entre modos decrece significativamente.

Como evidencia del comportamiento mono6tono entre el ‘entanglement de forma-
cion’ y la concurrencia, la siguiente figura muestra la evolucion del ‘entanglement’

entre el &tomo y el modo resonante.
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Figura 3.3: Entanglement entre el &tomo y el modo resonante (linea anaranjada). Con-
currencia para el mismo subsistema (linea azul). N = 35 modos.
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Capitulo IV

Entanglement para subsistemas
asociados a un sistema formado por dos
atomos de dos niveles con sus

respectivos reservorios

En este capitulo se analiza el comportamiento del ‘entanglement’ para siete sub-
sistemas de un sistema formado por dos atomos de dos niveles con sus respectivos
reservorios. Se estudia la evolucién de la concurrencia a partir de un estado inicial
que presenta maximo ‘entanglement’ entre los atomos. Se establecen las condiciones
para observar los fendmenos de ‘entanglement sudden death’ (ESD) y ‘entanglement

sudden birth’ (ESB) en algunos subsistemas de analisis.
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4.1. Concurrencia para los subsistemas

El sistema de estudio corresponde a dos atomo de dos niveles y sus respectivos
reservorios con un numero finito de modos del campo EM. Se considera la evolucion
debido solo a la interacciéon de cada atomo con su respectivo reservorio, sin posibilidad
de interaccién entre los &tomos ni entre sus reservorios.

Con el objetivo de estudiar el ‘entanglement’ de ciertos subsistemas, se considera
que el estado inicial del sistema corresponde a un caso de ‘entanglement’ inicial solo

entre &tomos pero no entre sus reservorios:

o) = (alg1)lg2) + Blex)le2))[01)]02) (4.1)

En la imagen de interaccion, cada 4&tomo y su correspondiente reservorio evolucionan
con el hamiltoniano (2.3) de tal forma que, en el instante t, el estado del sistema es

descrito por el vector:

|ty = a|gi, 01)]g2, 0) + B|Y(t)1)|¢(t)2) (4.2)

donde |¢(t))) corresponde al estado de cada atomo y su correspondiente reservorio
segun la ecuacidn (2.4).

De forma explicita, el vector de estado anterior se expresa como:
) ) h = _ih = i
|We) = a|ga, 01)]g2, 02) + B §lex, 01) +  co(t)gr, 1ua) €lea, 02) +  cqi(t)]g2, 1)2)
donde se han considerado las siguientes cantidades:

& = celt) (4.3)
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S>=——q
— 2 2
X= lcgu®)]” = 1= [¢] (4.4)
k
A continuaciéon se construirdn las matrices de densidad para siete subsistemas distin-

tos, a partir de las cuales se realizara el calculo de la concurrencia, en un proceso similar

al tratado en el capitulo anterior.

4.1.1. Subsistema formado por los dos atomos

La matriz densidad reducida para el subsistema de atomos, en la base {|es, e2),

le1, 92), |91, €2), |91 g2)}, esta dada por:

Paa, = Trrip, (|Pe){e]) (4.5)
61%1£1* 0 0 a*8¢?
0 18171612 1x1? 0 0
0 0 1817112 1x1? 0
aB*Ex? 0 0 la|? + |8]%|x|*

de donde la concurrencia cumple:

Cass, = 2[€]* |aB] - |8]|x]* (4.6)

A continuacién se muestran las graficas de concurrencia para este caso:
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Figura 4.1: Evolucion de la concurrencia atomo-atomo para distintos estados iniciales
de los atomos, previo al primer 1:</%Vlval Solo se observa el fenémeno de ESD para

amplitudes de probabilidad |a| < 0, 5. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.2: Evolucion de la concurrencia &tomo-atomo para distintos estados iniciales
de los atomos, hasta observa e segundo ‘revival’. Se observa los fendmenos de ESB y
posterior ESD en el caso |a| = 0.3. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.3: Evolucion de la concurrencia &tomo-atomo segin la amplitud de probabili-
dad |a|. Reservorio con N = 35 modos.

La figura 4.1 muestra la evolucion de la concurrencia del subsistema atomo-atomo,
donde se observa el fenémeno de ‘Entanglement Sudden Death (ESD)’ siempre que
las amplitudes de probabilidad del estado inicial del sistema cumplan |a| < |8]| (lineas
azul y anaranjada). Por el contrario, si |a| = |8| se observa un decaimiento asintético
de la concurrencia (lineas verde y roja).

La figura 4.2 muestra los mismos casos de la figura 4.1 en un mayor intervalo de
tiempo. Para el caso de amplitud de probabilidad |a| = 0.3 (linea anaranjada) y du-
rante los ‘revivals’ se observa el fendmeno de ‘Entanglement Sudden Birth (ESB)’ se-
guido del ESD, donde la concurrencia adquiere un valor maximo decreciente en cada
‘revival’.

La figura 4.3 corresponde a la evolucion de la concurrencia segin la amplitud de
probabilidad |a|. Se observa que los fendmenos ESD y ESB, descritos en las figuras

anteriores, solo ocurren bajo la condicién || < |8| para las amplitudes de probabilidad
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del estado inicial (4.1). En el caso del ESB presente durante los ‘revivals” de la dinamica
atémica, se observa que el intervalo de valores posibles para |a| se va restringiendo
hacia vecindades préximas a |a| = 0.5, lo cual corresponde al estado con un maximo
‘entanglement’ inicial.

Por otro lado, para este subsistema es posible determinar el instante en el cual ocu-
rre el primer ESD tomando en cuenta la solucién aproximada, realizada en la seccion
2.2, para la amplitud de probabilidad c{)(t). Al igualar a cero la concurrencia (4.6), se

obtiene:

(4.7)

o de forma equivalente:

lal

X*=1-1§°=1-e""=
6]

(4.8)

de donde se obtiene el instante en el cual se presenta el primer ESD en términos de
las condiciones iniciales del sistema y la constante de decaimiento ' (obtenida en la

seccion 2.2):

1
t =-=In 1- (4.9)
r 6]

Los resultados descritos para este caso, incluyendo el instante del primer ESD, son

compatibles con los mostrados por (Lopez et al,, 2008).
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4.1.2. Subsistema formado por un atomo y un modo de su correspon-

diente reservorio

La matriz densidad reducida para el subsistema atomo y un modo de su correspon-

diente reservorio, en la base {|e1, 1m1), |1, Om1), |91, 1m1), |91, Om,1)}, estd dada por:

Pasms = Try g g ([Qe) (e ]) (4.10)
0 0 0 0
0 [BP1E17  181%csm 0
0 |6]*cgm  |6]*Icgm|? 0
0 0 0 |lal? + 1812 (|x]* - lcgm|*)(2 - |xI*)

de donde la concurrencia cumple:

Caumy = 2|86}, m | (4.11)

A continuacién se muestran las graficas de concurrencia para este caso:
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Figura 4.4: Evolucion de la concurrencia entre un atomo y el modo resonante de su
correspondiente reservorio para distintos estados iniciales de los atomos, previo al pri-
mer ‘revival’. Se observa el decrecimiento asintdtico de la concurrencia indepediente
de la amplitud de probabilidad |a|. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.5: Evolucion de la concurrencia entre un atomo y el modo resonante de su
correspondiente reservorio para distintos estados iniciales de los 4&tomos, hasta obser-
var el segundo ‘revival’. Los maximos de concurrencia son favorecidos para valores
menores de amplitudes de probabilidad |a|. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.6: Evolucion de la concurrencia entre un 4tomo y el modo resonante de su
correspondiente reservorio, segun la amplitud de probabilidad a. Reservorio con N =
35 modos.

La figura 4.4 muestra la evoluciéon de la concurrencia del subsistema atomo y el
modo resonante de su correspondiente reservorio. En este caso se observa que la con-
currencia alcanza un maximo para luego reducirse de forma asintética. El instante en
el cual ocurre el maximo de concurrencia es independiente de la amplitud de probabi-
lidad |a| asociada al estado inicial; ademas, el valor maximo de concurrencia decrece
con el valor de |a].

La figura 4.5 muestra los mismos casos de la figura 4.4 en un mayor intervalo de
tiempo. Se observa que en cada ‘revival’ de la dindmica atémica también se reactiva la
concurrencia entre cada atomo y los modos de sus correspondientes reservorios.

La figura 4.6 corresponde a la evolucién de la concurrencia segin la amplitud de
probabilidad |a|. En este caso se observa la ausencia de fenémenos de ESD o ESB y
se confirma un decrecimiento de los maximos de concurrencia con el incremento del

valor de la amplitud de probabilidad |a| del estado inicial del sistema.
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4.1.3. Subsistema formado por un atomo y su correspondiente reser-

vorio (N modos)

En este caso se define un vector de estado (colectivo) para el reservorio |1) =

ﬁ ch,k(t)ﬁk), tal que la matriz densidad reducida para el sistema atomo y su co-

rrespondiente reservorio, en la base {|e1, 1), |e1, 01), |91, 11), |g1, 01)},esta dada por:

Par, = TrAsz (|4}t>(¢’t |) (412)

0 0 0 0 .

.0 |6P18° 6% O
<0 l6Pex 167 o

0 0 0 |af?

de donde la concurrencia cumple:

Ca,r, = 2|6]*|éx| (4.13)

A continuacién se muestran las graficas de concurrencia para este caso:
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Figura 4.7: Evolucién de la concurrencia entre un 4tomo y su correspondiente reservo-
rio para distintos estados iniciales de los atomos, previo al primer ‘revival’. Se observa
el decrecimiento asintético de la concurrencia después de alcanzar su maximo valor,
semejante al caso de la concurrencia atomo-modo. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.8: Evolucidn de la concurrencia entre un atomo y su correspondiente reservo-
rio para distintos estados iniciales de los atomos, hasta observar el segundo ‘revival’.
Los maximos de concurrencia en cada revival son favorecidos para valores menores
de amplitud de probabilidad ¢ | como se observo en el caso de la concurrencia atomo-
modo. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.9: Evolucién de la concurrencia entre un atomo y su correspondiente reservo-
rio, segun la amplitud de probabilidad a. Reservorio con N = 35 modos.

La figura 4.7 muestra la evolucién de la concurrencia del subsistema atomo y su
correspondiente reservorio. En este caso se observa que la concurrencia alcanza un
maximo para luego reducirse de forma asintotica. Este comportamiento es equivalen-
te al comportamiento de la concurrencia del sistema atomo y modo resonante de su
correspondiente reservorio (ver figura 4.4).

La figura 4.8 muestra los mismos casos de la figura 4.7 en un mayor intervalo de
tiempo. Se observa que en cada ‘revival’ de la dindmica atémica también se reactiva la
concurrencia entre cada &tomo y su correspondiente reservorio.

La figura 4.9 corresponde a la evolucion de la concurrencia segun la amplitud de
probabilidad |a|. En este caso se observa la ausencia de fenémenos de ESD o ESB y
se confirma un decrecimiento mondétono de los maximos de concurrencia con el incre-
mento del valor de la amplitud de probabilidad |a| del estado inicial del sistema.

El comportamiento de la concurrencia para este subsistema manifiesta compatibili-
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dad con los resultados mostrados por (Lopez et al,, 2008) para un sistema equivalente
al propuesto. Por otro lado, al comparar este subsistema con el caso de la secciéon ante-
rior, se observa que el ‘entanglement’ entre un atomo y su correspondiente reservorio
es consecuencia del ‘entanglement’ entre el atomo y los modos individuales asociados

a su propio reservorio.

4.1.4. Subsistema formado por un atomo y un modo del reservorio

asociado al otro atomo
La matriz densidad reducida para el subsistema atomo y un modo del reservorio

asociado al otro atomo, en la base {|e1, 1m2), |e1, Om2), |91, 1m2), |91, Om2)}, estd dada

por:

PAm, = TrAleRmzn (I (e ]) (4.14)
1617117 cg,m|? 0 0 a*B&cg,m
0 161%1€]° 0 0
0 0 16121x1%|cgml? 0
aB*§c; m 0 0 |lt|” + [8]%x]*(1 - |cg,m|?)

de donde la concurrencia cumple:

Caym, = 21€]Icaml[]a6] - 16][x]] (4.15)

A continuacién se muestran las graficas de concurrencia para este caso:
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Figura 4.10: Evolucion de la concurrencia entre un atomo y el modo resonante corres-
pondiente al reservorio del otro &tomo para distintos estados iniciales de los atomos,
previo al primer,/revival. Solo se observa el fenomeno de ESD para amplitudes de pro-
babilidad |a| < 0.5. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.11: Evolucion de la concurrencia entre un atomo y el modo resonante corres-
pondiente al reservorio del otro atomo para distintos estados iniciales de lgs atomos,
hasta el segundo ‘revival’. En el caso de amplitud de probabilidad |«a| = 0.3 se lo-
gra observar los fenémenos de ESB y posterior ESB solo durante el primer “revival’.
Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.12: Evolucion de la concurrencia entre un atomo y el modo resonante corres-
pondiente al reservorio del otro atomo, segin la amplitud de probabilidad a. Reservo-
rio con N = 35 modos.

La figura 4.10 muestra la evolucion de la concurrencia del subsistema atomo y el
modo resonante correspondiente al reservorio del otro atomo. En este caso se observa
que la concurrencia alcanza un maximo para luego reducirse de forma asintdtica, siem-
pre que las amplitudes de probabilidad del estado inicial cumplan que |a| = |8| (linea
verde y linea roja). Si las amplitudes de probabilidad cumplen que |a| < |8|, entonces
se observa el fenémeno de ESD (linea azul y linea anaranjada).

La figura 4.11 muestra los mismos casos de la figura 4.4 en un mayor intervalo de
tiempo. Se observa que en cada ‘revival’ de la dindmica atémica también se reactiva la
concurrencia, de forma suave para los casos donde |a| = |8]| (linea verde y linea roja) y
por medio de un ESB cuando |a| < |8| (linea anaranjada).

La figura 4.12 corresponde a la evolucion de la concurrencia segun la amplitud de
probabilidad |a|. Se confirma que cuando las amplitudes de probabilidad del estado

inicial cumplen la relacién |a| < |8], es posible observar fenémenos de ESB y ESD
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durante los ‘revivals’ de la dindmica atémica siempre y cuando el estado inicial se
encuentre cerca del maximo ‘entanglement’ posible (|a| = \%5).

Por otro lado, para este subsistema es posible determinar el instante en el cual ocu-
rre el primer ESD tomando en cuenta la solucién aproximada, realizada en la seccion

2.2, parala amplitud de probabilidad c(t). Al igualar a cero la concurrencia (4.15), se

obtiene:

2 = 1ok (4.16)

o de forma equivalente:

2l 2mqoe Tt = 1o (4.17)
=117 =1me = 10

de donde se obtiene el instante en el cual se presenta el primer ESD en términos de

las condiciones iniciales del sistema y la constante de decaimiento ' (obtenida en la
seccion 2.2):
R (4.18)
tesp=—_In 1- =5 4.18
ESD r |6|2
Los resultados descritos para este caso, tomando en cuenta solo un modo del reser-
vorio del otro atomo, muestran la ausencia de un ESB antes del ‘revival’ asociado a
la dindmica atémica. El trabajo de (Lépez et al., 2008), que analiza la concurrencia en
un sistema equivalente al nuestro, da cuenta de un ESB (previo al ‘revival’) cuando se

considera al reservorio en un estado colectivo compuesto por todos sus modos. Este

caso, se presenta en la siguiente seccidn.
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4.1.5. Subsistema formado por un atomo y el reservorio asociado al

otro atomo

La matriz densidad reducida para el subsistema atomo y reservorio asociado al otro

atomo, en la base {|e1, 1), |e1, 02), |91, 12), |g1, 0.)}, esta dada por:

PaR, = TrAle (lL/Jt)(Lpt |)

6*1€1°1xl> 0 0 a88x

0 16]°€]* 0 0
0 0 16]2|x|* 0 .
aB*Ex 0 0 let|” + [81%]€]% x|

de donde la concurrencia cumple:

Carr, = 2/¢lIxI |aB] - 1617|¢]Ix]

A continuacion se muestran las graficas de concurrencia para este caso:
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Figura 4.13: Evolucién de la concurrencia entre un atomo y el reservorio del otro ato-
mo para distintos estados iniciales de los atomos, previo al primer ‘revival’. Solo se
observa los fenomenos de ESD y posterigr ESB para valores menores de la amplitud

probabilidad |a|, en este caso para |a| = 0.1. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.14: Evolucion de la concurrencia entre un atomo y el reservorio del otro ato-
mo para distintos estados iniciales de los atomos, hasta el segundo ‘revival’. En cada
‘revival’ se observa los fenomenos de ESD y posterior SB psra valores menores de
amplitud de probabilidad| d¢, en este caso pard ¢ = 0.1. Reservorio con N = 35
modos.
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Figura 4.15: Evolucién de la concurrencia entre un d4tomo y el reservorio del otro 4&tomo,
segun la amplitud de probabilidad a. Reservorio con N = 35 modos.

La figura 4.13 muestra la evolucion de la concurrencia del subsistema atomo y el
reservorio correspondiente al otro atomo. Se observa que para los estados iniciales
donde las amplitudes de probabilidad cumplen |a| = |8| la concurrencia alcanza un
maximo a partir del cual decrece de forma asintotica (linea verde y linea roja); mientras
que para los casos en los cuales se cumple que |a@| < |8|, se observan dos maximos
locales (linea anaranjada) e inclusive los fendmenos de ESD y ESB para valores aun
menores de la amplitud de probabilidad inicial |a| (linea azul).

La figura 4.14 muestra los mismos casos de la figura 4.13 en un mayor intervalo de
tiempo. Se observa que en cada ‘revival’ de la dinamica atémica también se reactiva
la concurrencia de forma suave (linea anaranjada, linea verde y linea roja). Para valo-
res aun menores de la amplitud de probabilidad inicial |a| (linea azul) se observa la
presencia de los fenémenos de ESD y posterior ESB, en cada ‘revival’ de la dindmica

atémica.
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La figura 4.15 corresponde a la evolucion de la concurrencia segun la amplitud de
probabilidad |a|. Se confirma que cuando las amplitudes de probabilidad del estado
inicial cumplen la relacién |a| < |8| se producen minimos locales de la concurrencia, al
inicio de la evolucion o en cada ‘revival’ de la dindmica atomica. Asi mismo, se verifica
que si los valores de la amplitud de probabilidad || son alin menores, es posible ober-
var los fenonmenos de ESD y posterior ESB al inicio y en cada ‘revival’ de la dindmica
atomica.

Por otro lado, para este subsistema es posible determinar el instante en el cual ocu-
rren los primeros ESD y ESB tomando en cuenta la soluciéon aproximada, realizada en
la seccion 2.2, para la amplitud de probabilidad ¢%(t). Al igualar a cero la concurrencia

(4.20), se obtiene:

2

1&x? = % (4.21)
o de forma equivalente:
2 2 2 -rt -rt |Ol|2
&) =16l (1-1€] )=e (1-e )= 187 (4.22)

de donde se obtienen los instantes en los cuales se presentan los primeros ESD y ESB
de la concurrencia, en términos de las condiciones iniciales del sistema y la constante

de decaimiento I' (obtenida en la seccién 2.2):

1
tpsp = N7 d 2 . (4.23)
ESD r Tes
1+ 1-4p
=~ In 2
t - ' 4.24
S T (4.24)

161>
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A partir de estas ultimas expresiones se verifica que solo se observara los fenémenos
de ESD y ESB si las amplitudes de probabilidad del estado inicial cumplen la recién:
la| < |Q2| o de forma equivalente |a| < 0.2,lo cual se también se manifiesta en la figura
4.15.

Los resultados descritos para este caso, incluyendo los instantes de tiempo asocia-
dos a los fenémenos de ESD y ESB, son compatibles con los mostrados por (Lépez et
al., 2008). Luego, se puede identificar que el fen6meno de ESB, asociado a este caso, no
tiene origen en un ‘entanglement’ entre el &tomo y los modos individuales del reser-
vorio; sino que manifiesta ‘entanglement’ de naturaleza colectiva, entre el atomo y el

conjunto de modos asociados al reservorio.

4.1.6. Subsistema formado por un modo de cada reservorio

La matriz densidad reducida para el subsistema formado por un modo de cada

reservorio, en la base {|1m, 15), |1m, On), |Om, 15), |Om, 0n)}, esta dada por:

Pmin, = TrAlAzR‘T’R(”Z’ (o)

|B1|cg,m|?|cgnl? 0 0 a"3Cg,mCq,n
0 1B coml’[1 - lcgnl] 0 0
0 0 1B1?|cgnl?[1 = Icgml’] 0
Ao 0 0 a2+ 1BPLL - legnlIL — lcg.nl?]

de donde la concurrencia cumple:

q
Cminy = 2|Cgml|cgnl |aB] = 617 (1~ |cgm|?)(1 = |cgn|?) (4.25)

A continuacién se muestran las graficas de concurrencia para este caso:
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Figura 4.16: Evolucion de la concurrencia entre dos modos, uno de cada reservorio,
para distintos estados iniciales de los atomos, previo al primer ‘revival’. Solo se opser-
va el fenomeno de ESB para valores de amplitud |x| ligeramente menores que 0.5.
Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.17: Evolucion de la concurrencia entre dos modos, uno de cada reservorio,
para distintos estados iniciales de los atomos, hasta el segundo ‘revival’. En cada ‘re-
vival’ se observa los fendmenos de ESD y postgrior ESB solo para valores de amplitud
de probabilidad || ligeramente menores que 0.5. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.18: Evolucion de la concurrencia entre dos modos,uno de cada reservorio,
segun la amplitud de probabilidad a. Reservorio con N = 35 modos.

La figura 4.16 muestra la evolucion de la concurrencia del subsistema formado por
dos modos, cada uno de un reservorio. Se observa que para los estados iniciales donde
las amplitudes de probabilidad cumplen |a| = |8| la concurrencia alcanza un maximo
a partir del cual decrece ligeramente hasta estabilizarse y permanecer constante (linea
verde y linea roja). En el caso de valores de |a| ligeramente menores a \/ﬁ se ma-
nifiesta el fenémeno de ESB (linea anaranjada); mientras que para valores de |a| aun
menores la concurrencia es nula (linea azul).

Lafigura 4.17 muestra los mismos casos de la figura 4.16 en un mayor intervalo de
tiempo. Se observa que en cada ‘revival’ de la dinamica atémica, la concurrencia entre
modos de distintos reservorios se reduce significativamente. En el caso de amplitudes
de probabilidad inicial que cumplen |a| = |8] la concurrencia se reduce a cero des-

pués de cada ‘revival’ y nuevamente se reactiva para estabilizarse antes del siguiente

‘revival’ (linea verde y linea roja). En el caso de valores de |a| ligeramente menores a
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0.5 se manifiesta el fenémeno de ESD y posterior ESB en cada ‘revival’ de la dindmica
atémica.

La figura 4.18 corresponde a la evolucion de la concurrencia segin la amplitud de
probabilidad |a|. Se confirma que cuando las amplitudes de probabilidad del estado
inicial cumplen la relacion |a| = |8]| la concurrencia tiende a estabilizarse entre cada
‘revival’ y hacerse nula poco después del reinicio de la dindmica atémica. Asi mis-
mo, se verifica que si los valores de la amplitud de probabilidad |a| son ligeramente
menoresa 0.5 es posible obervar los fenémenos de ESD y posterior ESB, ello en ca-
da ‘revival’ de la dinamica atémica. Para estados iniciales con valores de amplitud de
probabilidad |a| ain menores, la concurrencia entre modos sera nula.

Para este caso, el fenémeno de ESB observado previo al primer ‘revival’ de la dina-
mica atomica tiene un comportamiento semejante al caso estudiado por (Lépez et al,,
2008), donde se analiza la concurrencia con ambos reservorios descritos por estados
colectivos compuestos por todos sus modos. En la siguiente seccidon se analizara dicha

situacién.

4.1.7. Subsistema formado por los dos reservorios

La matriz densidad reducida para el subsistema formado por los dos reservorios,

en la base {|11, 1), |11, 02), |01, 12), |01, 0,)}, esta dada por:

Prir, = Tra, (|Ye){Yr]) (4.26)
161%1x]* 0 0 a*Bx*?
0 181%1€1% x> 0 0
0 0 |6PIEl 0
aBy? 0 0 la|® + |6]°€]*
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de donde la concurrencia cumple:

Crr,=2|xI* |aB| - 18/%¢]* (4.27)

A continuacion se muestran las graficas de concurrencia para este caso:
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Figura 4.19: Evolucidon de la concurrencia entre los dos reservorios para distintos esta-
dosiniciales de los atomos, previo al primer\/’ﬂival’. Solo se observa el fenémeno de
ESB para amplitudes de probabilidad |a| < 0.5. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.20: Evolucion de la concurrencia entre los dos reservorios para distintos es-
tados iniciales de los atomos, hasta el segundo ‘revival’. En cada ‘revival’ es posible
observar los fenomenos de ESD y posterior ESB para vglores de amplitud de proba-
bilidad |a| relativamente menores, en este casg i = 0.1. Reservorio con N = 35
modos.

Figura 4.21: Evolucion de la concurrencia entre los dos reservorios segun la amplitud
de probabilidad a. Reservorio con N = 35 modos.

La figura 4.19 muestra la evolucion de la concurrencia del subsistema formado por

los dos reservorios. Se observa que para los estados iniciales donde las amplitudes
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de probabilidad cumplen || = |8] la concurrencia manifiesta un crecimiento asint6-
tico a partir del instante que inicia la dindmica atémica (linea verde y linea roja); en
particular, para un estado inicial de maximo ‘entanglement’ (caso de |a| = 0.5) la
concurrencia entre reservorios también sera maxima. En el caso de valores de |a| me-
nores que |8| se manifiesta el fenomeno de ESB (linea anaranjada y linea azul) a partir
del cual el crecimiento también resulta asintético.

La figura 4.20 muestra los mismos casos de la figura 4.19 en un mayor intervalo
de tiempo. Se observa que en cada ‘revival’ de la dinamica atémica, la concurrencia
entre modos de distintos reservorios se reduce significativamente. En el caso de am-
plitudes de probabilidad inicial que cumplen |a| = |8| la concurrencia se reduce sin
hacerce nula después de cada ‘revival’ y nuevamente crece de forma asintoética antes
del siguiente ‘revival’ (linea verde y linea roja). En el caso de valores de |a| menores
que 0.5 es posible observar el fendmeno de ESD y posterior ESB en cada ‘revival’ de
la dindmica atémica.

La figura 4.21 corresponde a la evolucidn de la concurrencia segun la amplitud de
probabilidad |a|. Se confirma que la maxima concurrencia entre reservorios ocurrira
cuando el estado inicial tiene un maximo ‘entanglement’ (Ja| = |8| = 0.5). Los fené-
menos de ESB y ESD solo ocurriran si se cumple |a| < |6|.

Por otro lado, para este subsistema es posible determinar el instante en el cual ocu-
rre el primer ESB tomando en cuenta la solucién aproximada, realizada en la secci6n
2.2, para la amplitud de probabilidad c)(t). Al igualar a cero la concurrencia (4.27), se

obtiene:

la|

=
€7 =g,

(4.28)
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o de forma equivalente:

a
|§|2 - e—rt - -I—l- (4.29)
|6]
de donde se obtiene el instante en el cual se presenta el primer ESB en términos de

las condiciones iniciales del sistema y la constante de decaimiento ' (obtenida en la

seccion 2.2):

L, (4.30)

Los resultados descritos para este caso, incluyendo el instante del primer ESB, son
compatibles con los mostrados por (Lopez et al., 2008). Por otro lado, los resultados
para este subsistema (reservorios descritos por estados colectivos) manifiestan carcte-
riticas similares a los resultados de la seccion anterior, donde se considerd el subsis-
tema formado por un modo de cada reservorio, lo cual significaria quel el origen del
‘entanglement’ entre reservorios corresponde al ‘entanglement’ entre sus respectivos

modos.

4.2. Comparacion de la concurrencia entre subsistemas

En esta seccion se analiza de forma comparativa la evolucion del ‘entanglement’
por medio de la concurrencia de cada uno de los subsistemas analizados en la seccién
previa.

A continuacion se muestran las graficas de concurrencia dividas en dos casos de
amplitud de probabilidad inicial &, los cuales permiten distinguir dos comportamien-

tos bien definidos en la evolucion de la concurrencia.
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Figura 4.22: Evolucién de la concurrencia de distintos subsistemas de dos qubits, to-
mando un ryodo representantivo para cada reservorio y una amplitud de probabilidad
inicial « = 0.1. En este caso, se observa concurrencia nula para el subsistema min, y
el fenémeno de ESD para los subsistemas A1A, y Aim,. Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.23: Evolucion de la concurrencia de distintos subsistemas de dos qubits, to-
mandg_un estado colectivo para los reservorios y una amplitud de probabilidad inicial

a = 0.1. En cada ‘revival’ se observan los fendmenos de ESD y posterior ESB solo
paralos subsitemas A1R2 y R1R2. Reservorio con N = 35 modos.

Las figuras 4.22 y 4.23 muestran la evolucion de la concurrencia entre subsistemas

cuando la amplitud de probabilidad inicial & cumple que |a| < 0.2. Se observa que
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el ‘entanglement’ del subsistema de dos atomos presenta el fendmeno de ESD (linea
azul en ambas figuras), a partir del cual la concurrencia es nula a pesar de los poste-
riores ‘revivals’ en la dinamica atémica. Asi mismo, en las dos figuras se observa que
la reduccion del ‘entanglement’ entre atomos trae como consecuencia inmediata el cre-
cimiento del ‘entanglement’ entre cada 4&tomo y su correspondiente reservorio, tanto a
nivel de modos (linea anaranjada Aimi: subsistema dtomo y un modo de su correspon-
diente reservorio) como a nivel colectivo (linea anaranjada AiRi: subsistema atomo y
su correspondiente reservorio).

Por otro lado, en este caso, |a]| < 0.2, se verifica que el ‘entanglement’ entre los
reservorios a nivel colectivo (linea roja RiR: de la figura 4.23) no tiene origen en un
‘entanglement’ entre los modos de cada reservorio, el cual es nulo para todo tiempo
(linea roja min; de la figura 4.22).

Teniedo en cuenta los parrafos previos, asociados a las figuras 4.22 y 4.23, se pue-
de afirmar que la pérdida inicial de ‘entanglement’ entre los atomos se traduce en un
transferencia inmediata de ‘entanglement’ hacia el subsistema atomo con su propio re-
servorio y una transferencia retardada, por medio del fendmeno de ESB, hacia el sub-
sistema de los dos reservorios (a nivel colectivo). Asi mismo, se observa que en cada
‘revival’ de la dindmica atémica, la reactivacion del ‘entanglement’ del subsistema ato-
mo y su respectivo reservorio trae como consecuencia la reduccién del ‘entanglement’
entre los reservorios, ello a pesar de la ausencia de reactivacion del ‘entanglement’
entre atomos. Se observa que entre los fenémenos de ESD y ESB del subsistema de
reservorios (a nivel colectivo) el ‘entanglement’ del subsistema d&tomo y su respectivo

reservorio alcanza su maxima medida.
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Figura 4.24: Evolucién de la concurrencia de distintos subsistemas de dos qubits, to-
mando un ryodo representativo para cada reservorio y una amplitud de probabilidad
inicial @ = 0.45. Se observa en cada ESD de los subsistemas A1A> y Aim, ocurre un
ESB en el subsistema min;; asi mismo, en cada ESD del subsistema min, se observa un
ESB en los subsistemas A1A; y Aim». Reservorio con N = 35 modos.
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Figura 4.25: Evolucion de la concurrencia de distintos subsistemas de dos qubits, to-
mandg un estado colectivo para los reservorios y una amplitud de probabilidad inicial

a = 0.45. Solo se observa los fendmenos de ESB y posterior ESD en cada ‘revival’
para el subsistema A1A,. Reservorio con N = 35 modos.

Las figuras 4.24 y 4.25 muestran la evolucion de la concurrencia entre subsistemas

cuando la amplitud de probabilidad inicial a corresponde a una medida ligeramen-
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te menor que 0.5 (asociado al maximo ‘entanglement’ inicial). A diferencia del caso
anterior, |a| < 0.2, en este caso el ‘entanglement’ asociado al subsistema de dtomos
presenta fendémenos de ESB y ESD en cada ‘revival’ de la dindmica atémica (linea azul
en ambas figuras). Asi mismo, a diferencia del caso previo, ahora se observa ‘entangle-
ment’ para el subsistema formado por un modo de cada reservorio (linea roja min, de
la figura 4.24) en un comportamiento semejante al ‘entanglement’ del subsistema for-
mado por ambos reservorios a nivel colectivo (linea roja RiR, de la figura 4.25). Esto
ultimo indicaria que, para el presente caso, el ‘entanglement’ entre los reservorios al
nivel colectivo tiene su origen en el ‘entanglement’ de los mismos a nivel de los modos
correspondientes.

La figura 4.25 muestra también que cuando el estado inicial es muy cercano al maxi-
mo ‘entanglement’ entre 4tomos, el subsistema de reservorios a nivel colectivo alcanza
su maximo ‘entanglement’ entre cada ‘revival’ de la dinamica atémica. Se observa que
el crecimiento asintético del ‘entanglement’ entre los reservorios (a nivel colectivo) se
inicia en el momento en el cual el ‘entanglement’ entre los atomos comienza a decrecer
después de cada ‘revival’ de la dindmica atomica. Asi mismo, el ‘entanglement’ entre
los modos de cada reservorio tiene valores finitos en los intervalos de tiempo en los
cuales el ‘entanglement’ entre los &tomos es nulo, como se muestra en la figura 4.24.
Estos hechos sugieren que, en este caso, después de una transferencia inicial de ‘entan-
glement’ del subsistema de atomos al subsistema de reservorios y otros subsitemas en
menor proporcion, son los reservorios (a nivel colectivo) que retornan parcialmente el

‘entanglement’ al subsistema de atomos con cada ‘revival’ de la dindmica atémica.
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Capitulo V

Conclusiones

En el marco de la presente tesis se identific6 como objetivos principales la solucion
de la ecuacién de Schrodinger para describir la dindmica de un 4tomo de dos niveles
interactuando con un nimero finito de modos del campo electromagnético (reservorio)
y el posterior analisis de la evolucion del ‘entanglement’ para un conjunto de subsis-
temas establecidos en la dinamica de dos atomos de dos niveles con sus respectivos
reservorios. Teniendo en cuenta que ambos objetivos fueron cumplidos, a continua-
cion se brindan las principales conclusiones de este trabajo.

De acuerdo al capitulo II, primero se estableci6 un mecanismo formal para obtener
la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger asociada a la evolucién de un dtomo de dos
niveles, inicialmente en su estado excitado, interactuando con N modos del campo
electromagnético. Se mostré que, en la imagen de interaccion, la determinacion de las
amplitudes de probabilidad, del vector que describe la evolucion del sistema, equivale
a al problema de autovalores de la matriz A definida en (2.7). Este mecanismo permitio
obtener los resultados numéricos para su posterior analisis.

El segundo mecanismo para resolver la ecuacidn descrita en el parrafo anterior con-

sistié en obtener una solucién aproximada mediante series de Fourier, lo cual se basé
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en el comportamiento periddico del nucleo de la ecuacidn integro-diferencial (2.24) de
la amplitud de probabilidad asociada al estado excitado del atomo. El caracter perio-
dico permitié a la vez establer una solucién aproximada por tramos (2.28) y recurrente
de acuerdo a los resultados (2.47 a 2.50). En este caso, se logré determinar la constante
de decaimiento del atomo (2.36), la cual es independiente del nimero de modos del
campo electromagnético dentro de la aproximacidn por series de Fourier. La expresiéon
obtenida para la constante de decaimiento difiere de la correspondiente al modelo de
Weisskopf-Wigner, debido a que en esta propuesta se mantiene el caracter discreto de
la distribuciéon de modos del reservorio.

Se verificd que la aproximacion por series de Fourier describe correctamente la di-
namica del sistema, reduciendo el margen de error para los casos de interaccién del
atomo con un mayor namero de modos del campo electromagnético. Las figuras (2.2)
y (2.3) dan cuenta de la coincidencia entre la solucién formal y la solucién aproximada.

Por andlisis de la soluciéon aproximada fue posible identificar la escala de tiempo en
la cual se esperan los ‘revivals’ de la dinamica atémica. Estos ‘revivals’ se inician cada
periodo equivalente a 2i/A que es proporcional al nimero de modos del campo elec-
tromagnético, segin la aproximacion propuesta. Este resultado evidencia el caso del
decaimiento asintdtico del atomo; es decir, cuando el campo electromagnético es cons-
tituido por una infinidad de modos, no se esperaria un primer ‘revival’ de la dindmica
atémica en un tiempo de observacidn finito.

En el capitulo IV se estudié el ‘entanglement’ entre dos ‘qubits’ constituidos co-
mo subsistemas asociados a un sistema formado por dos atomos de dos niveles con
sus respectivos reservorios. En cada uno de los siete subsistemas posibles se analiz6 la
concurrencia como medida del ‘entanglement’, utilizando el procedimiento descrito en

el capitulo III. En todos los casos se analiz6 el comportamiento temporal de la concu-
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rrencia asi como su dependencia con las condiciones iniciales del sistema (amplitudes
de probabilidad iniciales).

La comparacion de la evoluciéon de la concurrencia entre los distintos subsistemas,
detallado en la seccién 4.2, muestra en todos los casos la transferencia inicial del ‘entan-
glement’ desde el subsistema de atomos hacia el subsistema de reservorios (en modo
colectivo). Un aspecto relevante en este fendmeno corresponde al caso de una ampli-
tud de probabilidad inicial a relativamente pequefia, donde el “entanglement’ entre los
reservorios se presenta con ausencia de ‘entanglement’ entre los modos de cada reser-
vorio; mientras que, para valores de a cercanos o superioresa 0.5 el ‘entanglement’
entre reservorios (a nivel colectivo) esta asociado a la presencia del ‘entanglement’ en-
tre sus respectivos modos.

De igual forma, otro aspecto relevante que quedaria pendiente de investigacion
corresponde nuevamente al caso de valores de a relativamente pequefios, donde el
‘entanglement’ del subsistema atomo y reservorio del otro atomo (a nivel colectivo) se
manifiesta en ausencia de ‘entanglement’ del subsistema atomo y modo asociado al
reservorio del otro atomo.

Por otro lado, en cuanto a los fenémenos de ESD o ESB, se verifica que, con excep-
cion de los subsistemas correspondientes a la interaccién de un atomo con su respecti-
vo reservorio (tanto a nivel de modos como a nivel colectivo), el resto de subsistemas
analizados pueden manifestar estos fendmenos bajo ciertas condiciones para las am-
plitudes de probabilidad del estado inicial del sistema (descritas en la seccion 4.1).
Tomando en cuenta la soluciéon aproximada desarrollada en la seccién 2.2 fue posible
determinar los instantes de tiempo en los cuales se observarian los fenémenos de ESD

o ESB para algunos de los subsistemas analizados.
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