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Операторний пiдхiд при дослiдженнi випадкових еволюцiй дозволяє отримувати наступнi
результати у схемi пуассонової апроксимацiї: функцiональнi граничнi теореми на зростаючих
iнтервалiах часу та розв’язок проблеми великих вiдхилень. Ми зосередимось на останнiй задачi.

Специфiка асимптотичного аналiзу у схемi пуассонової апроксимацiї обумовлена тим, що
значення стрибкiв стохастичної системи подiляються на двi частини: малi стрибки, що вiд-
буваються з iмовiрностями, близькими до одиницi, i великi стрибки, що вiдбуваються з iмо-
вiрностями якi прагнуть до нуля разом з малим параметром серiї ε→ 0.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).

Ключовi слова: Випадковi еволюцiї, пуассонiвська апроксимацiя, проблема великих вiдхилень.

The operator approach in the study of random evolutions allows us to obtain the following results
in the Poisson approximation scheme: functional limit theorems at increasing time intervals and the
solution of the large deviations problem. We will focus on the last task.

To solve the problem, asymptotic analysis of nonlinear generators of random evolutions with Markov
switching should be conducted in the series scheme. The specifics of asymptotic analysis is conditioned
by the fact that the jump values of the stochastic system are split into two parts: a small jump taking
values with probabilities close to one and a big jump taken values with probabilities tending to zero
together with the series parameter ε → 0. So, in the Poisson approximation principle the probabilities
(or intensities) of jumps are normalized by the series parameter ε > 0.

Having the limit nonlinear generator, we are able to construct the rate functional to solve the large
deviations problem.

Key Words: Random evolutions, Poisson approximation scheme, large deviations problem.

Пiд термiном пуассонова апроксимацiя тре-
ба розумiти схему, подiбну до схеми усередне-
ння чи дифузiйної апроксимацiї, яка дозволяє
вивчати граничну поведiнку випадкових проце-
сiв на зростаючих iнтервалах часу. Таким чи-
ном, це не є класична задача наближення ви-

падкового процесу за допомогою пуассонових
процесiв.

Основна iдея пуассонової апроксимацiї
(див. [5]) полягає у тому, що малим параметром
серiї нормуються iмовiрностi (або iнтенсивно-
стi) цих стрибкiв. Таким чином, стрибки роз-
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дiленi на два типи: малi стрибки з iмовiрностя-
ми, близькими до одиницi, та великi стрибки,
якi вiдбуваються з iмовiрнiстю, що прямує до 0
разом з малим параметром серiї ε→ 0.

Приклад 1. Наведемо простий приклад випад-
кової величини з подiбними властивостями. Не-
хай для α:

P{α = b} = ε2p,

P{α = εa1 + ε2b1} = 1− ε2p.

Тодi маємо:

Eα = εa1 + ε2(bp+ b1) + o(ε2),

Eα2 = ε2(b2p+ a21) + o(ε2).

Цi моментнi умови характеризують апро-
ксимацiю Левi.

У випадку коли a1 = 0, матимемо

Eα = ε2(bp+ b1) + o(ε2),

Eα2 = ε2b2p+ o(ε2),

i тому, поклавши ε̃ = ε2 отримаємо моментнi
умови, що характеризують пуассонову апрокси-
мацiю, яку i розглянемо далi задля спрощення
викладок:

Eα = ε̃(bp+ b1) + o(ε̃),

Eα2 = ε̃b2p+ o(ε̃).

При дослiдженнi процесiв з незалежними
приростами моментнi умови накладаються на
вiдповiдне ядро iнтенсивностi, нормоване ма-
лим параметром серiї.

Нехай C3(R
d) є класом функцiй, що визна-

чає мiру та включає в себе дiйснозначнi обме-
женi функцiї, такi що g(u)/|u|2 → 0, при |u| → 0
якщо g ∈ C3(R

d) ([4, 5]).
Розглянемо сiм’ю нормованих марковських

процесiв з траекторiями в DR[0,∞) та незале-
жними приростами в схемi серiй з малим пара-
метром серiї ε→ 0, ε > 0:

ηε(t) = η(t/ε), t > 0,

що визначаються генераторами

Γ̃εφ(u) = ε−1

∫
R
[φ(u+ v)− φ(u)]Γ̃ε(dv).

Нехай виконуються умови пуассонової
апроксимацiї:

C1: Пуассонова апроксимацiя.

PA1 Апроксимация середнiх:

bε =

∫
R
vΓ̃ε(dv) = ε[b+ θεb ],

та

cε =

∫
R
v2Γ̃ε(dv) = ε[c+ θεc ],

де
b < +∞, c < +∞.

PA2 Для ядра iнтенсивностей має мiсце
асимптотичне представлення

Γ̃εg =

∫
R
g(v)Γ̃ε(dv) = ε[Γ̃g + θεg]

для всiх g ∈ C3(R) - класу функцiй,
що визначає мiру (див. [4]).
Ядро Γ̃0(dv) задано на класi функцiй,
що визначає мiру C3(R) спiввiдноше-
нням

Γ̃g =

∫
R
g(v)Γ̃0(dv), g ∈ C3(R).

Знехтувально малi доданки θεb , θ
ε
c , θ

ε
g

задовольняють умову

|θε· | → 0, ε→ 0.

PA3 Має мiсце спiввiдношення

c :=

∫
R
v2Γ̃0(dv),

що зумовлює вiдсутнiсть дифузiйної
складової в граничному генераторi.

C2: Рiвномiрна квадратична iнтегровнiсть:

lim
c→∞

∫
|v|>c

v2Γ̃0(dv) = 0.

Лема 1. Генератор процесу з незалежними
приростами

Γ̃εφ(u) = ε−1

∫
R
[φ(u+ v)− φ(u)]Γ̃ε(dv)

в схемi пуассонової апроксимацiї має наступне
асимптотичне представлення:

Γ̃εφ(u) = bφ′(u)+

∫
R
[φ(u+v)−φ(u)−vφ′(u)]Γ̃0(dv)

+θεφ,

де |θεφ| → 0, ε→ 0, ε > 0.
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Доведення. Перепишемо вираз для гене-
ратора наступним чином:

Γ̃εφ(u) = ε−1

∫
R
[φ(u+ v)− φ(u)− vφ′(u)

−v
2

2
φ′′(u)]Γ̃ε(dv) + ε−1

∫
R
vφ′(u)Γ̃ε(dv)

+
ε−1

2

∫
R
v2φ′(u)Γ̃ε(dv).

Легко бачити, що функцiя ψu(v) = φ(u +

v) − φ(u) − vφ′(u) − v2

2 φ
′′(u) належить класу

C3(R). Дiйсно,

ψu(v)/v
2 → 0, v → 0

рiвномiрно по u за умови обмеженостi похiдних
функцiї φ(u) на компактi. Крiм того, ця фун-
кцiя неперервна i обмежена для φ(u) ∈ C2

0 (R)
за умови PA1.

Таким чином, з умов PA1,PA2 маємо:

Γ̃εφ(u) =

∫
R
[φ(u+ v)− φ(u)− vφ′(u)

−v
2

2
φ′′(u)]Γ̃0(dv) + bφ′(u) +

c

2
φ′′(u) + θεbφ

+θεcφ+ θεψφ.

Застосовуючи умову PA3 остаточно отри-
маємо асимптотичне представлення:

Γ̃εφ(u) = bφ′(u) +

∫
R
[φ(u+ v)

−φ(u)− vφ′(u)]Γ̃0(dv) + θεφ.

Лему доведено.
Розв’язок проблеми великих вiдхилень iз

використанням нелiнiйного експоненцiйного ге-
нератора, як правило, реалiзується в 4 етапи [3]:

(1) Обчислення граничного експоненцiйного
(нелiнiйного) генератора H, що визначає вели-
кi вiдхилення.

(2) Визначення експоненцiйної компактно-
стi сiм’ї дограничних процесiв.

(3) Визначення принципу порiвняння для
граничного генератора.

(4) Обчислення варiацiйного представлен-
ня функцiоналу дiї.

На третьому етапi даної програми доводи-
ться єдинiсть розв’язку рiвняння

(I − αH)f = h, α > 0

для достатньо широкого класу функцiй h. На-
слiдком цього факту є збiжнiсть нелiнiйних на-
пiвгруп Hε

t , що зумовлює принцип великих вiд-
хилень для скiнченновимiрних розподiлiв до-
граничних процесiв, а за умови експоненцiйної
компактностi сiм’ї дограничних процесiв i прин-
цип великих вiдхилень у просторi DE [0,∞).

Етапи (2) – (4) для експоненцiйного гене-
ратора, що вiдповiдають процесам якi описано
в статтi, реалiзовано в монографiї [3]. А саме,
питання експоненцiйної компактностi для про-
цесiв з незалежними приростами розглянуто в
Прикладах 1.5, 4.23 та в пп. 10.1.2 та 10.3.2; пе-
ревiрка принципу порiвняння для граничного
експоненцiйного генератора вигляду Ĥ0φ(u) =
H0(φ′(u)) проведена в пп. 10.1.3 iз застосуван-
ням Леми 9.15; варiацiйне представлення гра-
ничного експоненцiйного генератора проведено
в пп. 10.1.5 на с.200 iз застосуванням Теореми
8.14.

Зауважимо також, що iнтерпретацiя нелi-
нiйної напiвгрупи як напiвгрупи Нiсiо та її зв’я-
зок iз задачею керування дозволяє будувати
функцiонал дiї у найбiльш зручному для дослi-
дження виглядi (див. Приклад 2 нижче).

Розглянемо марковський процес x(t), t >
0, на стандартному фазовому просторi (E, E).
Нехай вiдповiдний генератор L має щiльну
область визначення D(L) ⊆ BE , яка мiстить
неперервнi разом зi своїми похiдними функцiї.
Тут BE - банахiв простiр дiйснозначних обме-
жених тест-функцiй φ(x) ∈ E, з нормою: ∥φ∥ :=
supx∈E |φ(x)|.

Позначимо також через Cb(E) простiр не-
перервних функцiй, що належать BE . Класична
лiнiйна напiвгрупа процесу x(t), t > 0 задається
як

Ltφ(u) := E[φ(x(t))|x(0) = u],

а нелiнiйна напiвгрупа:

Htφ(u) := lnE[eφ(x(t))|x(0) = u],

або
Htφ(u) = lnLte

φ(u). (1)

Це дiйсно напiвгрупа, бо маємо:

Ht+sφ(u) = lnLt+se
φ(u) = lnLtLse

φ(u)

= lnLte
lnLseφ(u)

= lnLte
Hsφ(u) = HtHsφ(u).

Доведемо наступний результат, який вико-
ристовується без доведення, зокрема в [3].
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Лема 2. Нелiнiйний експоненцiйний генера-
тор, що вiдповiдає напiвгрупi ( 1) має вигляд:

Hφ(u) = e−φ(u)Leφ(u), eφ(u) ∈ D(L).

Доведення: З урахуванням спiввiдношен-
ня

Lt − 1 = tL+ o(t), t→ 0,

маємо:

Hφ(u) = lim
t→0

1

t
(Ht − I)φ(u) = lim

t→0

1

t
(Htφ(u)

−φ(u)) = lim
t→0

1

t
(lnLte

φ(u) − ln eφ(u))

= lim
t→0

1

t
ln e−φ(u)Lte

φ(u) = lim
t→0

1

t
ln{1

+[e−φ(u)Lte
φ(u)−1]} = lim

t→0

1

t
ln{1+e−φ(u)[Lteφ(u)

−eφ(u)]} = lim
t→0

1

t
ln{1 + e−φ(u)[tLeφ(u) + o(t)]}

= lim
t→0

1

t
e−φ(u)tLeφ(u) = e−φ(u)Leφ(u).

Лему доведено.
Використання нелiнiйного експоненцiйного

генератора при дослiдженнi проблеми великих
вiдхилень для марковських процесiв вмотиво-
ване наявнiстю зв’язку мiж нелiнiйною напiв-
групою, що вiдповiдає генератору та функцiо-
налом дiї. Наведемо наступнi мiркування, що
демонструють такий зв’язок.

Проблема великих вiдхилень для марков-
ського процесу xε(t), t > 0 в схемi серiй з малим
параметром ε → 0(ε > 0) полягає у вiдшуканнi
функцiоналу дiї I(x). Одне з можливих озна-
чень I(x) наступне [3]:

Означення 0.1.

−I(x) = lim
δ→0

lim inf
ε→0

ε lnP{xε(t) ∈ Bδ(x)}

= lim
δ→0

lim sup
ε→0

ε lnP{xε(t) ∈ Bδ(x)},

де Bδ(x) := {y ∈ E : r(x, y) < δ}.

Має мiсце наступне твердження(Формула
Брика [2])доведення якого можна знайти в [3],
Твердження 3.8.

Твердження 1. Нехай марковський процес
xε(t), t > 0, ε → 0 (ε > 0) є експоненцiйно ком-
пактним в DE [0,∞) та iснує границя

Λ(φ) = lim
ε→0

ε lnE[eφ(x
ε(t))/ε]

для всiх φ ∈ Cb(E).
Тодi xε(t) задовольняє принципу великих

вiдхилень з функцiоналом дiї

I(x) = sup
φ∈Cb(E)

{φ(x)− Λ(φ)}.

Таким чином, дослiдження проблеми вели-
ких вiдхилень дiйсно пов’язано з граничною по-
ведiнкою нелiнiйної напiвгрупи

Hε
t φ(u) := ε lnEeφ(x

ε(t))/ε. (2)

Наведемо наступний результат, який також
використовується в [3] без належного доведен-
ня.

Лема 3. Нелiнiйний експоненцiйний генера-
тор, що вiдповiдає напiвгрупi ( 2) має вигляд:

Hεφ(u) = e−φ(u)/εεLεeφ(u)/ε, eφ(u)/ε ∈ D(Lε).

Доведення: З урахуванням спiввiдношен-
ня

Lεt − 1 = tLε + o(t), t→ 0,

маємо:

Hεφ(u) = lim
t→0

1

t
(Hε

t − I)φ(u) = lim
t→0

1

t
(Hε

t φ(u)

−φ(u)) = lim
t→0

1

t
(ε lnLεte

φ(u)/ε − ε ln eφ(u)/ε)

= lim
t→0

ε

t
ln e−φ(u)/εLεte

φ(u)/ε = lim
t→0

ε

t
ln{1+e−φ(u)/ε

×[Lεte
φ(u)/ε − eφ(u)/ε]} = lim

t→0

ε

t
e−φ(u)/εtLεeφ(u)/ε

= e−φ(u)/εεLεeφ(u)/ε.

Лему доведено.
Отже, граничну поведiнку нелiнiйної напiв-

групи можна визначати за рахунок асимптоти-
чного аналiзу вiдповiдного нелiнiйного операто-
ра.

Розглянемо випадок процесiв з незалежни-
ми приростами, а саме сiм’ю нормованих (тут
ε, δ → 0 так що δ−1ε → 1) марковських проце-
сiв з траекторiями в DR[0,∞) та незалежними
приростами

ηδε(t) = εηε(t/δ2), t > 0,

що визначаються генераторами

Γ̃δεφ(u) = δ−2

∫
R
[φ(u+ δv)− φ(u)]Γ̃ε(dv). (3)

72



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Нехай виконуються умови пуассонової
апроксимацiї PA1-PA3.

Розв’язок проблеми великих вiдхилень для
процесiв з незалежними приростами в схемi пу-
ассонової апроксимацiї визначається за допомо-
гою нелiнiйного експоненцiйного генератора:

Hε,δ
Γ φδ(u) = e−φ/δδΓδεe

φ/δ. (4)

Лема 4. Експоненцiйний генератор ( 4) в схемi
пуассонової апроксимацiї має наступне асим-
птотичне представлення

Hε,δ
Γ φ(u) = HΓφ(u) + θε,δΓ φ, (5)

де функцiї φ(u) ∈ C3
c (R), i |θε,δΓ φ| → 0, ε, δ → 0,

HΓφ(u) = bφ′(u)+

∫
R
[evφ

′(u)−1−vφ′(u)]Γ̃0(dv).

(6)

Доведення: Враховуючи вигляд генерато-
ра (3), маємо для генератора (5):

Hε,δ
Γ φ(u) = δ−1

∫
R
[e∆deltaφ(u) − 1]Γ̃ε(dv),

де
∆εφ(u) := δ−1[φ(u+ δv)− φ(u)].

Перепишемо вираз для генератора насту-
пним чином:

Hε,δ
Γ φ(u) = δ−1

∫
R
[e∆δφ(u) − 1−∆δφ(u)

−1

2
(∆δφ(u))

2]Γ̃ε(dv) + δ−1

∫
R
[∆δφ(u)

+
1

2
(∆δφ(u))

2]Γ̃ε(dv).

Легко бачити, що функцiя ψδu(v) = e∆δφ(u)−
1−∆δφ(u)− 1

2(∆δφ(u))
2 належить класу C3(R).

Дiйсно,
ψδu(v)/v

2 → 0, v → 0.

Крiм того, ця функцiя неперервна i обмежена
для кожного δ за умови обмеженостi функцiї
φ(u). Бiльше того, обмеженiсть функцiї ψδu(v) є
рiвномiрною по u за умови C2 та обмеженостi
похiдної φ′(u).

Таким чином, з умов PA1,PA2 маємо:

Hε,δ
Γ φ(u) = δ−1ε

∫
R
[e∆δφ(u) − 1−∆δφ(u)−

1

2

×(∆δφ(u))
2]Γ̃0(dv)+δ−1

∫
R
[∆δφ(u)−vφ′(u)−δ v

2

2

×φ′′(u)]Γ̃ε(dv) + δ−1εbφ′(u) +
1

2
εcφ′′(u) + δ−1

×
∫
R
[
1

2
(∆δφ(u))

2 − v2

2
(φ′(u))2]Γ̃ε(dv)

+δ−1ε
1

2
c(φ′(u))2.

Застосовуючи формулу Тейлора до тест-
функцiй φ(u) ∈ C3

c (R), та умову PA2 отримає-
мо:

Hε,δ
Γ φ(u) = δ−1ε

∫
R
[evφ

′(u) − 1− vφ′(u)

−v
2

2
(φ′(u))2]Γ̃0(dv) + δ−1ε

∫
R
(evφ

′(u)δ
v2

2
φ′′(ũ)

−δ v
2

2
φ′′(ũ)− δ2

v4

8
(φ′′(ũ))2)Γ̃0(dv)

+δ−1ε

∫
R
δ2
v3

3!
φ′′′(ũ)Γ̃0(dv)+δ−1εbφ′(u)+

1

2
δcφ′′(u)

+δ−1ε

∫
R
δ2
v4

4
(φ′′(ũ))2Γ̃0(dv) + δ−1ε

1

2
c(φ′(u))2.

Враховуючи PA3 та граничну умову
δ−1ε→ 1, остаточно маємо:

Hε,δ
Γ (x)φ(u) = HΓ(x)φ(u) + θε,δΓ φ,

де |θε,δΓ φ| → 0, ε, δ → 0.
Лему доведено.
Залишається вiдкритим питання побудови

варiацiйного представлення функцiоналу дiї на
основi граничного нелiнiйного оператора, тобто
реалiзацiя пункту 4) програми розв’язання про-
блеми великих вiдхилень [3]. Ця конструкцiя
випливає з формули Брика та тiсно пов’язана
з мартингальною задачею керування.

Продемонстуємо як саме пов’язанi мiж со-
бою нелiнiйна напiвгрупа (1), вiдповiдний нелi-
нiйний оператор та мартингальна задача керу-
вання. Для цього спочатку встановимо зв’язок
мiж нелiнiйною напiвгрупою (1) та напiвгрупою
Нiсiо [7, 8].

Надалi для iмовiрнiсної мiри P , що задана
на просторi E позначатимемо

EP f(x) :=

∫
E
f(x)dP (x).

Якщо для iмовiрнiсної мiри Q, абсолютно
неперервної вiдносно iншої iмовiрнiсної мiри P
виконується спiввiдношення

dQ

dP
= eφ(u)/C,C = EP eφ(u),
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то маємо

ln
dQ

dP
= φ(u)− lnEP eφ(u),

звiдки отримаємо тотожнiсть

lnEP eφ(u) = φ(u)− ln
dQ

dP
.

Розглянемо нелiнiйну напiвгрупу (1), побу-
довану по марковському процесу x(t):

Htφ(u) = lnEP [eφ(x(t))|x(0) = u].

Застосуємо наступний результат ([1], Твер-
дження 1.4.2):

Твердження 2. Нехай E-вимiрний простiр,
P (E) - сiм’я iмовiрнiсних мiр на просторi E,
φ(x)-обмежена вимiрна функцiя φ : E → R.

Тодi має мiсце варiацiйна формула

lnEP eφ(x(t)) = sup
Q∈P (E)

EQ {φ(x(t))

− ln
dQ

dP
(x(·))

}
. (7)

Iнфiмум досягається на iмовiрнiснiй мiрi
Q, яка є абсолютно неперервною вiдносно мiри
P i задовольняє умовi

dQ

dP
(x) = eφ(x)

1∫
E e

φ(x)dP
.

Праву частину рiвностi (7) можна iнтерпре-
тувати як нелiнiйну напiвгрупу Нiсiо. Ця напiв-
група використовується при розв’язаннi мар-
тингальнї задачi керування в роботi [7]. Для по-
будови вiдповiдного мартингала з керуванням
скористаємось наступною лемою, яка випливає
з бiльш загального результату - перетворення
Гiрсанова (див. лему 5.8 в [3]).

Лема 5. Нехай x(t) ∈ E є розв’язком мартин-
гальної задачi для генератора

Lφ(x) = q(x)

∫
E
(φ(y)− φ(x))P (x, dy)

з розподiлом P ∈ P(DE [0,∞)), та нехай
Hg(x) = e−g(x)Leg(x).

Для будь-якого T > 0 означимо мiру Q ∈
P(DE [0,∞)) через

dQ

dP
(x(·)) = exp {g(x(t))− g(x(0))

−
∫ T

0
Hg(x(s))ds

}
. (8)

Тодi по мiрi Q марковський процес {x(t), 0 6
t 6 T} є розв’язком мартингальної задачi для
Lg, де

Lgf(x) = e−g(x)L(φ(x)eg(x))− e−g(x)φ(x)Leg(x)

= q(x)

∫
E
eg(y)−g(x)(φ(y)− φ(x))P (x, dy). (9)

З останньої леми випливає, що за мiрою Q
марковський процес {x(t), 0 6 t 6 T} є розв’яз-
ком мартингальної задачi для Lg, а саме

φ(x(t))− φ(x(0))−
∫ t

0
Lgφ(x(s))ds (10)

є мартингалом з керуванням g(x) вiдносно мiри
Q ∈ P(DE [0,∞)).

Тепер покажемо, що нелiнiйнiй напiвгрупi
Нiсiо дiйсно вiдповiдає нелiнiйний оператор, по-
в’язаний з задачею керування.

Згiдно Теореми 3.1 [6] iснує iмовiрнiсний
розподiл Qt,x на P(DE [0,∞)) такий що напiв-
група Нiсiо (7) має вигляд

Htφ(x) = EQt,x

{
φ(x(t))− ln

dQt,x
dP

(x(·))
}
.

Взявши в Лемi 5 в якостi мiри Q розподiл
Qt,x отримаємо (з урахуванням того, що (10) є
мартингалом)

Htφ(x) = EQt,x

{∫ t

0
Lgφ(x(s))ds− ln

dQt,x
dP

(x(·))
}

+φ(x(0)). (11)

Пiдберемо функцiю Ag(x) так, щоб в правiй
частинi (8)

g(x(t))−g(x(0))−
∫ t

0
Hg(x(s))ds =:

∫ t

0
Ag(x(s))ds.

(12)
Тут

∫ t
0 A

g(x(s))ds - це саме той функцiонал,
щодо якого розв’язується проблема мiнiмiзацiї
в [6].

Нехай Rx,g – розподiл розв’язку мартин-
гальної задачi з керуванням при g(x) =
g, x(0) = x, тодi з нерiвностей

EQt,x

{∫ t

0
inf
g
(Lgφ(x(s))−Ag(x(s))ds)

}
6 Htφ(x)− φ(x(0))

74



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

6 inf
g
ERx,g

{∫ t

0
Lgφ(x(s))−Ag(x(s))ds

}
можемо стверджувати рiвномiрну на E збi-
жнiсть

lim
t→0

t−1(Ht − I)φ(x) = Hφ(x)

= inf
g
(Lgφ(x)−Ag(x)) (13)

за умов (i-vii) статтi [6].
Умови (i-vii) гарантують збiжнiсть нелiнiй-

них напiвгруп до граничного нелiнiйного гене-
ратора H. У разi, якщо вдасться вiдшукати ге-
нератор з керуванням Lgφ(x) та функцiю з ке-
руванням Ag(x), якi задовольняють умови (i-
vii), можливо побудувати функцiонал дiї вихо-
дячи з наступних мiркувань (див. Теореми 5.15
та 8.14 з [6]).

Отже, нехай iснує границя для напiвгруп
Нiсiо, що вiдповiдають дограничним процесам,
в схемi серiй при ε→ 0

Hε
t φ(u) := ε lnEeφ(x

ε(t))/ε

i вона дорiвнює Ht.
Будуємо мартингальну задачу з керуван-

ням ∫
[0,t]

|Lgφ(x(s))|ds <∞, ∀g,

φ(x(t))− φ(x(0))−
∫
[0,t]

Lgφ(x(s))ds = 0, (14)

якiй вiдповiдає напiвгрупа Нiсiо Ht, означена в
(11). Згiдно (7) її також можна представити у
виглядi

Htφ(u) = lnEP eφ(x(t))

як границю Hε
t φ(u).

Наступне твердження одразу випливає з
Твердження 1 та спiввiдношень (7), (8) та (12):

Твердження 3. Функцiонал дiї для дограни-
чного процесу xε(t) має вигляд

I(x) = I0(x(0)) + inf
g:(x,g)∈T

∫
[0,∞)

Ag(x(s))ds,

де T - множина розв’язкiв мартингальної за-
дачi ( 14).

При застосуваннi цього методу дослiджен-
ня маємо справу не з напiвгрупами, а з догра-
ничними нелiнiйними експоненцiйними генера-
торами Hεφ(u), якi вiдповiдають марковсько-
му процесу xε(t). Тому знайшовши граничний

генератор Hφ(x) можемо використати генера-
тор з керуванням Lgφ(x) та спiввiдношення (13)
для пошуку функцiї Ag(x), а потiм використа-
ти її для побудови функцiоналу дiї. Зрозумiло,
що при цьому пiдходi виникають питання про
збiжнiсть напiвгруп саме до напiвгрупи грани-
чного генератора i про експоненцiйну компа-
ктнiсть дограничного процесу. Саме на цi пита-
ння вiдповiдають етапи 2) – 3), описанi на поча-
тку статтi та дослiдженi для випадку процесiв
з незалежними приростами в монографiї [3].

Приклад 2. Повернемося до нормованих мар-
ковських процесiв з незалежними приростами

ηδε(t) = δηε(t/δ2), t > 0.

Ми довели, що в умовах пуассонової апро-
ксимацiї розв’язок проблеми великих вiдхилень
для таких процесiв визначається за допомогою
нелiнiйного експоненцiйного генератора (6).

Обчислимо генератор процесу з незалежни-
ми приростами та керуванням g за формулою
(9):

Γε,δg φ(u) = e−g/δΓδεφe
g/δ − e−g/δφΓδεe

g/δ

= e−g/δδ−2

∫
R
[φ(u+ δv)eg(u+δv)/δ − φ(u)eg(u)/δ

−φ(u)eg(u+δv)/δ + φ(u)eg(u)/δ]Γ̃ε(dv)

= δ−2

∫
R
e

g(u+δv)−g(u)
δ [φ(u+ δv)− φ(u)]Γ̃ε(dv)

= δ−2

∫
R
e

g(u+δv)−g(u)
δ [φ(u+ δv)− φ(u)

−δvφ′(u)− δ2
v2

2
φ′′(u)]Γ̃ε(dv)

+δ−2

∫
R
e

g(u+δv)−g(u)
δ [δvφ′(u) + δ2

v2

2
φ′′(u)]Γ̃ε(dv).

Оскiльки пiдiнтегральна функцiя у першо-
му iнтегралi належить класу C3(R), можемо за-
стосувати умову пуассонової апроксимацiї PA2:

Γε,δg φ(u) = δ−2ε

∫
R
e

g(u+δv)−g(u)
δ [φ(u+ δv)− φ(u)

−δvφ′(u)− δ2
v2

2
φ′′(u)]Γ̃0(dv) + δ−2

∫
R
[evg

′(u)

+δevg
′(u) v

2

2
g′′(θ)][δvφ′(u) + δ2

v2

2
φ′′(u)]Γ̃ε(dv).

Пiдiнтегральна функцiя у першому iнте-
гралi має порядок δ3, тому при ε, δ → 0, δ−1ε→
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1 перший iнтеграл є o(ε, δ), натомiсть у другому
iнтегралi маємо:

Γε,δg φ(u) = δ−1φ′(u)

∫
R
vevg

′(u)Γ̃ε(dv)+

∫
R
[
v2

2
φ′′(u)

+o(δ)]Γ̃ε(dv) + o(ε, δ).

Знову використавши умови пуассонової
апроксимацiї PA1,PA2 отримаємо:

Γε,δg φ(u) = δ−1εφ′(u)

∫
R
vevg

′
Γ̃0(dv) + o(ε, δ).

Отже, позначивши z = g′ та поклавши
ψ(z) =

∫
R e

vzΓ̃0(dv) маємо граничний генера-
тор з керуванням z у виглядi:

Γzφ(u) = φ′(u)ψ′(z).

Покладемо φ′ = p, ψ′ = q та обчислимо
функцiю L(q) за формулою (A(p, q) := Γzφ(u)):

L(q) = sup
p
(A(p, q)−H(p)) = sup

p
(qp−H(p)),

де H(p) визначається з явного вигляду генера-
тора (6):

H(p) := HΓ(φ
′) = bp−

∫
R
[evp − 1− vp]Γ̃0(dv).

Маємо:

(qp−H(p))′p = (qp− bp−
∫
R
[evp−1−vp]Γ̃0(dv))′p

= q − b−
∫
R
[vevp − v]Γ̃0(dv) = 0,

тобто p визначається iз спiввiдношення∫
R
vevpΓ̃0(dv) = q − (b− b0) <∞.

Явний вигляд функцiї L(q) можна отрима-
ти, пiдставивши отримане значення p(q) в фор-
мулу

L(q) = qp−H(p).

Функцiонал дiї матиме вигляд:

I(x) = I0(x(0)) +

∫ ∞

0
L(x′(s))ds.

Бiльш детальний огляд результатiв та при-
кладiв можна знайти в монографiї [9].
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