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У роботі розглянуто деякі властивості стохастичних матриць великих розмірностей за умов 
незалежності елементів матриці або за умов незалежності рядків (стовпців). Проаналізовано 

основні властивості спектру стохастичної матриці. Також розглянуто застосування даних 

результатів до задач кластеризації та вибору оптимального числа кластерів.  
Результати дослідження доповідались на Міжнародній науковій конференції ``Modern Stochastics: 

Theory and Applications. V'' (MSTA-V). 

Ключові слова: стохастична випадкова матриця, спектр матриці, оптимальне число кластерів. 
 

In this paper, we consider some properties of stochastic random matrices of large dimensions under 

conditions of independence of matrix elements or under conditions of independence of rows (columns). The 

main properties of stochastic random matrices spectrum are analyzed and the result of convergence to 0 is 
proved of almost all eigenvalues. Also, the application of these results to clustering problems and selection 

of the optimal number of clusters is considered. Note that the results obtained in this work are consistent 

with the Marchenko - Pastur theorem on the asymptotic distribution of eigenvalues of random matrices with 
independent elements. The results proved in this paper can be interpreted as a law of large numbers and will 

be used in the study of the asymptotic behavior of the maximum. 

Key Words: stochastic random matrix, spectrum of a matrix, optimal number of clusters. 

 
 

Спектральний аналіз матриць [1, 2, 3] є одним 

із важливих підходів оптимізації кількості 

кластерів при кластеризації в задачах штучного 
інтелекту. Теорія випадкових матриць є однією із 

математичних моделей розумних мереж (Smart 

Grid) [4], що описує функціонування великих 
систем (переважно енергосистем). Одним із 

основних завдань, пов’язаних із побудовою 

великої системи є розподіл функцій між 
основними “центрами” системи. Крім того, вплив 

випадкових факторів в системі може бути 

описано саме за допомогою стохастичних 

випадкових матриць. Надалі, під стохастичною 

матрицею 𝐴 = 𝐴𝑁×𝑁 будемо розуміти матрицю, 

що володіє наступними властивостями: 

1. 𝐴𝑖𝑗 ≥ 0; 

2. ∑ 𝐴𝑖𝑗
𝑁
𝑗=1 = 1. 

Під випадковою матрицею будемо розуміти 

матрицю, елементами якої є випадкові величини, 

визначені на ймовірнісному просторі (Ω, 𝐹, 𝑃).   
Основна ідея роботи полягає у локалізації 

власних значень стохастичної матриці великої 

розмірності. Для цього будемо користуватися 
тим фактом, що одним із власних значень 

стохастичної матриці, що відповідає незвідному 

ланцюгу Маркова, є 1 та всі власні значення 

стохастичної матриці не перевищують за 
абсолютним значенням одиницю. Таким чином, 

на основі даної властивості, розроблено алгоритм 

для визначення оптимальної кількості кластерів 

𝑘𝑜𝑝𝑡 .  
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Розглянемо основні позначення, які будуть 

використовуватися у даній роботі. Основними 

математичними об’єктами, які будуть 

використані нижче є граф та ланцюг Маркова. 

Граф будемо позначати через G = (V, E), де V =
{1,2, … , N} – множина вершин графа, E =
{e1, … , em} – множина ребер графа, що з’єднують 

вершини із V. Припустимо, що граф задається 

матрицею суміжності A: 

A = AN×N, 
де елемент Aij рівний ваговому коефіцієнту між 

вершинами 𝑖 та 𝑗.  Стохастична матриця  

𝑃𝑖𝑗 =
𝐴𝑖𝑗

∑ 𝐴𝑖𝑗
𝑁
𝑗=1

,                          (1) 

що відповідає графу G та задається матрицею 

суміжності A, задається співвідношенням (1). 

Матриця 𝑃 й буде основним предметом 
дослідження в даній роботі. Надалі будемо 

впорядковувати власні значення матриці 𝐴 

наступним чином 
|𝜆1(𝐴)| ≥ |𝜆2(𝐴)| ≥ ⋯ ≥ |𝜆𝑁(𝐴)|. 

Згідно зауваження зробленого вище, вірні 

наступні співвідношення 

{
𝜆1(𝑃) = 1,

|𝜆𝑖(𝐴)| ≤ 1, 𝑖 ≥ 1.
 

     Теорема 1.  Нехай виконуються наступні 

умови: 

1. Всі елементи матриці 𝐴 = 𝐴𝑁×𝑁 є 

незалежними та мають одинаковий 
розподіл 

Aij ∼ Distr, 

де розподіл 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑟 має носієм підмножину (0,∞) 
та володіє  скінченним моментом порядку 2 +
δ, δ > 0; 

2. Елементи матриці переходу за 1 крок Pij 

визначаються із співвідношення (1)  

Pij =
Aij

∑ Aik
N
k=1

. 

Тоді за ймовірністю має місце збіжність   

λ2(𝑃) → 0, 
при 𝑁 → ∞.  

    Доведення. Для доведення даного факту 

відзначимо, що значення λ2(N), що відповідає 

значенням матриці  

Pij = E(
Aij

∑ Aij
N
j=1

) 

рівне 0. Для доведення цього факту розглянемо 

власні значення матриці P у наступному вигляді 

det(λI − P) = λn + c1λ
n−1 +⋯cn−1λ + cn, 

де коефіцієнти ci визначаються за наступною 
формулою  

ci = (−1)
i∑det(Mk(i)) ,

k

 

де Mk(i) – головні мінори матриці P розмірності 

i × i. Використовуючи дане представлення, 

отримаємо  

c1 = −∑Pkk

N

k=1

= −∑
Akk

∑ Akj
N
j=1

N

k=1

. 

Згідно означення значень ci, отримаємо на основі 

припущення 1 теореми  

E(c1) = −E(∑
Akk

∑ Akj
N
j=1

N

k=1

) = −∑
1

N

N

k=1

= −1. 

Для всіх інших значень ci, i ≥ 2, отримаємо  

  

E(ci) = (−1)
iE(∑det(Mk(i))

k

)

= (−1)i∑E(det(Mk(i)))

k

. 

Розглянемо значення E(det(Mk(i))). Для цього 

скористаємося тим фактом, що  

E(det(Z)) = det(E(Z)) 
при умові, що рядки (або стовпці) матриці Z 

незалежні векторні випадкові величини. У 

нашому випадку, рядки матриці P є незалежні в 
сукупності, тому має місце співвідношення: 

E(det(Mk(i))) = det (E(Mk(i))), 

причому всі значення матриці E(Mk(i)) рівні 
1

N
. 

Таким чином  

E(det(Mk(i))) = 0. 
Використовуючи дані обчислення, знайдемо, що 

“усереднений характеристичний поліном” 

матриці P рівний  

E(det(λI − P)) = E(λn + c1λ
n−1 +⋯cn−1λ + cn)

= 

= λn + E(c1)λ
n−1 +⋯E(cn−1)λ + E(cn) = 

= λn − λn−1. 
Отже, розв’язками характеристичного рівняння  

E(det(λI − P)) = 0 
є  два значення  

λ1 = 1, λi = 0, i = 2,… , N. 
Тобто, ‘усереднене значення’ власного значення 

λ2 рівне 0 за умов теореми.  

Для доведення збіжності до 0 випадкової 

величини λ2 розглянемо дисперсії діагональних 

елементів  

D(∑Pii

N

i=1

) =∑D(Pii)

N

i=1

= ND(P11), 
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оскільки всі значення Pii є незалежними та 
однаково розподілені. Обчислимо дисперсію 

випадкової величини  

D(P11) = E(P11
2 ) −

1

N2
. 

Обчислимо другий момент для випадкової 

величини P11
2 , використовуючи існування та 

обмеженість другого моменту: 

E(P11
2 ) =  E (

A11
∑ A1j
N
j=1

)

2

. 

Для великих N на основі центральної граничної 

теореми отримаємо  

X = ∑ Aij

N

j=1,j≠i

= √N − 1 ∑
(Aij − EAij +)

√N − 1

N

j=1,j≠i

= 

σ√N − 1 ∑
(Aij − EAij)

σ√N − 1

N

j=1,j≠i

+Nm,  

де m = EAij, σ
2 = D(Aij). Використовуючи дане 

представлення, отримаємо  

X ≈ √N − 1Z + Nm. 
Тут випадкова величина Z має нормальний 

розподіл із параметрами (0,1). На основі цього 

 E(P11
2 ) =  E (

A11
∑ A1j
N
j=1

)
2

≈

E(
A11

A11+√N−1Z+Nm
I{Z>0})

2

= 

E(
A11

A11 + √N− 1Z + Nm
I{Z>0})

2

≈
1

N − 1
E(

Ã11

Ã11 + Z + √N − 1m
I{Z>0})

2

, 

де  

Ã11 =
A11

√N − 1
. 

Використовуючи дане представлення, отримаємо  

E(P11
2 ) = O (

1

N2
) 

та 

D(P11) = O(
1

N2
). 

Таким чином, використовуючи дане 

представлення, отримаємо  

D(∑Pii

N

i=1

) = O(
1

N
). 

Для доведення того факту, що λ2(N) прямує до 0 

за ймовірністю, використаємо наступне 
співвідношення 

∑(μi(A) − μi(B))
2

N

i=1

≤ Tr(A − B)2 , 

де μi(A), μi(B) – власні значення матриць A та B, 
впорядковані за спаданням. 

      Використовуючи дане співвідношення, 

отримаємо наступну оцінку для дисперсії λ2(N): 

E(λ2(N))
2
= D(λ2(N))

2
≤ 

≤∑D(λi(N))

N

i=1

≤ E(∑∑(Pik −
1

N
)(Pki −

1

N
)

N

k=1

N

i=1

)

= 

E(∑(Pii −
1

N
)
kN

i=1

) =∑E(Pii −
1

N
)
2N

i=1

= 

=∑D(Pii)

N

i=1

= D(∑Pii

N

i=1

). 

Отже, 

D(λ2(N)) = O (
1

N
). 

Тоді, з врахуванням доведених вище 

представлень для моментів 𝑃𝑖𝑖, твердження 

теореми є наслідком нерівності Чебишова.  

 
Дослідженням оптимальної кількості 

кластерів автори займались в роботах [5,6]. Були 

розглянуті методи  знаходження оптимальної 

кількості кластерів k-Core decomposition [7] 

та «метод ліктя» [8]. Цими методами 

визначались оптимальна кількість кластерів 

та центри кластерів для різних сегментів веб-

простору. Розглянемо тепер задачу визначення 

оптимальної кількості кластерів на основі 

стохастичної матриці 𝑃, що задає переходи в 
деякій системі. Також будемо припускати, що 

стохастична матриця 𝑃 має блочний вигляд, 

тобто має місце співвідношення 

𝑃 = 

(

 

𝑃(1) 𝐸𝑟𝑟(1,2) ⋯ 𝐸𝑟𝑟(1,𝑘𝑜𝑝𝑡)

𝐸𝑟𝑟(2,1) 𝑃(2) ⋯ 𝐸𝑟𝑟(2,𝑘𝑜𝑝𝑡)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐸𝑟𝑟(𝑘𝑜𝑝𝑡 ,1) 𝐸𝑟𝑟(𝑘𝑜𝑝𝑡,2) ⋯ 𝑃(𝑘𝑜𝑝𝑡) )

 , (2) 

 

де 𝑃(𝑖) задають ймовірності переходу в 𝑖 – му 

кластері та 𝐸𝑟𝑟(𝑖,𝑗) – ймовірності переходу з 𝑖 – 

го кластеру в  𝑗 – ий кластер. Матриці 𝐸𝑟𝑟(𝑖,𝑗) 
будемо характеризувати як “помилки” переходів 
між сусідніми кластерами. Нехай зв’язки 

всередині кластера є набагато сильнішими ніж 

зв’язки між кластерами. Дане припущення 

будемо виражати наступним чином 

min
𝑖∈1,…,𝑘𝑜𝑝𝑡

min
𝑚∈1,…,𝑛𝑖

∑𝑃𝑚𝑗
(𝑖)

𝑛𝑖

𝑗=1

≥ 
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≥ 𝛼 max
𝑖∈1,…,𝑘𝑜𝑝𝑡

max
𝑚∈1,…,𝑛𝑖

(1 −∑𝑃𝑚𝑗
(𝑖)

𝑛𝑖

𝑗=1

), 

де 𝑛𝑖 – розмірність матриці 𝑃(𝑖), 𝛼 ∈ (1,∞) - 

деякий параметр подібності. Зауважимо, що при 

𝛼 → ∞ всі помилки 𝐸𝑟𝑟𝑘,𝑚
(𝑖,𝑗)

→ 0. В цьому випадку 

матриця 𝑃 перетворюється в блочно - 

діагональну матрицю вигляду 

𝑃′ = (

𝑃(1) 0 ⋯ 0
0 𝑃(2) ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑃(𝑘𝑜𝑝𝑡)

).       (3) 

 

Тобто, матриця 𝑃′ в цьому випадку задає чітко 

визначені  𝑘𝑜𝑝𝑡   кластери даних. Крім того, для 

матриці 𝑃, заданої співвідношенням (3), 

𝜆1(𝑃
′) = ⋯ = 𝜆𝑘𝑜𝑝𝑡(𝑃

′) = 1 

та  
|𝜆𝑖(𝑃

′) − 1| > 𝜀, 𝑖 > 𝑘𝑜𝑝𝑡 , 

де параметр 𝜀 залежить від розмірності системи 

(кількості об’єктів кластеризації) та параметру 𝛼. 

Для визначення оптимальної кількості кластерів 

ми будемо користуватися наступним 
співвідношенням 

𝑘𝑜𝑝𝑡 = #{𝜆𝑖: |𝜆𝑖(𝑃) − 1| ≤
1

𝛼√𝑁
}.         (4)   

   Дане співвідношення є наслідком Теореми 1 та 

асимптотичної поведінки власних значень 𝜆𝑖(𝑃), 
𝑖 ≤ 𝑘𝑜𝑝𝑡 .  

   Зауважимо, що результати отримані в роботі 

узгоджуються із теоремою Марченко – Пастура 

[9] про асимптотичний розподіл власних значень 
випадкових матриць із незалежними елементами. 

Також, слід відмітити, що результати теореми 

можуть трактуватися як закон великих чисел. 

Крім того, визначення оптимальної кількості 
кластерів будується на асимптотиці власних 

значень матриці 𝑃 при 𝑁 → ∞. Одержані 

результати можуть бути застосовані для 
визначення оптимальної кількості кластерів Grid 

system, складних мереж, при дослідженнях 

структури веб-простору тощо.  
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