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RESUMEN

En este trabajo se deducen resultados para la teoría de
Galois de anillos graduados con parte de grado cero conmutativa y
grupo de automorfismos homogéneos de grado cero.

Está dividido en tres capítulos:

I.- Resultados previos.
II.- Sobre teoria de Galois de anillos no conmutativos.
III.— Teoría de Galois para anillos graduados.

En el primer párrafo del capitulo I se deducen algunas
propiedades, generalizaciones triviales, de las extensiones separa
bles de anillos no conmutativos.

En el segundo párrafo, se estudian los monoides sobre los
cuales se supone dada la graduación, que se denominan monoides admi
sibles. Un monoide admisible es un submonoide del monoide de los ele
mentos positivos de un grupo totalmente ordenado.

Suponemosahora, para el resto de esta introducción, que
todos los monoides son admisibles. No obstante, algunas propiedades
no necesitan de esta hipótesis.

Si A = ¿QI Ai es un anillo graduado sobre el monoide I,
M = igl Hi es un A-módulo a derecha graduado, en el párrafo 3 se
demuestra que:

a) Si Mes finitamente generado (proyectivo, playo) sobre
A, Moes finitamente generado (respectivamente proyec­
tiyo, playo) sobre Ao.

b) Si Mes un A-anillo homogéneo (es decir, M es un anillo
y existe un homomorfismo homogéneo de grado cero A -)M)
separable (fielmente proyectivo) sobre A, entonces Mo
es separable (respectivamente fielmente proyectivo) so­
bre ho.

En el párrafo H se estudian algunas propiedades de anillos
graduados. Se obtiene así el resultado fundamental de este capitulo:
“Sean B ——+fi un B-anillo graduado homogéneo con A°(;,Z(A) (Z(A) es
el centro de A), C un B-subanillo homogéneo de A el cual es separa­
ble sobre B y f: C ——9 A un homomorfismo homogéneo de grado cero

de B-anillos. Entonces f/Co = Icfi si y solo si f = 1C“. En particular,



si A es B-separable y o es un automorfismo homogéneo de grado cero

de A que deja fijo B, entonces o/Ao = iüo si y solo si o = id. Por
10 tanto, si G(A/B) es el grupo de todos los B-automorfismos homogé
neos de grado cero de A y G(A°/Bo) gl grupo de todos los Bo—automor
fismos de A entonces G(A/B)<: G(Ao/Bo) por 1a aplicación o¡—-e o/AC.0,

En el quinto párrafo se extienden los resultados de Villa­
mayor y Zelinski (Galois theory with infinitely many idempotents).
referentes al espectro booleano de un anillo.

El capítulo termina con un teorema sobre separabilidad de
álgebras universales: "Si A es un anillo conmutativo, F el funtor áí
gebra tensorial, simétrica o exterior (más generalmente, un funtor
de la categoria de A-módulos en la categoria dc A-álgebras graduadas
que cumple ciertas condiciones), Mun A-módulo y G * {id} un grupo
de automorfismos de Mentonces F(M) no es F(M)G-separable“.

En el capítulo II se desarrolla una teoría de Galois de
anillos no conmutativos, que generaliza la teoría de Chase, Harrison
y Rosenberg (Galois theory and Galois cohomology of commutative rings)
para el caso de anillos sin idempotentes.

Si S es un anillo, G un grupo finito de automorfismos de
S y R = SG, se considera el caso en que S es Galois sobre R en el
sentido de Chase, Harrison y Rosenberg (Galois fuerte). Suponemos
que S verifica la condición (H) siguiente:

Para cada familia finita Xi, yi, en S, .2. xí.x..y..yi=1,]
- xi.yi =-wá g xi.yi —0 o É xi.yi - 1.H.

Esta condición es mas restrictiva que la no existencia de
idempotentes no triviales.

En el párrafo 2 se prueba que, bajo estas suposiciones, S
es Galois fuerte sobre R si y solo si S es R-separable.

Para este caso, en el párrafo 3 se deduce el siguiente teo
rema de Galois: "Si S es Galois fuerte sobre R con grupo G, S verifi
ca (H) y la aplicación traza de S en R es suryectiva, entonces exis­
te una correspondencia biunivoca entre subgrupos de G y subanillos de
S que contienen a R y son R-separables”.

En el párrafo u se estudia cierta conexión de nuestra teo­
ría con la de Miyashita (Finite outer Galois theory of non conmutati
ve rings).



Finalmente, en el último párrafo se obtienen propiedades
relativas a los homomorfismos, endomorfismos y automorfismos de ex­
tensiones de Galois (fuerte). El teorema fundamental establece una
representación de los homomorfismos,que generaliza la obtenida para
anillos conmutativos por Chase, Harrison y Rosenberg.

En el capitulo tercero se estudia la teoria de Galois de
anillos graduados. El primer párrafo contiene resultados introductg
rios. En el segundo se obtienen propiedades del grupo de automorfis­
mos que mas adelante son mejoradas.

Para lo que sigue se supone siempre que A es un anillo gra
duado con AOC. Z(A) y B es un subanillo de A.

La teoría para anillos sin idempotentes se desarrolla en
el párrafo 3. En el cuarto la teoria para anillos con un número fini
to de idempotentes y el quinto se dedica a los anillos que contienen
infinitos idempotentes. B1 párrafo 6 contiene algunos complementos.

En nuestro caso, A es Galois sobre B, se entiende en el
sentido debil: “A es separabla sobre B, finitamentc generado y pro­
yectivo como B-módulo a derecha y existe un grupo finito F de B-autg
morfismos homogéneos de grado cero de A tal que AF = B".

Si A no tiene idempotentes no triviales, A es Balois debil
sobre B si y solo si A es Galois fuerte sobre B.

Los resultados que se obtienen muestran que la teoría de A
sobre B se reduce a la de Ao sobre Bo. En efecto, se prueba que:

10) Ao es Galois sobre Bo y A = B GBOAO.
2°) G(A/B) = G(AO/B°).
3°) Para cada subgrupo finito H del grupo total G,

AH = B eBOAÉ.
4°) Valen los teoremas de Galois que caracterizan todos

los anillos C tales que B C,C CLA y C es B-separable,
conoci”os para el caso conmutativo(Chase, Harrison y

Rosenberg-Villamayor y Zelinski).
5°) Todo subanillo de A que contiene a B y es B-separable,

es homogéneo y de la forma B GBOCG, con BOCZCOCLAOy
Coes separable sobre Bo.

6°) Todo automorfismo de A que deja fijo B es homogéneo de
grado cero.



Si B no tiene idempotentes, se tiene tarFién el siguiente
teorema: "A es débilmente Galois sobre B con grupo G si y solo si
existe un subgrupo H de G tal que A es Galois fuerte sobre B con gru
po H".

Comoes usual, se supone aquí que todos los anillos tienen
unidad, todos los módulos son unitarios y los homomorfismosde ani­
llos transforman la unidad en la unidad.

Quiero expresar mi agradecimiento al Profesor Orlando B.
Villamayor, quién ha dirigido y alentado la realización de este tra
bajo. Sin sus valiosas sugerencias el mismono hubiera existido.

Mi reconocimiento también para los Profesores E. Gentile,
M. Harada y A. Micali, por la orientación que me prestaran.

La parte fundamental de este trabajo fué realizada mien­
tras el autor gozaba de una beca otorgada por el Consejo Nacional de
Investigaciones Cientificas y Técnicas y de una licencia acordada
por la Universidad Nacional de Rosario.

Miguel A. Ferrero.

Buenos Aires, Diciembre de 1969 ­



CAPITULO I - RESULTADOS PREVIOS

51.- Anillos separables

La definición de extensión separable para anillos
no conmutativos dada en [H-S] es como sigue:

Sea R——aS un homomorfismo de anillos (frecuentemen
te la inclusión, que es el caso considerado en [H-S]).

Entonces S es un R-módulo a ambos lados y ¿1 grupo

abeliano S GRScs un S-módulo a ambos lados. Por lo tanto,
si So indica el anillo apuesto de S y Z el anillo de los

números enteros, S SRS es un S GZSO-módulo a izquierda con
producto definido por: x Ü yoe S GZSO, u 9 v e S SRS,
(x 8 yo).(u 9 v) = x u G v y.

La multiplicación G: S GRS__9S es un S-S-homomorfií
mo, cs decir, es un S GZSO-homomorfismo. Decimos que S es
R-separable si existe un S sto-homomorfismo o: S__9 S GRS
tal que ooo = ids.

Esto es equivalente a la existencia de elementos
x.,y1 i (i = 1,..., m) en S tal que Z xi yi = 1 y

1

g x.xi 8 yi = g xi 9 yi.x,v x e S, en S GRS.
Si R es un anillo conmutativo y R-—>S es un homomor

fismo de anillos cuya imagen está en el centro de S, enton
ces S es una R-álgebra. En general diremos que S es un
R-anillo si R y S son anillos y R-—%S es un homomorfismo
de anillos.

Un homomorfismo de R-anillos es un homomorfismo de
anillos el cual es un R-homomorfismo.

Si R (:8, S cs un R-anillo por la inclusión R——9S.
En este caso la separabilidad siempre será referida a esta
estructura.

Damosa continuación algunas propiedades de los R-ani
llos separables, que son generalizaciones simples de las
conocidas para álgebras sobre anillos conmutativos.

Traduciendo a nuestro lenguaje las proposiciones
2.u., 2.5. y 2.8. de [H-S] sc tienen las siguientes:



Proposición 1.1.- Si R——+T es un R-anillo y T-—9 S
es un T-anillo:

(1) Si S es R-separable entonces S es T-separable.
(2) Si T es R-separable y S es T-separable entonces

S es R-separable.

Proposición 1.2.- Sean R——%S y R——áT dos R-anillos
y f: S-—%T un homomorfismo suryectivo de R-anillos. Si S
es R-separablc entonces T es R-separable.

PrOposición 1.3.- Sean R un anillo conmutativo, S y T
dos R-álgebras (no necesariamente conmutativas). Entonces
si S es R-separable, S GRT es T-separable.

Lema 1.H.- Scan R-—a S un R-anillo y T un S-S-suman-—
do directo de S. Entonces si S es R-separable, T es R-sepa­
rablc a través de la composición R-—9s-ïe T (donde n es
la proyección).

D) En efecto, la proyección 1: S——9T es un homomor­
fismo suryectivo de R-anillos por lo que basta aplicar la
proposición 1.2.

Lema 1.5.- Si R cs un anillo y o: R——aR 0 R es la
aplicación diagonal: o(x) = (x,x),vx e R, entonces R O R
es R-scparahle­

D) Utilizamos los isomorfismos de R G R-módulos a
ambos lados:

(R 9 R) GR (R G R) = (R SRR) 0 (R GRR) O (R GRR) O (R QRR) =
= R 9 R Q R 9 R, tal que, (x,y) 9 (u,v)F—9 (x G u, x G v,
y 9 u, y 9 v)k—a (x.u,x.v, y.u, y.v), donde R 9 R actúa a

izquierda a travós de: (x1,y1).(x G u, x G v, y 8 u, y 9 v) =
= (x1 x 9 u, x x 9 v, y1 y 9 u, y1 y 9 v) y análogamente
a derecha. 1

La multiplicación ó: R Q R G R G R——9R Q R es la prg
yección en los sumandcs primero y último como se puede vcri
ficar. Por lo tanto el elemento (1,0,0,1) e R G R 9 R 9 R
satisface las condiciones dc separabilidad.

Proposición 1.6.- Si R;——9Si (i = 1,..., n) son



Ri—anillos, entonces Si es Ri-separable para todo i si y
a n n

solo Sl _@S. es _0 R.—separablc.
1:1 1 1:1 1

D) Razonando inductivamente, basta suponer n = 2.

Bs facil ver que existe un isomorfismo de 81 G 82-má
dulos a amboá lados;

(S1 Q S2) GR19R2(81 G 82) z (S1 eRlsl) o (s2 9R232)
(x1,x2) 9 (y1,y2)h—9 (x1 9 yl, x2 9 y2), donde 81 G S2
actúa a la izquierda, en el segundo miembro a través de los

' o C
primerou factores de 81 GR S1 y U2 QR S2, y a la derecha por

1 2los segundos factores.
Consideramos el siguiente diagrama conmutativo:

(S r C .

1 o S2) GR19R2(S1 o SQ)’_“_“5 (S1 eR131) g (52 9R2“2)

o Q 0 Ó

S1 Q S2

donde P es el isomorfismo anterior y o, O1 y 02 las multi­
plicaciones.

. _ ‘ . o . =Sl Si es Ri separaole y oi. Si———).h GR S. (1 1,2)
en un Si 8 SÏ-homomorfismo tal que Gioo. = idS , la apli­1

1 o s2) QRIORQ (S1 e S2)

Z.. -1
caCion P 0(@1 G 4:2).81 9 S2——5(S

es una (S1 9 S2) GZ (S1
Recïprocamente, sea 81 G S2 separable sobre R1 G R2

A. s _
y Y. 1 G S2——9 (81 O S2) GR QR (S1 Q S2) es un (S1 9 S2)
homomorfismo a ambos lados tal ¿ue ro = id

81 G S2

Q 82)Ïinversa a derecha de b.

' . . Q .

Si nl. (S1 GRlul) 9 (S2 9R2S2)——-) Sl GRiSi es 1a
proyección sobre el i-éaimo sumando (i = 1,2), es facil COE
probar que nioro ó/Si: Si——5Si GR si, es un Si GZ SÉ-homo­

. . 1
morfismo, el cual es inversa a derecha de Oi.

Proposición 1.7.- Si R——9S es un R-anillo y S = .8 Si1:1
es una suma directa de S-submódulos biláteros, S es R-se­
parable si y solo si Si es R-separable para i = 1,..., n.



52.­

D) Si S es R-separable, por el lema 1.4., cada Si es
R-separable.

Recïprocamente, si S. es R-separable para todo i, por
la proposición anterior S = _g S. es separable sobre BR.
Ademáspor el lema 1.5., aR eglRÏseparable.

Por lo tanto, utilizando la transitividad de la pro­
posición 1.1., resulta la tesis.

Proposición 1.8 - Sean R——aS un R-anillo separable
y Mun S-módulo a derecha. Entonces si M es R-proyectivo
(finitamente generado), Mes S-proyectivo (finitamente ge­
nerado).

D) Scan mi c M, o.1
das proyectivas deH y 422-9 S 9

1ds (donde

e HornR(M,R), i e I, las coordena
R S el S-homomorfismo bilá­

tero tal que Goo = b es la multiplicación

S QR S-á S).
Sea Wi la aplicación de Mes S, definida por la compg

sición siguiente:

M = M os s 1Mn9—% u es s GR s = M GR SÏÁ—EL35R 9K s = s

Entonces Wi e HornS (M,S).
Si o(1) = Z x. G y. e S 9 S, para cada x e M la fami

j J J R

lia {Wi(x)} = {X oi(x.xj) yj} es nula salvo un conjuntoj
finito de índices i e I, y se tiene:

Z mi xui“) = .Ï. mil 1,]
completa la prueba.

_.(x.x.) . = x.x.. . = x lo ue
<1 J yJ g J yJ , q

Discusión sobre monoides

Los anillos graduados para loa cuales vale la teoria
que cnnstruiromos, son graduados sobre monoides que verifi
can ciertas condiciones. En este párrafo caracterizamos
estos monoides.

Sea I un monoide aditivo, es decir, en I está defini­
da una operación +, asociativa, conmutativa y con elemento
neutro: 0.



Decimosque I verifica la condición (Il) si Se satisfa­
ce:

OÉ==á x y
Un monoide I es totalmente ordenado si está
V x, y en I, x + y 0

dada una

relación de orden total i, compatible con la suma, es decir:
x 1 y ===áx + z 1 y + z,V z e I.

Decimos que un monoide totalmente ordenado I verifica
(12) o (Is), respectivamente, si:

(12): 0 es el primer elemento de I.
(Ia): I cs cancelativo: x + y = x + LJJ; y z.
Un monoide totalmente ordenado que verifica (12) e (I3

se denominará admisible (para nuestra teoría).
Analizamos algunas relaciones simples.

Lema 2.1 - Si I es un monoide totalmente ordenado que

verifica (I7), entonces verifica (11).
Las condiciones (12) e (Ia) son independientes.

> +D) Si I verifica (12): x + y = 0, x 0 ==á 0 x y
y—=>0 y

Sea I el submonoide aditivo de R (números reales) cu­
: 0 + y = x.

yos elementos son de la forma nVG - mV2 con n y m números

naturales no negativos. Entonces I verifica (13) pero no
(I ).

2
Finalmente, sea I' = {0,1,2,3} con la suma definida

por 0 + x x, V x e I';x + y 3,v x > O,V y > 0. Entonces

I' es un monoide totalmente ordenado que verifica (12) pero
no (Ia).

La recíproca del precedente lema no es válida, como
lo muestra el mismomonoide I anterior. En efecto, I satií
face (Il) pero no (IQ).

el lema 2.1.En particular, muestra que todo monoide
admisible verifica (Il).

Lema 2.2.- Sea I un monoide admisible. Entonces si

)

|V
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n

xi e I (i = 1,...,n) y x = I xi se tiene:

1°)x¿xi (i=1,...,n).
2°) x = xk===á xi = 0 para todo i # k.

D) Por inducción basta suponer n = 2.

Si x = x1 + x2 y x1 1 x entonces x = x + x > x +

Pero x2 i 0 de donde x + x2 í x. Luego x + x = x=%'x = 0
x=x1.

Los únicos monoides admisibles son caracterizados
inmediatamente:

Proposición 2.3.- I es un monoide admisible si y solo
si existe un grupo totalmente ordenado G tal que I es un
submonoide de G+ (submonoide de los x e G tales que x 1 0).

D) Es claro que si G es un grupo totalmente ordenado,
todo submonoide de G+ es un monoide admisible.

Recíprocamente, si I es un monoide admisible defini­
mos en I x I una relación de equivalencia:
(x,y) ¿ (u,v) sii x + v = y + u, y designamos por [x,y] la
clase de (x,y) en G = I x I/m.

Entonces la Suma [x,y] + [u,v) = [x + u, y + v] y el
orden[x.y] i u,v sii x + v 1 y + u, hacen de G un grupo
totalmente ordenado tal que Ic: G+por la aplicación
xr-—>[x,0].

Observacián Si la condición (I2) se reemplaza por:
(Iá): 0 es el último elemento de I’la teoria posterior

podrá aplicarse aün. En efecto, basta definir en I el orden
opuesto.

53.- Propiedades hereditarias de módulos graduados
— En todo este párrafo, salvo mención expresa en contra

rio, I designa un monoide que verifica (Il) y A = ®A1un
anillo graduado sobre I. 161

Proposición 3.1.- Sea M=iQIMi un A-módulo a derechae
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graduado. Entonces
a) Mes finitamente generado sobre A==á Moes finita­

mente generado sobre Ao.
b) Mes A-proyectivo===á Moes Ac-proyectivo.
c) M es A-playo ==á Mo es Ao-playo.

D) Sean n : M———9M0, n : A-——9Aolas proyecciones y
M A

j“: MO-——óM, jA: Ao———9A las inyecciones.

Observemos que como I verifica (Il), HAes un homomoa
fismo de anillos ya que si a = Z ai e A, a' = Z a'. e AieI jeI
(donde ai, a', son las componentes homogéneas de grado i y
j de a y a' respectivamente), se tiene:, ': .1: '=-1 .'
1A(a.a ) .2. ¿1.a] no.a° “A(a).rA(a )

1+]=0

Por lo tanto Mo es un A-módulo a través de WAy un cál
culo similar muestra que nu es un A-homomorfismo.

a) Sean x1,...,xr los generadores de Msobre A. Para
cada x e Mexisten a ,...,a en A tal que x = x. a..Enton

1 r 1:1 1 1 —ces

rM(x) =.Ï "M(xi)-ai =.Ï nM<xi) =A(ai)1:1 1:1
Comou es suryectiva, la ültima'igualdad muestra que

M

flM(x1),..., nM(xr) generan n)sobre Ao

b) Sean x. e M, o. e HomA(M,A), j c J, las coordena­
das proyectivas de Msobre A.

Ponemos Wj = nAo cio j”: M°——9Ao, para todo j e J y

entonces Yj e HomAO(M0,A°), nM(xj) c Mo"

Para cada x e Mo, la familia {Vj(x)} = {nAooj
es nula salvo un subconjunto finito de J y se tiene:

(jM(x))}

Z=(x.)"{(x)=zn() ' ­M J . . .M x. ¡A ó.(] (x)) ­
j:‘.J 3 JEJ J J M ]

= "M[j JV í Ój(jM(x))] = "MojM (x) = x’ 1° que prueba
que M0es Ao-proyectivo.

c) Sea N un An-módulo a izquierda. Entonces N es un
A-moduloa izquierda y existen dos aplicaciones
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MC oAbnie H 56A N——\y—)MC oAxN, tal que wo o = idMUeAN’

En efecto, basta verificar que ó(x G y) = jM(x) 8 y,W (u Gov):
= nM(u) G v, están bien definidas.

Si N' es otro Ao-módulo y f:N-——9 N' es un Ao-homomoE
fismo (es también un A-homomorfismo), el siguiente diagra­
ma es conmutativo:

1M®f
M GA N————-% M 8A N'

v1 T° wz
1

e e ¡111945) r4. e N'
n A o o A CI

donde o' y WTson las aplicaciones definidas como é y W.
Supongamos que Mes A-playo y f es inyectiva. Enton­

ces 1 8 f es inyectiva y por lo tanto si x e MoGA N,
0M

(1 G f)(X) = W==?Ó¿(1M G f)(x) =0:w-)(1M G f)o Ó(x) = 0o l 0M

m; Mx) = 0:19): = "i’o(Mx) = o.

Luego, G f es inyectiva lo que muestra que Moes
1Mo

A°—playo.

Sean A y B dos anillos; decimos que A es un B-anillo

homogéneo 51 A = iglAi, B = igIBi son anillos graduados sg
bre el mismomonoide I (el cuál no necesariamente verifica

(11)) y el homomorfismo de anillos o rB-á A es homogéneo
de grado cero, es decir, D(Bi)<ÏAi, para todo i e I.

Proposición 3.2.- Si A es un B-anillo homogéneo en­
tonces,

a) A es B-separable===)Ao es Bo-separable.
b) A es B-fielmente playo a derecha==á Ao es Bo-fieí

mente plago a derecha.

D) Con la misma notación de la proposición anterior
y teniendo en cuenta que I satisface (Ii), es fácil verifi
car que
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Y: A 9B A———fiAo GBOAOn definida por

W(a G a') = wM(a) 8 nM(a'), está bien definida y es
un An-homomorfismo a ambos lados.

Ademásel siguiente diagrama es conmutativo:

A9 A—J——>A e

cb-É la?

X —————:í—————-5X , donde o y ó' son las multi­

plicaciones. o
Como A es B-separable, existe e e A GB A tal que

a e = e a, v a e A, y ©(e) = 1. Entonces es fácil comprobar

que e' = W(e) e A0 GB Ao satisface las condiciones de sepa
rahilidad. Por lo tanto Ao es Bo-separable.

b) Sea A fielmente playo como módulo a derecha sobre
B. Designamos con p el homomorfismo B ——aA.

Por [B] (cap I, 53, n05, prop 9) esto es equivalente
a: "D es inyectivo y el B-módulo a derecha A/o(B) es playo".

Por lo tanto, po = p/B : B°-——+A0 es inyectivo y so­
lo falta probar que el Bo-móáulo a derecha Ao/p°(B°) es playo
sobre B0.

Bs claro que A/D(B) es un B-módulo a derecha, graduado
sobre I, con elementos homogéneos de grado i:

(A/D(B))i = {5: a e Ai}

Además, A/D(B) es B-plavo y por la proposición ante­
rior (A/D(B))o es Bo-playo. Para completar la prueba hasta
observar que (A/D(B))o = A0/00(Bo)

Observación. Las recíprocas de las propiedades ante­
riores no son ciertas en general. En efecto, basta tomar
I = N (monoide de los enteros no negativos), A = Ao un ani

llo conmutativo y Ai = 0 para todo i 1 1.
Si Mes un A-módulo consideramos el álgebra tensorial

de M: T(M). Entonces T0(M) = A0 es finitamente generado,
nroyectivo, separable y fielmente playo sobre no. No obstan
te:
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1°) Si M = A, T(V) = A [X] no es finitamente generï

do sobre A v como es nroyectivo sobre A, por [V-Z-Il prop.
1.1., no es separable sobre A.

2°) Si Mes un A-módulo no proyectivo resulta que
T(M) no es A-proyectivo.

3°) Si H no es A-plavo, T(M) no es A-playo.

Algunas propiedades sobre anillos graduados

En el capitulo siguiente desarrollamos una teoría de
Galois nara anillos no conmutativos oue verifican cierta
condición. Esta condición aparece en forma bastante natural
en los anillos graduados objeto de nuestro estudio. Comenzg
mos este párrafo discutiendo la misma.

Sea S un anillo. Designamos en lo que sigue con

u: S 87 S°——4S la multiplicación. Decimos que S verifica
(H) si:

v e S GZ 8°, u(v) = u(v2)==% u(v) = 0 6 u(v) = 1.

Equivalentemente, S verifica (H) si para cada familia
finita x- en S:1’ yi

.Z. xi.xj.yj.yi = Z xi.yí“=T%z xi.yi = 0 ó Z xi.yi =
1,3 1 1 1

1.

Si S verifica (H), no tiene idempotentes salvo 0 y 1.
2 _En efecto, si e e S y e - c, aplicando la condición para

v = e e 1” se obtiene e = 0 6 e = 1.

Si S es conmutativo entonces (H) vale si y solo si
S no tiene idempotentes no triviales nues, en este caso,
u es un homomorfismo de anillos.

A = 9ic
sobre un monoiúe admisible I y sunonemos que Aoc:Z(A) (Z(A)

A). Si v e f GZ u(v2)
entonces u(v) = nn

Pronosición u.1.u Sea Ai un anillo graduado

es el centro de A° satisface u(v) =
E Ao es un idcmnotente.



-15­

o

D) Sea v = Z x. G y? e A GZ A° y sunonemos que
i=1 3 3

x. = Z aÏ, yl = Z bÏ, es la descomposición en compo­3 ieI 3 keI

nentes homogéneas.
Entonces v2 = E x..x fi (y .y.)c, de donde

. _ 3 1 1 j3,1-1
D D

u(v2) = 2 x. [ z xlivl]y. = E x. u(v).y.. Sunonemosj=1 3 1:1 3 j=1 3 3

que u(v) = Z or, es la descomnosición en componentes homgrEI
qéneas. Por hipótesis:

p .

ns = E x. Í Z nrJy. = Z [ a3 pr H5 ]SCI j=1 J rcI J j=1 i,r,keI J J
Iqualando grados ceros, teniendo en cuenta que I es admisi­

ble y AoCZZ(A), se tiene,
D 2

po = E a? n b? = pr z a? b? = po.
¿:1 J o J ¿:1 J J

Por lo tanto no es un idemnotente de no.
Sea I'<u I un subconjunto finito tal que ns = O para

todo s i I' y sean 0 < s
de I'.

Por el lema 2.2., el grado 31-esimo de u(v2) se obtig

< s < ....< sm, los elementos1 2

ne sumando productos de términos de grados menores o inua­
les de los factores. Por lo tanto, en dicha suma solo nue­
den aparecer po y n (el resto de los términos es nulo) des
donde,grado s -ésimo de u(v2) = X a? p bg +1 ._ . _ j o j1-1 1+k-s

' 1

+ a9_n b? = 2 .n , nuesto oue:
3:1 Sl J po S1 ­

a .b = ns .
j=1 i+k=51 3 3 1

- 2 - _ ­
Como u(v) - u(v ) se tiene, ps - 2 po ps1 v Siendo

po idempotente, no ps1 = 2 p .psl. Por lo tanto nn D51 = 0
de donde sigue que o = 0.¡51
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Eazonando inductivamente supongamos que ps = 0,
q

v q < t y entonces:

grado s -ésimo de u(v2) = E Z a%.p .b? +
t ._ . _ 3 0 ]

3-1 1+k—st
+ E a“ .bo = .

j=1 pst pst p°

Como antes pst.pc = 0 de donde pst = 0 para todo
t = 1,...., m, lo que completa la prueba.

Corolario u.2.- Sea A = igI Ai un anillo graduado sg
bre un monoide admisible I con Aoc.Z(A). Entonces todo

idempotente de A está en A0.

D) Si e e A es un idempotente, v = e G 1° e A GZ A”
satisface u(v) = u(v2). Por lo tanto e = u(v) = po e Ao.

Corolario u.3.- Sea A = %I Ai un anillo graduado so_______________ ¿ _
bre un monoide admisible I con A04: Z(A). Entonces A verifi
ca (H) si y solo si A no tiene idempotentes no triviales
si y solo si Ao no tiene idempotentes no triviales.

D) Por el corolario anterior y la observación que pre
cede a la proposición u.1., solo necesitamos probar que si
A no tiene idempotente no triviales, verifica (H).

En efecto, si v e A GZ AOsatisface u(v) = u(V2),
por la porposición H.1., u(v) es un idempotente de Ao y
entonces debe ser 0 o 1.

B1 corolario “.3. muestra que existen anillos no con
mutativos que satisfacen (H). En particular, si A es un ani
llo conmutativo sin idempotentes, Mun A-módulo cualquiera,
U el funtor T (álgebra tensorial) o A (álgebra exterior),
entonces U(M) verifica (H) (notar que U = S-álgebra simé­
trica- no tiene interés pues en este caso U(S) es conmuta­
tivo).
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Corolario u.u.- Sean A = igl Ai un anillo sin idempg
tentes, graduado sobre un monoide admisible I con Ao CÏZ(A)
y J un ideal bilátero homogéneo tal que Ao r1 J = (O). Entog
ces A/J verifica (H).

D) Como J es homogéneo, A/J es graduado sobre I. Adg

más, de A0! J = (0) se deduce que (A/J)o = Ao no tiene
idempotentes. Por lo tanto A/J satisface (H).

Si R—n+S es un R-anillo, un R-subanillo de S es un
subanillo T de S tal que Im(R-—9 S) C: T. Si T es un R-sug
anillo de S y f: T-——)S,c5cribiremos en todo lo que sigue,

f = 1T si f es la inclusión de T en S.

Lema H.S.- Sean R——%S un R-anillo, T un R-subanillo

de S separable sobre R y E x. G yi e T Q T el elemento que1 R

satisface las condiciones de separabilidad. Si f: T——áS
es un homomorfismode R-anillos, entonces:

a) x Z xi f(yi) = Z xi f(yi) f(x),v z e T.i i

b) xí f(yi) = 19:...) f = 1 T.
1

. _ 0 o

c) Sl ef - g xi ®(f(yí)) e S GZ S , entonces

_ “ 2u(ef) - u(ef)

D) Por hipótesis, g x.xi ® yi = É xi G yi.x,v x e T,en
T GRT. Aplicando a esta relación la composición:

T GR T —12É9 T GD S -——Ï—ñS, donde Q es la multiplicación,
se obtiene:

x Z xi f(yi) = Z xí f(yi.x) = Z xi f(yi).f(x), para todo
1 1 1

Si Z xi.f(yi) - 1 entonces para a), x = f(x) para
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todo x e T, de donde f = 1
Si f = 1

T.

como yi e T se tiene, É xi f(yi) =T)

Finalmente, utilizando a),
2

u (ef) = g xi g xj f(yj)-f(yi) = (É xi yi).; x. f(yj) =J

= u(ef).
Corolario u.6.— Sean B——4A un B-anillo homogéneo,

graduado sobre un monoide admisible con A°(:Z(A) y C un
B-subanillo de A el cuál cs B-separable. Si Z xi Ñ yi e
e C GB C es el elemento que determina la sepárabilidad y

C——%A es un homomorfismo de B-anillos entoncesf:
Z x. f(y.) = n e ñ es un idemnctente.
i J. 1 o o

D) Por el lema anterior si
O o 2

cf ‘ É Xi 9 (f(yi)) € A GZ A , u(ef) - u(ef) y de la pro
p031c1on 4.1. se obtiene: Z xi f(yi) = u(ef) = po e A0 es

. 1 ­un idempotente.
Proposición 4.7.- Sean B——9A un B-anillo homogéneo,

graduado sobre un monoide admisible con A°(.Z(A) y C un
B-subanillo homogéneo de A el cual es separable sobre B. Si
f: C—-9 A es un homomorfismo homogéneo de grado cero de

B-anillos, entonces f/C = 1C si y solo si f = 1C.
0 0

D) Sea Z xi ® yi e C GB C el elemento que satisfacei
las condiciones de separabilidad.

Por el corolario anterior, Z xi f(yi) = Do e Ao. SE
poniendo que los grados cero de x: e yi son x; e yï, res­
pectivamente, como f es homogéneo de grado cero e I es ad­
misible, igualando grados cero en la última igualdad se
tiene: po = Z xï f(yÏ).

1

Si f/C = 1c , como yÏ e Co resulta,

ll
¡.L .° = e .. .l grado c ro de Z xl yl= o o = opo Z xi f(yi) Z xi y.

1 1 1



Por lo tanto Z xi f(yi) = 1 y del lema 4.5. sigue
que f = 1C. l

Obtenemos ahora uno de los resultados fundamentales.
Si B———áA es un B-anillo homogéneo, con G(A/B) indicamos
el grupo de todos los B-automorfismos homogéneos de grado
cero de A; (es decir, de los automorfismos homogéneos de
grado cero de A que dejan fijo la imagen de B)y con
G(A°/B°) el grupo de todos los Bo-automorfismos de Ao. Se
tiene entonces el siguiente

Sea B——4 ATeorema u.8.- un B-anillo homogéneosepara
ble, graduado sobre un monoide admisible con A°<Z Z(A). Si
o es un automorfismo homogéneo de grado cero de A que deja
fijo la imagen de B entonces,

0/,1 = 1A <==-->o = idK‘o ¡lo l

Por lo tanto, G(A/B) C G(A /B ) por la aplicación
C‘ O

o ¡HU/AO.
D) La primera parte se obtiene comocaso particular

de la proposición anterior. Bs claro que la aplicación

o h-A c/Ao de G(A/B) em G(AO/BO) está bien definida y es
un homomorfismo de grupos. Por la primera parte también
es inyectiva.

Has adelante obtendremos algunas consecuencias de este
teorema.

El espectro booleano.­

Dado un anillo R, en [P] se define un anillo de Boole
asociado a R cuyos elementos son los idempotentes centrales
de R. Las operaciones en este anillo de Boole están defini­
das por:

e 9 f = e + f — 2.c.f y e x f =
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Si R es conmutativo, Se nuede utilizar este anillo
de Boole para estudiar la teoria de Galois. Este método es

usado en [V-Z-II) para el caso en que R tiene infinitos
idempotentes.

En el capitulo III, el mismométodo nos sirve para
estudiar la teoría de Galois de anillos graduados. Para
esto, generalizamos ahora los resultados de [V-Z-II].

Teniendo en cuenta que muchos resultados, y aün mu­
chas pruebas, son iguales a los del caso conmutativo, nos
referiremos unicamente a los resultados que nos interesan
y omitimos o abreviamos las demostraciones. Para mas deta­
lles ver [V-Z-II].

Sea R un anillo y B(R) el anillo de idempotentes cen
trales de R, definido en [P].

El espectro booleano de R es el espacio X = Spect
B(R), cuyos elementos son los ideales primos (equivalente­
mente maximales) de B(R).

Un elemento x e x está caracterizado nor:
a) Para todo idemnotente central e de R, e e x 6

1-e e x pero no ambas.
b) Si e y f son idempotentes centrales de R entonces

e.f e x si y solo si e e x 6 f e x.
Para cada x e X, 0 e x y 1 í x, el R-ideal R.x es un

ideal bilátero propio y todo conjunto finito de elementos
del mismo está contenido en R.e, para algún e e x. En par­
ticular, r e R.x si y solo si r = r.e para algún e e x si
y solo si existe e e x tal que r.(1-e) = 0.

Definimos la localización de R en x como el anillo

Rx = R/R.x. La imagen de r e R en Rx nor la aplicación na­
tural se indica con rx.

El término 'localización* se justifica por el hecho
que Rx puede considerarse comoel anillo de fracciones
R 920;)
Z(R) cuyos elementos son los 1-e, e e x.

S']Z(R), donde S es el sistema multiplicativo de

Para un elemento r e R se tiene rx = 0 si y solo si
existe e e x tal que P-Ïï-e) = 0­
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Si H es un R-módulo a derecha y x e X, cualquier fa­
milia finita del submódulo M.x está contenida en M.e para
algún e e x. Por lo tanto, m e M.x si y solo si existe
e e x tal que m = m.e si y solo si m.(1-e) = 0 para algún
e e x.

Definimos la localización de Men x como el Rx-módu­
lo a derecha Mx = M/M.x. La imagen de m e M por la aplica­
ción natural M"-6 HX, se indica nor mx. El módulo Mx es
el módulo de fracciones H ®Z(R)S’1 Z(R), con S como antes.
Además existe un Rx-isomorfismo Mx = MGR Rx. Un elemento
m e Mverifica mx = 0 si y solo si existe e e x tal que
m = m.e si y solo si m.(1-o) = 0, para algún e e x.

Diremos que un R-anillo R-—eT es bueno si todo idem
potente central de R se aplica en el centro de T.

Si o: R——+T es un R-anillo bueno y x ESpect B(R),

entonces Tx es un anillo y o induce (por pasaje al cocien;
te) un homorfismo de anillos ox: Rx——+Tx tal que el siguien
te diagrama es conmutativo:

T

lv
T x

L01°
R

l
!

‘J

Rx , donde las aplicaciones verticales
son canónicas.

Bs necesario aclarar que aquí preferimos la definición
de la locaclización comoun cociente porque si queremos con

, debemos tomar como producto en el se­x
gundo miembro otro distinto del producto natural, cuando R
siderar T = T G R

x R

no es conmutativo.
Si M y N son dos R-módulos a derecha y f: M——áN es

un R-homomorfismo, existe un Rx-homomorfismo fx: Mx——aNx
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

d

¡34.­

H’I"h
DIC

N

l
Nx , donde las aplicaciones vertica­x

les son canónicas. La aplicación fx se obtiene de f por pa­
saje al cociente y si se consideran los isomorfismos
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Mx = h QR Rx y Nx = N QR Rx, entonces fx = f G 1. Si M

y N son dos R-anillos buenos, fx es un homomorfismo de ani
1105, (si f lo cs).

Notemos que Rx es playo como R-módulo a i2quierda y
derecha.

Pnggosición 5.1.- Si Mes un R-módulo a derecha y
x e X entonces:

a) H es R-finitamente generado =%Mxes Rx-finitamen
te generado.

b) Mes R-proyectivoï=% Mxes Rx-nroyectivo.
c) Mes R-playo»:3 Mxes ïx-playo.
d) Mes R-fielmente playo “a Mxes Rx-fielmente pla­

yo.

e) Mes R-finitamente presentado.=% Mxes Rx—finita­
mente presentado.

Proposición 5.2.- Si o: R-—9T es un R-anillo bueno

separable entonces ox: Rx ——aTx es separablc.

D) Como T ——%Tx es un homomorfismo suryectivo de
R-anillos, por la proposición 1.2., T es R-separable. Aplix

cando la pornosición 1.1. a: R—-%Rx——9Tx, resulta la tesis.
Pro osición 5.3.- Si H N son dos módulos sobre unY

anillo cnnmutativo R, entonces existe un Rx-isomorfismo de
módulos: M 8 N = (M e N) , tal que nara todo m e M,

x Rx x R x

n e N, m 9 n e-e (m G n) .x x x
Si My N son dos R-álgebras, el isomorfismo es de

R-álgebras.
D) En efecto,

Mx eRxNx = M sR Rx eRxN GR Rx = M oR N e? Rx = (M GR N)x
Lema 5.u.- Sea M un R-módulo a derecha y x e X.

a) Si P C Mes un subconjunto finito entonces mx = 0,
V m e M si y solo si existe e e x tal que m.(1-e) = 0
V m e P.

b) Si m y m' están cn M entonces rnx = m; si y solo si
existe c e x tal que m.(1—e) - Nï(1-C).
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Proposición 5.5.- Si Mes un R-módulo entonces

a) Si m y m' están en M, mx = m; para cada x e X si
y solo si m = m'.

b) Si N es un submódulo de M y Nx = Mx, para cada
x e X, entonces N = M.

Comola prueba de [V-Z-IIl utiliza propiedades topo­
lógicas de X, no mencionadas aquí, observamos que la mis­
ma puede realizarse independientemente.

D) a) Por hipótesis, para todo x e X existe ex e X
tal que m.(1-ex) = m'.(1-ex). Sea p el ideal de E(R) gene­
rado por {1-ex: x e X}. Entonces es fácil ver que p = BPR, dc
donde sigue que 1 e É R.(1-ex.), para algunos xi de X.i=1 1

Por lo tanto, existen ri e R tal que

1 = iii ri.(1-exi) y entonces,

m= igl [m.(1-exi)].ri = 121 [m'.(1-exi)].ri = m'.

b) Puesto que Mx/Nx = (M/N)x, si para cada x e X,
Nx = Mx, entonces (M/N)x = 0 y por a), M/N = 0.

Proposición 5.6.- Si f: M——áN es un R-homomorfismo

de módulos tal que fx: W{——aNx sea inyectivo (suryectivo,
biyectivo) para todo x de X, entonces f es inyectivo (res­
pectivamente suryectivo, biyectivo).

D) Basta aplicar b) del teorema anterior a Ker(f) e
Im(f) respectivamente.

Proposición 5.7.- Sea R-—9T un R-anillo bueno y

x e x. Si u e Tx es un idempotente, existe un idempotente
v e T tal que vx = u.

Si u es un idempotente central y vale alguna de las
siguientes condiciones:
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a) x es finito,
b) T es Z(T)-finitamente generado,
c) Todo idempotente de T es central, entonces existe

un idempotentc central v' c T tal que v; = u.
D) Sea w cualquier representante de u. Entonces

(w2 - w)x = 0 y por lo tanto existe un e e x tal que
(w2 -w).(1—e) = 0. Para la primera parte basta toman
v = w.(1-e).

Si todo idempotente de T es central, v lo es.

En general, si u es central, (t.v-v.t)x = 0 para todo
t e T y entonces para cada t e T existe un et e x tal que
(t v-vt)-(1-et) = O.

Si x es finito basta elegir v' = v.e2x(1 r).

Si T es Z(T)-finitamente generado y t1,..., tp son los
generadores, basta poner v' = v.igl (1-eti)

Corolario 5.8.- Sea R un anillo y x e X. Si vale algg
na de las siguientes condiciones.

a) x es finito,
b) E es finittmente renerad«-:otre‘ï(R),
c) Todo idempotente de R es central, entonces Rx no

tiene idempotentes centrales salvo 0 y 1.
Más aún, en el caso c), Rx no tiene idempotentes no

triviales (ver (2.13) de [V-Z-IIJ).\

Corolario 5.9.- Si A = 1%1Ai es un anillo graduado
sobre un monoide admisible I con Aoch(A), entonces para
cada x e Spcct B(A), Ax no tiene idempotentes no triviales.

Proposición 5.10.- Sea A = ¿QI Ai un anillo graduado
tal que todo idempotente central de A es homogéneo. Enton­

ces si x e Spect B(A), Ax es un anillo graduado donde los
elementos homogéneos de grado i estan dados por:

(Ax)i = Ai/Aix,v i e I.
Si M es un A-módulo graduado, Mx es un Ax-módulo grí

duado y (Mx)i = Mi/Hix,v 1 e I.
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Finalmente, si o: A——+B es un A-anillo homogéneo

ox

graduación de Bx se tiene considerando a B como un A-mó­
bueno, Ax——áBx es un Ax-anillo homogéneo, donde la

dulo graduado.

D) Sea e un idempotente central de A. Entonces e es

homogéneo y grado (e) = 2.grado (e), de donde e e Ao.
Por lo tanto, si x e Spect B(A), x C.AC. Entonces el

ideal A.x es homogéneo porque está generado por elementos

Ai/Aifïfl.x.
.x de donde

homogéneos.Resulta que Ax es graduado y (Ax)i
Pero es fácil comprobar que A, Ü A.x = Ail

sigue la primera afirmación.
Ahora no hay dificultad para completar la prueba.

fl _h - lEI
sobre un monoide admisible I con AOC'Z(A), M un A-módulo

Corolario 5.11.- Sean Ai un anillo graduado

graduado y A——aB un A-anillo homogéneo bueno. Si x e Spect

x (Mx)i = Aix, (Bx)i B ,v e I
donde los segundos miembros indican las localizaciones
B(A) entonces (Ax)i = Ai , ix 1

como Ao- módulos.

D) La hipótesis hace válida la siguiente afirmación:
x e Spect B(A) si y solo si x e Spect BíAo), de la cuál,
y el corolario anterior, sigue la tesis.

Proposición 5.12.— Sean A un anillo graduado donde
todo idempotente central dc A es homogéneo, M y N dos A-má

NM——a .

Hx-—e Nx es homogéneo de grado cero,

un A-homomorfismo. Si para cadadulos graduados y f:

x e Spect B(A), fx
entonces f es homogéneo de grado cero.

D) Sea m e Mi y f(m) = z n. con n. e N., para todo
. ieI J 3 J3 e I. ‘

PCr hipótesis, fx(mx) e Nix.Entonces sigue que nj =x

para todo x e Spect B(A) y para todo j + i, de donde nj = 0
para j + i.

Apéndice - Sobre separabilidad de ¿Igebras universales.­

Sean A un anillo conmutativo, N el monoide de los nü

meros naturales, modAla categoría de los A-módulos y AlgA

9

0
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Ia categoría de las A-álgebras graduadas sobre N, con mor­
fismos homogéneos de grado cero.

Supongamos que F: modF ——e Alg es un funtor covarian.___1 ___ _A

te tal que para cada A-móduloMexiste una aplicación A-li­

neal inyectiva a“: M ——a F(M) tal que Im (GM) C.F(M)1 y
si o: M--—% M' es un homomorfismo de módulos, el siguiente
diagrama es conmutativo:

M Ó - M i

aMl lanv

F(M) ——ÏLÏ¿+ F(M')

Suponemos además que F(M) es generada como álgebra graduada

por Im (aM) U {1A}. Entonces es claro que FU‘.)o = A.

Lema 6.1.- Si G es un grupo de automorfismos de M en­
tonces G es un grupo de automorfismos (homogéneos de grado
cero) de F(M), por la aplicación o h-—é F(o), para cada
o s G.

D) Por ser F un funtor, la aplicación o P-fi F(o) está
bien definida y es un homomorfismo de grupos. Además, si

F(o) = 1F(H), por la conmutatividad del diagrama anterior,
a o o = a Entonces

N M . Como aM es inyectiva resulta o = 1
o P-fl F(0) es inyectiva.

M.

Si G es un grupo de automorfismos de un anillo A, con
AGdenotamos el subanillo de los elementos de A que son inví
riantes por cada elemento de G.

Teorema 6.2.- Sea G # {id} un grupo de automorfismos
de H. Entonces F(H) no es separable sobre F(M)G.

D) Si F(M) es F(M)G-separable, por el teorema 4.8. cada
o e G induce un automorfismo diferente sobre F(M)° = A. Pero
como para cada o e G, F(0) es un A-homomorfismo, se deduce
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que F(0)/q = id lo que es un absurdo.A

Corolario 6.3.- Si M es un A-módulo tal que 2 4 Ann(M)
(Ann(M) es el anulador de M), entonces F(M) no es A-separable.

D) Sea o el automorfismo de Mtal que o(x) = -x, para
cada x e H. Entonces G = {id, o} es un grupo no trivial de
automorfismos de M.

Como A C F(M)G, si F(M) es A-senarable entonces F(M)
es F(M)G-separable (prop. 1.1.), lo que contradice el teo­
rema anterior.

Corolario 6.u.- Si Mes un A-módulo libre y una base
de Msobre A tiene al menos dos elementos,cntonces F(?) no
es A-separable.

D) La hipótesis permite afirmar que Mtiene automor­
fismos no triviales. La prueba sigue comoen el corolario
anterior.

Corolario 6.5.- Sea Mun A-módulo, P un sumando direg
to tal que si M = P 0 Q entonces existe un automorfismo no
trivial de Q. (por ejemplo 2 i Ann(Q)). Entonces F(M) no es
separable sobre F(P).

D) Observemos primero que como P es sumando directo
de M, F(P) se identifica a una subalgebra graduada de F(M).

Sea o : Q ——e Q un automorfismo no trivial y G el

grupo de automorfismos de Mque dejan fijo P.

Entonces G es no trivial porque 1D Q o e G.
Además es claro que si 0 e G, P(o) deja fijo F(P). Por

lo tanto F(P) C..F(M)G de donde sigue que F(M) no es F(P)—sg
parable.

El siguiente teorema se aplica en particular al álgg
bra exterior y al algebra A.
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Teorema 6.6.- Sea M un A-módulo y suponemos que en
F(M) se verifica la siguiente condición: para cada par x,
y en M, x.y = -y.x. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) F(M) es central scparable sobre A.
(2) M = o.

D) Si M = 0, F(M) = A es central separable.

Recïprocamente, supongamos que F(M) es central sepa
rable.

Por el teorema 2, pag 61 de [C-M],

Z(T(M)) = F(M)° e [(o: 2M) ñ HM)1 ], donde
° 1

F(M) = 9 F(M)q, F(M)q par G F(H)q, y=q impar

(0: 2 M) = {ulu e F(M), 2.aM(x).u = 0, x e Vi}
Entonces por hipótesis, debe ser F(M)o = A y
(o: 2 M) fi F(M)1 = o.

Si existe x e M, x * 0, se tiene afo) e F(M)1, de
donde aM(x) 4 (0: 2M). Por lo tanto existe m e M tal que
2.aM(m).aM(x) # 0 de donde sigue que 2 i Ann(M). Por el
corolario 6.3., F(M) no es A-separable lo que contradice
la hipótesis. Entonces M= 0.
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CAPITULO II - SOBRE TEORIA DE GALOIS

DE ANILLOS N0 CONMUTATIVOS

51.- Introducción

En este capítulo utilizamos con frecuencia la técnica
y la notación de [C-H-R].

Sean S un anillo, G un grupo finito de automorfismos
de S y R = SG el subanillo fijo. Decimos que S es una Ei­
tensión de Galois de R con grupo G (o que S es Galois sobre

R con grupo G) si existen xi, yi (i = 1,..., n) en S tal
que:

Z xi.0 (yi) = 6190 para todo o e G.
1

En este caso también se dice que S es Galois fuerte o
fuertemente Galois sobre R con grupo G.

Indicamos con D = D(S,C) al producto cruzado de S con
G, es decir, al S-módulo libre con base (ua)oeg, el cuál es
un anillo con cl producto usual, y con tr la aplicación
traza, es decir, la anlicación de S en R definida por
tr(x) = X 0(x).

ceG

S' denota la estructura de S como módulo a derecha, sg
brc el anillo mencionado en cada caso.

La aplicación d: D ——+HomR(S',S'), definida por
d(s.uo)(x) = s.o(x), para cada s, x en S y cada o en G, cs
un homomorfismo de anillos y S-módulo a ambos lados.

Comoen [C-H-R], E designa el conjunto de todas las
funciones de G en S. Entonces E es un anillo y un S-módulo
a ambos lados de manera obvia. Además, B es suma directa de

los S-submódulos S.v0(oeG), donde vo:G ——áS está definida
por v0(r) = 60,1’

Si M es un D-módulo a izquierda y MGcs el R-submódulo

cuyos elementos son los m e M tales que po.m = m, VoeG, la

aplicación m: S GR MG——+ V, definida por w(s Ñ m) = s.m,
es un S-homomorfismo.



-30­

Si h: s GR s ——) E, está definida por h(s o t)(o) =
entonces h es un S-homomorfismobilátero, es decir,= s.o(t),

o eS -homomorfismo.
es un S GZ

Extensiones de Galois

Las condiciones de la siguiente proposición son las
dadas en [C-H-R] para anillos conmutativos. La náüfiba cs una
extensión trivial de aquella por lo que la omitimos. La equi
valencia entre (a) y (b) está demostrada, para anillos no
conmutativos en [K]­

Proposición 2.1.- Si S es un anillo, G un grupo finito de
automorfismos de S y R = SG, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) S es Galois sobre R con grupo G.
(b) S es finitamente generado y proyectivo como R-mé

dulo a derecha y d: D ——%HomR(S', S') es un iso
morfismo.

(c) Si N es un D-módulo a izquierda, w: S GR MG——a M
es un isomorfismc.

(d) h: S GR S ——A B es un isomorfismo.

Por otra parte, es [H-S] se demuestra que si S es
Galois sobre R con grupo G, entonces S es R-separable.

Consideramos aqui un caso donde vale la recíproca. La
condición (H) mencionada en seguida, es la del párrafo u del
capitulo I.

verifica (H),
SG.

Proposición 2.2.- Sean S un anillo que
G un grupo finito de automorfismos de S y R = Entonces
S es una extensión de Galois de R con grupo G si y solo si S
es R-separable.

R S satisface
u.5. del capi­

D) Si S es R-scparable y Z xi 9 yi e S G
las condiciones de separabilidadï por el lema
tulo I, para cada o e G se tiene que,
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_ o o . . _

eo - É xi G (o(vi)) e S ®Z S , verifica u(eo) —u(e ).
Entonces nor hipótesisa u(e0) = Z xi.o(yi) es 0 ó 1.

Pero nor b) del mismo lema, Z xi.o(yis = 1 si v solo si
. io = 1d.

Por lo tanto Z xi.o(yi) = 61,0.
1

Un teorema de Galois

Una marte de la siguiente proposición es la nrowosición
3.U. de [H-S]. El resto es una generalización inmediata del
teorema 2 de [C-H-R].

Pronosición 3.1.- Sea S una extensión de Galois de R
H un subgrupo de G y T = SH.con grupo G, Entonces S es Galois

sobre T con gruoo H y H es el coniunto de todos los elementos
de G que dejan nuntualmente fijo T.

Si tr(S) = R, entonces T es R-separable y si además H
es normal en G, T es Galois sobre R con grupo G/H.

La hinótesis anterior sobre S, Dermite nrobar el teore
ma recíproco con la misma técnica utilizada en [C-H-R].

ProEosicióg_g¿2.¿ Se! 9 una extensión ¿e Galois de R
con gruoo G. Sunonemos que S verifica (H) y oue tr(S) = R.
Si T es un subanillo de S que contiene a R y es R-separable
entonces existe un subgrupo H de G tal que T = SH.

D) Sea H el conjunto de los elementos de G tales que su

restricción a T es la identidad y Z x. Ñ yi e T G T el ele­
mento que satisface las condiciones d: separabilizad.

Comoen la pronosición 2.2., utilizando el lema u.5.
del capitulo I, se tiene:

i si o e H

(1) xi.o(yi) =
0 si o i H

Como en C-H-R] definimos una acción de G en B nor
0(v)(T) =

Z

Í.

o e G, T e G, v e E, v(Too). Entonces EH es el
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conjunto de los elementos de E, los cuales son constantes
sobre cada clase derecha dc H en G.

Siendo S proyectivo como R-módulo a derecha y

h: S QR S ——%E un isomorfismo, se tienen las invecciones
S QR T ——4 S GR SH —-—> S QR S = E, donde la imagen de

S GR SH está contenida en BH.

Vamos a mostrar que S GR T ——9 EH es suryectiva.

Sea v e BHy J una familia de índices tal que (03.)jEJ
contiene un elemento y solo uno, de cada clase derecha de
H en G.

Escribimos z = V(o.).0.(x.) Q . e S 9 T.
JÉJ É J J 1 yl R

Utilizando (1) es fácil ver que h(z)(ok) = v(0k),
V k e J. Comoh(z) y v son constantes sobre cada clase derg
cha, sigue que h(z) = v.

Entonces S QR T = S GR SH v aplicando tr fi 1 obtene­
mos T = SH, lo que completa la prueba.

Las dos proposiciones anteriores dan la siguiente
versión del teorema de Galois:

Teorema 3.3.: Sea S Galois osbre R con grupo G. Si
S verifica (H) y tr(S) = R, existe una correspondencia biu­
nivoca entre subgrupos de G y subanillos de S que contienen
a R y son R-separables, tal que el subgrupo H corresponde
al subanillo T si y solo si T = S

Una conexión con [Mlfl
- s

En [C-H-RJ se define la noción de automorfismos fuer
temente distintos. Miyashita en [M], generaliza al caso no
conmutativo. Cuando los anillos en cuestión no tienen idem­
potentes centrales no triviales, todo par de automorfisnos
distintos son fuertemente distintos. Por lo tanto, si S ve­
rifica (H), G es un grupo finito de automorfismos de S y T
es un subanillo de S, G/T es fuertemente distinto.
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La tesis del teorema 3.3. es, en nuestro caso, la

misma que la del teorema 2.9. de [M]. La hipótesis alli su­
pone que S es Galois exterior sobre R, es decir, que el cen
tralizador de R en S(VS(R)) es igual al centro de S y que
R es un sumando directo de S como R-módulo bilátero. Bn nueí
tro caso se pide que S verifique (H) v que R sea un sumando
directo de S como R-módulo a derecha (esto es equivalente a
tr(S) = R).

Por otra parte,la noción de Galois exterior puede ex
presarse comosigue.

Un automorfismo o de S se denomina exterior si

a.o(x) = x.a7V x e S “JL> a = 0

Tenemosentonces el siguiente,
Lema u.1.- Si S es un anillo, G un grupo finito de

automorfismos de S y R = SG, entonces S es Galois exterior
sobre R con grupo G si y solo si S es Galois sobre R con gru
po G y G es un grupo de automorfismos exteriores.

D) Sea S una extensión de Galois de R con grupo G.
Si cada o e G, o # 1, es exterior, entonces

Jo = {a e S: a.o(x) = x.a,v x e S} = (0) y recíprocamente.
Pero en [M] se observa que esto sucede si y solo si

S es Galois exterior sobre R con grupo G.

Es interesante observar comola relación del lema u.5.,
capítulo I, parte a), muestra que si G es un grupo de auto­
morfismos exteriores entonces la separabilidad de S sobre R
implica que S es Galois sobre R y se tiene asi el teorema

1.5. de [r4]:

Proposición H.2.- Si S es un anillo, G un grupo fini
. . Gto de automorfismos exteriores de S v R = S entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
a) S es Galois sobre R con grupo G.
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b) S es R-separable.

Lo que sucede aquí es que G es automáticamente fuer­
temente distinto. En efectoJ si o, T e G v e e S es un idem
potente central de S tal que o(x).e = T(x).e, para cada
x e S entonces, 1-} 0(x).1_1(e) = T (e).x, para cada x e S,
de donde sigue que e = 0 ó o = T.

También queremos observar que en el caso de Galois
exterior, Z(R) es el anillo fijo de Z(S) por el grupo G/Z(S):

Proposición u.3.¡ Sea S Galois exterior sobre R con
grupo G. Entonces Z(R) = Z(S) Ñ R o lo que es equivalente
z(s)G = ch).

D) En general Z(S)G¿: Z(R). Recíprocamente,

Z(R)z“ R'w Vq(R) = R ñ z(s) = Z(S)G.

Finalmente, utilizando el lema H.1. se tiene,
Proposición u.u.- Sean S un anillo, G un gruoo finito

Si Z(S) es Galois sobre Z(R)de automorfismos de S v R = SG

con grupo G, entonces S es Galois exterior sobre R con gru­
po G y existe un elemento central c en S tal que tr(c) = 1.

D) De la hipótesis se deduce que S es Galois sobre R
con grupo G (ver proposición 5.5) y que existe un elemento
central de traza uno.

Sea o e G, o + 1 tal que a.o(x) = x.a, v x e S.

En particular si xi, yifi son los elementos de Z(S) ta­
se tiene:les que Z xi.o(yi) = 61 o

i 9

a = É xi.yi.a = É xi.a.c(yi) = a.; xi.o(yi) = o,
BndomorfismosJ automorfismos y homomorfismos

Proposición 5.1.- Sea S una extensión de Galois de R
con HTU“G G. Queenenon ‘ue cada “-eutomorFismo no exterior ae S
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está en G. Entonces G es el grupo de todos los R-automorfií
nos de S. .

D) Sean xi, yi, los elementos de S tales que
Z x..o(y.) = 6 . La prueba de la proposición 3.3. de
i 1 1 1,0

[H-S] muestra que el elemento Z xi Ñ yi e S QR S satisface
las condiciones de separábilidád. Entonces por a) del lema
u.5., capítulo I, si T es un D-automorfismo exterior de S,

Z xí.r(yi) = 0.
1 Sen ahora p un R-automorfismo de S que no pertenece a

G. Tenemos, h(Z xi a p(yi)) = Í sc.v0, con so = Z xi.oop(yi)
1 ceG 1e S.

ComoCop no está cn G, debe ser exterior. Por lo tan­

to so = 0 para cada o y entonces Z xi G p(yi) = 0.
Aplicando 1 Q 0-1 obtenemos Z xi 9 yi = 0, lo que sei

contradice con Z xi.yí = 1.i

Si notamos con s la aplicación de S en S definida por

x h-á s.x, para cada s de S, tenemos s e HomR(S°, S').
Sea S Galois sobre R con grupo G. El isomorfismo

d: D ——e Homp(S', S') permite escribir a = Z 80.0, para“ oeG

cada a e HomR(8°, S') donde sdo es la composición en
HomR(S°, S').

Análogamente, si s e S indicamos con sala aplicación

R (S', S')
si y solo si S está en el centralizador de R en S. Si s e S
x H-á x.s. Entonces sc e HomR('S,'S) y so e Hom

y a e HornR(S',S') con 3°.a denotamos la composición en
HomZ(S, S).

Lema 5.2L; Sea S Galois sobre R con grupo G y

a = z 30.0 e HomR(S', S’). Entonces a es un homomorfismooeG '
. . . 0

de anillos Sl y solo Sl s .a = s .0, para cada o en G yo o

Z s = 1.
oeG o



D) Sigue trivialmente de las equivalencias siguientes:
a(x.y) = a(x).a(y),v x e S,V y e S, si y solo si,

Z s .0(x).o(y) = Z [ Z s .0(x)].s .T(Y),V x e S,V y e S,o o ToeG TEC oeG

si y solo si, Z s .0(x).u = Z [ Z s .o(x)].s .u ,oeG ° ° TCG oeG ° T T
para cada x e S.

B1 siguiente teorema es una generalización del corola­
rio 3.3. de [C-H-R].

Teorema 5.3. Sea S Galois sobre R con grupo G y

a = z 30.0 e HomR(S’, S’). Si xi, yi (i = 1, ..., n), son
oeG

los elementos de S tales que Z xi.0(yi) = 61,0 y 31
0 0: Q =eo Z a(xi) 9 (0(yi)) e c 92 S , entonces so u(eo).

1
Además, si a es un homomorfismo de anillos, cada s

está en el centralizador de R en S, u(e0) = u(eg), u(eo.eT)=0
si o * T y Z u(e ) = 1.oJeG

Si S verifica (H), G es el conjunto de todos los endo­
morfismos del anillo S los cuales son R-homomorfismos.

Finalmente, si cada s0 está en el centro de S y a cs
un homomorfismo de anillos, (s ) es una familia de idemo o e G
potentes mutuamente ortogonales cuya suma es uno.

D) Slendo que de lï re11c1on g xi.c(yi) = 6136, se de­
duce la relación Z T(x.).o(y.) = 5 , tenemos:

i 1 1 1,0

u(eo) = Z a(xi).o(yi) = Éi ¿G ST.T(Xi).U(Yi) =T

TEC

Si a es un homomorfismodc anillos, del lema 5.2. obte

nemos que cada s0 conmuta con R y Z u(eo) = 1 (1).
o



-37.

Ademïs,

u(e0.eT) =izja(xi).a(xj).r(yj5.o(yi) = g a(xi).sT.0(yi) =

= ST.É T(xi).o(yi) = u(eT).6T90
Si S verifica (H) y a es un endomorfismo del anillo S,

el cual es un R-homomorfismo, u(eg) es 0 ó 1. De (1), al
menos uno de los so debe ser igual a 1. Si para o # T,
s = s = 1 tenemos:

o T

0 = u(e0.eT) = É a(xi).sT.0(vi) = 1. Por lo tanto a: p para
algún o e G.

Finalmente, si cada so está en el centro de S, del úl­
timo lema obtenemos,

50.0(x) = so.a(x) = Z SU.ST.T(X),V x e S, por lo que
T€G

30.5T = 50.601T, lo que completa la prueba.

El siguiente corolario puede ser obtenido comocaso pag
ticular del teorema “.1. de [H]. Comoconsecuencia del teo­
rema anterior y del lema 4.1. tenemos,

Corolario 5.H.: Sea 9 Galois sobre R con grupo G y
a = Z s .0 e HomR(S°, 9°) un homomorfismo de anillos. SioeG

G es un grupo de automorfismos exteriores, (so)o e G es una
familia de idempotentes centrales mutuamenteortogonales cg
ya suma es uno.

Proposición 5.5.- Sean S y S‘ anillos, G un grupo fin;
to de automorfismos de S y S', f: S ——+ S' un homomorfismo
de anillos el cual es un G-homomorfismo. Si S es Galois so­
bre R con grupo G, 8‘ es Galois sobre S'G con grupo G. Si

además, S‘G = R y f es un R-homomorfismo a derecha entonces
f es un isomorfismo.



D) Si xi, w están en S v satisfacen Z xi.o(yi) = 61,0,
entonces fÏx:), f(yi), satisfacen la mismalrelación en S’

Para probar la segunda parte basta definir f': S'——+S,

por f'(x‘) = Z xi.tr [f(yi)x'], para cada x' e S'. Entonces
, . 1 .es fac11 comprobar que f' es inversa de f.

Corolario 5.6.- Sean S y S' anillos tales que Si: S'.
Suponemos que G es un grupo finito de automorfismos de 8',
cuya restricción es un grupo dc automorfismos de S isomorfo
a G y R = S'G. Entonces Si S es Galois sobre R con grupo G,
S = S'.

D) Basta considerar la inclusión S-—fi Sí y aplicar
el teorema anterior.

Corolario 5.7.- Sean S un anillo, C su centro, G un
grupo finito de automorfismos de S tal que G restringido a
C es isomorfo a G y suponemos que C es Galois sobre CG con
grupo G. Entonces SGC: C si y solo si S es conmutativo.

D) Si 86:: C entonces SG = CGy del corolario anterior,
S = C.
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CAPITULO III - TEOPIA DE GALOIS

DARA ANILLOS rZRADUADOS

51.- Introducción y primeros resultados

Decimos que S es fuertemente Galois (6 Galois fuerte)
sobre R con grupo G si S es una extensión de Galois de R con
grupo G en el sentido del capítulo anterior. Es decir, si S
es un anillo (respectivamente anillo graduado), G un grupo
finito de automorfismos (respectivamente automorfismos homo

Ggéneos de grado cero) de S y R = S , S es fuertemente Galois

sobre R con grupo G si existen xi, yi (i = 1, ..., n), cn S
tales que, para cada o e G, É xi.o(yi) = 61 o.

' — 9

Sea S un anillo (respectivamente anillo graduado) y R
Sun subanillo de S. Entonces es debilmente Galois (6 Galois

débil) sobre R con grupo G si:
a) S es R-separable,
b) S es finitamente generado y proyectivo como módulo

a derecha sobre R,
c) G es el grupo de todos los R-automorfismos (resneg

tivamente R-automorfismos homogéneos de grado cero)
de S y existe un subgrupo finito F de G tal que
SF=R.

En el caso graduado, según el lema siguiente, R debe
ser necesariamente un subanillo homogéneode S. Si S es fuer
temente Galois sobre R con grupo G entonces S es debilmente
Galois sobre R con grupo C‘Ï‘ G (proposición 2.1., capítulo

GII). Si S es Galois débil sobre R con grupo G, S = R.

Trabajamos en general con un anillo graduado A = igI Ai,
el cual es un B-anillo sobre un subanillo homogéneo

B = iQI Bi. En este caso, salvo mención expresa en contrario,
automorfismo significa automorfismo homogéneode grado cero
y grupo de automorfismos, grupo de automorfismos homogéneos
de grado cero. Más aún, el grupo G de todos los automorfis­
mos es el grupo de todos los automorfismos homogéneos de gra
do cero. A veces diremos que G es un grupo homogéneo.
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Lema 1.1.- Sean A = ¿gl Ai un anillo graduado, G un
grupo de automorfismos de A y B = AG. Entonces B es un subí
nillo homogéneo de A: B = .9 B., con B. = A; = AGFÏ A.,1€I 1 1 1 1
para todo i e I.

D) Como cada 0 e G es homogéneo de grado cero se tiene,

.2 xi e B, (xl. e Ai) M v o e c, j o(xi) = .2 xi e=>1€I 1€I 1€I

#1? V o e G, v i e I, 0(xi) = xi.

Pronosición 1.2.- Sean A = ¿QI Ai un anillo graduado,
G un grupo finito de automorfismos de A y B = AG. Entonces,

a) Si Ao es fuertemente Galois sobre BC con grupo G,
A es fuertemente Galois sobre B con grupo G.

b) Si el monoide I verifica (Il) (52, capítulo I), A
es fuertemente Galois sobre B con grupo G si y solo

si AOes fuertemente Galois sobre Bo con qruno G.

D) Si Ao es fuertemente Galois sobre Bo con grupo G,
existen elementos x3, yï (i = 1, ..., n) en Ao C; A que sa­
tisfacen Z xï.o(yï) = 61 o, V o e G, lo que prueba a).

i a
Recíprocamente, sea A fuertemente Galois sobre B con

, los elementos de A talesk
grupo G y xi = .X x2, Yi = Z YikeI

k
1 o (donde x2, vi son las comnonentes ho­

9

]€

que g xi.o(yi) = 6
mogéneas de grado j v k de x e y, resnectivamente).

Teniendo en cuenta que I verifica (Il) y que cada o
es homogéneo de grado cero, el grado cero de cada Droducto
x..o(y.) es, Z x?.o(yk) = x?.c(v9). Entonces, por res­

1 1 . 1 1 1 13+k=0
tricción de la última ecuación a1 grado cero tenemos:

o o =
É xi.0(yi) 61 o, nara todo o de C.

3

Probamos ahora que G es un nruno de automorfismos de

Ao. Rs claro que para cada o e G se tiene un BO-automorfis­
mo de Ao: o/Ao.

fi' - 0 - x '
81 o/Ao - 1Ao, entonces o(yi) - yi para todo 1 e I.
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Por lo tanto, 61,0 = Z x3.o(yg) = Z xÏ.vï = 1, de donde si­
1 1

gue que o = 1.

Finalmente, nor el lema 1.1., Ro = AS, lo que comnleta
la prueba.

Observacién. En la teoría general que construiremos,
supondremos que I es un monoide admisible v AOC; Z(A). Bajo
estas hipótesis, G es un grupo de automorfismos de A0 (es
decir, G actúa fielmente sobre A0) nor el teorema u.e. del
capítulo I. Sin embargo, aquí Drobamosesto sin necesidad
de tales hipótesis.

Pronosición 1.3.- Sean A = iÍI Ai un anillo graduado
sobre un monoide I que verifica (Ii) v B = í?I Bi un subani
llo de A. Si A es debilmente Galois sobre B con grupo G en­

tonces Ao es debilmente Galois sobre Bo con grupo G(Ao/BO).
Si además, I es admisible y AOC: Z(A), entonces G CZG(An/Bo).

D) Si A es Galois débil sobre B, nor las proposiciones

3.1. y 3.2. del capítulo I, AOes separable sobre Bo v finita
mente generado y proyectivo como Bo-módulo a derecha.

Si H es un gruno finito de B-automorfismos de A tal
H . . .que A = B, entonces H induce un gruoo finito H' de automor|

fismos de Ao sobre B0 y por el lema 1.1., AE = BO.
Finalmente, si I es admisible y AOC:Z(A), el teorema

u.8., capítulo I, comnleta la prueba.

"as adelante veremos que, como en [V-Z-I], la sunosi­
ción de que A es finitamente generado sobre B en la defini­
ción de Galois débil, puede ser sunrimida. Ademásveremos
que esta definición es la dada en [V-Z-II], ya que la condi
ción de ser fielmente Droyectivo se deduce de las otras.

Por otra parte, probaremos que nara anillos graduados
sin idemnotentes, Galois fuerte es equivalente a Galois dé­
bil. Por lo tanto, oportunamente diremos brevemente Galois
por Galois débil.



Lema 1.u.- Sean A = iÏI Ai un anillo graduado y G un
grupo finito de automorfismos de A que induce un qruno de

automorfismos de A0 isomorfo a G. Entonces existe c e A tal
que tr(c) = 1 (es decir, tr(A) = AG) si y solo si existe
c0 e Ao tal que tr(co) = 1. Si además, AOC: Z(A), eXiste un
elemento central en A de traza 1 si v solo si existe un ele
mento en A de traza 1.

D) Basta considerar la restricción de la ecuación
tr(c) = 1 al grado cero.

La siguiente nroposición es bien conocida.
Pronosición 1.5.- Sea S fuertemente Galois sobre R

con grupo G. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) Existe un elemento c en S tal que tr(c) = 1.
b) S es D(S,G)-nroyectivo.
c) R es un sumando directo de S como R-módulo a dere

cha.
Por otra r‘arte, también son equivalentes:
(A) Existe c en el centro de S tal oue tr(c) = 1.
(B) D(S,G) es senarable sobre S.

Observación.- Necesitamos recordar que si c e C y
tr(c) = 1, entonces la proyección n: S ——4R está definida
por "(x) = tr(c.x), para cada x e S.

Corolario 1.6.- Sea A = 1%1 Ai un anillo graduado sobre
un monoide I que verifica (Il) con Ao conmutativo y tal que
A es fuertemente Galois sobre B con grupo G. Entonces A es
D(A,G)-nroyectivo, B es un sumando directo de A como B-mó­
dulo a derecha y la proyección de A sobre B es homogénea de

grade cero. Si además AOC:Z(A), entonces D(A,G) es A-senarí
ble.

D) Por la nronosición 1.2., Ao es fuertemente Galois
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sobre Bo con grupo G por lo que existe co e A0 tal que
tr(cfi) = 1. Aplicando el lema 1.4. y la preposición 1.5.,
A es D(A,G)-nroyectivo y B es un sumando directo de A como
módulo a derecha sobre B.

Siendo que la provección n1A > B está definida por
fl(a) = tr(co.a), entonces r es homogéneade grado cero.

Si Ao C; Z(A)_ existe en A un elemento central de tri
za 1 y la última Parte de la proposición anterior completa
la prueba.

Sean R ——9 S un R-anillo bueno, G un grupo de R-autg
morfismos de S y x e Spect B(R). Entonces cada o e G induce

un Rx-automorfismo ox de SX. Es claro que Gx = {ox}o e G es
un grupo de Rx-automorfismos de SX. Si S es graduado y G es
homogéneo entonces Gx es homogéneo.

En general vale también el resultado (2.17) de [V-Z-II].
Observamos que la hipótesis que sigue asegura que R m—a S
es un R-anillo bueno y entonces vale la misma prueba de
[v-z-II]:

Lema 1.7.- Sean R.CZS dos anillos tal que todo idemng
tente central en R es central en S, H un gruno finito de
R-uutomorfismos de S y x e Spect B(R). Entonces (SH)x = Sx .

Proposición 1.8.- Sean R (:8 dos anillos tales que
todo idempotente central en R es central en S y x e Spect

B(R). Si S es debilmente Galois sobre R, Sx es debilmente
Galois sobre Rx.

D) Por las proposiciones 5.1. y 5.2. del capítulo I,
8x es Rx-separable y finitamente generado v proyectivo como

Rx-módulo a derecha. Además,rsi F es un grupo finito de
automorfismos de S tal que S = R, por el lema 1.7.,

X _ F _ nSx - (S )x - Rx, lo que completa la prueba.
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Corolario 1.9.- Sean A = iÏI Ai un anillo graduado
sobre un monoide admisible I con A Z(A), B un subanillo

0

de A tal que A es Galois débil sobre B y x e Spect B(B).

Entonces Ax es Galois débil sobre Rx en el sentido graduado.
D) Por el corolario u.2., capitulo I, todo idempoten­

te de fi está en AO. En particular, todo idempotente central
de B es central en A. Entonces? por la proposición anterior,

Ax es Galois débil sobre Bx.
Por el corolario 5.11. del capítulo I, Bx ——e'Ax es

una inclusión de módulos graduados. Además, si F es el gru­
B,po finito de B-automorfismos de A tal que AF = entonces

A x

Fx es un grupo homogeneo tal que Ax = B , lo que completax
la prueba.

Extensiones de Galois y el grupo de automorfismos.

En este párrafo damos algunos resultados cuyas demos
traciones son bien simples y que utilizaremos con frecuen­
cia.

La siguiente proposición extiende a nuestro caso el
resultado del teorema 3.5. de [C-H-R].

.9 A. ún anillo sin idem­1eI 1
graduado sobre un monoide admisible

G
grupo de automorfismos de A y B = A

Proposición 2.1.- Sean A =
potentes no triviales,
I con A01: Z(A),
Suponemos que A cs B-separable y finitamente generado como

G un

módulo a derecha sobre P. Entonces G es finito, A es fuerte
mente Galois sobre B con grupo G, G = G(Ao/B°) y además es
iqual al grupo de todos los B-automorfismos (homogéneos y
no homogéneos) de A.

D) Comoantes, indicamos con G(A/B) cl grupo de to­
dos los B-automorfismos homogéneos de grado cero de A. En­
tonces por el teorema u.8., capítulo I,
G C G(A/B) c cmo/Bo).

Pero A0 no tiene idempotentes no triviales, es separa
ble sobre Bo y es finitamente generado como Bo-módulo a
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derecha. Además AS = BO y entonces, nor 3.5. de [C-H-R], G
es finito, Ac es fuertemente Galois sobre BOcon gruno G y
G = G(Ao/Bñ).

Por la pronosición 1.2., A es fuertemente Galois sobre
'B con grupo G. Además, como A verifica (H), G es el grupo
de todos los B-automorfismos (homogéneos y no homogéneos)
de A, (teorema 5.3., capitulo II), lo que completa la prueba.

Corolario 2.2.- Sea A = i%I Ai un anillo sin idempoten
tes no triviales, graduado sobre un monoide admisible I con
AOC: Z(A). Sunonemos cue A es fuertemente Galois sobre B con
gruno G. Entonces todo B-automorfismo de A es homogéneo de
grado cero y está en G.

Observación.- Es claro que aquí la exnresión todo
B-automorfismo de A“ se refiere a los automorfismos homogé­
neos y no homogéneos.

El resultado del corolario anterior será comnletado
más adelante, donde se establece que el mismo vale aún cuan
do A tiene idemnotentes v es debilmente Galois sobre B.

Corolario 2.3.- Sean A = Ai un anillo sin idempo­.91€I
tentes no triviales, graduado sobre un monoide admisible I

con Ao (Í Z(A) y B un subanillo de A. Entonces A es fuerte
mente Galois sobre B con gruno G si y solo si A es debilmen
te Galois sobre B con grupo G.

D) Es una consecuencia inmediata de las conclusiones
del 52 del canítulo II y de la última proposición.

Observación.- CuandoA tiene idempotentes, la hipóte­
sis frecuente es “A es debilmente Galois sobre B“. Si A no
tiene idcmnotentes se supone que A es fuertemente Galois 52
bre B. No obstante, por el corolario anterior podemos supo­
ner en todos los casos que A es debilmente Galois sobre B.
Por esta razón diremos que A es Galois sobre B si A es de­
bilmente Galois sobre D y utilizaremos generalmente esta
hipótesis.
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Corolario 2.u.- Sea fi = i%I Ai un anillo sin idemno­
tentes no triviales, graduado sobre un monoide admisible I
con Ao g Z(A). Si A es Galois sobre B con yrupo G entonces

o(G) = :AnzBo] (o(G) es el orden de G y [Aozao] el rango de
Ao sobre BO).

D) Por hinótesis, Ao es fuertemente Galois sobre Bo
con gruno G y entonces basta anlicar el segundo corolario
que sigue al lema 5 de (V]_

También se ouede extender a nuestro caso el teorema
2.de l

Proposición 2.5.- Sean A = iÏI Ai un anillo graduado
sobre un monoide admisible I con Aoíi Z(A), B un subanillo
de A tal oue A es B-senarable y nroyectivo como B-módulo a
derecha y G un gruno finito de B-automorfismos de A tal que

AG = B. Suponemos que Ao tiene ranqo sobre Bo y que o(G) =

: [A0:Bo]. Entonces A es fuertemente Galois sobre B con gru‘

D) Por hipótesis, A0 es Galois sobre Bo en el sentido
de [V] y o(G) = [AozBCÏ. Entonces, nor el teorema 2 de [V],
Ao es fuertemente Galois sobre Bo con grupo G de donde sigue
la tesis.

Proposición 2.6.- Sean A = Ai un anillo graduado“21
sobre un monoide admisible I con A CL Z(A), B un subanillo

O

de A tal que A es B-separable y proyectivo como B-módulo a
Gderecha y A = B, donde C es el qruno de todos los B-auto­

morfismos de A. Sunonemos además que A tiene solo un número
finito de idemnotentes. Entonces G es finito.

D) Por hinótesis, Ao es Bo-senarable, nroyectivo y
finitamente generado como Bc-módulo (proposición 1.1. de
[V-Z-II) y AE fi Bo. Entonces AS(A°/B°)
sición 1.3. de [v-z-I] , G(A°/B0)es finito.

Bo y por la prono­
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Pero el teorema u.8., capitulo I, establece que
G(1rio/Bo)l

Ohservación.- Este resultado será mejorado más adelan
Gq: lo que completa la prueba.

te donde se prueba que, bajo las mismas hipótesis,
G = G(Ao/Bo).

Anillos sin idempotentes no triviales.

Por el resto del capítulo, salvo mención expresa en con
trario, hacemosla siauiente:

Hipótesis.- A = igI Ai es un anillo graduado sobre un
1monoide admisible I, ño c; Z(A) y B es un subanillo de n.

Teorema 3.1.- Si A no tiene idemnotentes salvo 0 y 1
y es Galois sobre B con grupo G, la correspondencia usual
de la teoría de Galois es una corresnondencia biunívoca en»
tre subarupos de G y subanillos C de A tales nue B C C y
C es B-scparable. Si H es un subgrupo de G y C un B-subani­
llo separable de A, las siguientes condiciones son equivalen
tes:

1o) C=AH

2°) Co = Ag (es decir, Co corresponde a H por la teo­
ría de [C-H-R]).

Todo B-subanillo separable de A es un subanillo homo­
qéneo.

D) Por hipótesis, Ao es fuertemente Galois sobre Bo
con grupo G. Entonces por el lema 1.u., tr(fl) = B. Por otra
parte, A verifica (H) y aplicando el teorema 3.3. del capi­
tulo II, se tiene la correspondencia entre subgrupos y suba­
nillos.

Comocada subanillo separable C es igual a A” para
algún subgrupo H de G, C es homogéneo.

Es claro que la condición 1°) implica 2°).
Reciprocamente, si H es el subgrupo tal que Co = AE

(dado por la teoria de C-H-R]) y H' el subgrupo tal que;
C = AH' (dado por el teorema 3.3., capítulo II) entonces
PP CZH. Si o e H entonces o/Ce = ICO. P01 la proposición
u.7. del capítulo I, c/C = 1C de donde sique que o e H'.
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Luego H' = H, lo que prueba la equiValencia entre 1°) v 2°).

0bservación.— La correspondencia biunívoca del teorema

anterior puede ser obtenida del teorema 2.9. de [M]. En efes
to, con el mismorazonamiento de la proposición 4.“. del ca­
Dítulo II, se deduce que A es Galois exterior sobre E y que
existe un elemento central en A de traza 1 (esto es, B es un

sumando directo de A como B ÑZ Bo-módulo).
También utilizando [H], teorema 5.1., podemos obtener:
Igorema 3.2.- Sea A fuertemente Galois sobre B con

grupo G. Entonces

a) Para todo subgrupo H de G, AH= B GB Ag. En parti­

cular, A = B en A °o.
O

Sl suponemos ademas que A no tiene idempotentes no
triviales.

b) Las condiciones 1°) y 2°) del teorema 3.1. son equi­
valentes a C = B ® A”.

Boo
c) Un B-subanillo C = ¿QI Ci de A es separable sobre

B si y solo si C = n G C , donde C es B -senara­
Boo 0 C ‘ble.

D) la parte a) sigue inmediatamente del teorema 5.1.

de [M] y b) es consecuencia directa de a)
Si Co es B0—separable y C = B ÑB Co, por la proposición

1.3., capitulo I, C es B-separable.
Reciprocamente, si C es B-separable entonces

C = B GB Ag, para algún subgrupo H de G, con Ag = Co lo que
0completa la prueba.

Observación.- El teorema 3.2., parte a), vale también
con la hipótesis “A es debiimente Galois sobre B” como vere­
mos. Con esta misma hipótesis mostraremos también que la par
te c) no necesita de la suposición “A no tiene idempotentes
no triviales .

Unresultado recíproco del teorema anterior es el si­
guiente.

Teorema 3.3.- Sean Ao'y B0 anillos conmutativos tales
que Ao es fuertemente Galois sobre B con grupo G v

0
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B = B
O

de admisible con Boc: Z(B). Entonces A =
0

llo graduado el cual es fuertemente Galois sobre B con gru
Z(A).

9 (ígo Bi) cualquier anillo graduado sobre un monoi­
B G A es un ani

B o -—

po homogéneo G y Ao (Í

D) Como B y Ao son BO—álgebras y Bo es sumando directo
L.

tar la prueba basta aplicar el teorema 5.2. de [M].
de B como Bo-módulo, A es graduado y Ao Z(A). Para complí

gpservación.- El resultado correspondiente para exten
siones debilmente Galois, también será establecido más ade­
lante.

Anillos con un número finito de idempotentes.

Sea G el grupo de todos los B-automorfismos de A. Su­
ponemos que A tiene un número finito de idempotentes y que
es Galois sobre B con grupo G.

Si B tiene idcmpotcntes, estos están en Bñpor lo que
son centrales. Entonces B y ñ se descomponen en suma direc­
ta de anillos, G es producto directo de los grupos de cada
sumandode A y, por la proposición 1.6. del capítulo I, cada
sumando de A es Galois sobre un sumando de B con grupo total
un factor de G. Por otra parte, cada B-subanillo separable
de A es suma directa de subanillos separables sobre los su­
mandosde B (proposición 1.6., capitulo I).

Por lo tanto, como en [V-Z-I] (y puesto que vale la
mismaobservación que alli), para estudiar la teoria de Galois
de A sobre B, basta considerar el caso en que B no tiene idem
potentes no triviales. Desde ya, suponemosque esto se veri­
fica.

Sea G' el grupo de todos los Bo-automorfismos de Ao.
Por 1a proposición 1.3., An es Galois sobre Bo con grupo G'
y como Bn no tiene idempotentcs salvo 0 y 1, podemos aplicar
la proposición 1.3. de [V-Z-I]. Entonces A = iél A°.ei
de {ei} es el conjunto (finito) de los idempotentes minima­

, don

les de Ao (y también de A); cada A0.ei
G I

es Galois sobre Bo;
es finito y es igual al producto semi-directo del grupo
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simétrico dc orden n y el producto de los grupos de automor
fismos de cada sumando.

Recalcamos que para el resto del párrafo, salvo men­
ción expresa en contrario, suponemosla siguiente:

Hipótesis.— A es Galois sobre B con grupo G y B no
tiene idempotentes salvo 0 y 1.

Además, con G’ indicamos el grupo de todos los Bo-autg
morfismos de Ao y {ei} es el conjunto de idempotentes mini­
males de Ao. °

Proposición u.1.- A es suma directa de los B-subani­

llos homogéneos A.ci (i = 1, ..., n). Cada A.ei no tiene
idempotentes no triviales y es fuertemente Galois sobre B.
Finalmente, G = Gi es producto semi-directo del grupo simé­
trico de orden n y el producto de los grunos de automorfismos

de cada A.ei sobre B.

D) Comolos idempotentes de A son centrales, podemos
comenzar la prueba repitiendo la demostración de la proposi­
ción 1.3. de [V-Z-I]. Establecemos así la primera parte y
la descomposición de G en producto semi-directo. Resulta

además que para cada par i, j, A.ei = A.e. y Gi = Gi, donde
Gi es el grupo de todos los B-automorfismos de A.ei.

Siendo que cada A.ei verifica (H) y es B-separable,
para probar la segunda parte basta mostrar que (A.ei) i = B.

Indicamos con Bi la imagen de B nor la aplicación ca­
nónica hi: B ——+A.ei. Entonces Bi CL(A.ei) í.n.

Si a e(A.ei) 1, eligiendo isomorfismos
0 '\ ) __) ' = = a

ej. n.ci I A.ej, (j 1, ..., n), con mi ldA.ei, se
tiene que c = Ï a. (a) e AG = B, y hi(c) = a. Por lo tan­j=1 c.
to, a e Bi lo que muestra quo (A.ei) 1 = Bi.

Entonces A.ei es fuertemente Galois sobre Bi con gru­
po Gi. Por el corolario 1.6., Bi es un sumando directo de
A.ei como Bi-módulo a derecha (es decir, como B-módulo a de
recha), de donde sigue que Bi es B-proyectivo a derecha.
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Por lo tanto, la sucesión exacta:

0—-)Kerh1.——-) n-LL) Bi-—> o,

se escinde. Luego Ker hi = e.B, donde e es un idempotente
de B. Hecesariamente e = 0 v entonces hi es inyectivo por
lo que Bi = B, lo que completa la prueba de la segunda par­
te.

Finalmente, si G; es el grupo de todos los Bo-auto­
morfismos de Ao.ei, por la nroposición 2.1., Gi = G; para
cada i. Entonces G = G'.

Proposición u.2.— La aplicación B GB A0 ——a A, de­
' O

finida por b 9 a0 h—4 b.ao, es un B-isomorfismo de anillos
graduados.

D) Por la proposición anterior y el teorema 3.2.,
A.e. = B ® A .c.. Entonces,B00 l

n n
A = in A.ei = B GB (¿Q1 Ao.ei) = B GB Ao, y el isomorfismo- o _
es el de la tesis. o

El siguiente teorema se prueba utilizando la técnica
de [V-Z-I] (ver u, 53). No obstante, como allí se usa el

concepto de grupoide, damos brevemente una prueba directa
que sc obtiene comotraducción de aquella.

Teorema u.3.- Para cualquier subgrupo H de G, AHes
B-separable.

D) Definimos una relación de equivalencia en {1,2,..,n}
por: i - j si existe o e H tal que U(ei) = e.. Sea J una
clase de equivalencia y eJ = Z ei. Entonces eJ es un idemieJ

. . H . . .

patente minimaI de Á y tocos Ios idempotentes minimales de
A son de esa forma.

H HPor lo tanto, A = Q A .e y bastará probar que cadaJ
AH.eJ es B-separable.
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Sea io e J y para cada i e J elegimos oi e H, tal que
ai = (Ii/[Lei es un isomorfismo de A.ei sobre A.ei.

c I;

Definimos O: A.ei ——e A, por O(x) = Z ai(x). Enton0 ieJ
ces 0 es un B-isomorfismo sobre un subanillo de A (excepto

que la unidad de A.eio se aplica :n una unidad del subanillo
que no es unidad de A), tal que A'.eJ c; ImO.

Sea Hioel subgrupo de Gi oótenido por restricción a
A.ci de los elementos o e H tales que 0(ei ) = ei . Por el
teorgma 3.1., (A.ci ) 1° es B-separable. Pero la imágen de

H' H
(A.ei) lc por O es Exactamente AH.eJ. Por lo tanto, A .e J
es B-geparable.

Proposición u.u.- B es un sumando directo de A como
B-módulo a derecha y la proyección 7: A --) B es homogénea

de grado cero. Para cada subgrupo H de G, AH = B QB AÏ
0

D) Como Ao:1 Bo son anillos conmutativos y A es prg0

yectivo sobre Bo, el argumento de [V-Z-I] (pág. 729, antes
del primer punto) muestra que Bo es un Bo-Sumando directo de

.V ' u

A0. Sea n': Ao ——+ Bo la proyección. Entonces n = 1 e

B GB Ao ——6 B GB Bo: B, es una proyección homogénea de gra
do ogro de A sobrg B.

Sea H un subgrupo de G v o: B GB Ag ——a AH, definida
por ó(b e a0) = b.ao. °

Siendo que AHes B-separable y A es finitamcnte genera
do y nroyectivo como B-módulo a derecha, por la proposición
1.8. del capítulo I, A es finitamente generado y proyectivo
como AH-módulo a derecha. Además, como A es B-separable, A

H. Pores AH-scparable. Entonces A cs Galois (débil) sobre A
lo tanto, AH es un sumando directo de A como AH-módulo a de­

recha, con proyección homogénea dc grado cero nl: A —-+ AH
(ver observación posterior), y AEes un sumandodirecto de
Ao como AÏ-módulo.

La última conclusión muestra que B ÑB Ag es un B-su­
mando directo de B GB Ac = A, de donde sigug que o es inyeg

. . O n o . - . otivo, porque se obtiene restringiendo el último lsomorfismo
:1 bnmnnr‘n ¿{naná-A



Si a e A‘ e. A = B 8B A , entonces a = Z b .al, con. O , O
1

b. e B y al e Ao. Por lo tanto,

_ _ , i _ , i _a- “g -É ­
- Ó<Zbi 8 n1(a:)) e Im o, de donde sigue que o es suryectii ' ’
va, lo que completa la prueba.

.i . .. . HObservac1on: La af1rmac1on de arriba (A es sumando
directo de A) vale porque la primera parte de la tesis se
verifica aün cuando B tiene un número finito de idempoten—
tes. En efecto, si {fi}, (i = 1, ..., m), es el conjunto de

m 1 1 A'fi’
B = .@ B.f., cada A.f. es Galois sobre B.f. y B.f. no tie­1-1 1 1 1 1

ne idempotentes no triviales. Entonces si ni: A.fi ——aB.fi
es la proyección homogéneade grado cero, cuya existencia

m
idempotentes minimales de B, entonces A = .Q

m

muestra la primera parte del teorema, n = i@1 ni: A ——e B,
es una proyección homogénea de grado cero.

. HPor lo tanto, el resultado puede aplicarse para A en
lugar de B.

En [V-Z-I] se dice que un subgrupo H de G es gordo
si contiene cada automorfismo o, tal que la restricción de
o a cada A.ei coincide con la restricción de un elemento
de H.

La noción referida a subgrupos de G como grupo de auto
morfismos de A o de Ao coinciden, por el teorema 4.8. del
capitulo I y la conclusión demostrada que establece que
G(A/B) = G(A°/BÓ).

Obtenemos ahora para nuestro caso el teorema de Galois
de [V-Z-I]. En el enunciado del mismo, subanillo separable
significa subanillo separable homogéneo.No obstante, en
el párrafo 6 probamos que todo B-subanillo separable de
A es homogéneo. Por esta razón preferimos omitir la palabra
homogéneo en el enunciado.
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Teoremau.5.- La correspondencia usual de la teoría
de Galois es una correspondencia biunívoca entre subgrupos
gordos de G y subanillos de A que contienen a B y son B-se­
parables. Si H es un subgrupo gordo de G y C un B-subanillo
separable de A, las siguientes condiciones son equivalentes,

1°) c = AH
_ H

2°) C0 - Ao s

ría de [V-Z-I] .
3°) C = B 9 ¡EH­

Bo o
En particular, un B-subanillo C = i%I Ci

parablc si y solo si C = B QB CO, donde Co es Bo-separable.
0

D) Sea C un B-subanillo separable de A. Entonces Co

corresponde a H por la teo­

de A es B-se

es Bc-separable y por el teorema de [V-Z-I], existe un sub. ' _
grupo gordo H' de G tal que Co = A:

Por otra parte, sea H = {0: o e G, o/C = 1C}. Por la
proposición 4.7. del capítulo I, para cada o e G, o e H si
y solo si o e H'. Entonces H = H' y se tiene:

C : AH = B G AH = D G C C“ C.
B o B 0

O H 0 H

Por lo tanto, C = A = B GBOAO = B GBOCO.
Además, si H es un subgrupo gordo de G, por el teore­

ma u.3. y la proposición u.u., A = B 8B AE cs B-separable,
lo que completa la prueba. o

.nillos can infinitos idempotentes

Si A es Galois sobre B, Ao es Bo-separable, finitamen
te generado y proyectivo como Bo-módulo y existe un grupo
finito H de B-automorfismos de A tal que AE = Bo. Por otra
parte Ao = B

AO/Bo = Do

por [B] (capítulo I, 53, n° 5, proposición 9), A

o Q Do como Bo—módulos, de donde sigue que
es Bo—plavo(mas aún, es Bo-proyectivo). Entonces

o es Bo-fielo
Por lo tanto, A0 es Galois sobre Bo en el sentido dado

en [V-Z-II]. En el párrafo siguiente mostramos que también
A es Galois sobre B en este mismo sentido, es decir, que A
es B-fiel (proposición 6.4.).

Proposición 5.1.- Si A es Galois sobre B con grupo G,



A

parw caia subgruno finito F de G, AF = B ÑB MF. En particu­O

lar, A = B e13 A °, O

° F F
D) Sea o: B GB A ——a A , la aplicación definida porO

O

¿(b G ao) = b.ao.

Para cada x e Spect B(Bo) = Spect B(R), la teorga del
párrafo H se aplica a A sobre B . Entonces B G A x = A xx x x B o x

o X
X

ComoF es finito, del último isomorfismo y el lema
. . F F1.7., resulta el isomorfismo B ® (A ) = (A ) , de donde

x Bo e x xx. F F

Sigue que (B QBOAO)x — (A )x.

Siendo que el último isomorfismo es ox, se tiene que
para cada x e Spect B(B), ox es un isomorfismo. Luego o es
un isomorfismo.

Proposición 5.2.- Si A es Galois sobre B con grupo G,

entonces G = G(A°/BO).

D) Por el teorema u.8. del capítulo I, la aplicación
G ——€ G(Ao/Bo), tal que o r-—> cr/Ao es un monomorfismo.

Sea ahora T e G(A°/Bo). Entonces 1 e T es un B-automor
fismo de A tal que (1 9 r)/A° = r.

Bs fácil ver entonces que la aplicación G(A°/B°)——9G,
tal que T r——?1 Q T, es inversa de la anterior.

En rV-Z-II] se define la clausura de un subgrupo H de
G como el conjunto de todos los R-automorfismos T.de fi tales

que, para algún conjunto {ei} de idempotentes de A, con
9 eí = 1(donde 9 ei es 1a suma booleana de los ei), y para
cada i, existe un oi e H tal que ei.r = ei
ei.r y ei.oi se interpreta con el significado dado en el pá
rrafo 5, capítulo II).

.oi (la notación

Si A es Galois sobre B con grupo G, por la proposición

anterior y el isomorfismo A = B 8B Añ (de donde se deduce
O' . = .. . ..T = e..a. resultaque Sl ei 'r/Ao e1 ollAo entonces e1 1 1),
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que la clausura de un subgrupo H de G es la misma, considg
rando a H como un grupo de automorfismos de A o de Ao.

Un subgrupo H es cerrado si coincide con su clausura.
Por la observación anterior, la noción de subgrupo cerrado
es la misma si se considera al subgrupo como grupo de auto­
morfismos de A o de Ac.

El siguiente teorema de Galois es extensión de (3’9)
de [V-Z-II]. Aquí valc la misma observación que precede al
teorema 4.5., es decir, subanillo separable significa subí
nillo separable homogéneo.

Teorema 5.3.- Si A es Galois sobre B con grupo G, la
usual correspondencia 7o la terriw le Ga his :s una corres­
pondencia biunivoca entre subanillos de A que contienen a B
y son B-separables y subgrupos H de G nue satisfacen las si
guientes condiciones:

a) H es cerrado
b) Para algún subgrupo finito F de H, AF = A .
Si H es un subgrupo de G que verifica a) y b) y C es

un B-subanillo separable de A, las siguientes condiciones
son equivalente,

1°) c = AH

2°) Co = A? (es decir, Co corresponde a H por la teg
ria de [v-z-11I).

H .

3‘) c = B ea A0
0

En particular, un B-subanillo C = ¿QI Ci de A es B-sg
parable si y solo si C = B QB Co, donde Cn es Bo-separable.

0

D) Sea C un B-subanillo de A que es B-separable y H
el grupo de todos los B-automorfismos o de A tales que
o/C = 10. Por la proposición u.7., capitulo I,
H = { o: a e G y o/Co = leo}.

Entonces por (3.9 a) y(3.9 c) de [V-Z-II], H es cerrí.
. . H

do y existe un subgrupo finito F de H tal que AE = AO = C0.
Por lo tanto,
C “'AHtf NF ' B Ñ AF ' B 8 AH = B 9 C CZC de donde sigue" “ ' ' B o _ B o ' B o ’
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que c = Ah — rF = 2 e A
. Bo

Recïprocamente, si H es un subgrupo cerrado de A y F
Hun subgrupo finito de H tal que AF = A , por (3.9 b) de

[V-Z-II], A: = AÏ es BC-separable de donde sigue que AH=

= AF = B QB Ai = B QBOAÏ es B-separable.O

Finalmente> aplicando (3.9 d) de [V-Z-IIJ se tiene:
{0: o e G 0/ = 1 ‘} = {0: o e G c H = 1 H} = H

y AH ¿H y ¡Ao Ao ,
lo que completa la prueba.

Algunos complementos

El resultado (3.15) de LV-Z-II] muestra que S es de­
f;
1a

bilmente Galois sobre R si y solo si existe una familia
nita {ei} de idempotentes ortogonales de R cuya suma es

es fuertemente Galois sobre R. ltal que para cada i, S.ei e

En particular, si R no tiene idempotentes no triviales, S
es debilmente Galois sobre R con grupo G si y solo si exiï
te un subgrupo H de G tal que S es fuertemente Galois sobre
R con grupo H.

'Probamos ahora este resultado para el caso graduado.

Teorema 6.1.- Si B no tiene idempotentes no triviales,
A es separable sobre B y proyectivo como B-módulo a dere­
cha y AG = B, donde G es el grupo de todos los B-automorfií
mos de A si y solo si existe un subgrupo H de G tal que A
es fuertemente Galois sobre B con grupo H.

D) Si A es fuertemente Galois sobre B con grupo H,
A es debilmente Galois sobre B con grupo G.

Sea A separable sobre B y proyectivo
tal que AG = B. Entonces Ao

Recíprocamente,
como B-módulo a derecha, es de

bilmente Galois sobre Bo con gruno G(AO/Bo) y Ao = igl A .ei,O

donde {ei} es el conjunto de idempotentes minimales de AO,
y Ao.e es Galois fuerte sobre B° con grupo Gi (el grupoi
de todos los Bo-automorfismos de A0.ei).

Repitiendo la prueba de la proposición u.1. (la hipé
tesis A finitamente generado sobre B no se utiliza porque
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lo anterior asegura que i = Ï ei), se deduce que A.ei es
Galois sobre B para cada i. ¿nionces A.ei es finitamente gg
nerado sobre B de donde sigue que A es finitamente generado
sobre B. .

Entonces A es debilmente Galois sobre B con grupo G y

volviendo a la proposición H.1. resulta que G = G(A°/Bo) y
Gi es el grupo de todos los B-automorfismos de A.ei.

Para cada i = 1, ..., n, elegimos un B-isomorfismo

oi: A e1 —-4 A.ei. Definimos un homomorfismo de grupos
n n _1

u; G1 ——eG, por: W(r)(i;1 a.ei) = iii oicro oi (a.ei),
para cada T e G1 y cada a e A.

Se puede verificar fácilmente que Wes un monomorfis­
mo. Entonces H' = Ú(G1) es un grupo de B-automorfismcs de
A, cuyo orden es el orden de Gi. n

Definimcs ahora p e G por p ( Z a.ei) =i=1

i Z Üi¿100i-1(a.ei), para cada a e A (donde i + 1 indica
i + 1 (mod n)).

Entonces las potencias de p forman un subgrupo H” de
G, cuyo orden es n.

Siendo que H'ÍW H” = {1}, si H es el subgrupo de G

generado por H"J H‘, se tiene que o(H) = n.o(G1).
HPor otra parte, se puede ver que A = B.

Además, como Ao es debilmente Galois sobre Bo y Bo no

tiene idempotentes, [A0280] = n.o(Gl) = o(H). Entonces, por
la proposición 2.5., A es fuertemente Galois sobre B con
grupo H.

Corolario 6.2.- Si B no tiene idempotentes no trivia­
lcs, A es debilmente Galois sobre B con grupo G si y solo
si existe un subgrupo H de G tal que A es fuertemente Galois
sobre B con grupo H.

Contraejemplo.- El corolario anterior no es válido si
B tiene idempotentes no triviales. Para ver esto basta res­
tringirnos al grado cero y considerar el caso de anillos con
mutativos.
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Sean S y R anillos oonmutativos donde R tiene un nümg
ro finito de idempotentes. Entonces es claro que: “S es fuer­
temente Galois sobre R con grupo G si y solo si para cada
idempotente e de R, S.e es fuertemente Galois sobre R.e con

grupo G" (ver [Kr.]).
Si Si es debilmente Galois sobre Ri con grupo G., S.1

no tiene idcmpotentes no triviales (i = 1,2) y [81: R1 *
* [82: R2] (por corolario del lema 5 de [V], esto implica
que o(G1) + o(G2). En rigor, bastaría pedir que G1 + G2) ;
entonces S1 e S2 es debilmente Galois sobre R Q R con grupo1 2

G1 x G2.

Si existe algún subgrupo H de G1 x G2 tal que S1 e S2
es fuertemente Galois sobre R e R con grupo H, por la afir­1 2

mación anterior, Si es fuertemente Galois sobre Ri con grupo
H (i = 1,2), de donde sigue que G = H = G1 2, lo quo es una
contradicción.

En el siguiente corolario recalcamos c1 hecho que la
condición "A es finitamente generado como B-módulo” puede ser

suprimida como en [V-Z-I].
Corolario 6.3.- Si A es B-separable proyectivo como

B-módulo a derecha y para algún grupo finito F de B-automor­
;. , F . .fismo de A, A = B, entonces A es debilmentc Ga101s sobre B.

D) Si E no tiene idempotente no triviales basta apli­
car el teorema 6.1.

En general, para cada x e Spect B(B), Ax es Bx—separa­
F

ble, proyectivo como Bx-módulo a derecha y Axx = Bx. Como Ex
no tiene idempotentes no triviales, Ax es Galois sobre Bx de

. ° \ z = . .

donde Sigue que Lx Ex GBOXAOX (B GEO Ao)x

Entonces A = B 8B Ao lo que muestra que A es finita­
mente generado sobre B. o
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Por el teorema 6.1. y el teorema 2.9. de [M], todos los
B-subanillos separables C de A, tales que G/C es fuertemente
distinto son de la forma C = AHi con H' subgrupo de H. No obs
tante, si H' es un subgrupo de H solo podemos asegurar que
C = AH' es B-separable y H/C es fuertemente distinto, pero no
que G/C sea fuertemente distinto.

Por otra parte, el teorema 6.1. nos muestra que si B no
tiene idempotentes no triviales y A es Galois sobre B con grupo
G, existe un subgrupo H de G con AH = B, tal que:

a) trH: A ——á Bs definida por trH(a) = Z o(a), es
suryectivo, 05H

b) A es D(A,H)-proyectivo y
c) D(A,H) es A-separable
De la condición a) se deduce que A es fielmente proyecti

vo como B-módulo a derecha. La siguiente proposición muestra
que esto sucede aún cuando B tiene idempotentes. Por lo tanto
que las definiciones de extensiones de Galois utilizadas en
[V-Z-I] y [V-Z-II] son las mismas para nuestro caso y coinciden
con la definición dc Galois débil usada aquí.

Proposición 6.4.- Si A es Galois sobre B con grupo G,
entonces A es fielmente proyectivo como B-módulo a derecha.

D) Si f: M ——%N cs un B-homomorfismo a izquierda tal

que 1A G f: A 8B M-——+ A GB N es inyectivo, siendo que

A z B GEO Ao se tiene que 1Ao ® f: A0 GBC M ——9 Ao GBO N esinyectivo.
Pero por la observación del comienzo del párrafo 59 Ao

es Bo-fielmente proyectivo de donde sigue que f es inyectivo°

Teorema 6.5.- Si A es Galois sobre B con grupo Gg todo
B- subanillo scparable de A es un subanillo homogéneo.

D) Sabemos que existe un isomorfismo o: A ——a B GB Ao
c.

Entonces A 9B A = (B GB no) 9B (B GB Ao) = B 9B B GBOAO GB Ao =o o 0

= (B 8 Ao) 8B Ao = A 8B Ao, donde A 9B Ao es un anillo
0 o 0 0

B
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graduado cuyos elementos homogéneos de grado i están dados por
el submódulo A. ® A_.

J. Bo ('

Si designamos con W: A 8L A ——+ A 9B Ao el isomorfis­
O

mo anterior, es fácil ver qUe si a 8 a‘ e A 9B A, W(a 9 a')
= a e 1. ¿(a') y si a 8 ao a A GB Ao entonces V'i (a e ao) =
= a ® ao e A 9B A.

C)

Sea C un B-subanillo separable de A y x , yi elementosi
en C tales que e = Z xÍ ® yi e C GB C satisface las condicionesi
de separabilidad. Indicamos con i: C ——9A la inclusión. Enton
ces para cada x e C, x.(i G i)(e) = (i e i)(e).x, en A GB A. Por
lo tanto,

x. x. G .. . = x. e ..( x.. .) = x. 9 . en A O A.ljyjylgjnglylgjy], B
Si aplicamos a esta relación el isomorfismo Wtenemos,

Z (x. e 1).(x. e 1).da(y.).Ó(y.) = Z (x. o 1).o(y.).
. . 1 j 3 1 . 3 31,] J

Entonces considerando v = Z (xi 9 1)®(Ó(yi))° ei
o A u o A ­

e (A GB Ao) 8 (A QBOAo) , de la ultima relac1on Sigue queZ
O

u(v) = u(v2) y por la proposición 4.1. del capítulo I, u(v) está

en (A Gb Ao)o = Ao GEO Ao. Por lo tanto u(v) =O

_ = 0 o _ ,

_ Z (xj G 1).o(yj) É ui 8 vi c ACÜBOHO.Í

Aplicando W'1 se tiene:
, = o o O 0 J I

(1) g xj o 3j g ui e vi, en A 9B A> donde ui, vi estan en Ao
Por otra parte, A es finitamente generado y proyectivo

como B-módulo a derecha y puesto quo A = B GB A podemos eleo,
gir a; c AC, or e HomB(A-,B-)(r = 1,...2 n),°tal que para cada
a e A, a = Z a;.ow(a), donde or es homogéneo de grado cero para
r = 1, ...,rn.

ComoC es B-separable por la proposición 1.8. del capi
tulo I, A es finitamente generado y proyectivo como C-módulo
a derecha y las coordenadas proyectivas de A sobre C están



n62­

o.. .. "a:
dadas por ar, vr. A-——aC definida por Yr(u) g or(a xj).yj,
donde x1, yj son los elementos determinados mas arriba.

Multiplicando la relación (1) a izquierda por a y apli­
cando 0°(ór e 1), donde é: B GB A ——a A es la multiplicación

W r ‘ = o o

SL obtiene, g or(a xj).yj É or(a ui).vi. Entonces para todo
_ <2 0 - ..

a e A, Wr(a) = g or(a ui).vi, de donde Sigue que para todo r, W
es una aplicación que conserva el grado.

Por lo tanto, si designamos con Co = C n Ao, Para cada
. O . 0a e A se tiene a = a .V a onde W A : A ——á C es

o o 0 g p p( )’ d rI/ o o o

un Co-homomorfismo. Esto nuestra que A6 es Co-proyectivo y fini
tamente generado de donde sigue que Ao = C e Do como Co-módulo.O

Sea c = Z ci e C. Entonces para cada r, Wr(c) = Wr(1).c.ieI
Puesto que WPconserva el grado, Wr(c0) = Wr(1).co. Por otra par
te, c e AO de donde sigue que existen c; e Co y do e D tal queO0

_ 7 = I' = I 1co - co + do. Por lo tanto, Wr(co) ‘rr(1)co 9r(1)co + Wr(1).do.

Puesto que ?r(co) e CC y Wr(1).c¿ e C , '¡Vr(1).do = 0 para0

cada r y 0 = Z a°.W (1).d = 1.d . Entonces c = c' e C
r I‘ r 0 0 o o o

Si n: C -—%’AO es la aplicación definida por
n( Z ci) = c0, para cada Z ci e C, lo anterior muestra queieI ieI
Im (r)c; Co. En consecuencia, n es un homomorfismo suryectivo de
anillos sobre Co y por la proposición 2.4. de [H-SJ, Co es sepa
rable sobre n(B) = Bo.

Sea H el subgrupo de G tal que Co = AH.O

Si o c H, por el corolario H.6. del capítulo I,
- . A ' x 0

É xi.o(yi) - pñ c Jo. Teniendo en cuenta que y. e C, yI e Co
e

1

. _ o o _ ‘ o o _ h

igualando grados cero, n0 - g ?i.0(yi) - É xi.yi —1. Entonces
Z Xi o(yi) = 1 y por el lema “.5. del capítulo I, o/C = 1C.
1

Por lo tanto, C (Z. AH = B GB Ao = B GB Co C: C, de
O 0
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donde sigue que C = A es un subanillo homogéneo.

La teoría de Galois construida solo considera los automor­
fismos homogéneosde grado cero. No obstante, el corolario 2.2.
muestra que no existen automorfismos no homogéneos de A que dejan
fijo B, cuando A no tiene idcmpotcntes. Generalizando,

Teorema 6.6.- Si A es Galois sobre B con grupo homogéneo
G, todo B-automorfismo de A es homogéneo de grado cero.

D) Suponemos que B no tiene idempotentes no triviales. Se0!

G' el grupo de todos los D-automorfismos (homogéneos y no homogé
neos) de A. Comoen la proposición u.1. y utilizando la misma no
tación, se demuestra que G' es producto semi-directo del grupo
simétrico de orden n y el producto de los grupos de automorfismos

(homogéneos y no homogéneos) de cada A.ei sobre B.
Por el corolario 2.2., el grupo de automorfismos de cada

A.ei sobre B es igual al grupo de automorfismos homogéneos de gra
do cero de A.ei sobre B. Entonces G' = G.

En general, si o es un B-automorfismo cualquiera de A, cx
es un Bx-automorfismo dc Ax, para cada x e Spect B(B). Por la
primera parte 0x es homogéneo de grado cero. Entonces, por la pro
posición 5.12. del capitulo I, o es homogéneode grado cero.

Hemosvisto que si A es debilmente Galois sobre B con grupo

G, A = B 8B A y G actúa a través del segundo factor. Por otra0
0 .parte, el teorema 3.3. muestra que, para exten31ones fuertemente

Galois vale el resultado recíproco.
Finalmente, vamosa demostrar este resultado para extensig

nes debilmente Galois.

Teorema 6.7;¿_Scan Ao y Bo anillos conmutativos tales que
Ao es Galois sobre Be con grupo G y B = Bo 6 (igo Bi) cualquier
anillo graduado sobre un monoide admisible con Hoc: Z(B). Enton
ces A = B GB Ao es un anillo graduado el cual cs Galois sobre B

0



con grupo homogéneo G y A0 C: Z(A).

D) Supongamos primero que Bo no tiene idempotentes no
triviales. Por el teorema 6.1., existe un subgrupo H de G tal
que Ac es fuertemente Galois sobre B0 con grupo H. Entonces por
el teorema 3.3., A = B GB A0 es un anillo graduado el cual es
fuertemente Galois sobre g con grupo homogéneo H y A0 c: Z(A).

Aplicando el corolario 6.2.} A es Galois sobre B con
grupo homogéneo G'. Pero por la proposición 5.2., G' = G.

En general, A = B RB Ao es B-scparable y finitamente ge
0

nerado y proyectivo como B-módulo a derecha. Además A es gra­

duado y Ao c: Z(A). H
Sea H el subgrupo finito de G tal que Ao = Bo. Entonces

para cada x e Spect B(Bo), Alx = B . Como B no tiene idempoo 0x 0x —
tentes no triviales, por la primera parte demostrada, B QB Ax o

ox x
es debilmente Galois sobre Bx de donde sigue que:

H
H - Hx _ a "x _ w Hx _

[A Jx v Ax - [DX QB AOX] - Dx Gb on - 3x.

Por lo tanto AH = B. Entonces A es Galois sobre D y por
la pronosición 5.2., el grupo de A sobre B es G.
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