BIBLIOTECA CENTRAL LUIS F LELOIR

BibliOteca Digital BIBLIOTECA CENTRAL]EJLOIR

F c E N - U B A FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES UBA

Tesis de Posgrado

Teoria de Galois para anillos
graduados

Ferrero, Miguel Angel

1969

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matematicas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la coleccién de tesis doctorales y de maestria de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilizacién debe ser
acompafiada por la cita bibliografica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:

Ferrero, Miguel Angel. (1969). Teoria de Galois para anillos graduados. Facultad de Ciencias
Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1350_Ferrero.pdf

Cita tipo Chicago:

Ferrero, Miguel Angel. "Teoria de Galois para anillos graduados". Tesis de Doctor. Facultad de
Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1969.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1350_Ferrero.pdf

UBA

Universidad de Buenos Aires

EXACTAS:

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Direccidn: Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. Contacto: digital@bl.fcen.uba.ar

Intendente Giiiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293



http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1350_Ferrero.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1350_Ferrero.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

TEORIA DE GALOIS PARA ANILLOS GRADUADOS

Miguel A. Ferrero

Tesis presentada para optar al titulo de Doctor en

Ciencias Matemiticas

Afio 1969



RESUMEN

En este trabajc se deducen resultados para la teoria de
Galois de anillos graduados con parte de grado cero conmutativa y
grupo de automorfismos homogéneos de grado cero.

Estia dividido en tres capitulos:

I.- Resultados prevics.
IT.- Sobre tcoria de Galois de anillos no conmutativos.
III.- Tecoria de Galois pera anillos graduados.

En el primer parrafo del capitulo I se deducen algunas
propiedades, gcneralizaciones triviales, de las extensiones separa
bles de anillos no conmutativos.

En el segundo pérrafo, se estudian las monoides sobre los
cuales se supone dada la graduacidn, que s¢ denominan monoides admi
sibles. Un monoide admisible es un submonoide del monoide de los ele
mentos positivos de un grupo totalmente ordenado.

Suponemos ahora, para el resto de esta introduccidén, que
todos los monoides son admisibles. No obstante, algunas propiedades
no necesitan de esta hipdtesis.

Si A = i%I Ai cs un anille graduado sobre el monoide I,

M = i?I Hi es un A-médulo a derccha graduado, en el parrafo 3 se
demuestra que:

a) 31 M es finitamente generado (proyecctivo, playo) sobre

A, M, es finitamente generado (respectivamentc »>royec-
tivo, playo) sobre Ao.

b) Si M es un A-anillo homogéneo (es decir, M es un anillo

y existe un homomorfismo homogéneo dc grado cero A — M)
separable (fielmente proycctivo) sobre A, entcnces M,

es scparable (respectivamente fielmente proyectivo) so-
brz Ag.

En el pdrrafo 4 se cestudian algunas propiedades de anillos
graduados. Se obticne a2si el resultado fundamental de este capitulo:
"Sean B — A un B-anillo graduado homogéneo con A_ C Z(A) (Z(A) es
el centro de A), C un B-subanillc homogéneo de A el cual es separa-
ble sobre By f: ¢ —) A un homomorfismo homogéneo de grado cero

de B-anillos. Entonces £/Co = 1¢_ si y solo si f = 15". Er particular,



si A es B-separable y 7 es un automorfismo homogéneo de grado cero

de A que deja fije B, entonces o/A0 = 1‘,..‘c si y solo si o = id. Por

lo tanto, si G(A/B) es el grupo de todos los B-automorfismos homogd
neos de grado cero de A y G(A,/B.) 21 grupo de tcdes los Be-automor
fismos de A_, entonces G(A/B) C 6(:,/B,) por la aplicacidn o 3 0/4,

En ¢l quinto parrafo se extienden los resultados de Villa-
mayor y Zelinski (Galois theory with infinitely many idempotents),
referentes al espectro booleano de un anillo.

El capitulo termine con un teorema sobre separabilidad de
dlgebras universales: "Si A es un anillo conmutativo, F el funtor al
gebra tensorial, simé&trica o exterior (mi3s generalmente, un funtor
de la categoria dc A-médulos en 1la categoria dc A-3lgebras graduadas
que cumple ciertas condiciones), M un A-mddulo y G # {id} ur grupo
de automorfismos de M entonces F{(M) no es F(M)G—separable“.

En el capitulo II se desarrolla una teoria de Galois de
arillos no conmutativos, gue gencraliza la teoria de Chase, Harrison
y Rosenberg (Galois thecory and Galois cohomology of commutative rings)
para el caso de¢ anillos sin idempotentes.

Si S es un anillo, G un grupo finito de automorfismos de
Sy R = SG, se considera el caso en que S es Galois sobre R en ¢l
sentido de Chase, Harrison y Rosenberg (Galois fuerte). Supcmemos
que S verifica la condicidn (H) siguiente:

Para cada familia finita X:s ¥;» ©D S, izj xi'xj°yj‘yi=
i,

= g X: Y3 == g X;.y9: = 0 o) % X;-¥; = 1.

Esta condicidn es mas restrictiva que la no existencia de
idempotentes no triviales.

En ¢l pérrafo 2 se prueba que, bajo estas suposiciones, S
es Galois fuerte sobre R si y solo si S es R-separable.

Para este caso, en el parrafc 3 se deduce el siguiente teo
rema de Galois: "Si1 S es Galois fuerte sobre R con grupo G, S verifi
ca (H) y la aplicacidn traza de S en R es suryectiva, entonces exis-
te una correspondencia biunivoca entre subgrupos de G y subanillos de
S que contiecnen a R y son R-separables"”.

En el pirrafo 4 se estudia cierta conexidén de mmestra teo-

ria con la de Miyashita (Finite outer Galois theory of non commutati

ve rings).



Finalmente, en el dGltimo pédrrafo se obtienen propiedades
relativas a los homomorfismos, endomorfismos y automorfismos de ex-
tensiones de Galois (fuerte). E1l teorema fundamental establece una
representacidn de los homomorfismos, que gencraliza la obtenida para
anillos conmutativos por Chase, Harrison y Rosenberg.
En el capitulo tercero se cestudia la teoria de Galois de
anillos graduados. El primer parrafo contienes resultados introducto
rios. En el segundo se obtienen propiedades del grupo de automorfis-
mos que mas adelante son mejoradas.
Para lo quec sigue se supone siempre que A es un anillo gra
duado con A_C Z(A) y B es un subanillo de A.
La teoria para anillos sin idempotentes se desarrolla en
el padrrafo 3. En el cuarto la teoria para anillos con un nimero fini
to de idempotentes y ¢l quinto se dedica a los anillos que contienen
infinitos idempotentes. El parrafo 6 contiene algunos complementos.
En nuestro caso, A es Galois sobre B, se entiende en el
sentido debil: A es separable sobre B, finitamente generado y pro-
yectivo como B-mddulo a derecha y existe un grupo finito F de B-auto
morfismos homogéneos de grado cero de A tal que AF = B".
Si A no tiene idempotentes no triviales, A es Balois debil
sobre B si y solo si A ¢s Galois fuerte sobre B.
Los resultados que se obtiecnen muestran que la teoria de A
sobre B se reduce 2 la de A_ sobre Bo. En efecto, sc prueba que:
1°0) Ao cs Galois scbre BO y A =B GBOAO
2°) G(A/B) = G(A,/By).
3“) Para cada subgrupo finito H del grupo total G,
At e Al
Bo

4°) Valen los teoremas de Galois que caracterizan todos

los anillos C tales que B CC A y C es B-separable,
connsci’os nara ¢l caso conmutativo(Chase, Harrison y

Rosecnberg-Villamayor y Zelinski).

5°) Todo subanillo de A que conticne a B y es B-separable,
¢s homogéneco y de la forma B @BOCG, con BonCOC:AO y
Coes separable sobre Bo.

6°) Todo automorfismo de A que deja fijo B es homogéneo de

grade cero.



Si B no tiene idempotentes, se tiene tar-ién el siguiente
teorema: "A es débilmente Galois sobre B con grupo G si y solo si
existe un subgrupo H de G tal que A es Calois fuerte sobre B con gru
po H".

Como es usual, se¢ supone aqul gque todos los anillos tienen
unidad, todos los mdédulos son unitarios y los homomorfismos de ani-
llos transforman la unidad en la unidad.

Quiero expresar mi agradecimiento al Profesor Orlando E.
Villamayor, quién ha dirigido y alentado la realizacidén de este tra
bajo. Sin sus valicsas sugerencias el mismo no hubiera existido.

Mi reconocimiento también para los Profesores E. Gentile,
M. Harada y £A. Micali, pcr la arientacidn que me prestaran.

La partc fundamental de e¢ste trabajo fu& realizada mien-
tras el autor gozaba de una beca otorgada por el Consejo Nacional de
Investigaciones Cientificas y Técnicas y de una licencia acordada

por la Universidad YNacional de Rosario.

Miguel A. Ferrero.

Buenos Aires, Diciembre de 1369.-



CAPITULO I - RESULTADOS PREVIOS

§1.- Anlllos separables

La definicidn de extensidn separable para anillos
no conmutativos dada en [H—S] es como sigue:

Sea R—— S un homomorfismo de anillos (frecuentemen
tc la inclusidn, que es el caso considerado en [H-S]).

Entonces S es un R-mbédulo a ambos lados y el grupo
abeliano S GRS ¢s un S-mddulo a ambos lados. Por lo tanto,
si S° indica el anillo oruesto de S y Z el anillo de 1los

o o » . .
nimc¢ros e¢nteros, S @RS es un S € _S -mbdulo a izquilerda con

producto defirido por: x & yoe SZGZSO, u® vesS 9RS,
(x ® y9). (u @ v) = x u® v y.

La multiplicacidn ¢: S QRS-_9 S es un S—S-homomorfii
mo, ¢s decir, es un S QZSO-homomorfismo. Decimos que S es
R-separable si existe un § Ozso-homomorfismo ¢: S—3 S ORS
tal que 94,9 = idS'

Esto es equivalente a la existencia de elementos
x;, y; (4 = 1,..., m) en S tal que Z x; y3 =1 y
] x.x; ® y; = Z X; ® y.. %,V X & S, én S .@.5.

1

Si R es un anillo conmutativo y R—>S es un homomor
fismo de anillos cuya imagen estd en ¢l centro de S, enton
ces S es una R-3lgebra. En general diremos que S es un
R-anillo si Ry S son anillos y R—> S es un homomorfismo
de anillos.

Un homomorfismo de R-anillos es un homomorfismo de
anillos el cual es un R-homomorfismo.

Si K¢S, S es un R-anillo por la inclusidén R— S.
En este caso la separabilidad siempre serd referida a esta
estructura.

Damos a continuacién algunas propiedades de los R-ani
llos separables, que son generalizaciones simples de 1las
conccidas para algebras sobre anillos conmutativos.

Traduciendo a nuestro lenguaje las proposiciones

2.4., 2.5. y 2.8. de [H-S] s¢ tienen las siguientes:



Proposicidn 1.1,- Si R—>» T es un R-anillo y T—2 S

es un T-anillo:
(1) Si S es R-separable entonces S es T-separable.
(2) Si T es R-separable y S es T-separable entonces

S es R-separable.

Proposicibén 1.2.- Sean R—> £ y R—> T dos R-anillos

y f: S—> T un homomorfismo suryectivo de R-anillos. Si S

€8s KR-separable entonces T as R-separable.

Proposicidn 1.3.- Sean R un anillo conmutativo, S y T

dos R-algebras (no necesariamcnte conmutativas). Entonces

si S es R-separable, 8 ®, T es T-separable.

Lema 1.4.- Scan R—3 S un R-anillo y T un S-S-suman--

do directo de S. Entonces si $ es R-separable, T es R-sepa-
rable a través de la composicidn R—> S——> T (donde n es
la proyeccidn).

D) En efecto, la proyeccidn =: S—> T es un homomor-
fismo suryectivo de R-anillos por lc que basta aplicar 1la

proposicidn 1.2,

Lema 1.5.- Si R es un anillo y ¢: R—3) R @ K es 1la

aplicacidén diagonal: #(x) = (x,x),yx € R, entonces R @& R

es R-separahle.

D) Utilizamos los isomorfismos de R ® R-m&dulos a
ambos lados:
(R ® R) ® (R ® R) = (R BpR) @ (R OgR) @ (R B R) @ (R Oy R) =
= R® R ® R ® R, tal que, (x,y) ® (u,v)—> (x ® u, x ® v,
y®u, y ® v — (x.u,x.v, y.u, y.v), donde R ® R actia a
izquierda a través de: (xi,yl).(x ®u, x®v, y®u, y® v)-=

= (x1 x ® u, x, x ® v, Yy v ® u, y, v ® v) y andlogamente

a derccha. '
La multiplicacidn ¢: R® R® R ® R—> R @ R es la pro

yeccidn en los sumandcs primero y Gltimo como se puede veri

ficar. Por lo tanto el clemento (1,0,0,1) ¢ R® R ® R & R

satisface 1las condiciones dc¢ separabilidad.

Proposicidn 1.6.- Si R,—> S; (i =1,..., n) son




Ri-anillos, entonces Si es Ri—separable para todo i si y
- n n
solo si1 @® S., es @ R.-separablec.
i=q 1 i=1i 1
D) Razonando inductivamente, basta suponer n = 2.

Es facil ver gquec cxiste un isomorfismo de 51 @ 82-m§

dulos a ambos lados:

(5, @ 5,)) 8, gx (S, @8,) = (5, 8 5,) @ (S, 8; S,)

172 1 2
(xl,xz) 8 (y1,y2)h—9 (x1 ) Yi» %, o) y2), donde S1 ® 52

actia a la izquierda, en el segundo miembro a través de los

1 & [
primercs factores de 81 ®R181 y S, 9R282’ y 2 la derecha por

los sepgundos factores.

Consideramos el ciguiente diagrama conmutativo:

r <.
(s, ® s,)) ® 1@R2(Sl @ S?)—————é (81 9R181) ® (S2 9R2u2)

81 ) 82

donde T es el isomorfismo anterior y ¢, ¢1 y ¢2 las multi-

Plicaciones.

. _ . ) - .
Si Si cs Ri separable y ¢i. Si———aroi GR.Si (i 1,2)

o . ' =.l .
7 Si homomorfismo tal que ¢i°¢i 1dsi, la apla

. . -1 . (S, & S.)
cacidn I ",(¢, @ ¢,):S;, @ S,—)» (S, & S,) QRIOR 1 2

en un S. ®
i

2

® 82)Sinversa a derecha de 3.

es una (S, @ 82) 92 (s

1 1
Reciprocamente, sea 81 @ 52 separable sobre Ry @ R,
ho S -
y ¢ ;1 @ 8,—> (s, @5)) 9R1®R (5, @ S,) es un (S1 ® s,)
homomorfismo a ambos lados tal &ue dod = id
81 @ S,
T e .
Si m;: (S1 9R1U1) @ (S2 9R282)~——) S; eRiSi es la
proyeccibén sobre el i-&simo sumando (i = 1,2), es fdcil com

- . O — -
probar que m ol  ¢/S;: S;—> S, QR.Si’ es un Si Oz Si homo
morfismo, e¢l cual es inversa a derecha de ¢i.

Proposicidén 1.7.- Si R—> S es un R-anillo y S = .8 S;
1=1

es una suma directa de S-submédulos biliteros, S es R-se-

parable si y solc si $; es R-separable para i = 1,..., n.



§2.-

D) Si S es R-separable, por el lcma 1.4., cada Si es
R-sepsarable.
Reciprocamente, si S, es R-separable para todo i, por

n
la proposicidn anterior S = @® S, es separable sobre 8r.

i=1 i
Ademds por el lema 1.5., 5R es R-separable,.
Por lo tantc, utilizando la transitividad de la pro-
posicién 1.1., resulta la tesis.

Proposicidn 1.8.- Sean R—> S un R-anillo separable

y M un S-mb6dulc a derecha. Entonces si M es R-proyectivo
(finitamente generado), M es S-proyectivo (finitamente ge-
nerado).

D) Sean LI M, ¢; € Hom_  (M,R), i € I, las coordena

R

das proycctivas deM y ¢:C—> S 9R S el S-homomorfismo bil4-

tero tal que %,¢ = idS {donde ¢ es la multiplicacidn
S @ S—>S).

Sea Y; la aplicacidn de M es S, definida por la compgo
sicidn siguiente:

M=Messlﬂ-9—°sussses °i @ 1

M @R S———3R OR S =8

n

R
Entonccs ?i € HomS (M,S).

Si ¢(1) =) X5 @ vy € S @, S, para cada x € M la fami
J

lia {¥:(x)} = () ¢i(x.xj) yj} es nula salvo un conjunto
3

finito de indices i € I, y se tiene:

Z my Wi(x) = .Z. m ¢i(x.xj) y; = Z XeXsoYs X, lo que
i i,] i

completa la prueba.

Discusidn sobre monoides

Los anillos graduados para loa cuales vale la tecoria
que construircmos, son graduados sobre monoides que verifi
can ciertas condiciones. En este pdrrafo caracterizamos
estos monoides.

Seca I un monoide aditivo, es decir, en I estd defini-
da una operacidn +, asociativa, conmutativa y con elemento

neutro: 0.



Decimos que I verifica la condicidn (Ii) si se satisfa-
ce:

VX, yenlI, x+y=0)x =y =0

Un monoide I es totalmente ordenado si estd dada una
relacién dc orden total >, compatible con la suma, es decir:
X > Y ==3x + 2 >y + 2,V z ¢ I.

Decimos que un monoide totalmente ordenzado I verifica
(12) ) (13), resnpectivamente, si:

(I2): 0 es el primer elemento de I.

(Ia): I es cancelativo: X + y = X + Zi==) y = 2Z.

Un monoide totalmente ordenado que verifica (I2) e (13)
se denominard admisible (para nuestra teoria).

Analizamos algunas relacicnes simples.

Lema 2.1.- Si I es un monoide totalmente ordenado que

verifica (I?), entonces verifica (Il)'

Las condiciones (12) e (I3) son independientes.

D) Si I verifica (Iz): X +y =0, x>0=)0=1x+y>
>0 +y =5y =»0-=y = x.

Sea I el submonoide aditivo de R (néimeros reales) cu-
yos elemcentos son de la forma nv/3 - mv2 con n y m niimeros
naturales no negativos. Entonces I verifica (IL;) pero no
(12).

Finalmente, sca I' = {0,1,2,3} con la suma definida
por C + x = x, ¥y x e IF'sx +y = 2,y x > 0,y y > 0. Entonces
I' es un monoide totalmente ordenado que verifica (12) pero

no (13)'

La reciproca del precedente lema no es v&lida, como
lo muestra el mismo monoide I anterior. En efecto, I satis
face (Il) pero no (I2).

En particular, el lema 2.1. muestra que todo monoide

admisible verifica (Il)'

Lema 2.2.- Sea I un monoide admisible. Entonces si
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n
x, e I (1i=1,.,.,m)y x = I X, se tiene:
i=1
1°) x > X (i = 1,...,n).
2°) x = xk===% X, = 0 para todo i # k.
D) Por induccién basta suponer n = 2,
Si x = xi + Xy ¥ Xy > x entonces x = X, + X, > x + Xye
Pero x, > 0 de donde x + X, > x. Luego x + X, = x=%:x2 =
=9 x = X, .

Los Ginicos monoides admisibles son caracterizados

inmediatamente:

Proposicidn 2.3.- I es un monoide admisible si y solo

si existe un grupo totalmente ordenado G *al que I es un

submonoide de G¥ (submonoide de los x € G tales que x > 0).

D) Es claro que si G es un grupo totalmente ordznado,
todo submonoide de GV es un monoide admisible.

Reciprocamente, si I es un monoide admisible defini-
mos en I x I una relacidn de equivalencia:

(x,y) ~n (u,v) sii x + v = y + u, y designamos por [x,y] la
clase de (x,y) en G = I x I/,.

Entonces la suma [x,yj + [u,v) = [x + u, y + v) y el
orden[x.y] > [u,v] sii x + v > y + u, hacen de G un grupc
totalmente ordenado tal gque I G+ por la aplicacidn
r—> [x,O].

Observacidén Si la condicidn (IQ) se veemplaza por:?

(Ié): 0 es el 1ltimo elemento de I, la teoria posterior

podrd aplicarse ain. En efecto, basta definir en I el orden

opuesto.

§3.- Propiedades hereditarias de mddulos graduados

En todo este pdrrafo, salvo mencidn expresa en contra

rio, I designa un monoide que verifica (Ii) y A = ®Af un
iel
anillo graduado sobre I.

Proposicidn 3.1.- Sea M =i@IMi un A-mbédulo a derecha
€
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graduado. Entonccs
a) M es finitamente generado sobre A== Mo es finita-
mentec generado sobre Ao.
b) M es A-proyectivo == Mo es Ac-proyectivo.
c) M e¢s A-playo =) M, es Ao-playo.

D) Se=an T M— M, Tt A——> Aolas proyecciones y
jM: M,—— M, jA: Ao—) A las inyecciones.
Observemos que como I verifica (11), nA es un homomoa

fismo de anillos ya que si a = Z a; e A, a' = Z a'. e A
iel jer

(donde a5, a', son las componentes homogéneas de grado i y
]

j de a y a' respectivamente), se tiene:

Z ai.aI = a_.a'

7, (a.a')
A i+j=0 ] ° e

= ﬂA(a).rA(a')

Por lo tantoc My es un A-mbédulo a través de @, ¥ un cdl

A
culo similar mucestra que 7, es un A-homomorfismo.

a) Sean %x,,...,%X_ los generadores de M sobre A. Para

r
13

19

cada x € M existen a a, en A tal que x = X ai.EntOB

i=1
ces

(0 = n(eg) ag = ) om(xg) 7aCag)
1=1 1=1

Como Ty ©S csuryectiva, la Gltima igualdad muestra que

nM(xl),..., nM(xr) generan M sobre A

b) Sean xj € M, ¢j € HomA(M,A), j € J, las coordena-
das proyectivas de ¥ sobre A.

Ponemos Wj = Tao ¢i° jM: Mo— A,, pPara todo j € J ¥y

Y H
entonces 3 € omA (MO,AO), nM(xj) e M ..

o

Para cada x € Mo, la familia {?j(x)} = {ﬁAoéj (jM(x))}

es nula salvo un subconjunto finitna de J y se tiene:

Doayg(xs) ¥ox) = § (%) ] =
%5 . . Ty (%2) 7, (8. (G, (x))] =
j:‘.J J ]EJ ] A[ J . ]
= ﬁM[jg xj.¢j(jM(x))] = TuoJu (x) = x, lo que prueba
que Ho es Ao-proyectivo.
c) Sea ¥ un A_-md8dulo a izquierda, Entonces N es un

A-mddulo a izquierda y existen dos aplicaciones
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A

[¢] W

M @ H—23 M % N—3 M ® N, tal que ¥o ¢ = id
v y A < A‘ MU@AN.

En efecto, basta verificar que ¢(x ® y) = jM(x) ® y,¥ (u ch)=
= nM(u) ® v, estén bien definidas.

Si N' es otro A _-mddulo y f:N——> N' es un A_-homomor
fismo (es también un A-homomorfismo), el siguiente diagra-

ma es conmutativo:

1y®f
M 9A Neeoovun— M @A N
| /|
‘Pl r¢ \ijt ' 1\01
v H
1
ne N85 uw e w
0 AO Q AC!

donde %' y ¥' son las aplicaciones definidas como ¢ y VY.
Supongamos que M es A-playo y f es inyectiva. Enton-

ces 1, @ f es inyectiva y por lo tanto si x ¢ M, @A N,
o

(1,, ® £)(x) = 0===>¢5(1M°® £f)(x) =0 r:«)(lM ® f)o ¢(x) =0

Mo
-*.-z—-.-:) ¢(x) = 0_—_—19}( = Yo ¢(X) = 0.

Luego, ® f es inyectiva lo que muestra que M, es

1Mo
Ao-playo.

Sean A y B dos anillos; decimos que A es un B-anillo

homogéneo si A = i?IAi’ B = i?IBi son anillos graduados so

bre ¢l mismo monoide I (el cudl no necesariamente verifica
(Il)) y el homomorfismo de anillos ¢ :B—) A es homogéneo

de grado cero, es decir, P{Bi)C Aj, para todo i € I.

Proposicidn 3.2.- Si A es un B-anillo homogeneo en-

tonces,
a) A es B-separable—) A, es B_-separable.
b) A es B-fielmente playo a derecha -=» Ao es Bg-fiel
mente plagwo a derecha.
D) Con la misma notacidén de la proposicidn anterior

y teniendo en cuenta que I satisface (I ), es fdcil verifi

car que
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¥: A 8y A—7 A 8, A~ definida por

]
Y(a ® a’) = FM(a) ® WM(a’), est3d bien definida y es
un An-homomorfismo a ambos lados.

Ademds el siguiente diagrama es conmutativo:

B o Bo o
0! Lo
v - ~
I & - A , donde ¢ y ¢' son las multi-

(o}
plicaciones.

Como A es B-separable, existe e € A QB A tal que
ae=ea,Vvach,y o(e) = 1. Entonces es facil comprobar
que e' = V¥(e) ¢ A @B A, satisface las condiciones de sepa
rabilidad. Por lo tanto A es B_-separable.

b) Sea A fielmente playo como mddulo a derecha sobre
B. Designamos con p el homomorfismo B —3 A.

Por [B] (cap I, §3, n°5, prop 9) esto es equivalente
a: "p es inyectivo y el B-mbédulo a derecha A/0(B) es playo".

Por lo tanto, o = p/B : B,—/— A, es inyectivo y so-
lo falta probar que el Bo—méaulo a derecha A,/p,(B,) es playo
sobre B,.

Es claro que A/p(B) es un B-médulo a derecha, graduado

sobre I, con elementos homogéneos de grado i:
(A/0(B)), = {a: a e A3}

Ademds, 4/P(B) es B-plavyo y por la proposicidn ante-
rior (A/p(B)), es B,-playo. Para comnletar la prueba basta
observar que (A/p(B)), = A /P (B,)

Observacibn. Las reciprocas de las propiedades ante-

riores no son ciertas en general. En efecto, basta tomar

I = N (monoide de los enteros no negativos), A = A, un ani

1lo conmutativo y Ai = 0 para todo i > 1.
Si M es un A-médulo consideramos ¢l &dlgebra tensorial
de M: T(M). Entonces To(M) = A, es finitamente generado,

A

proycctivo, separable y fielmente playo sobre & _ . No obstan

te:
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1°) Si M = A, T(M) = A (X] no es finitamente genera
do sobre A v como es proyectivo sobre A, por [V—Z—IJ pron.
1.1., no es separable sobre A.

2?) Si M es un A-mddulo no proycctivo resulta aue
T(M) no es iA-proyectivo.

3%) Si ™ no es A-playo, T(M) no es A-plavo.

ilgunas propiedades sobre anillos graduados

En el capitulo sipuiente desarrollamos una teoria de
Galols nara anillos nc conmutativos que verifican cierta
condicidén. Esta condicidn anarece en forma bastante natural
en los anillos graduados objetc de nuestro estudio. Comenza
mos este plrrafo discutiendo 1la misma.

Sea S un anillo. Designamos en lo que sicue con
u: S ®, S°—3 5 1la multiplicacidn. Decimos que S verifica

Z2
(H) si:

v es @Z SO, u(v) = p(v2)==3 u(v) = 0 6 u(v) = 1.

Equivalentemente, S verifica (H) si nmara cada familia
finita x3, y; en S:

.Z- Xi-X5.¥5-¥y = Z xi.yi““*§z X;.y; = 056 Z X;.y; = 1.
1,) i 1 i
Si S verifica (H), no tiene idempotentes salvo 0 y 1.

En efecto, si e € S vy e? = ¢, 2plicando la condicidn para

v = e ® 1° se obtienc e = 0 A ¢ = 1.
Si S es conmutativo entonces (H) vale si vy solo si
S no tiene idempotentes no triviales pues, en c¢ste caso,

u es un homomorfismo de anillos.

Proposicidn 4.1.- Sea P = @ Ai un anillo sraduado
iel
sobre un monoide admisible I y sunonemos que A_ ¢ Z2(A) (2(A)

es el centro de A). Si v ¢ ! @Z A° satisface u(v) = u(v2)

entonces u(v) = p_ € AO es un idempotente.
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D
D) Sea v = z X; ® y2 e & @, A° y suponemos que
j:l 3 ]
i k . e
X, = Z s, ¥q ° Z bl, ¢s la descomposicidn en compo-
I ier kel
nentes hcmnogéneas.
Entonces v° = E x..x. ® (y..y.)", de donde
. v 7 1 173
j.1l=1
D D
u(v?2) =} x. [ ¥ xljvl]y. = E x, u(v).y.. Sunonemos
j=1 3 1= I3 ) !
que p(v) = J o, es la descomnosicién en componentes homdo

rel
génecas. Por hipdtesis:

R i k
Dong = 3oy [Doglyy = 3 [ 1 alo o
gel j=1 rel j=1 ‘i, r,kel )
Isualando grados ceros. teniendo en cuenta ocue I es admisi-
Ple v & < Z(A), se tiene,

n

j=1 j=1
Por lo tanto n, es un idennntente de A .
Sea I'<. I un subconjunto finito tal que Pg = 0 nara
todc s ¢ I' y sean 0 < Sy ¥ S, < ... S, los elementos

de I'.

Por el lema 2.2., el grade s,-esimo de p(v?) se obtie

1
ne sumando productos de términos de grados menores o ipgua-
les de los factores. Por lo tanto, en dicha suma solo nue-

den aparecer P, Y Py (el resto de los términos es nulo) de

donde,srado s, -ésimo de u(v?) = z at p b% +
1 .k . & 7 ) I
i=1 1+k—51
+ E a% »n hS = 2p .n , npuestc aque:
j:]_ 3 S1 J po S1 i

E X a%.bk = Do -

j=1 itk=s, L 1

como u{v) = p(v?) se tienc, P = 2D, Psy ¥ siendo

. 1 -

p, idempotente, n_ Psqy = 2 pg‘psl. Por lo tanto n Pgy © 0
dc donde sigue que n = 0,

S1
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Razonando inductivamente supongamos que pg = O,
VvV qQ < t y entonces:
grado st—ésimo de p(v?) = E Z ar po.bs +
j=1 itk=s, J J
+ E azl. .be = .
sty Pst j Pst Po

Como antes pst.pC = 0 de donde ps_t = 0 para todo
t=1,...., m, lo que completa la pruebdba.

Corolario 4.2,- Sca A = i?I Aj un anillo graduado so

bre un monoide admisible I con Ao < Z{(A). Entonces todo

idempotente de A estd en A

D) Si e ¢ A es un idempotente, Vv e ® 1° € A @Z AT

satisface p(v) = u(v2). Por lo tanto e ulv) = p_ € A_.

(o]

Corolario 4.3,- Sea A = %I Aj un anillo graduado so
. L 2

bre un monoide¢ admisible I con Ao<: Z(A). Entonces A verifé

ca (H) si y solo si A no tiene idempotentes no triviales

si y solo si A, no ticne idempotentes no triviales.

D) Por el corolario anterior y la observacidén que pre
cede a la proposicidn 4.1., solo necesitamos probar que si
A no tiene idempotente no triviales, verifica (H).

En cfecto, si v ¢ A @z A° satisface p(v) = u(v?),
por la porposicidn 4.1., u(v) es un idempotente de A y

O
entonces debe ser 0 o 1.

El corolario 4.3. muestra quec existen anillos no con
mutativos que satisfacen (H). En particular, si A es un ani
llo conmutativo sin idempotentes, M un A-md8dulo cualquiera,
U el funtor T (&lgebra tensorial) o A (&lgebra exterior),
entonces U(M) verifica (H) (notar que U = S-&lgebra simé-
trica- no tiene interés pues en este caso U(S) es conmuta-

tivo).
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Corolario 4.4,- Sean A = i%I Ai un anillo sin idempo
tentes, graduado sobre un monoide admisible I con A <« Z(A)

(o]
y J un ideal bilitero homogéneo tal que A, 0 g = (o). Enton

ces A/J verifica (H).

D) Como J os homogéneo, A/J es graduado sobre I. Ade
mas, de Aof\ J = (0) se deduce que (A/J)_ = A  no tiene

idempotentes. Por lc tanto A/J satisface (H).

Si R—> S es un R-anillo, un R-subanillo de S es un
subanillo T de S tal que Im(R—) S) & T. Si T es un R-sub
anillo de S y f: T—> S, escribiremos en todo lo que sigue,

f = 1T si f es la inclusidén de T en S.

Lema 4.5.- Sean R—) S un R-anillo, T un R-subanillo

de S separable sobre R v ; X ® y; € T QR T el elemento que
satisface las ocondiciones de separabilidad. Si f: T— S

es un homomorfismo de R-anillos, entonces:

a) x Z X4 f(yi) = Z X s f(yi) f(x),v =2 e T.
i i

b) ) x f(y,) = ¥~y £ =1

: T®
i

c) Si ¢ ¥ X @(f(yi))0 eS8, S°, entonces

f g
1
u(ef) = uteg)

D) Por hipbtesis, Z X.xj ® y, = ) Xs ® Yi- Xs¥ XK € T, en
i i

T @R T. Aplicando a esta relacidn la composicidn:

T @R T —lgie T @R S ———g—ﬁ S, donde ¢ es la multiplicacidn,

se obtiene:

X Z X f(yi) = Z X4 f(yi.x) = Z Xs f(yi).f(x), para todo
i i i

X € T.

1

1 entonces para a), x = f(x) para
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todo x ¢ T, de donde f = 1

Si f = 1T,

TQ
como y. € T se tiene, g x f(yi) =

Finalmcnte, utilizando a),
2 - -
(°f) = E X % xj-f(yj)-f(yi) = (E X yi).§ X .

=

; f(yj) =

u(ef).

Corolario 4.6.- Sean 3—— £ un B-anillo homogénco,

araduado scbre un moncide admisible con AOCZZ(A) y C un
B-subanillo de A ¢l cual ¢s B-separable. Si Z X, R v, €
€ C®_ C es el g¢lemento que determina la sep%rabilidad y

B
C—> A es un homomorfismo d¢ B-anillos entonces

A

f:
} x. f(y,) = n e A ¢s un idemnctente.
i 1 1 (o} o
D) Por ¢l lema anterior si
(o] o 2
cg = § X, ® (f(yi)) € A @Z A, u(ef) = u(ef) y de la pro

posicidn 4.1. se obtienec: § X4 f(yi) = u(ef) = p, € A, es
un idempotente.

Propcsicidn 4,7.- Sean B—) 4 un B-anillo homogéneo,

graduado sobre un monoide admisible con A_C Z(A) y C un
B-subanillo homogéneo de A el cual es separable sobre B. Si
f: C—— A es un homomorfismo homogéneo de grado cero de

B-anillos, entonces f/C = 1, i y solo si f = 14.
(o] o}

D) Sea ) x; ® y, € C @ C el elemento que satisface
i

B
las condiciones de separabilidad.

Por el corolario anterior, | X f(yi) = b, € A,. Su

. 1 o o

poniendo que los grados cero de X; ey, son X3 e y7, res-
pectivamente, como f es homogéneo de grado cero e I es ad-
misible, igualando grados cero en la Gltima igualdad se
tiene: = x2 £(y2).

P § i Yi

Si £/C = 1C , como y? e C, resulta,

D, = g xg f(yg) = g x; yg = grado cero de g X;°9; < 1.
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Por lo tanto ) X f(yi) = 1 y del lema 4.5. sigue

que f = 1.. 1

Obtenemos ahora uno de los resultados fundamentales.
Si B——> A es un B-anillo homogéneo, con G(A/B) indicamos
¢l grupo de todos los B-automorfismos hcmogéneos de grado
cero de A. (es decir, de los automorfismos homogéneos de
grado cero de A gque dejan fijo la imagen de By con
G(A,/B,) el grupo de todos los By-automorfismos de A,. Se
tiene entcnces ¢l siguiente

Teorema 4.8.- Sea B— A un B-anillo homogéneo separa

ble, graduado sobrec un monoide admisible con fig < Z2(A). Si
¢ es un automorfismo homogéneo de grado cero de A que deja
fijo la imagen de B entonces,

o/py =1, €Yo = id,
‘o i

1\0

Por lo tanto, G(A/B) € G(A /B ) por la anlicacidn
(=] o]
g r—) O/AQ.

D) La primera parte sec obtiene como caso particular
de la proposicidn anterior. Es claro que la aplicacidn
g — c/Ao de G(A/B) em G(A_/B_) estd bien definida y es
un homomorfismo de grupos. Por la primera parte también

es inyectiva.

Mas adelante obtendremos algunas consecuencias de este

teorema,

El espectro booleano.-

Dado un anillo R, en [P] se define un anillo de Boole
asociado a R cuyvos elementos son los idempotentes centrales
de R. Las operaciones en este anillo de Boole estdn defini-
das por:

c ® f = e + £ - 2.c.°f y e x f = e.f,
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Si R cs conmutativo, se ruede utilizar este anillo
de Boole para estudiar la teoria de Galois. Este método es
usado c¢cn (V—Z—II) para el caso cn que R tiene infinitos
idempotentes.

En el canitulo III, el mismo método nos sirve rara
estudiar la teoria de Galois de anillos graduados. Para
esto, generalizamos ahora los resultados de [V-Z-III.

Teniendc cn cuenta gue muches resultz2es, v alin nmu-
chas pruebas, son iguales a los del caso conmutativo, nos
referiremos unicamente a los resultados que nos interesan
y omitimos o abreviamos las demostraciones. Para mas deta-
lles ver [V-Z-II].

Sea R un anillo y B(R) el anillo de idempotentes cen
trales de R, definido en (P].

El espectro booleano de R es el espmacic X = Spect
B(R), cuyos elementos son los idealcs primos (equivalente-
mente maximalcs) de B(R).

Un elemento X € X estda caracterizado nor:

a) Para todo idemnotente central e de R, e ¢ x &

l1-¢ ¢ x nrero no ambas.

b) Si 2 v £ son idempotcntes cantrales de R entonces

e.f ¢ v si1 y solo si e e x & f g x.

Para cada x € X, 0 ¢ x y 1 ¢ x, el R-ideal R.x es un
ideal bilatero propio y todo conjunto finito de elementos
del mismo estd contenido en R.e, para al~in e € x. En nar-
ticular, r € R.x si y solo si r = r.e para algin e € X si
y soleo si existe ¢ € x tal que r.(1-e) = 0.

Definimos la localizacidn de I en x como el anillo

R, = R/R.x. La imagen de r € R en Rx por la aplicacidn ma-

-
s

tural se indica con r-
El té&rmino 'localizacidn' se justifica por el hecho
que Rx puede considerarse como el anillo de fracciones

R 3 S"jz(R), dende S es el sistema multiplicativo de

Z(R)
Z(R) cuyos elementos son los 1-e, e € X.
Para un elemento r ¢ R se tiene r. = 0 si y solo si

existe e ¢ ¥ tal que r.{i-e) = 0.
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Si M es un R-m&dulo a derecha y x € X, cualquier fa-
milia finita del submdédulo M.x esti contenida en ¥.e para
algin e € x. Por lo tanto, m ¢ M.x si y solo si existe
e € x tal que n = m.e si v solo si m.(1-e) = 0 para algin
e € X.

Definimos la localizacidn de M en x como el Rx—médu-
lo a derecha Mx = M/M.x. La imagen de m € ¥ por la anlica-
cidn natural M -— ”x’ se indica nor m E1l mddulo Mx es
el mddule de fracciones M GZ(R)S—l Z(R), con S como antes.
Ademds existe un Rx~isom0rfismo Mx = M @R Rx' Un elemento
m e ¥ verifica m, = 0 si y sclo s1 existe e € x tal que
m = m.e si y solce si m.(1-¢) = 0, para algin e € x.

Diremos que un R-anillo R——= T es bueno si todo idem
potente central de R se aplica en el centro de T.

Si ¢: R—> T es un R-anillo bueno y x eSpect B(R),
entonces Tx es un anillo y ¢ induce (por pasaje al cocien;
te) un homorfismo de anillos ¢, R,—3 T, tal que el siguien

te diagrama es conmutativo:

mE-— oy
O -0
%

T
|
Tx’ donde las aplicaciones verticales
son candnicas.

Es necesario aclarar que aqui preferimos la definicidn
de la locaclizacidn como un cociente porque si queremos con

1o

siderar Tx =T & Koo debemos tomar como producto en el se-

gundo miembro otio distinto del producto natural, cuando R
no es conmutativo.

Si My N son dos R-mbdulos a derecha y f: M—) N es
un R-homomorfismo, existe un Rx—homomorfismo fx: Mx——a Nx

tal que el siguiente diagrama es conmutativo

J,.,

M

i

Vg

M

X

les son candnicas. La aplicacidn fx se obtiene de f por pa-

X

=z e
X

, donde las apnlicaciones vertica-

saje 2l cociente y si se consideran los iscomorfismos
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M = M @&_ R y N =~ NG®_ R , entonces f_ = f ® 1, Si M
x R "x X R x X

y N son dos R-anillos buenos, fx es un homomorfismo de ani
l1los. (si f lo cs).

Notemos que Rx es plavo como R-médule a izquierda v
derccha.

Proposicidém 5.1.- Si M es un R-mddulo a derecha y

Xx € X entonces:

a) M es R-firitamente gcnerado =3 M es R -finitamen
te generado,

b) M es R-provectivo =% Mx es Rx-nroyectivo.

c) M es R-playo -y M_ es R -playo.

d) M es R-fielmente playo --3 Mx es Rx-fielmente nla-
yo.

e) M ¢s R-finitamente presentado .3 M_ es Rx-finita-

x
mente presentado.

Proposicidn 5.2.- Si ¢é: R—9 T es un R-anillo bueno

separable entonces ¢x: Rx — Tx es separable.

D) Como T — Tx es un homomorfismo suryectivo de
R-anillos, por la pronposicidn 1.2., Tx es R-separable. Apli

cando la norposicidn 1.1. a: R— Rx——a Tx’ resulta la tesis.

Proposicidén 5.3.- Si M y N son dos m&dulos sobre un

anillo conmutativo R, entonces existec un Rx-isomorfismo de

mddulos: M_® N = (M ®_ N) , tal cue nara todo m ¢ M,
X Ry 'x R X

ned, m ®n &< (m®n)_.
X X X
Si1 My N son dos R-3lpgebras, el isomorfismo es de
R-8lgebras.
D) En efecto,

~ s ~ = h
Mx @RxNx M &R Rx @RXN @R Rx M @R N eq Rx (M eR

Lema 5.4.- Sea M un R-mddulo a derecha y x ¢ X.

N
)X

a) Si P<C M es un subconjunto finito entonces m, = 0,
v Me M siy solo si existe e € x tal que m.(1-e) =
YV m e P.

b) Si m y m' estdn cen M entonces m, = m; si y solo si
existe ¢ € x tal quec me (1-c) = ml(1-c).
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Proposicidn 5.5.- Si M es un R-médulo entonces

a) Simy m' estdn en M, m_ = m

' para cada x € X si
X X

y solo sim = m'.
b) Si N es un submddulo de M y N = Mx’ para cada

X € X, entonces N = M,

Como la prueba de [V-Z-II] utiliza propiedades topo-
l6gicas de X, no mencionadas aqui, observamos que la mis-

ma puede realizarse independientemente.

D) a) Por hipbtesis, para todo x € X existe e, € X
tal que m.(1-ex) =z m'.(l-ex). Sea p el ideal de A(R) gene-
rado por {1-ex: X € X}. Entonces es fdcil ver que p = B(R,

donde sigue que 1 ¢ S R.(l—ex.), para algunos x. de X.
i=1 1

Por lo tanto, existen r. € R tal que

r..(l-ex_) y entonces,

[y
n
e

i=q1 i
m = g m.(1-e_ )|.r, = E m'.(1-e_ )].r. = m'.
i=1 [ Xi ] 1 i=1 [ xl ] 1
b) Puesto que Mx/Nx = (M/N)x’ si para cada x ¢ X,
N, = M_, entonces (M/N)x = 0y por a), M/N = 0,

Proposicién 5.6.- Si f: M—> N es un R-homomorfismo

de médulos tal que fx: M, — N sea inyectivo (suryectivo,
biyectivo) para todo x de X, entonces f es inyectivo (res-

pectivamente suryectivo, biyectivo).

D) Basta aplicar b) del teorema anterior a Ker(f) e

In(f) respectivamente.

Proposicidn 5.7.- Sea R—> T un R-anillo bueno y

x € X. Si u € Tx es un idempotente, existe un idempotente
v € T tal que v, = u.
Si u es un idempotente central y vale alguna de las

siguientes condiciones:

de
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a) x es finito,
b) T es Z(T)-finitamente generado,
c) Todo idempotente de T es central, entonces existe

un idempotentc ccntral v' ¢ T tal que v; = u.

D) Sca w cualquier representante de u. Entonces

(w2 - W)x = 0 y por lo tanto existe un e ¢ X tal que
(w2 -w).(1-¢) = 0. Para la primera parte basta tomas
v = w.(1-e).

Si todo idempotente de T es central, v lo es.
En general., si u es central, (t.v-v.t)x = 0 para todo
t ¢ Ty entonces para cada t € T cxiste un e, € X tal que

(t v—vt).(l-et) = 0.

Si x es finito basta clegir v' = v.ﬁgx(l ).
Si T ¢s Z(T)-finitamente generado y tiseees tp son los
generadores, basta poner v' = v, .1, (1-e_ )
i=1 ‘ti
Corolario 5.8.- Sea R un anillo y x € X. Si vale algu

na de las siguientes condiciones,

a) x es finito,

b) " es finitzmznte cenerad -30rra L(R),

c) Todo idempotente de R es central, entonces Rx no
tiene idempotentes centrales salvo 0 y 1.

M4ds afin, en el caso c), R, mno tiene idempotentes no
triviales (ver (2.13) de fV-Z—IIJ).

-

Corolario 5.9.- Si A = i%I A; es un anillo graduado
sobre un monoide admisible I con A_<l Z(A), entonces para

cada x € Spect B(A), A, no tiene idempotentes no triviales.

Proposicidén 5.10.- Sca A = i%I A; un anillo graduado

tal que todo idempotente central de A es homogéneo. Enton-

ces si x € Spect p(A), A, ¢s un anillo graduado donde los
clementos homogéneos de grado i estan dados por:
(.fn.x)i = Aj/Aix,V i e I.

Si M es un ~£-mddulo graduado, Mx €s un Ax-médulo gra

duado vy (Mx)i = Mi/Hix,v ie I.
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Finalmente, si ¢: A—— B e€s un A-anillo homogéneo

bueno, ¢ : A_——= B es un A_-anillo homogéneo, donde la
X X X X £ i

graduacidn de Bx se tiene considerando a B como un A-md-

dulo graduado.

D) Sea e un idempotente central de A. Entonces e es
homogéneo y grado (e) = 2. grado (e), de donde & ¢ A _.

Por lo tanto, si x e Spect B(A), x € A_. Entonces el
ideal A.x e¢s homogéneo porquc estd gecnerado por elementos
homogéneos.Resulta que Ax es graduado y (Ax)i = Ai/Aif\A.x.

Pero es facil comprobar que Ai O Aux = Ai.x de donde
sigue la primera afirmacidn.

Ahora no hay dificultad para completar la prueba.

Corolario 5.11.- Sean A = i?I fi un anillo graduado

sobre un monoide admisible I con A < Z(4A), M un A-mbdulo
graduado y A—— B un A-anillo homogéneo bueno. Si x € Spect
A, .= M, . = B; w1 I
Ay (M) My (B);, =By ;v iel,
donde los segundos miembros indican las localizaciones

P(A) entonces (Ax)i

como Ao- mbédulos.

D) La hipdtesis hace vAlida la siguiente afirmaciln:
x € Spect B(A) si y solo si x e Spect B{A_ ), de la cual,

y el corolario anterior, sigue la tesis.

Proposicidén 5.12.- Scan A un anillo graduado donde

todo idempotente central de A es homogéneo, M y N dos A-md
dulos graduados y f: M—— N un A-homomorfismo. Si para cada
X ¢ Spect B(A), fx: Mx——e Nx ¢s homogé&neo de grado cero,

entonces f es nomogéneo de grado cero.

D) Sea m ¢ M.y f(m) = Z n. con n, ¢ N., para todo
j e I, jel ’ ’
For hipdtesis, f_(my) e Nj -Entonces sigue que n; =0
P

para todo x € Spect B(A) y para todo j * i, de donde nj =0
para j % i.

Apéndice - Sobre separabilidad de dlgebras universales.-

Sean A un anillo conmutativo, N el monoide de los ni

meros naturales, modA la catepgoria de los A-mdédulos y AlgA
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la categoria de las A-3lgebras graduadas sobre N, con mor-

fismos homogéneos de grado cecro.

Supongamos quc F: mod‘ﬁ1 —_— Aigﬁ es un funtor covarian
te tal que para cada A-médulo M existe una aplicacidn A-1i-
neal inyectiva a,: M —3 F(M) tal que Im (aM) C.F(M)1 y

si ¢: M ~—> M' es un homomorfismo de médulos, el siguiente

diagrama es conmutativo:

“Ml Fpe
F(u) —E89) 5 peur)

Suponemos ademds que F(M) es generada como dlgebra graduada

por Im (o) % {1A}' Entonces es claro que F(M)_ = A.

Lecma 6.1.- Si G es un grupo de automorfismos de M en-

tonces G es un grupo de automorfismos (homogéneos de grado
cero) de F(M), por la aplicacidn ¢ —> F(o), para cada
c e G,

D) Por ser F un funtor, la avlicacidn o +——3 F(o) esté
bien definida y e€es un homomorfismo de grupos. Ademds, si
F(o) = 1F(H)’ por la conmutatividad del diagrama anterior,
Ccmo a Entonces

a,0 d = a es inyectiva resulta o = 1

M M M

! M°
0 — TF(o) es inyectiva.

Si G es un grupo de automorfismos de un anillo A, con
AG denotamos el subanillo de los elementos de A que son inva

riantes por cada elemento de G.

Tcorema 6.2.- Sea G ¥ {id} un grupo de automorfismos

de M. Entonces F(M) no es separable sobre F(M)G.

D) Si F(4) es F(M)G-separable, por el teorema 4.8. cada
g € G induce un automorfismo diferente sobre F(M)° = A. Pero

como para cada o ¢ G, F(g) es un A-homomorfismo, se deduce
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que F(o)/ﬂ = id, lo que es un absurdo.

A
Corolario 6.3.- Si M es un A-mbdulo tal que 2 ¢ Ann(M)

(Ann(M) es ¢l anulador de M), entonces F(M) no es A-separable.

D) Sea 0 e¢l automorfismo de K tal que o(x) = -x, para
cada x ¢ M. Entonces G = {id, o} es un grupo no trivial de
automorfismos de M.

Como A < F(M)G, si F(M) es A-separable entonces F(¥)
es F(M)G-separable (prop. 1.1.), lo que contradice el teo-

rema anterior.

Corolario 6.4.- Si M es un A-mdédulo libre y una base

de M sobre A tienc al meonos os @lementos, cntonces F(?) no

es A-separable.

D) La hipbtesis permite afirmar que M tiene automor-
fismos no triviales. La prueba sigue como en el corolario

anterior.

Corolario €.5.- Sea M un A-mddulo, P un sumando direc

to tal que si M = P ® Q entonces existe un automorfismo no
trivial de Q. (por ejemplo 2 ¢ Ann(Q)). Entonces F(M) no es

separable sobrec F(P).

D) Observemos primero que como P es sumando directo
de M, F(P) se identifica a una subalgebra graduada de F(M).
Sea ¢ : Q — Q un automorfismo no trivial y G el
grupo de automorfismos de ¥ que dejan fijo P.
Entonces G es no trivial porque 1D @ ¢ e G.
Ademds e¢s claro que si o0 € G, F(o) deja fijo F(P). Por

lo tanto F(P) C.F(M)G de donde sigue que F(M) no es F(P)-se

parable.

El siguientc teorema se aplica en particular al adlge

bra cxterior y al algebra A.
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Teorema 6.6.- Sea M un A-médulo y suponemos que en

F(M) se verifica la siguiente condicidén: para cada par x,
y en M, x.y = -y.x. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) F(M) es central scparable sobre A.

(2) M = 0.

D) Si M = 0, F(¥) = A es central separable.
Reciprocamente, suponpgamos que F(M) es central sepa
rable.
Por el tceorema 2, pag 6. de (C-M],
Z(T(M)) = F(M)° @ [(o: 2m) ) F(m)l ], donde

[e]

F(M) = e PN, F(M)? “ Tmpar F(M) 0 v
(0: 2 M) = {ufu e F(M), 2.0,(x).u = 0, x ¢ “}
Entonces por hipdtesis, debe ser F(M)° = A y
(0: 2 ) T FD?T = 0.

Si existe x ¢ M, x ¥ 0, se ticne afo) € F(M)i, de
donde a,(x) ¢ (0: 2M). Por lo tanto existe m € M tal que
2.aM(m).aM(x) $ 0 de donde sigue que 2 ¢ Ann(M). Por el
corolario 6.3., F(M) no es A-separablc lo que contradice

la hipdtesis. Entonces M = 0.
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CAPITULO II - SOBRE TEORIA DE GALOIS

DE_ANTLLOS NN CONMUTATIVOS

Introduccidn

En este capitulo utilizamos con frecuencia la técnica
y la notacidn de [C—H-R].

Sean S un anillo, G un grupo finito de automorfismos
de Sy R = SG el subanillo fijo. Decimos que S es una ex-

tensidn de Galois de R con grupo G (o que S es Galois sobre

R con grupo G) si existen X:o Vg (i =1,..., n) en S tal
que:

Z x;.0 (y3) = 84,5 para todo o e G.

i

En este caso también se dice que S es Galois fuerte o
fuertemente Galois sobre R con gruno G.

Indicamos con D = D(S,C) al producto cruzado de S con
G, es decir, al S-m8dulo libre con base (uglgeg, €l cudl es
un anillo con el producto usual, y con tr la aplicacidn
traza, es decir, la anlicacidén de S en R definida por

te(x) = ]  o(x).

ces

S§° denota la cstructura de S como mdédulo a derecha, so
bre el anillo mencionado en cada caso.

La aplicacidn d: D — HomR(S',S'), definida por
d(s.uy)(x) = s.o(x), para cada s, x en S y cada o en G, es
un homomorfismo de anillos y S-médulo a ambos lados.

Como en [C—H—R], E designa el conjunto de todas las
funciones de G en S. Entonces E es un anillo y un S-médulo
a ambos lados de manera obvia. Ademds, E es suma directa de

los S-submbédulos S.v (0ceG), donde v;:6 — S estd definida

por VO(T) = 60,1’ .

Si M es un D-mbédulo a izaquierda y M~ es el R-submddulo
cuyos elementos son los m € M tales que p,.m = m, VoeG, la
aplicacidn w: 8 @R MG —— ¥, definida vor w(s ® m) = s.m,

es un S-homomorfismo.
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Si h: s ®8 S — E, estd definida por h(s ® t)(o) =

= s.0(t), entonces h es un S-homomorfismo bildtero, es decir

es un S @Z So-homomorfismo.

Extensiones de Galois

Las condiciones de la siguiente proposicidn son las
dadas en [C-H—R] para anillos conmutativos. La nyul#ba cs una
extensidén trivial de aquella por lo que la omitimos. La equi
valencia entre (a) y (b) estd demostrada, para anillos no

conmutativos en [Kl-

Proposicidn 2.1.- Si S es un anillo, G un grupo finito de
automorfismos de S y R = SG, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) S es Galois sobre R con grupo G.

(b) S es finitamente generado y proyectivo como R-md
dulo a derecha y d: D — HomR(S', S') es un iso
morfismo.

(c) Si ¥ es un P-mbédulo a izquierda, w: S @R M- —
es un isomorfism~.

(d) h: S @R S —— E es un isomorfismo.

Por otra parte, es [H-S] se demuestra que si S es
Galois sobre R con grupo G, entonces S es R-separable.

Consideramos aqui un caso donde vale la reciproca. La
condicidén (H) mencionada en seguida, es la del parrafo 4 del
capitulo I.

Proposicidn 2.2.- Sean S un anillo que verifica (H),
G
S .

G un grupo finito de automorfismos de S y R = Entonces
S es una extensidén de Galois de R con grupo G si y solo si S
es R-separable.

D) Si S es R-scparable y Z X, ® y; € S 8, S satisface
las condiciones de separabilidadf por ¢l lema 4.5. del capi-

tulo I, para cada o0 € G se tiene que,

L]

M
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_ o ) s s - 2
e, = g X ® (o(vi)) € S @Z S", verifica u(eo) = u(eo).
Entonces nor hipdtesis, u(ec) z Z xi.o(yi) es 0 &6 1,
Pero nor b) del mismo lema, Z xi.c(yi3 = 1 si v solo si
. i
c = 1id.

Por 1o tanto g xi.o(yi) = 61,0.

Un tecorema de Galois

Una narte de la sicuiente proposicidén es la nronosicidn
3.4. de [H-S]. El resto es una generalizacidn inmediata del
teorema 2 de [C-H-R].

Pronosicidn 3.1.- Sea S una extensidn de Galois de R

con srupo G, H un subgrupo de G y T = SH. Entonces S es Galois
sobre T con gruno H v H ¢s ¢l conjuntn de todos lcs elementos
de G aque deijan nuntualmente fijo T.

Si tr(8) = R, entonces T es R-scparable y si ademis H

es normal en G, T es Galeois sohre R con grupo G/H.

La hindtesis anterior sobre S, permite nrobar el teore

ma reciproco con l1la misma técnica utilizada en (C—H-R].

Proposici®n 3.2.- Se= S un2 cxtensidn Je Gzaleis de R
con grumo G. Suponemos que S verifica (H) y aue tr(S) = R.
Si T es un subanillo de S que cunticne A R y es R-separable
entonces existe un subgrupo H de & tal que T = SH.

D) Sea H el conjunto “de los elementos de G tales que su
restriccidn a T es la identidad y Z s 2 y; € T @R T el ele-
mento que satisface las condiciones de separabilidad.

Como en la pronosicién 2.2., utilizando el lema 4.5.
del canitulo I, sc tiene:

i si 0 ¢ H
(1) Z x;.0(y;) =
. 0 si o ¢ H
Como en [C-H-R] definimos una accién de G en E nor

ce G, T e G, v e E, o(v)(t) = v(teo). Entonces EH es el
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conjunto de los celementos de E, los cuales son constantes
sobre cada clase derecha dc H en G.

Sie¢ndo S proyectivo como R-mddulo a derecha y

h: S QR S — E un isomorfismo, se tiencecn las invecciones
S &, T — S 8 s s ., S = E, donde 11 imagen de
S @R s estd contenida en EH.

Vamos A mostrar que S @R T — EH es surycctiva.
Sea v ¢ EH y J una familia de indices tal que (oj)jeJ
contiene un elcmento v solo uno, de¢ cada clase derecha de
H en G.
Escribimos z = ng g v(cj).oj(xi) ! v; € S QR T.
Utilizando (1) es fAcil ver que h(z)(ck) = v(ck),
Vk € J. Como h(z) v v son constantes sobre cada clase dere
cha, sigue que h(z) = v.
Entonces S @R T = 8§ @R SH v aplicando tr ® 1 obtene-

mos T = SH, lo que completa la pruebe,

Las dos proposiciones anteriores dan la siguiente

versidn del teorcma de Galois:

Teorema 3.3.- Sea S Galois osbre R con grupo G. Si

S verifica (H) y tr(S) = R, existe una correspondencia biu-
nivoca cntre subegrupos de G y subanillos de S que contienen
a R y son R-separables, tal quec el subgrupo H corresponde

al subanillo T si y solo si T = SH.

Una conexidn con [&l

-7

En [C-H—R] se dcfine la nocidn dc automorfismos fuer
temente distintos. Miyashita en [M], generaliza al caso no
conmutativo. Cuando los anillos en cuestidn no tienen idem-
potentes centrales no triviales, todo par de automorfismos
distintos son fuertemcnte distintos. Por lo tanto, si S ve-
rifica (H). G c¢s un grupo finito de automorfismos de S y T

es un subanillo de¢ S, G/r es fuertementec distinto.
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La tesis del teorema 3.3. es, en nuestro caso, la

misma que 12 del teorema 2.9. de [M]. La hipdtesis 2l1l1li su-
pone que S es Galois cxterior sobre R, es decir, que el cen
tralizador de R en S(V.(R)) es igual al centro de S y que
R es un sumando directo de S como R-médulo bildtero. En nues
tro caso se pide que S verifique (H) v que R sea un sumando
directo de S como R-m8dulo a derccha (esto es equivalente a
tr(S) = R).

Por otra parte,la nocidn de Galois exterior puede ex
presarse como sigue.

Un automorfismo o de S se denomina exterior si
a.o(x) = x.a,y x € S =9 a =0

Tenemos entonces el siguiente,

Lema 4.1.- Si § ¢s un anillo, G un grupo finito de

automorfismos de S y R = SG, entonces S es Galois exterior
sobre R con grupo G si y solo si S es Galois sobre R con gru
po G y G es un grupo de automorfismos cexteriores.

D) Sea S una extensidén de Galois de R con grupo G.

Si cada o0 € G, © # 1, es exterior, entonces
J0 = {a e S: a.o(x) = x.a,y x € S} = (0) y reciprocamente.
Pero en [M] se observa que esto sucede si y solo si

S es Galois exterior sobre R con grupo G.

Es intceresante observar como la relacidén del lema 4.5.,
capitulo I, parte 2), muestra que si G es un grupo dc auto-
morfismos exteriorecs entonces la separabilidad de S sobre R
implica que S es Galois sobre P y se ticne asi el teorema
1.5. de [(u]:

4

Proposicidn 4.2.- 5i S es un anillo, C un grupo fini

. . G
to de automorfismos extceriores de S v R = S~ entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) S es Galois sobre R con grupo G.
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b) S es R-separable.

Lo que sucedc aqui es que ~ ¢s automdticamente fuer-

temente distinto. En efecto, si ¢, T € G v e € S es un idem

potente central de S tal que o(x).e = t(x).e, para cada
X € S entonces, T_1 o(x).r—l(e) = T-l(e).x, para cada x € S,
de donde sigue que e = 0 & o = T.

También quercmos obscrvar que en el caso de Galois

exterior, 7(R) es el anillo fijo de Z(S) por el erupo G/Z(S):

Proposicidén 4.3.- Sea S Galois exterior sobre R con
grupo G. Entonces Z(R) = 2(S) % R o lo que es equivalente
n
72(8)” = Z(R).

D) En general Z(S)G:: Z(R). Reciprocamente,
N - G
Z(R)Yz. R ':Vq(R) = R ;2Z(S) = 7Z(s) .

Finalmente, utilizando ¢l lema 4.1. se tiene,

Proposicidn 4.4.- Sean S un anillo, G un gruvo finito

de autcmorfismos de S y R = sC. si 7(S) es Galois sobre Z(R)
con gruoo G, cntonces S es Galois exterior sobre R con gru-

po G y existe un elemento central ¢ en S tal que tr(c) = 1.

D) De 1la hipdtesis se deduce que S es Galois sobre R
con grupo G (ver proposicidn 5.5) y que existe un elecmento
central de traza uno.

Sea 0 ¢ G, 0 ¥ 1 tal que a.o(x) = x.a, ¥ X € S.

En particular si X;» ¥;» Son los elcmentos de Z(S) ta-

les que § xi.c(yi) = 81,0 se tiene:
a = § X;.yg.a = § xi.a.c(yi) = a.g xi.o(yi) = 0.

Endomorfismos, automorfismos y homomorfismos

Proposicidn 5.1.- Sea S una extensidn de Galois de R

-

con <TuU"™G ¢, Jumoncmoe ~ue cada "-2utcmorfismo no exterior Ade
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esti en G. Entaunces G es el grupo de tcdos los R-automorfis

mos de S. .
D) Sean xi, Y., los elementos de S tales que

i
z x..0(y.) = & . La prueba de la proposicidn 3.3. de
3 i i 1,0

[H-S] muestra que el elemento Z X, R y; € S @R S satisface
las condicicnes de separébilid%d. Entonces por a) del lema
4,5., capitulo I, si T es un P-automorfismo exterior de S,
§ xi.r(yi) = 0.

Sea ahora p un R-automorfismo de S que no pertemece a

‘? ! = L] = - ® -
G. Tenemos, h(z X D(]i)) Z Sy+V,s cOn s Z X oop(yl)
i ceG 1
e S.
Como oup no e€sti en G, debe ser exterior. Por lo tan-
to s = 0 para cada g y entonces Z Xs ® p(yi) = 0.
1

obtencmod z X, ® y; 0, lo que se
i

Aplicando 1 ® o

contradice con Z XV ® 1.
i

Si notamos con s la aplicacidén de S en S definida por
€ HomR(S', S*).

X — s,x, para cada s de S, tenemos s
Sea S Galois sobre R con grupo G. E1 isomorfismo

d: D — Hom, (S°, 8°) permite escribir a = Z $,-0, para
o oceG
cada a € HomR (S*, S°) donde 5,0 es 1la composicidn en

HomR(S', S°).

Andlogamcnte, si s € S indicamos con s”la aplicacidn
X — x.s. Entonces s° ¢ HomR('S,‘S) y s? ¢ HomR (S, S°)
si y solo si s estd en el centralizador dec R en S. Si s € S
y a € Fomp ($°,5') con s°.a denotamos la composicidn en

HomZ(S, S).

Lema 5.2.- Sea S Galois sobre R con grupo G y
o = Z S .0 € HomR(S', S$°). Entonces a es un homomorfismo
geGs ’
de anillos si y solo si SZ'a = s .0, para cada o en G y
Z s_ = 1.
o

oeG
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D) Sigue trivialmente de las equivalencias siguientes:

a(x.y) = a(x).aly),¥ x ¢ S,¥ y ¢ S, si y soclo si,

J s _.o(x).o(y) = ]} [ 1l s .G(X)].S 1ly),y x € S,vy €S,
g o T
0eG TeG ‘ge@
si y solo si, Z s .o(x).u_ = Z [ Z s .c(x)].s .,
oeG °  1e¢ loec ¢ ToT

para cada x e S.

El siguiente teorema es una generalizacidn del corola-

rio 3.3. de [C-H—R].

Teorecma 5.3. Sea S Galois sobre R con grupo G y

a = OEG S -0 € HomR(S', S*). Si X:. Yy (i =1, ..., n), son
los elementos de S tales que Z xi.o(yi) = 61 s Y si
i 9
o o
: S A = .
e, ; a(xi) ® (c(yi)) € QZ S”, entonces S, u(eo)

Ademi3s, si a ¢s un homomorfismo de anillos, cada S,
est® en el centralizador de R en S, u(eo) = u(eg), p(eo.eT)=0

si o * Ty Z u(eo) = 1.
7eG

Si S verifica (H), G es el conjunto de todos los endo-
morfismos del anillo S los cuales son R-homomorfismos.
Finalmente, si cada Sy estid en el centro de S y a ecs
un homomorfismo de anillos, (s ) es una familia de idem

0’0 e G
potentes mutuamente ortogonales cuya suma es uno.

D) Siendo que de 13 relacidn g xi.c(yi) = 6130, se de-
duce la relacién ) t(x.).o(y.) = & » tenemos:
: i i 1,0

b

u(eo) = Z a(xi).c(yi) = Z ) sT.T(xi).o(yi) =
1 1 1el5

1€
Si a es un homomorfismo dc anillos, del lema 5.2. obte

nemos que cada s_ conmuta con Ry ) u(eo) = 1 (1).
o
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Ademias,
u(e _.e ) =izja(xi).a(xj).r(yj5-c(vi) = g alx.).s _.oly.) =

= sr.g r(xi).o(yi) = u(eT).GT,G
Si S verifica (H) y a es un endomorfismo del anillo S,
¢l cual es un R-homomorfismo, u(cc) es 0 6 1. De (1), al

mcnos uno de los S debe ser igual a 1. Si para o $ T,

s = s =1 tenemos:
g T
0 = u(eo.eT) = § a(xi).sT.c(vi) = 1. Por lo tanto a= p para

algdn p € G.
Finnlmente, si cada S cstid en el centro de S, del Gl-

tiro lema obtenemos,

sc.o(x) = so.a(x) = TEG so'ST'T(X)°V x € S, por lo que
Sy, ° 80'60,1’ lo que completz2 1la prueba.

El siguiente corolaric puede ser obtenido como caso par
ticular dcl teorema 4.1. de [H]. Como consecuencia del teo-

rema anterior vy del lema 4.,1. tenemos,

Corclario 5.4.~ Sea S Galois sobre R con srupo G vy

a = Z S, € HomR(S', €+) un homonorfismo de anillos. Si
ogeG

G es un grupo de automorfismos exteriores, (s ) es una

o e G
familia de idempotentes centrales mutuamente ortogonales cu

ya sumAa es uno.

Proposicidn 5.5.- Sezn S y S' anillos, G un grupo fini

to de ~utomorfismos de Sy S', f: §$ — S' un homomorfismo
de anillos el cual es un G-homomorfismo. Si S es Galois so-

bre R con grupo G, S' ae@s Galois sobre st C con gruno G. Si
ademis, SiG = Ry f es un R-homomorfismo & derecha entonces

f es un isomerfismo.
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D) Si Xov Y estan en § y satisfacen z xi.o(yi) =4

L]
-

1,0,
antences fix,), f(yi), satisfacen la misma‘relacidn en S'

Para probar la segunda parte basta definir f': S'— S,
por f'(x') = Z X, . tr [f(yi)x'], pa2ra cada x' ¢ S'. Entonces

P 1 .
es ficil comprobar que f' es inversa de f.

Corolario 5.6.- Secan S y S' anillos tales que S S'.

Suponemors que G es un grupo finito de automorfismos de S',
cuya restriccidn es un grupo dec automorfismos de S isomorfo
G . .
2 Gy R = S"’, Entonces si S ¢s Galois sobre R con grupo G,
S = §'.,
D) Basta considerar la inclusidn S —— S’ y aplicar

el teorema antericr.

Corolario 5.7.- Sean S un anillo, C su centro, G un

grupo finito de automorfismos de S tal que G restringido a
. . G
C es isomorfo a G vy suponemos que C es Galois sobre C’ con
G . . .
grupo G. Fntonces S & C si y sclo si S es conmutativo,

. oG G > . .
D) Si S 7 C entonces S = CC y del corolario anterior,

S = C.
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CAPITULO III - TEOPIA DE CALOIS

PALRA ANTLLOS ~RADUADOS

§1.- Introduccidn y primeros resultados

Decimos que S es fuertemente Galois (6 Galois fuerte)

sobre R con grupo G si S es una extensidn de Galois de R con
grupo G en el sentido del capitulo anterior. Es decir, si S
es un anillo (resnectivamente anillo graduado), G un grupo

finito de automorfismos (respectivamente automorfismos homo

géneos de grado cero) de S y R = SG, S es fuertemente Galois
sobre R con grupo G si existen xi, Y (i =1, ..., n), en S
tales que, para cada o ¢ G, E xi.o(yi) = 61’0.

Sea S un anillo (respeé%%vamente anillo graduado) vy R
S

un subanillo de S. Entonces es debilmente Galois (6 Galois

débil) sobre R con grupo G si:

a) S es R-separable,

b) S es finitamente generado y provectivo como médulo
a derecha sohre R,

c) G es cl grupo de todos los R-automorfismos (respec
tivamente R-automorfismos homogéneos de grado cero;
de S y existe un subgrupo finito F de G tal que
st = .

En el caso graduado, segiin el lema siguiente, R debe

ser necesariamente un subanillo homogéneo de S. Si S es fuer
temente Galois sobre R con grupo G entonces S es debilmente

Galois sobre R con grupo C° ™ G (proposicidn 2.1., capitulo
G

IT). Si S es Galois débil sobre R con gruvo G, S = R.
Trabajamos en general con un anillo graduado A = i@I Al,

€l cual es un B-anillo sobre un subanillo homogénco

B = i?I Bi' En este caso, salvo mencidn expresa en contrario,

automorfismo significa automorfismo homogéneo de grado cero
y grupo de automorfismos, grupo de automorfismos homogéneos
de grado cero. M3s alin, el gruno G de todos los automorfis-
mos es el gruno de todos los automorfismos homogéneos de Zra

do cero. A veces diremos que G es un grupo homogéneo.
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Lema 1.1.- Sean A = i%I Ai un anillo graduado, G un
grupo de automorfismos de A v B = A . Entonces B es un suba
nillo homogéneo de¢ A: B = .@_ B., con B. = Ag = 8 AL,

1el 1 i i 1

nara todo 1 € I.

D) Como cada 0 € G es homogéneo de grado cero se tienec,

_z x; € B, (x; € A;) &Py o e G, .Z alx;) = .Z x; €
iel iel 1el
&> vy oe G,V i¢€e1, c(xi) = X,

Proposicidén 1.2.- Scan A = i?I Ai un anillo graduado,
G un grupo finito de automorfismos dec A y B = AG. Entonces,

a) Si AO es fuertemente Galois sobre BC con grupo G,
A ¢s fuertemente Galols sobre B con grupo G.

b) Si el monoide I verifica (Il) (§2, capitulo I), A
es fuertemente Galois sobre B con agrupo G si y solo

si AO es fuertemente Galois sobre BO con gruno G.

D) Si A  es fuertemente Galois sobre B_ con grupo G,

existen elcmentos xg, yg (i =1, ..., n) en A C A quc sa-
tisfacen ) xg.o(yg) =6, ;»¥ 0 € G, lo que prueha a).
i 9

Reciprocamentec, sea A fuertemente Galois sobre B con

grupo G y X; = Z x}, v, = z yk, los elementos de A tales
jel kel
que Z x..0(y,) = & (donde x?, v. son las componentes ho-
i 1 1 1,0 i 1

mogéneas de grado j v k de x e y, resrectivamente).
Teniendo en cuenta que I verifica (Il) y que cada o©
es homogéneo de grado cero, el grado cero de cada producto

x..0(y.) es, z x?.c(yk) = x%2.c(v?). Entonces, por res-
i i 3+K=0 i i i i

triccidén de la dltima ecuacidn al orado ceroc tenemos:

o o = ~
g xi.c(yi) = 61,0, para todo o de C.

Probamos ahora aue G es un cruno de automorfismos de
Ao. Fs claro que para cada 0 ¢ G se¢ tiene un B _-automorfis-

mo de Ac: U/Ao.

Si o/Ao = 1Ao° entonces G(yg) = yg para todo i ¢ I.
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1, de donde si-

= 2 o = o, yo©
Por lo tanto, 61’0 ) xi.o(yi) E x$.v$
gue que o = 1,
. G
Finalmente, nor el lema 1.1., RO = Ay, lo que comnleta

la prueba.

Observacidn. En la teoria general que construiremos,

supondremos que I es un monoide admisible v A < Z(A). Bajo
estas hipdtesis, G es un grupo de automorfismos de A (es
decir, G acta fielmente sobre AO) nor el teorema 4.8. del
capitulo I. Sin embargo, aqui orohamos esto sin necesidad

de tales hipdtesis.

Pronosicidn 1.3.- Sean A = i%I Ai un anillo graduado
sobre un monoide I que verifica (Il) vy B = i?I Bi un subani

llo de A, Si A es debilmente Galois sobre B con grupo G en-

tonces A  es debilmente Galois sobre Bo con grupo G(AO/BO).
Si ademds, T es admisible y A < Z(A), entonces G &€ G(A_/B ).

D) Si A es Galois débil sobre B, nor las oroposiciones
3.1. y 3.2. del capitulo I, Ao es separable sobre BO v finita
mente generado y proyectivo como B_-mbédulo a derecha.

Si H es un gruno finito de B-automorfismos de A tal

que AH = B, entonces H induce un grupo finito H' de automor
1
fismos de A° sobre Bo y nor ¢l lema 1.1., AS = Bo.

Finalmente, si I es admisible v AOCi Z(A), el teorema

4.8., capitulo I, comnleta la prucha.

¥Mas adelante vecremos que, como ¢€n [V—Z-I], la suposi-
cidén de que * es finitamente cenerado sobre B en la defini-
cidn de Galcis débil, nuede ser suprimida. Ademds veremos
que esta definicidn es la dada en (V-Z—II], ya que la condi
cién de ser ficlmente provectivo se deduce de las otras.

Por otra pnarte, probaremos que para anillos graduados
sin idemnotcntes, Galois fuertc es equivalente a Galois d4dé-
bil. Por lo tanto, oportunamente diremos brevemente falois

por Galois débil.



Lema 1.4.~ Sean A = i@I Ai un anillo graduado y G un
€
grupo finito de automorfismos de A que induce un gruno de

automorfismos de AO isomorfo a 6. EFntonces existe c € A tal

]}

que tr(c) = 1 (es decir, tr(h) AG) si y solo si existe

c, € A  tal aue tr(c_ ) = 1. Si ademds, A C Z(A), existe un

elemento central en A de traza 1 si v solo si existe un cle

mento en A de traza 1.

D) Basta considerar la restriccidén de la ecuacidn

tr(c) = 1 al grado cero.

La sipuiente nroposicidn es bien conocida.

Pronosicidén 1.5.- Sea S fuertsmente Galois sobre R

con arupo G. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) Existe un elemento ¢ en S tal cue tr(c) = 1.
b) S es D(S,G)-rroyectivo.
¢c) R es un sumando directo de S como R-mbédulo a dere
cha.
Por otra rarte, también son cquivAalentes:
(A) Existe c en el centro de S tal aque tr(c) = 1.

(B) D(S,G) es senarable sobre S.

Obscrvacidn.- MNecesitamos recordar que si c¢c € ¢ vy
tr(c) = 1, entonces la nroyeccidn 7: S —> R estd definida
por "(x) = tr{(c.x), para cada x ¢ S.

Corolario 1.6.- Sea A = i?I ﬂi un anillo graduado sotre

un monoide T que verifica (Il) con Ao conmutativo y tal aue
M ¢s fuertemente Galois sobre B con grupo G. Entonces A es
D(A,G)-proyectivo, B es un sumando directo de A como B-md-
dulo a derecha v 1la proyeccidn de A sobre B es homogénea de
arade cero. Si ademis AN C Z(A), cntonces D(A,G) es A-separa
ble.

D) Por la nronosicidn 1.2., Ao es fuertemente Galois
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sobre B0 con grupo G per lo que existe c, € AO tal que
tr(e_) = 1. Aplicando el lema 1.4, v la pronosicidn 1.5.,
A es D(A,G)-proyectivo v B es un sumando directo de A como

mbédulo a derecha sobhre B,

Siendo que la proveccidn w:A > B esti definida por

r(a) = tr(c_.a), entonces = es homogénea de grado cero.
sin Z(A) existe en A un elemento central de tra

za 1 y 1la 4ltima rarte de la proposicidn anterior completa

la prueba.

Sean R —> S un R-anillo bueno, G un grupo de R-auto
morfismos de S y x € Spect B(R). Entonces cada o € G induce

un R_-automorfismec o de S . Es claro que G = {o_} es
X X X x x

G
un erunc de Rx-automorfismos de Sx' Si S es graduadg ; G es
homogéneo entonces Gx es homogéneo.

En general vale también el resultado (2.17) de (V-Z-II].
Observamos que la hindtesis que siguc asegura que R -—> S
es un R-anillo bueno v entonces vale la misma nrueba de

(v-z-11]):

Lema 1.7.- Secan R S dos anillos tal que todo idemro
tente central en R es central en S, H un grupo finito de H
R-automnrfismes de S v x ¢ Spect B(R). Entonces (SH)x = Sxx.

Proposicidén 1.8.- Scan R ¢ S dos anillos tales que

todo idempotente central en R es central en S v x € Snect
B(R). Si S ¢s debilmente Galois sobre R, Sx es debilmente

Galois sobre Rx'

D) Por las rroposiciovnes 5.1. y 5.2. del canitulo I,
Sx es Rx-separable y finitamente gcnerado v proyectivo como
Rx-médulo a derecha. Ademés,rsi F es un pruno finito de
automorfismos dc S tal aque S = R, por el lema 1.7.,

X _ F = n
Sx = (S )x = Rx’ lo que comnrleta la nrueba.
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Corolario 1.3.- Sean 4 = i?I Ai un anillo graduado
sobre un monoide admisihle I econ A .. Z(A), B un subanilloe
Q

de & tal que A es Galois débil sobre B y x € Spect B(B).

Entonces Ax es CGalois d&bil sobre Bx en el sentido graduado.

D) Por ¢l corolario 4.2., caniftulo I, todo idemnoten-
te de A estd en £ .« En particular, todo idemnotente central
de B es central en /L. Entonces. por la nronosicidn anterior,
Ax 2s Galois dé&bil sobre Bx'

Por el corolario 5.11. del canitulo I, Bx —_— Ax es
una inclusidn de mddulos graduados. Ademds, si F es el gru-
po finito de B-automorfismos de A tal que AF = B, entonces
Fx es un gruno homogéneo tal que Axx = B, , 1o que comnleta

X
la nrueba.

Extensiones de Galois y el grupo de automorfismos.

En este pdrrafo damos algunos resultados cuyas demos
traciones son bien simples y que utilizaremos con frecuen-
cia.

La sipuiente proposicidn extiende a nuestrc caso el

resultado del teorema 3.5. de [C—H-R].

7’

Preposicidn 2.1.- Sean A = i?I Ai @n anillo sin idem-

npotentes no triviales, graduado sobre un moncide admisible
I con AO(: Z(A), G un grupo de automorfismos de A 'y B = A"
Suponemos quc A cs B-separable y finitamente generado ccmo
médulo a derecha sobre B. Fntonces G es finito, A es fuerte
mente Galois sobre B con grupo G, 6 = G(4A_/B_ ) y ademds es
igual al gruno d¢ todos los B-automorfismos (homogéneos y

no homogéneos) de A.

D) Comoc antes, indicamos con G(A/B) ¢l gruno de to-
dos los B-automorfismos homogéneos de grado cero de A. En-
tonces por el teorema 4.8., canitulo I,

G C G(A/B) € G(A_/B,).

Pero A no tiene idempotentes no triviales, es separe

ble sobre B_ y es finitamente generado como Bo-médulo a
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derecha. Ademids AS = Bo v entonces, nor 3.5. de [C-H—R], G
es finito, A, es fuertemente Galois sobre B_ con gruno Gy
G = G(AO/BQ).

Por la pronosicidn 1.2., & es fuertemente Galois sobhre
‘B con gruno G. Ademis, como A verifica (H), G es el grupo
de todos los B-automorfismos (homogéneos y no homogéneos)

de A, (teorema 5.3., capitulc II), lo que completa la prueba.

Corolario 2.2.~- Sca 4 = i%I Ai un anillo sin idempoten

tes no triviales, graduado sobr: un monoide admisible I con

A < Z(A). Sunonemos cuc A es fuertemente Galois sobre B con
gruno G. TLntonces todo 3-automorfismo de A es homogéneo de

grado cero y estd en G.

Observacidn.- Es claro que anui la exnresidn todo

B-automorfismo de A" se refierc a los automorfismos homopé-
neos y no homogéncos.

El resultado del corolario anterior serd comnletado
mis adelante, donde sc cstablece que el mismo vale aldn cuan

do A tiene idempotentes v es debilmente Galois sobre B.

Corolario 2.3.- Sean A = Ai un anillo sin idempo-

.@
iel
tentes no triviales, graduado sobre un monoide admisible I

N —

con A_ & Z(A) y B un subanillo de A. Entonces A e¢s fuerte
mente Galois sobre B con grupo G si y solo si A es debilmen

te Galois sobre B con gruno G.

D) Es una consecucncia inmediata de las conclusiones

del §2 de¢l canitulo II y de la {dltima proposicidn.

Observacidn.- Cuando A tiene idempotentes, la hipdte-

sis frecuente es "A es debilmente Galois sobre B”. Si A no
tiene idempotentes se sunone que A es fuertemente Galois so
bre B. Mo obstante, por el corolario anterior podemos supo-
ner en todos los casos que & es debilmente Galois sobre B.
Por esta razdn diremos quc A es Galois sobre B si A c¢s de-
bilmente Galois sobre B y utilizaremos generalmente esta

hipdtesis.
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Corolario 2.4.- Sea f = i%I Ai un anillo sin idemno-
tentes no triviales, graduado sobre un monoide admisible I

con Ao - Z(A). Si A ¢s Galois sobre B con rsrupo G entonces
o(G) = [Aﬂ:BOJ (0o(G) cs el orden de G y [AO:BOJ el rango d=

h, sobre Bn).

D) Por hindtesis, Ao zs fuertemente Galois sobre B_
con grupo G y entonces basta anlicar el segundo corolario

que siguc al lema 5 de (V]_

También se nuede extender a nuestro caso el teorema
2. de [v'l
/

Pronosicidn 2.5.- Scan A = Ai un anillo graduado

.9
ch
sobre un monoide admisible I con Ao:: Z(A), B un subanillo

de A tal aque A es B-separable y prroyectivo como B-mdédulo a
derccha y G un gruno finito de B-automorfismos de A tal que

AG = B. Suponemos que A tiene ranao sobre B, ¥ que o(G) =

= [AO:BO]. Entonces A c¢s fuertcmentc Galois sobre B con gru
po G.

D) Por hipdtesis, N  es Galois sobre B, en el sentido
de [V] y o(G) = [AO:BC?. Entoncecs, ror el teorema 2 de [V],
L, es fuertzmente Galois sobre B0 con grupo G de donde sigue

la tesis.

Proposicidn 2.6.- Secan A = ‘@I Ai un anillo graduado

sohre un monoide admisible I con A < Z(A), B un subanillo
fo]

de A tal que A es B-separablc y pnroyectivo como B-mddulo a
G

derecha y A~ = B, dondc C es el gruno de todos los B-auto-

morfismos de A. Sunonemos ademds que A tiene solo un nimero

finito de idempotentes. Entonces G es finito.

D) Por hinBtesis, AO cs Bo—senarable, nproyectivo y
finitamente generado como B _-médulo (proposicidn 1.1. de
[V-Z-I]) y Ai » Bo. Fntonces AS(A°/B°)

sicidn 1.3. Ade [V-Z-I], G(AO/BO) es finito.

= Bo y por la prono-
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Pero el teorema 4.8., capitulo I, establece que
G<C G(4i,/B_ ), lo aue completa la orueha.

Observacidn.- Este resultado serd mejorado mds adelan

te donde sc¢ nrueba aue, bajo las mismas hipdtesis,

G = G(AO/BO).

Anillos sin idemnotentes no triviales.

Por ¢l resto del caritulo, salve mencibn expresa an con
trario, hacemos la sicuiente:
Hipbdtesis.- A = igI £, es un anillo graduado sobre un
monoide admisible T, *_ & Z{(A) v

A > A

% ¢s un subanillo de A.

Teorema 3.1.- Si A no ticne idemnotentes salvo 0 y 1

y es Galois sobre B con grupo G, la correspondencia usual
de la teoria de Galois es una correspondencia biunivoca en-
tre subsrunos de G vy subanillos C de A tales nue B C C y

C es E-scnarable. Si H c¢s un subgrupo de G v C un B-subani-

llo senarable de A, las siguicntes condiciones son equivalen

tes:

1°) C = AH

2°) ¢, = AS (¢s decir, C_  corresponde a H ror la teo-

ria de [C-H-Rr]).

Todo B-subanillo senarable de A es un subanillo homo-
gEnec.

D) Por hindtesis, A, es fuertemente Galois sobre Bo
con ¢ruvro G. Entonces nor el lema 1.4., tr(A) = B. Por otra

narte., A verifica (H) y aplicando el teorema 3.3. del cani-
tulo II, se tienc la corresnondencia entre subgrupos y suba-
nillos.

Como cada subanillo senarable C es igual a AH nara
algln subgruno H de G, C es homogéneo.

Es claro que la condicién 1°) implica 27).
H

Reciprocamente, si H es el subgruno tal que Co = A,

(dado ror la teoria de [C—H-R]) y H' el subgruno tal que;
1)

C = AH (dado nor el tcorema 3.3., capitulo II) entonces

H' € H. Si 0 € H entonces o/C_ = 1¢_ . Por la proposicidn

4.7. del capitulo I, ¢/C = 1, de donde si7ue que o e H'.
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Luego H' = H, lo que prueba la éequivalencia entre 1°) y 2°).

Observacidén.- La correspondencia biunivoca del teorema

anterior puede ser obtenida del tcorema 2.9. de [H]. En efec
to, con el mismo razonamiento de la proposicidn 4.4. del ca-
pitulo II, se deduce que A es Galois exterior sobre B y que

existe un elemento central en A de traza 1 (esto es, B es un

sumando directo de A como B ®_ R°-mddulo).

y/
También utilizando [H], teorema S5.1., podemos obtener:

Teorema 3.2.- Sea A fuertemente Galois sobre B con

grupo G. Entonces

H

a) Para todo subgrupo H de G, A = B @B AS. En parti-

o]

cular, A * B @, A

B e’
(9]
Si suponemos ademds gque A no tiene idempotentes no

triviales.

b) Las condiciones 1°) y 2°) del teorema 3.1. son equi-

valentes a C = B & AH.
B o

c) Un B-subanillo C = Ci de f es separable sobre

.

iel
®_. C , donde C_ es B -senara-
Boo o o :

B si y solo si C = B
ble.
D) la parte a) sigue inmediatamente del teorema 5.1.
de [M] y b) es consecuencia directa de a)
Si Co es Bo—separablc y C = B &BOCO, por la proposicidn
1.3., capitulo I, C es B-separable.
Reciprocamente, si C es B-scparable entonces
C = B QB A?, para algin subgrupo K de G, con Ag = CG lo que
Q
complcta la prueba.

Observacidn.~- E1 teorema 3.2., parte a), vale también

con la hipdtesis "A es debiimente Galois sobre B"” como verec-
mos. Con esta misma hipdtesis mostrarcmos también que la par
te ¢c) no necesita dz la suposicidén A no tiene idempotentes
no triviales' .

Un resultado rcciproco del teorema anterior es el si-
guiente.

Tecorema 3.3.- Sean A_ v BO anillos conmutativos tales

que A_ es fuertemente Galois sobre B con grupo G v
o]
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B = B, ® (iQO Bi) cuclquier anillo graduado sobre un monoi-
de admisible con B & Z(B). Entonces A = B @B Ao es un ani
o]
l1lo graduado el cual es fuertemente Galois sobre B con gru
po homogéneo G y A C Z(A).
D) Como B y Ao son Bo-élgebras y B, es sumando directo

de B como B_-mddulo, A es graduado y A_ & Z(A). Para comple

tar la prueba basta aplicar ¢l teorema 5.2. de [M].

Observacidn.- El rcsultado correspondiente para exten

siones debilmente Galois, también serd establecido mids ade-

lante.

Anillos con un nimero finito de idempotentes.

Sea G el grupo de todos los B-automorfismos de A. Su-
ponemos que A4 tiene un nimero finito de idempotentes y que
es Galois sobre B con grupo G.

Si B tiene idempotentes, estos estln en B_por lo que
son centrales. Entonces B y 4 se descomponen en suma direc-
ta de anillos, G es producto directo de los grupos de cada
sumando de A y, nor la proposicidn 1.6. del capitulo I, cada
sumando de A es Galois sobre un sumando de B con grupo total
un factor de G. Por otra parte, cada B-subanillo separable
de A es suma directa de subanillos scparables sobre los su-
mandos de B (proposicidn 1.€., capitulo I).

Por lo tanto, como c¢n [V—Z-Il (v puesto que vale la
misma observacidn que alli), para estudiar la teoria de Galois
de A sobre B, basta considerar el caso en que B no tiene idem
potentes no triviales. Desde ya, suponemos quc esto se veri-
fica.

Sea G' el grupo de todos los B -automorfismos de A .
Por la proposicidn 1.3., A  es Galois sobre B° con grupo G'
y como B_ no tiene idempotentes salvo 0 y 1, podemos aplicar
la proposicidn 1.3. de [V—Z—I]. Entonces A = iél Ao.ci, don
de {ei} es el conjunto (finito) de los idempotentes minima-
les de A (v también dc A); cada Ao.ei es Galois sobre B,s

G' es finito y es igual al producto semi-directo del grupo
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simétrico dc orden n y el producto de los grupos de automor
fismos de cada sumando.
Recalcamos que para el resto del plrrafo, salvo men-

cidn expresa en contrario, suponcmos la siguiente:

Hin5tesis.- A\ es Galois sobre B con grupo G y B no

ticne idempotentes salvo 0 y 1,
Adcmds, con G' indicamos €l grupo de todos los B_-auto
morfismos de A_ v {ei} ¢s ¢l conjunto de idempotentes mini-

males de A . .
(o]

Proposicidn 4.1.- A e¢s suma directa de los B-subani-

llos homogéneos ﬂ.ci (i =1, ..., n). Cada A.ei no tiene

idemnpotcntes no triviales v es fuertemente Galois sobre B.

Finalmente, G G' es pnroducto semi-directo del grupo simé-
trico de orden n v el nroducto de los grupos de automorfismos

de cada A.ei sobre B.

D) Como los idempotentes de A son centrales, podemos
comenzar la pruchba repitiendo la demostracidn de la proposi-
cidn 1.3. de [V-Z-I]. Establecemos asi la primera parte y
la descomposicidn de G en producto semi-directo. Resulta
adem3s que para cada par i, j, A.ci = A.ej v Gi = Gi’ donde

Gi ¢s €l gruno de todos los B-automorfismos de A.ei.

Siendo aue cada A.ei verifica (H) y es B-senarable,

1
=

para probar la segunda parte basta mostrar que (A.ei) 1
Indicamos con Bi la imagen de B por la aplicacidn ca-

: Gi

ndénica hi: B —> A.ei. Entonces Bi C.(A.ei) 1.

G«
$i a ela.ey) 1, ¢cligiendo isomorfismos

. A y ——) > = - -
aj. Nee, > A.ej, (3 i, ..., n), con . ldA.ei’ se
tiene due c = E a. (a) e 4% = B, vy hi(C) = a. Por lo tan-

3=1 G
to, a € B, lo que muestra que (A.ei) s B..

Entonces A.ci es fucrtemente Galois sobre Bi con gru-
po Gi' Por ¢l corolario 1.6., Bi es un sumando directo de
A.ei como Bi-médulo a dcrecha (es decir, como B-médulo a de

recha) . de donde sigue quec Bi es B-proyectivo a derecha.
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Por 1o tanto, la sucesidn exacta:

0 — Ker h, —> B -—> B, — 0,

se escinde. Luego Ker hi = e.b, donde e es un idempotente
de B. Yecesariamente ¢ = 0 v entonces hi es inyectivo por
lo quec Bi = 3, lo que completa la prueba de la segunda par-
te.

Finalmente, si Gi es ¢l grupo de todos los B_-auto-
morfismos de Ao.ei, por la oroposicidén 2.1., Gi = Gi para

cada 1. Entonces G = G'.

Proposicidn 4.2.- La aplicacidén B @P A —> A, de-
s
finida por b ® a, —— b.a_, es un B-isomorfismo de anillos

graduados.

D) Por 1la proposicidn anterior y el teorema 3.2.,

A.e, = 3 ® A .c,. Entonces,
i Bo o 71
n n , .
A = igl A.ei = B QBO (igl Ao.ei) = B ®;, A, y cl isomorfismo

¢es el de la tesis.

El siguiente teorema se prueba utilizando la técnica
de [V—Z-I) (ver 4, §3). No obstante, como alli se usa el

concepto de grupoide, damos brevemente una prueba directa

que sc obtienc como traduccidn de aquella.

Teorema 4.3.- Para cualquier subgrupo H de G, AH es

B-separable.

D) Definimos una rclacidn de equivalencia en {1,2,..,n}
por: i -~ j si existe o ¢ H tal que o(ei) = e.. Sea J una
clase de equivalencia vy ey = 'ZJ e.. Entonces ey es un idem
pgtenfé minimdl de AH v toaoslios idempotentes minimales dec
A son de esa forma.

Por lo tanto, AH = ? AH-QJ y bastarid probar que cada

AH.e_Y es B-scparable.
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Sea io € J y para cada i1 € J elegimos o, € H, tal que

ai = oi/A.ei es un isomorfismo de A.ei sobre A.ei.
G /'v
Definimos O: Ave, — A, por o(x) = } ai(x). Enton
o ied

ces O e¢s un B-isomorfismo sobre un subanillo de A (excepto
que la unidad de A.e., se aplica en una unidad del subanillo

1o
que no es unidad de AJ, tal que LS < Imo.

J
Sca H, el subgrupo de Gi opbtenido por restriccidn a
0

A.c, de los elementos o ¢ H tales que o(ei ) = e; . Por el

Hs - )
teoroma 3.1., (A.ei ) o es B-separable. Pero 1la i&égen de

H

H.,
(A.ei) le por O es 8xactamente AH.e Por lo tanto, A .e

J’ J

es B—geparable.

Proposicidén 4.4.- B es un sumando directo de A como

B-mddulo a derecha y la proyecccidn *: A —> B es homogénea
de grado cero. Para cada subgrupo H de G, AH ~ B ®B AS
0

D) Como AOTT Bo son anillos conmutativoes y A es pro
o =
yectivo sobre B _, el argumento de V-Z—I] (pdg. 729, antes

del primer punto) muestra que B, & un BO-Sumando directo de

-

AO. Sea =': AL — B0 la proyeccidn. Entonces 7 = 1 ®
B ®B A, —™ B @B Bo= B, es una proyeccidn homogénea de gra
do cerc de A sobrd B.

Sea H un subgrupo de G v ¢: B @B AS-——# AH, definida
por ¢(b ® a_) = b.a_. °

Siendo que AH es B-separablec y A es finitamente genera
do v proyectivo como B-médule a derecha, por la proposicidn
1.8. del capitulo I, A es finitamente gecnerado vy proyectivo
como AH-médulo a derecha. Adcmds, como A es B-separable, A
es AH-scparablc. Entonces h c¢s Galois (débil) sobre AH. Por
lo tanto, AH es un sumandc directo de A como AH—médulo a de-
recha, cor proyeccidn homogénea dec grado cero my A — AH
(ver observacidn posterior), vy Ag es un sumando directo de
A  como Ag—médulo. "

La Gltima conclusidn muestra que B @B A, es un B-su-
mando directo de B @B Ac = A, de donde sigug que ¢ es inyec

. : O e PR . .
tivo, porque se obtiene restringiendo el Qltimo isomorfismo

a1 enmandAdAa Aivmant+a



. H .
Si ae A" A =B @B Ao, entonces a = Z bi.a , €on
bi € B v af € Ao. Por 1lo taﬁto, .

N U SN N |
a = wl(a) = g -1(ao.bi) = g “1(30)'bi

= ¢(Z bi 3] nl(a:)) € Im ¢, de donde sigue que ¢ es suryecti
i ' -
va, lo que completa la prucbhba.

. » . . . H
Observacidn: La afirmacidn de arriba (A es sumando

directo de A) vale norque la primera pnarte de la tesis se

verifica aiin cuando B tiene un nimero finito de idempoten-
tes. En efecto, si {fi}, (i =1, ..., m), es el conjunto de

m
idempotentes minimales de B, entonces A = i@1 A.fi,

m
B = .8, B.f,, cada A.f, es Galois sobkre B.f, y B.f, no tie-
i=1 1 i 1 1

ne idempotentes no triviales. Entonces si MLt A.fi - B.fi
es la proyeccidn homogénca de grado cero, cuya existencia

T7.: A — B,

muestra la primcra parte del teorema, m = 1 "3

néd3

i
es una proyeccidn homogénea de grado cero.
. H
Por lo tanto, el resultado puede aplicarse para A en

lugar de B.

En (V-Z-I] se dice que un subgrupo H de G es gordo
si contiene cada automorfismo o, tal que la restriccidn de
o a cada A.ei coincide con la restriccidn de un elemento
de H.

La nocidn refcrida a subgrupos de G como grupo de auto
morfismos de A o de A  coinciden, por el teorema 4.8. del
capitulo I y la conclusidn demostrada que establece que
G(A/B) = G(A,/B_).

Obtenemos ahora para nuestro caso cl teorcma de Galois
de [V-Z-I]. En €l enunciado del mismo, subanillo separable
significa subanillo scparable homogéneo. No obstante, en
el parrafo 6 probamos que todo B-subanillo separable de
A es homogéneo. Por csta razén prcferimos omitir la palabera

homogéneo en ¢l enunciado.
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Teorema 4.5,- La correspondencia usual de la teoria

de Galois es una correspondencia biunivoca entre subgrupos

gordos de G y subanillos de A quc contienen a B y son B-se-

parables. Si H es un subgrupo gordo de 6 y C un B-subanillo
sc¢cparable de A, las siguientes condiciones son equivalentes,
1) ¢ = aH
2°) CO = AS (es decir, Co corresnonde a H nor la teo-

o = A
3°) ¢C B 93 .

En particulag, un B-subanillo C = i?I Ci de & es B-se
parable si y solo si C = B @B CO, donde C_ ecs Bo—separable.

&}
D) Sca C un B-subanillo separable de A. Entonces C,

es Be-separable y por ¢l teorcma de [V—Z-I], existe un sub

grupo gordc H' de G tal que C_ = AE'.

Por otra parte, sea H = {o: o ¢ G, o/C = 1C}. Por 1la
proposicidn 4.7. del capitulo I, para cada o e G, 0 € H si
y solo si o0 € H'. Entonces H = H' y se tiene:

cza=Be A =ne; c o c.

° Ho_ o H

Por lo tanto, C = A7 = B @BOAO = B @BOCO.

Ademds, si H es un subgrupo gordo de G, por el teore-
ma 4.3, y la proposicidén L.u4., AH = B @B As ¢s B-separable,

lo quc completa la prueba. °

‘nillrs cen Iinfinit~s idempotentces

Si A es Galois sobre B, A, es B _-separable, finitamen

te generado y proyectivo como B_-médulo y existe un grupo

finito H de B-automorfismos de A tal que AE = B, . Por otra
parte A = B_ ® D_ como B _-mddulos, de donde sigue que
A,/B, = D, es B_-playo (mas aln, es B_-nroyectivo). Entonces

por [B] (capitulo I, §3, n° 5, proposicién 9), A, es B -fiel.
Por 1~ tanto, A, es Galois sobre B, en el sentido dado

en [V—Z-II]. En cl pirrafo siguiente mostramos que también

A es Galois sobre B en este mismo sentido, es decir, que A

es B-fiel (proposicidn 6.u4.).

Propoesicidn 5.1.- Si A es Galois sobre B con grupo G,




pary ¢z’ subgrupo finito r de G, AF = B R AF. En particu-
o

B
(o]
lar, A = B @BOAO
D) Sea ¢6: B ®_ A —= AF, la aplicacidn definida por
(b ® ao) = b.a_.
Para cada x e Spect B(Bo) = Spect B(R), 1la teor%a del

-

pé@rrafo 4 se aplica a A_ sobre B . Entonces B ® A = A
: X X X Bo ®
X

Como F es finito, del d4ltimo isomorfismo y el lema
1.7., resulta cl isomorfismo Bx @Bo (A':)x = (AF)X, de donde
sigue que (B @BOAZ)x = (Ap)x. X

Siendo que el Gltimo isomorfismo es ¢y > S€ tiene que
para cada x ¢ Spect B(B), ¢, ©s un isomorfismo. Luego ¢ es

un isomorfismo.

Proposicidn 5.2.- Si A es Galois sobre B con grupo G,

entonces G = G(ﬁO/BO).

D) Por el teorema 4.8. del canitulo I, la aplicacidn
G — G(A_,/B,), tal que 5 —> o/;\o es un monomorfismo.

Sea ahora t € G(A_/B_ ). Entonces 1 ® t es un B-automor
fismo de A tal que (1 ® t)/4, = 7.

Es fdcil ver entonces que la aplicacidn G(A_/B_ )—> €,

tal que Tt —— 1 ® 1, es inversa de¢ la anterior.

En [V-Z—II] se define la clausura de un subgrupo H de

G como el conjunto dc todos los RB-automorfismos t .de A tales

que, para algin conjunto {ei} de idempotentes de A, con

? e, = 1(donde ? e, es la suma booleana de los ei), y para
cada i, existe un g, € H tal que e,.T = €e,.0, (la notacién

e;.T y e;.0, se interpreta con el significado dado en el péd

rrafo 5, capitulo II).
Si A es Galois sobre B con grupo G, por la proposicidn

anterior y el isomorfismo A = B @B A_ (de donde se deduce
o €
i = . = .0 sulta
que si ei.'r/Ao ei.oi/Ao entonces e, T e 01)’ re
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que 13 clausura de un subgrupo H de G es la misma, conside
rando a H como un grupo de automorfismos de A o de A

Un subgruno H es cerrado si coincide con su clausura,
Por la obkservacidn anterior, 1la nocidén de subgrupo cerrado
es la misma si se considera al subgrupo como grupo de auto-
morfismos de & o de Ao

El siguiente tcorema de Galois es extensidn de (3.9)
de [V—Z-II]. Aqui valc la misma observacidn que precede al
teorema 4.5., es decir, subanillo separable significa suba

nillo separable homogéneco.

Tcorema 5.3.- Si A cs Galois sobre B con grupo G, la

usual corr:z=spondencia 'e 1= te-ria ‘< Gal-is 3 una corres-
pondencia biuniveoca entre subanillos de A que contienen a B
y son B-separables y subgrupos H de G aue satisfacen las si
guientes condiciones:

a) H es cerrado

b) Para algdn subgruno finito F de H, AF z AH.

Si H es un subgrupno de G quc verifica a) vy b) v C es
un 3-subanillo separable de A, las sigulentes condiciones
son equivalente,

1°) ¢ = af

2¢) C_ = Af (es decir, C, corresnonde a H por la teo

ria de [V—Z—III).
3') ¢ =B e, ar
Q
En particular, un B-subanillo C = i@ C. de A es B-se

el i

BoCo, donde C_ es B_-separable.

D) Sea C un B-subanillo de A que es B-separable vy H

parable si y solo si C = B ®

el grupo de todos los B-automorfismos o de A tales que

c/C = 10. Por la proposicidn 4.7., capitulo I,

H=1{o0:9eGyoale =1, 1.

CO
Cntonces por (3.9 a) y (3.9 c¢) de [V-Z-II], H es cerra:
. . s H
do y existe un subgrupo finito F de H tal que A = A_ = C,-
Por lo tanto,
C & AHtf \F = B ® AF = B ® AH = B®, C €C, de donde sigue
S 0T B "o B "o © T8 “o >

[o] o] o
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Reciprocamente, si H es un subgrupo cerrado de A y F

Y
n subgrupo finito de H tal que AF = A”, por (3.9 b) de

u
F H . H
[V—Z—II], A A~ es B_-separable de donde sigue que A =
i 5 | '

= A = B ® A B

B
o )

Finalmente, aplicando (3.9 d4) de [V—Z-IIJ se tiene:

M

H
= B ®, A  es B-separable.

. = = . H = =
{6: 0 e Gy o/AH IAH} {c:o0eGCyay, 1,H} H,

o o]

lo gue completa la prucba.

Algunos complementos

L1 resultado (3.15) de (V-Z-II] muestra que S es de-
bilmente Galois sobre R si y solo si existe una familia fi
nita {ei} de idempotentes ortogonales de P cuya suma es 1,
tal que para cada 1, S.ei es fuertemente Galois sobre R.ei.
En particular, si R no tiene idempotentes no triviales, §
es debilmente Galois sobre R con grupo G si y solo si exis
te un subgrupo H de G tal que S es fuertemente Galois sobre
R con grupo H,

*Probamos ahora este resultado para el caso graduado.

Teorema 6.1.- Si B no tiene idempotentes no triviales,

A es separable sobrc B y proyectivo como B-médulo a dere-
cha y AG

mos de A si y solo si existe un subgrupo H de G tal que A

B, donde G es el grupo de todos los B-automorfis

es fuertemente Galois sobre B con grupo H.

D) Si A es fuertemente Galois sobre B con grupo H,
A es debilmente Galois sobre B con grupo G.
Reciprocamente, sea A separable sobre B y proyectivo
como B-médulo a derecha, tal que AG = B. Entonces A  _es de

n
bilmente Galois sobre B_ con grupo G(A_/B,) y A, = igi Aj-ess

a

donde {ei} es el conjunto de idempotentes minimales de 4 _,
y Ao.ei es Galois fuerte sobre B  con grupo Gi (el grupo
de todos los 3_-automorfismos de Ao.ei).

Repitiendo la pruecba de la proposicidén 4.1. (la hind

tesis A finitamente generado sobre B no se utiliza porque
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n
lo anterior asegura que 1 = Z ¢.), se deduce que A.ei es

Galois sobre B para cada 1. én%onces A e, es finitamente gc¢
nerado sobre B de donde sigue que A es finitamente generado
sobre B. )

Entonces A es debilmente Galois sobre B con grupo G y
volviendo a la proposicidn 4.1. resulta que G = G(A_/B_ ) vy

Gi es el grupc de todos los B-automorfismos de A.ei.

Para cada 1 1, ..., n, elecgimos un B-isomorfismo

o, A e, — A.ei. Definimos un homomorfismo de grupos
n n -1
Gy G1 — G, por: ¥Y(t)( X a.ei) = -Z Oi0Ts (a.ei),
=1 i=1
€ fH.

para cada T € G1 y cada a

Se puede verificar fa&cilmente que ¥ es un monomorfis-
mo. Entonces H' = w(G ) es un grupo de B-automorfismos de
i, cuyo orden es el orden de G

Definimes ahora p € G por p ( Z a.e;) =
i=1

Z digioci_i(a,ei), para cada a € A (donde i + 1 indica
i+ 1 (mod n)).

Entonces las potencias de p forman un subgrupo H" de

G, cuyo orden es n.

Siendo que H' M\ H" = {1}, si H es el subgrupo de G
generado por H' ' H', se¢ tiene que o(H) = n.o(Gi).
Por otra parte, se puede ver que A = B,

Ademas, ccomo A, es debilmente Galois sobre B, y B  no
tiere idempotentes, (AO:DO] = n.o(Gl) = o(H). Entonces, nor
la proposicidn 2.5., A c¢s fuertemente Galois sobre B con

grupo H.

Corolario 6.2.- Si B no tiene idempotentes no trivia-

les, A es dcbilmente Galois sobre B con grupo G si y solo
si existe un subgrupo H de G tal que h es fuertemente Galois

sobre I con grupo H.

Contraejemplo.- E1l corolario anterior no es vdlidoc si

B tiene idempotentes no triviales. Para ver esto basta res-
tringirnos al grado cero y considerar el caso de anillos con

mutativos.
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Sean S y R anillos oonmutativos donde R tiene un nimg
ro finito de idempotentes. Entonces es claro que: S es fuer-
temente Galois sobre R con grupo G si y solo si para cada
idempotente ¢ de R, S.e ¢s fuertemente Galois sobre R.e con
grupo G (ver LKr.]).

Si Si es debilmentc Galois sobre Ri con grupo G,, Si
no tiene idempotentes no triviales (i = 1,2) y [81: R1 #

# (82: R2] (por corolaric del lema S de [V], esto implica
que O(Gl) $ o(GQ). En rigor, bastaria pedir que G, $ G2) 3

entonces 51 ® 52 es debilmente Galois sobre R, ® R, con grupo

1 2
Gl X G2.
Si existc algln subgruno H de G, X G2 tal que 51 ® 82
es fuertemente Galois sobre R, ® R, con grupo H, por la afir-

1 2
macidn anterior, Si ¢s fucrtemente Galois sobre Ri con grupo

H (i = 1,2), de donde sigue que G, = H = G

1 X lo que es una

contradiccidn.

En el siguiente corolario recalcamos ¢l hecho que la
condicidn "4 es finitamente gencrado como B-mddulo" puede scr

suprimida comc en [V—Z-IJ.

Corolario 6.3.~ Si A ¢s B-separable proyectivo como

B-médulo a derccha y para algin grupo finito F de B-automor-

fismo de A, AF = B, c¢ntonces A es debilmentc Galois sobre B.

D) Si B no ticne idempotente no triviales basta apli-
car el teorema 6.1.

En general, para cada x € Spect B(B), A es B -separa-

F
ble, proyectivo ccmo Bx-médulo a dereccha y Axx = Bx' Como Bx
no tiene idempoteantes no triviales, Ax es Galois sobre Bx de

y 1 \ = = ..
donde sigue que A B, 8, on (B &, Ao)x
ox (o]
Entonces A = B 8, A  lo que muestra que A es finita-

mente generado sobre B.
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Por el teorema 6.1. y ¢l teorema 2.,9. de [M], todos los

B-subanillos separables C de A, tales que G/C es fuertemente

i
distinto son de la forma C = AH con H' subgrupo de H. No obs
tante, si H' es un subgrupo de H solo podemos asegurar que
]
C = AH es B-separable y H/C es fuertemente distinto, pero no

que G/C sea fuertemente distinto.

Pocr otra parte, el teorema 6.1. nos muestra que si B no
tiene idempotentes nc triviales y A es Galois sobre B con grupo
G, existe un subgrupo H de¢ G con AH = B, tal que:

a) tr A —> B, definida por tryla, = 7 o(a), es

H ceH

suryectivo,

b) A es D(A,H)-proyectivo y

c) D(A,H) es A-separable

De la condicidn a) se deduce que A es fielmente proyecti
vo como B-mbédulo a derecha. La siguiente proposicidn muestra
gue esto sucede alin cuando B tiene idempotentes. Por lo tanto
que las definiciones de &xtensiones de Galois utilizadas en
[V-Z-I] y [V-Z-II) sor las mismas para nuestro caso y coinciden

con la definicidén de Galois dé&bil usada aqui.

Proposicidén 6.4.- Si A es Galois sobre B con grupo G,

entonces A es fielmente proyectivo como B-médulo a derecha.

D) Si f: M —> N ¢s un B-homomorfismo a izquierda tal

que 1A ® f: A ®B M — A @B N es inyectivo, siendo que

A = B @Bo A, se tiene que 1Ao ® f: A, @B M —> A_ 8 . N es
inyectivo. °

Pero por la observacidn del comienzo del péarrafo 5, A

es B -fielmente proyectivo de donde sigue que f es inyectivo.

~

Teorema 6.5.- Si A es Galois sobre B con grupo G, todo

B- subanillo sceparable de A e¢s un subanillo homogéneo.
D) Sabemos que existe un isomorfismo ¢: A —> B GB A

Entonces A @B A= (B @ OAO) @B (B @BOAO) ~ B QB B GBOAO ® )

B

Ao) @B Ay, = A ®B A, donde 4 GB A es un anillo

(o] o (o] Q
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graduado cuyos elementos homogéneos de grado i estdn dados por

el submédulo 4. @ R
1 Bo o

8i designamos con ¥: A GL A —> A @B A el isomorfis-
o

mo anterior, es fdcil ver que si a ® a’ ¢ A 8, A, Y(a ® a')

=a®1. ¢(a') y si a@a ¢ A ®, A, entonces v=1 (a ® a,)
=a®a_ e A ®B .

0

Sea C un B-subanillc separable de A y Xi0 ¥y elementos

B

de separabilidad. Indicamos con i: C —> A la inclusidn. Enton

en C tales que e = z X, ® y; € C ®, C satisface las condiciones
i

ces para cada x € C, %x.(i ® i)(e) = (i ® i)(e).x, en A @B A. Por
lo tanto,
X, X, ® y..y. = X, ® y..() x..y.) = Xx. ® y., en A ©_ A.
.Z. i3 y] Yi Z j y] Z iYi Z ] yj B
1,3 ] 1 ]
Si aplicamos a esta relacidn el isomorfismo Y tenemos,

. ® 1).(x. ® 1). ). X .8 1). ).
igj (% )(x]@ )¢(Y3)¢’(y1) )];(xje )¢(y])

Entonces considerando v = [ (xi ® 1)®(¢>(yi))O €
i
e (A 8 Ag) ®, (a ® Ao)o, de la Gltima relacidn sigue que

[ [»]

p(v) = u(v2) y por la proponsicidn 4.1. del capitulo I, u(v) esté
en (A @b AJ), = A, ® A_. Por lo tanto plv) =

(o] (¢]
o

(o]
_ - °o ,
= % (xj 2] 1).¢(yj) = u; @ vi e A B A .

o
1 o]

el O

Aplicando ¥-1 se tiene:

, = (o] o o) [o] P J
(1) % xj ] Y g uy ® vi, en A QB A, donde u;, v; estén en Al
Por otra parte, A es finitamente generado y proyectivo

como B-médulo a derecha y puesto quc A = B OB A, podemos ele

gir a; c A, ¢r € HomB (A+,B:)(r = 1,.... n),otal que para cada
a e A, a = Z a;.éﬁ(a), donde ér es homogéneo de grado cero para
r =1, ...,rn.

Como C es B-separable por la proposicidén 1.8. del capi
tulo I, A es finitamente generado y proyectivo como C-mddulo

a derecha y las coordenadas proyectivas de A sobre C estan
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° v . . s Y - - .
dadas por a, ¥.: A —> C definida por Vr(h) § ¢r(a xj) yj,
donde xi, yj son los elementos determinados mas arriba.

Multiplicando la relacidén (1) a izquierda por a y apli-
cando ¢o(¢r ® 1), donde &: B GB A —> A es la multiplicacidn
R . ‘ - o ¢
se obtiene, g ¢r(a xj).yj Z ¢r(a ui).vi. Entonces para todo
© (& .
a e A, Wr(a) = Z ¢r(a ui).vi, dec donde sigue gue para todo r, Wr

es una aplicacidn que conserva cl grado.

Por lo tanto, si designamos con C_ = C N A, pRPA cada
. s [0}
a € A_ se tiene a_ = Z a’.¥ (a®), donde Y_./A : A —> C_es
o c ° . rr r o o °

un C_-homomorfismo. Esto nuestra que A  es C_-proyectivo y fini

tamente generado de donde sigue que A =C, @ D  como Co-médulo.
Sea ¢ = ) c; € C. Entonces para cada r, ¥ (c) = ¥ (1).c.
iel
Puesto que ¥ conserva el grado, Wr(co) = ?r(l).co. Por otra par

-

te, ¢, € A  de donde sigue que existen c; € Co y d, € D, tal que

o]
c. = c + d . Por lo tanto, Wr(co) = ‘%’r(i)co = Wr(l)c; + Wr(i).do

o

Puesto que ?P(co) e C_y WP(l).c; e C_, ?P(i).do = 0 para

cada r Z a ¥ (1).d = 1.4 . Entcnces ¢_ = c¢c' e C_.
. r o o o o o
Si 7m: ¢ —> h o es la aplicacidn definida por
m( Z ci) = ¢, para cada X c; € C, lo anterior muestra que
iel iel

Im (7)) Co. En consccuencia, 7 es un homomorfismc suryectivo de
anillos sobre C_ y por la proposicidn 2.4. de [H-SJ, C, es sepa
rable sobre n(B) = B

Sea H el subgrupo de¢ G tal que C_ = AH.

Q

o

Si 0 € H, por ¢l corolario 4.6. del capitulo I,

= = A . i 2 b . ¢
xi.o(yi) = b, ¢ A Tcniendo en cuenta quc v; € C, vy € C,

!

igualando grados cero, D Z O(y ) = 2 x$.y: = 1. Entonces
i

o
,_.

Z X, o(yi) = 1 y por ¢l lema 4.5. del capltulo I, o/p = 1C.
i
P

or lo tanto, ¢ . AH = B GB AS = B @B c,6 C C, de
(o] (o]
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dondec sigue que C = A" es un subanillo homogénco.

La teoria de Galois construida solo considera los automor-
fismos homogéncos de grado cero. No obstante, el corolario 2.2.
muestra que no existen automorfismos no homogéneos de A que dejan

fijo B, cuando A no tiene idempotentes. Generalizando,

Teorcma 6.6.- Si A es Galois sobre B con grupo homogénec

G, todc B-automorfismo de A es hcmogéneo de grado cero.

D) Suponemos que 5 no tiene idempotentes no triviales. Sca
G' el grupo de todos los D-automerfismos (homcgéneos y no homog@é
neos) de A. Como en la proposicién #.1. y utilizando la misma no
tacidn, se demuestra que G' e¢s producto semi-directo del grupo
simétrico de orden n y el producto de los grupos de automorfismos
(homogéneos y no homogzneos) dec cada ﬂ.ei sobre B.

Por el corolario 2.2., el grupo de automorfismos de cada
A.ei sobre B e¢s igual al grupo de automorfismos homogéneos de gra
do cero de A.ei sobre B. Entonces G' = G.

Ep general, si ¢ es un B-automorfismo cualquiera de A, cx
es un Bx—automorfismo de A_, para cada x € Spect B(B). Por 1la
primera parte o, €8 homogéneo de grado cero. Entonces, por la pro

posicidn 5.12. del capitulo I, ¢ es homogéneo de grado cero.

Hemos visto que si A es debilmente Galois sobre B con grupc
G, A =B @B ALy G actla a través del segundo factor. Por otra
parte, el téorema 3.3. muestra que, para cextensiones fuertementec
Galois vale el resultado reciproco.

Finalmente, vamos a demostrar este resultado para extensig

nes debilmente Galois.

Teorcma 6.7.- Sean A y B_ anillos conmutativos tales que

A, es Galois sobre B, con grupo Gy B = 3_ @ (igo Bi) cualquier

anillo graduado sobre un monoide admisible con B C z(B). Enton

ces A = B @B A, es un anillo graduado el cual c¢s Galois sobrc B
o]



con grupo homogéneo G y A  ( Z(A).

D) Supongamos primero que B, no tiene idempotentes no
triviales. Por 2l teorema 6.1., existe un subgrupo H de G tal
que Ac es fuertementc Galois sobre B_ con grupo H. Entonces por

el teorema 3.3., A = B QH A es un anillo graduado el cual es

I (o}
fuertemente Galois sobre B con grupo homogéneo H y A C Z(A).

Aplicaﬁdo el corolario 6.2., A e¢s Galois sobre B con
grupo homogéneo G'. Pero pcr la proposicidn 5.2., G' = G.

En general, A = B QB A, es B-separable y finitamente ge
[o]
nerado y proyective comc L“-mdédulo a derecha. Ademds A es gra-

duade y A_ (. 2(A).

Sea H el subgrupo finito de G tal que AS = Bo. Entonces

H
para cada x € Spect B(B_), A ¥ 2B . Como B no tiene idempo
o OX Ox Ox -_
tentes nc triviales, por la primera parte demostrada, Dx Ry A

¢s debilmente Galois sobre Bx de dondc¢ sigue que:

H H Hx
[AH]=A"=[B ®, Ao]"=a &, A, = B_.
X X X oy °X X oy °X X
Por 1o tantec AH = B. Entonces A4 ¢s Galois sobre D y por

la rroposicidn 5.2., el grupo de A sobre B es G.
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